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1907 年，俄国数学家马尔科夫提出了马尔科夫过程，随后产生了马尔科夫链理论并进

一步发展成为了隐马尔科夫模型（Hidden Markov Model），由于马尔科夫链和隐马尔科夫模

型具有良好的数学基础作为支撑，拥有其他方法没有的优良性，至今仍是国内外学研究的热

点。 

本篇调研报告分为三个部分，第一部分将对马尔科夫模型的理论进行分析，介绍马尔科

夫模型的基本概念，并对马尔科夫链模型的构造和模型的基本算法进行了总结与分析；第二

部分介绍马尔科夫模型在某些具体问题上应用的方法；第三部分为个人对本次调研的收获与

反思。 

1  马尔科夫模型理论分析 

 1.1 马尔科夫过程 

当一个系统（或过程）在某一具体时刻𝑡1所处的状态为已知条件，系统（或过程）

在时刻𝑡 > 𝑡1所处状态的条件概率分布与时刻𝑡1之间的状态都无关，而只与𝑡1时刻有关。

换句话说，就是在已知系统（或过程）“现在”状态的条件下，“将来”与“过去”是相互独立

的，其“将来”状态不依靠“过去”的状态。通常把这种性质称为马尔科夫性或无后效性。 

马尔科夫性用概率分布函数来描述，可以表述为这样的形式：设随机过程{𝑋(𝑡), 𝑡 ∈

𝑇}的状态空间为 S。如果对于时间 t 的任意时刻，这里𝑡1 < 𝑡2 <⋅⋅⋅< 𝑡𝑛, 𝑛 ≥ 3, 𝑡𝑖 ∈ 𝑇，在

条件𝑋(𝑡𝑖) = 𝑥𝑖 , 𝑥𝑖 ∈ 𝑆, 𝑖 = 1,2,⋅⋅⋅ 𝑛 − 1的情况下，𝑋(𝑡𝑛)的条件概率密度如果恰好等于

𝑋(𝑡𝑛−1) = 𝑥𝑛−1时𝑋(𝑡𝑛)的条件概率分布函数，即为 

𝑃{𝑋(𝑡𝑛) ≤ 𝑥𝑛|𝑋(𝑡1) = 𝑥1, 𝑋(𝑡2) = 𝑥2,⋅⋅⋅, 𝑋(𝑡𝑛−1) = 𝑥𝑛−1} = 𝑃{𝑋(𝑡𝑛−1) = 𝑥𝑛−1}, 𝑥𝑛 ∈ 𝑅 

这时则称随机过程{𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇}具有马尔科夫性或称为具有无后效性，进一步称这个过

程为马尔科夫过程。 

1.2 马尔科夫链 

定义 1  设随机过程{𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇}, 𝑇 = 0,1,2,∙∙∙，状态空间𝑆 = {0,1,2 ∙∙∙}。如果对任意正

整数𝑚,𝑛, 𝑝及任意非负整数𝑗𝑚 > 𝑗𝑚−1 >∙∙∙> 𝑗2 > 𝑗1(𝑛 > 𝑗𝑚)以及𝑖𝑛+𝑝, 𝑖𝑛, 𝑖𝑗𝑚 ,∙∙∙, 𝑖𝑗2 , 𝑖𝑗1有

𝑃{𝑋(𝑛 + 𝑝) = 𝑖𝑛+𝑝|𝑋(𝑛) = 𝑖𝑛, 𝑋(𝑗𝑚) = 𝑖𝑗𝑚 ,∙∙∙, 𝑋(𝑗2) = 𝑖𝑗2 , 𝑋(𝑗1) = 𝑖𝑗1} = 𝑃{𝑋(𝑛 + 𝑝) =

𝑖𝑛+𝑝|𝑋(𝑛) = 𝑖𝑛}成立，则称𝑋𝑇为马尔科夫链。 

 

定义 2  对于条件概率𝑃{𝑋(𝑛 + ℎ) = 𝑗|𝑋(𝑛) = 𝑖}，即系统在𝑛时处于状态𝑖的条件下，（经

过ℎ步）在时刻𝑛 + ℎ转移到状态𝑗的条件概率，记为𝑝𝑖𝑗(𝑛, 𝑛 + ℎ)，通常也简记为𝑝𝑖𝑗
ℎ (𝑛)，

称为马尔科夫链的ℎ步转移概率。特别地，当ℎ = 1时，此时通常记𝑝𝑖𝑗
1 (𝑛) = 𝑝𝑖𝑗(𝑛) = 𝑝𝑖𝑗

并称𝑝𝑖𝑗为马尔科夫链的转移概率。当𝑝𝑖𝑗(𝑛, 𝑛 + ℎ) = 𝑝𝑖𝑗(ℎ)时，称该转移概率具有平稳

性，也称此时的马尔科夫链是齐次的或时齐的。目前在实际的应用中主要是对齐次的（时

齐的）马尔科夫链的研究。 

 

定义 3  马尔科夫链的转移矩阵 

 当𝑃(ℎ)是由转移概率𝑝𝑖𝑗
ℎ (𝑛)组成的矩阵，且状态空间𝑆 = {0,1,2 ∙∙∙}，即此时 



𝑃(ℎ) = [
𝑝11
(ℎ)(𝑛) ⋯ 𝑝1𝑚

(ℎ)(𝑛)

⋮ ⋱ ⋮

𝑝𝑚1
(ℎ)(𝑛) ⋯ 𝑝𝑚𝑚

(ℎ) (𝑛)

] 

称为马尔科夫链的ℎ步转移矩阵。此时当ℎ = 1时，可以写出马尔科夫链的一步转移矩阵

𝑃为 

𝑃 = [

𝑝11 ⋯ 𝑝1𝑛
⋮ ⋱ ⋮
𝑝𝑛1 ⋯ 𝑝𝑛𝑛

] 

1.3  HMM 的产生与理论分析 

1.3.1  隐马尔科夫模型的基本结构 

隐马尔科夫模型是在马尔科夫链的基础上进一步发展而来的，也可以讲是对马尔科

夫链理论的进一步扩充和提高。在马尔科夫链模型中，主要用到的是在有限的状态空间

中，在确定了初始的状态概率分布后，然后运用转移矩阵来预测下一个状态的情况。而

隐马尔科夫模型则人为的“规定”，在模型中的状态空间中的各个具体的状态是无法得到

的，也就是“隐”（隐藏）的，只有这些状态所表现出来的现象是可以观测的（通常称为

观测量）。例如，天气的情况可以分为“晴天”、“多云”、“下雨”这三个状态，而预测这三

个状态出现的情况，则是根据观察到的海边海藻的表现状况，例如干的、稍干的、潮湿

的、湿透的四种情况。把海藻的表现状况作为观测量，来进行预测，最终得到天气的具

体状况。隐马尔科夫模型其实也可以看做是一个特殊的随机过程，由两部分组成：马尔

科夫链和一般的随机过程。其中，马尔科夫链是用来表述系统初始概率分布和状态的转

移（用状态转移矩阵来描述），一般的随机过程是用来表示（隐藏的）状态与实际的观

测序列之间的关系，通过观测值的概率来进行描述。 

 1.3.2  隐马尔科夫模型的组成要素 

通常情况下，一个标准的隐马尔科夫模型有一个五元组表示，即为 𝜆 =

(𝑁,𝑀, 𝜋, 𝐴, 𝐵)，其中： 

（1）用𝑋来表示模型中的状态。状态的数量用𝑁表示，状态之间存在着内在的联系。 

  （2）用𝑌来表示所有状态可能存在的观测序列。观测序列中观测值的数量用𝑀表示。 

 （3）用𝜋 = {𝜋𝑖}, 𝑖 = 1,2,⋯𝑁表示状态空间的初始概率分布，具体含义为第一个状

态𝑞1取状态空间𝑋中哪一个状态的概率。 

 （4）用𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑁×𝑁
来表示状态转移矩阵，其中的𝑎𝑖𝑗表示在时刻𝑡 − 1时，模型的

状态为𝑥𝑖，在时刻𝑡时模型的状态转移到𝑥𝑗。 

 （5）用𝐵 = [𝑏𝑗(𝑖)]𝑀×𝑁
来表示观测序列的概率矩阵，其中的𝑏𝑗(𝑖)（也可以写为𝑏𝑖𝑗）

表示状态𝑥𝑖的条件下出现观测序列𝑌𝑗的概率。 

 一般情况下，通常把隐马尔科夫模型的五元组𝜆 = (𝑁,𝑀, 𝜋, 𝐴, 𝐵)，将模型的状态数

和观测序列的观测值数量忽略，而将模型简记为𝜆 = (𝜋, 𝐴, 𝐵)。 

1.3.3  隐马尔科夫模型主要研究的问题 

 第一类问题：评价问题 

在已知确定的隐马尔科夫模型 𝜆 = (𝜋, 𝐴, 𝐵)和具体的观测序列 𝑌 =



(𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑚)的前提下，求出该模型产生出该观测序列的概率𝑝(𝑌|𝜆)。具体的应用

思想是在已知很多确定的因马尔科夫模型𝜆1, 𝜆2,⋯条件下，根据给定的观测序列

𝑌 = (𝑦1, 𝑦2,⋯ , 𝑦𝑚)，来计算𝑝(𝑌|𝜆𝑖), 𝑖 = 1,2,⋯的值，然后依据𝑝(𝑌|𝜆𝑖)的最大值来确

定最符合这个观测序列的隐马尔科夫模型，其实也就是模式匹配的一类问题。例如，

这类问题成功的应用于语音信号的识别问题之中。 

 第二类问题：编码问题 

在给定具体的隐马尔科夫模型𝜆 = (𝜋, 𝐴, 𝐵)和某一个确定的观测序列𝑌 =

(𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑁)，,通过观测序列来确定对应于该观测序列后面的状态序列，这就是

编码问题的核心思想。解决该问题的主要依据是取产生该观测序列使得𝑝(𝑌|𝜆)最大

所对应的一组状态序列𝑋 = (𝑋1, 𝑋2,⋯ , 𝑋𝑁)，即为实际中产生该观测序列所对应的

实际状态序列。 

 第三类问题：学习问题 

1.3.4  HMM 的基本算法分析 

算法 1 评价问题的算法 

 在此类问题中，虽然观测序列𝑌是确定的，但是对应与该观测序列的状态序列𝑋 =

(𝑋1, 𝑋2,⋯ , 𝑋𝑁)却是不确定的，这是因为𝑥𝑖 , 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑁的每一个值，都可以通过一定的

概率出现给定的观测序列的值。对于任何一组状态序列𝑥1, 𝑥2,⋯ , 𝑥𝑁产生观测序列𝑌 =

(𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑁)，都是遵循下面的联合概率分布的： 

𝜋𝑥1𝑏𝑥1(𝑦1)𝑎𝑥1𝑥2𝑏𝑥2(𝑦2)𝑎𝑥2𝑥3⋯𝑎𝑥𝑛−1𝑥𝑛𝑏𝑥𝑛(𝑥𝑁) 

其中𝜋𝑥1是状态𝑥1的初始分布概率，𝑏𝑥1(𝑦1)是模型在𝑥1状态下产生观测值𝑦1的概率，

𝑎𝑥1𝑥2是模型由状态𝑥1转移到状态𝑥2的概率。通常采用下面的前向算法和后向算法。 

算法 1.1 前向算法 

 这里引入前向因子𝛼𝑡(𝑖)，令𝛼𝑡(𝑖) = 𝑝(𝑦1, 𝑦2,⋯ , 𝑦𝑡 , 𝑞𝑡 = 𝑥𝑖|𝜆)，表示在给定的隐马尔

科夫模型𝜆下，整个系统在到达𝑡时刻，观测序列为𝑦1𝑦2⋯𝑦𝑡，且𝑡时刻的状态为𝑥𝑖时的部

分概率。则算法的具体描述如下： 

 Step1 输入：初始化，𝛼𝑡(𝑖) = 𝜋𝑖𝑏𝑖(𝑌1)，其中1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 

 Step2 处理过程：进行递推处理，从前向后，逐步递推 

      𝛼𝑡+1(𝑗) = [∑ 𝛼𝑡(𝑖)𝑎𝑖𝑗
𝑁
𝑖=1 ]𝑏𝑗(𝑌𝑡+1) 

Step3 输出：终止条件，当𝑡 = 𝑇时，算法结束， 

𝑝(𝑌|𝜆) =∑𝛼𝑇(𝑖)

𝑁

𝑖=1

 

对前向算法分析可得，该算法时间复杂度为𝑂(𝑁2𝑇)。 

算法 1.2 后向算法 

 这里引入后向因子𝛽𝑡(𝑖)，令𝛽𝑡(𝑖) = 𝑝(𝑦𝑡 , 𝑦𝑡+1,⋯ , 𝑦𝑇 , 𝑞𝑡 = 𝑥𝑖|𝜆)，表示在时刻𝑡,系统

的状态为𝑥𝑖时，由时刻𝑡 + 1到整个观测序列结束即输出序列为𝑦𝑡 , 𝑦𝑡+1,⋯ , 𝑦𝑇的部分概率。

算法的具体描述如下： 

 Step1 输入：初始化，𝛽𝑡(𝑖) = 1，其中1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 

 Step2 处理过程：从后向前进行递推 

      𝛽𝑡(𝑖) = ∑ 𝑎𝑖𝑗𝑏𝑗(𝑌𝑡+1)𝛽𝑡+1(𝑗)
𝑁
𝑗=1  

Step3 输出：终止条件  

𝑝(𝑌|𝜆) =∑𝛽1(𝑖)

𝑁

𝑖=1

 



算法 2 处理解码问题的算法 

 在给定具体的隐马尔科夫模型 𝜆 = (𝜋, 𝐴, 𝐵)和某一个确定的观测序列𝑌 =

(𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑁)，根据在那个状态序列下，该观测序列出现的概率最大的原则下，来确定

出这个具体的状态序列𝑋 = (𝑋1, 𝑋2,⋯ , 𝑋𝑁)（即编码。这类算法通常被叫做 Viterbi 算法，

该算法采用动态规划的算法思想，复杂度为𝑂(𝐾2𝐿)，其中𝐾和𝐿分别为状态个数和序列

长度。这里令𝛿𝑡(𝑖) = max
𝑥1𝑥2,⋯𝑥𝑁

𝑝(𝑥1, 𝑥2,⋯ , 𝑥𝑡−1, 𝑥𝑡 = 𝑖, 𝑦1, 𝑦2,⋯ , 𝑦𝑁|𝜆)，并引用𝜙𝑡(𝑖)来作

为状态标记。Viterbi 算法的最终目的就是找到在最后的 T 时刻，找到最大的𝛿𝑇(𝑖)所表

示的那个具体的状态序列。具体的算法如下： 

 Step1 输入：初始化𝛿1(𝑖) = 𝜋𝑖𝑏𝑖(𝑌1)，𝜙1(𝑖) = 0，其中1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 

 Step2 递推： 

   𝛿𝑡(𝑗) = max
1≤𝑖≤𝑁

[𝛿𝑡−1(𝑗)𝑎𝑖𝑗] 𝑏𝑗(𝑌𝑗), 𝜙𝑡(𝑗) = argmax
1≤𝑖≤𝑁

[𝛿𝑡−1(𝑖)𝑎𝑖𝑗] 

Step3 输出：到达𝑇时刻时，算法终止得到状态序列最优总概率：𝑝∗ = max
1≤𝑖≤𝑁

[𝛿𝑇(𝑖)]，

确定序列𝑌𝑇
∗ = argmax

1≤𝑖≤𝑁
[𝛿𝑇(𝑖)]，然后根据𝑌𝑡

∗ = 𝜙𝑡+1(𝑌𝑡+1
∗ ), 𝑡 = 𝑇 − 1, 𝑇 − 2,⋯1来确

定最终的状态序列。最后可以得到最优的状态序列为𝑌𝑇
∗ = {𝑦1

∗, 𝑦2
∗,⋯𝑦𝑇

∗} 

2  马尔科夫模型的应用 

2.1   马尔科夫模型在 WEB 上的应用 

由于网页加载速度过慢，人们往往要忍受长时间的等待，而网页缓存技术和网页预

取技术可以有效减少人们的等待时间。但是，获取用户的访问行为方式是一个难题，不

过，将马尔科夫模型应用于预测用户访问方式成为了一个很好的方法。具体方法为：根

据服务器上的日志目录，统计每个网页 URL 的请求次数，然后根据页面之间的切换频

率来构造转移矩阵，生成马尔科夫模型，并根据用户实际某一阶段的网页浏览顺序来预

测下一个时间段的用户网页的访问趋势，从而主动地进行网页的预取，缓存处理，这样

就能提高网页的访问效率，减少平均时延。 

2.2   马尔科夫模型在股票预测方面的应用 

在股票价格方面，可以利用马尔科夫链对股票的价格（指数）的走势进行预测。按

照股票价格具体的上涨幅度和下降幅度，将股票价格分为下跌、持平、上涨三个状态，

将前一阶段的某一支或某几支股票的价格走势作为训练集来构建马尔科夫模型，根据股

票的三个状态出现的频率构造转移矩阵，将具体的某一个交易日的股票价格作为初始的

概率分布，从而来进行未来的股票价格的走势的预测。通过马尔科夫理论的平稳方程可

以验证模型的预测正确性，得出了在排除主观因素的影响外，马尔科夫模型在对具体股

票价格近期走势的分析，其预测的可信度很高。 

2.3   马尔科夫模型在教育方面的应用 

马尔科夫模型应用在教师的教学评价、师资队伍建设和度量学生的问题解决能力等

教育方面。为了客观的评价教师的教学水平和所达到的效果，马尔科夫模型也应用到其

中，首先把教师的一个长期的教学过程分成若干的小过程，记为不同的时刻且把考生的

成绩按具体的分数分成优、良、中、及格、不及格等及格状态。然后统计学生从一时刻



到下一时刻成绩的转移次数，从而构造转移矩阵，再根据稳态方程求出初始变量构造模

型。为了评价不同教师的教学效果，可以确定一个评价标准。马尔科夫模型在测量学生

问题的解决能力方面有着具体的应用。该模型根据教育心理学和数学教育心理学的研

究，将学生解决问题的能力分为分析、设计方案、求解实施、验证四个状态，构造了马

尔科夫模型，并根据得到的实际结果，分析问题的源头，采取具体的补救措施，进一步

提高学生解决问题的能力。 

3  收获与反思 
马尔科夫模型是一种作用十分强大并且贴合实际的模型，它的实际意义在于，对于那些

具有马尔科夫性且转移概率具有平稳性的实际过程，马尔科夫模型或隐马尔科夫模型可以很

好的进行建模，这对于算法的实现有着重要的帮助。构造马尔科夫模型的关键在于先发现过

程的具体状态，通过利用转移概率来对未来进行预测。在第二部分几种实际应用中可以发现，

往往能建立马尔科夫模型的实际问题，总是有几种确定的状态，我们要找到这些状态并罗列

出来。并且往往这些实际过程都是无后效性的，即“将来”与“过去”是相互独立的。 

马尔可夫性质来自于马尔可夫链，大概意思就是：上一个事件的发生可以影响到下一个

事件的发生概率。为了更深入的理解马尔科夫链，在这里举出一个有趣易懂的例子。假设现

在有一个男生，他只会做三件事，分别是 A：“睡觉”，B：“吃饭”，C：“打游戏”， 现在我们

用 ABC 来代表这三件事，并且我们假设他下一件事要做什么完全取决于他现在做什么。如

果他在睡觉，下一步有一定的几率去吃饭，当然也可能继续睡觉，但只要他吃完饭，那他接

下来肯定要打游戏。用图表示出来的话他的行为模式就长这样：       

 

这就是一个典型的马尔科夫链。图中 A,B,C 分别表示男生可能做的三件事，箭头和数字则分

别表示做完这件事下一件事可能做什么的概率。由图可见，对于马尔科夫链而言，下一个事

件的概率分布完全由该随机变量当前所处的状态决定，而且与历史无关。就算他连续打了三

天三夜的游戏，他也有可能继续打下去。给定初始值 B 让计算机模拟一遍，计算机给出反馈

为 BCCABCCAABCCABCABCAABCABCAABCABCAABCABCABCABCABCABCCAABCABCABBC。 

转化为实际过程就是：吃饭、打游戏、打游戏、睡觉、吃饭、打游戏、打游戏、睡觉、睡觉、

吃饭、打游戏、打游戏、睡觉、吃饭、打游戏……这是不是与真实情况十分贴合，所以可见

马尔科夫链是一种十分强大的模型。 

当模型中的状态空间的各个具体状态无法观察得到时，我们就可以建立隐马尔科夫模型，

将这些状态量用其他可观测的观测量代替，再建立观测量与原来无法测得（隐藏）的状态量

的关系（用状态转移矩阵来描述），成功建立隐马尔科夫模型。总而言之，隐马尔科夫模型

就是马尔科夫模型在碰到一些实际问题时无法建模时可以采用的方法，去掉隐马尔科夫模型

的外表，其本质就是马尔科夫模型。 

本次调研使我了解了马尔科夫过程、马尔科夫链、马尔科夫模型、隐马尔科夫模型以及

一些应用与具体的算法，学习到许多具体的知识，同时，在调研过程中意识自己深深的不足，

比如报告中关于隐马尔科夫模型解决学习问题的方法没有给出，是因为参考文献有关这个问



题的内容超出了我的知识储备。另外，不仅仅调研了书本上的知识，还学会了如何去找文献、

看文献、写调研报告，这些都是本次调研的价值体现。 
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