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1 矩阵范数

思考题 1.1 x ∈ Cn, 则 lim
p→∞

∥x∥p = ∥x∥∞.

思考题 1.2 A ∈ Cm×n, ∥A∥M2
=

√∑
i,j

|aij | 是矩阵范数.

思考题 1.3 A ∈ Mn(C), ∥A∥M ′
∞

= n ·max
i,j

|aij | 是矩阵范数.

思考题 1.4 ∥·∥a 是向量范数,∥·∥b 是矩阵范数, 若

∀x ∈ Cn, ∀A ∈ Cm×n : ∥Ax∥a ≤ ∥A∥b ∥x∥a ,

则称范数 ∥·∥a , ∥·∥b 相容. 证明向量 2-范数 ∥x∥ℓ2 =

√√√√ n∑
i=1

|xi|2 与矩阵范数 ∥A∥M2
=

√∑
i,j

|aij | 相容.

思考题 1.5 在 Mn(C) 上证明 ∥A∥∞ = max
x ̸=0

∥Ax∥∞
∥x∥∞

就是行和范数 ∥A∥r = maxi

n∑
j=1

|aij |.

思考题 1.6 对于 A ∈ Mn(C), lim
k→∞

Ak = O ⇐⇒ ρ(A) < 1, 其中 ρ(A) = max
λ∈SpecA

|λ| 是谱半径.

2 矩阵分解

思考题 2.1 从几何直观的角度, 用寻找空间中基底的方式, 给出奇异值分解的另一个证明.

Theorem (奇异值分解, SVD) A ∈ Cm×n, 存在酉矩阵 U ∈ Mm(C), V ∈ Mn(C) 使得 UAV =

diag(s1, . . . , sp), 其中 s1 ≥ · · · ≥ sp 是 A 的全体奇异值,p = min(m,n).
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思考题 2.2 证明 QR 分解.

Theorem (QR 分解) 对于任意 n 阶矩阵 A, 存在酉矩阵 Q 和上三角矩阵 R, 使得 A = QR.

3 Hermite 矩阵

思考题 3.1 证明极大-极小原理的第二个等式.

Theorem (极大-极小原理, Courant-Fischer 定理) A 是 Hermite 矩阵, 则

λk(A) = max
S⊂Cn

dimS=k

min
x∈S

R(x) = max
T⊂Cn

dimT=n−k+1

max
x∈S

R(x),where R(x) =
x∗Ax

x∗x
.

思考题 3.2 证明: n 阶单圈图中谱半径最大的图是星图连接两个 1 度点形成的图.

证明.

思考题 3.3 给出所有满足 ρ(G) ≤
√
2(或 2) 的图 G.

证明. 下仅考虑连通图, 因为图的谱半径即所有连通分支的最大谱半径, 因此若干个满足条件的连通图的不交并仍
然满足条件. 由于连通图总有 m ≥ n− 1, 故 ρ(G) ≥ d(G) = 2m/n ≥ 2− 2/n. 因此 ρ(G) ≤

√
2 时有 2− 2/n ≤

√
2,

解得 n ≤ 3, 可枚举出满足条件的图仅有 P3,K3,K2,K1.
ρ(G) ≤ 2 的图被称作 Smith 图12. 下分类讨论:

1. 带圈图 G 是 Smith 图, 其含圈 C, 故 ρ(G) ≥ ρ(C) = 2, 其仅在 G = C 时取等, 即带圈 Smith 图仅能为圈图.
2. 树 T 是 Smith 图, 且 ∆(T ) ≤ 2. 此时 T 仅能为路图, 而 ρ(Pn) = 2 cos π

n+ 1
< 2, 故路图均为 Smith 图.

3. 树 T 是 Smith 图, 且 ∆(T ) ≥ 4. 此时必然有 K1,4 ⊂ T , 即 ρ(T ) ≥ ρ(K1,4) = 2, 由取等条件知 T = K1,4.
4. 树 T 是 Smith图,∆(T ) = 3,且存在两点 x, y 度数为 3.由连通性知有 (x, y)-路 P ,从而记图Wn′ = T [V (P )∪

N(x) ∪N(y)], 其为路 Pn′(n′ ≥ 2) 的首尾两点各与路外两点连边得到的 n′ + 4 点图. 再记 Zn′ 为 Wn′ 删去

一个末端点, 从而由 Heilbronner 公式, 对任意 n ≥ 2 有

ϕWn(x) = xϕZn(x)− xϕZn−2(x)

= x(xϕPn+2(x)− xϕPn(x))− x(xϕPn(x)− xϕPn−2(x))

= x2(ϕPn+2(x) + ϕPn−2(x)− 2ϕPn(x)) = x2(x2 − 4)ϕPn(x)

从而知 ρ(Wn′) = 2 ≤ ρ(T ), 由取等条件知 T = Wn−4.
5. 树 T 是 Smith 图,∆(T ) = 3, 且仅有一点 x 度数为 3. 视 T 为以 x 为根节点的根树, 则 x 分别连接三条路

Pn1 , Pn2 , Pn3 . 记 T = Tn1,n2,n3 , 计算可得 ρ(T5,2,1) = ρ(T3,3,1) = ρ(T2,2,2) = 2, 因此满足条件的 T 仅能为

T5,2,1, T3,3,1 或 T2,2,2 的子图.
综上所述, Smith 图有且仅有 Cn,Wn,K1,4, T5,2,1, T3,3,1, T2,2,2 及其子图.
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思考题 3.4 定义图 G 的无符号 Laplace 矩阵 Q(G) = D(G) + A(G), 其中 A(G) 是 G 的邻接矩阵,D(G) =

diag(d(v1), . . . , d(vn)) 是 G 的度数矩阵. 下记 Q(G) 有特征值 λ1(G) ≥ · · · ≥ λn(G), 对于 ∀e ∈ E(G), 证明:
1. λ1(G) ≥ λ1(G− e) ≥ λ2(G) ≥ · · · ≥ λn−1(G) ≥ λn−1(G− e) ≥ λn(G) ≥ λn(G− e).
2. ∀k ∈ [n− 2], λk(G) ≥ λk(G− e) ≥ λk+2(G).

证明. 记 e = vivj , 则 Q(G) = Q(G− e) +Eij , 其中 Eij 的第 (i, i), (j, j), (i, j), (j, i) 个元素为 1, 其余元素为 0. 容
易计算得 λ1(Eij) = 2, λ2(Eij) = · · · = λn(Eij) = 0. 由 Weyl 不等式可知,∀k ∈ [n],

max
r+s=k+n

{λr(G− e) + λs(Eij)} ≤ λk(G) ≤ min
r+s=k+1

{λr(G− e) + λs(Eij)}

对第一个不等式取 r = k, s = n, 有 λk(G) ≥ λk(G − e) + λn(Eij) = λk(G − e); 若 k ≥ 2, 对第二个不等式取
r = k − 1, s = 2, 则 λk(G) ≤ λk−1(G − e) + λ2(Eij) = λk−1(G − e). 综上得证 (1). 而 ∀k ∈ [n − 2], λk(G − e) ≥
λk+1(G) ≥ λk+2(G), 因此得证 (2).(怀疑 (2) 的题目有误.)

4 非负矩阵
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