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1 第一章

习题 1(例 1.1.25) 设 (E, d) 是一个度量空间,F ⊂ E,dF 是距离 d 在 F 上的限制, 那么当 E 和 F 分别赋予距离 d 和
dF 诱导的拓扑, 则 F 是 E 的拓扑子空间.

证明. 首先有

∀x ∈ F, F ∩ {y : d(x, y) < δ} = {y : d(x, y) < δ ∧ y ∈ F} = {y ∈ F : dF (x, y) < δ}

故
∀开集U ⊂ F : U =

⋃
i∈I

{y ∈ F : dF (xi, y) < δi} =
⋃
i∈I

F ∩ {y : d(xi, y) < δi} = F ∩
⋃
i∈I

B(xi, δi)

后者是 E 中开集, 即 F 中开集为 E 中开集与 F 的交, 得证,

习题 2(注 1.2.7) 用连续映射定义证明:f 在点 x 连续且 xn → x, 则 f(xn) → f(x).

证明. 首先有

∀O(f(x)) ∈ N(f(x))∃O(x) ∈ N(x) : f(O(x)) ⊂ O(f(x)), ∀O(x)∃N∀n ≥ N : xn ∈ O(x)

因此
∀O(f(x))∃O(x)∃N∀n ≥ N : f(xn) ∈ f(O(x)) ⊂ O(f(x))

即 f(xn) → f(x), 得证.

习题 3(注 1.2.10) E 上有两拓扑 τ, τ ′.τ 是 τ ′ 的强拓扑 ⇐⇒ idE : (E, τ) → (E, τ ′), x 7→ x 连续.

证明. 若 idE 连续, 则 ∀U ∈ τ ′ : f−1(U) = U ∈ τ . 此即强拓扑的定义, 得证.
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1.3 设 E 是 R∗ = R− {0} 和另外两个不同的点构成的并集, 如 E = R∗ ∪ {−∞,+∞}. 并设 τ 是 E 中满足如下条件
的子集 U 构成的集族:(i) 在 R∗ 中的拓扑下,U ∩ R∗ 开于 R∗;(ii) 若 −∞ ∈ U ∨ +∞ ∈ U , 则 U 包含一个形如 R∗ ∩ V

的集合, 其中 V 是 R 中零点的一个邻域.
证明:1.τ 是 E 上的拓扑;2.τ 不是 Hausdorff 空间;3.∀a ∈ E 的所有邻域的交集为 {a}.

证明. 1. 即证 (1) 对 τ 中任意个元素 {Ui}i∈I 有 R∗ ∩
⋃
i∈I

Ui =
⋃
i∈I

R∗ ∩ U 开于 R∗. 若 −∞ ∈ U ∨+∞ ∈ U , 则

Ui ⊃ R∗ ∩ V =⇒
⋃
i∈I

Ui ⊃
⋃
i∈I

R∗ ∩ Vi = R∗ ∩
⋃
i∈I

Vi

后者依然是 0 的一个邻域, 故
⋃
i∈I

Ui ∈ τ .

(2) 对 τ 中有限元素 {Ui}i∈[n] 同理, 故
⋂
i∈[n]

Ui ∈ τ .

(3)∅ 开于 R∗ 且 ±∞ /∈ ∅, 故 ∅ ∈ τ ;E ∩ R∗ = R∗ 开于 R∗,E ⊃ R∗ ⊃ R∗ ∩ V , 故 E ∈ τ . 综上,τ 是一个拓扑.
2. 考虑 E = R∗ ∪ {−∞,+∞}, 则

∀O(+∞), O(−∞)∃V−, V+ ∈ NR(0) : R∗ ∩ V− ⊂ O(a),R∗ ∩ V+ ⊂ O(−∞) =⇒ O(a) ∩O(−∞) = R∗ ∩ V− ∩ V+ 6= ∅

故 (E, τ) 不是 Hausdorff 空间.
3.∀x ∈ R∗ :

⋂
O(x)∈NR∗ (x)

O(x) = {x}, 否则 ∀O(x) ∈ NR∗∃x′ ∈ O(x), 但 x′ /∈ B(x, |x′ − x|).

而 ∀a ∈ E − R∗ ∪ ±∞ : a ∈
⋂

O(a)∈N(a)

O(a) ⊂ {a} ∪

(⋂
U∈τ

U ∩ R∗

)
= {a}.

最后 ∀a = ±∞ :
⋂

O(a)∈N(a)

O(a) = {a} ∪

 ⋂
V ∈NR(0)

∩R∗

 = {a} ∪({0} ∩ R∗) = {a}.

1.4 证明紧空间中的任意序列有粘着点.

证明. 序列 {xn} 的粘着点 x 定义为 ∀O(x) ∈ N(x)∀N ∈ N∃n ≥ N : xn ∈ O(x).
有引理 (课本定理 1.2.4): 对序列 {xn} 定义 An = {xm : m ≥ n},{xn} 的粘着点全体为

⋂
n∈N

An.

由空间是紧的, 故取闭集族
{
An

}
, 对任意一个有限指标集 J ⊂ N 有

⋂
i∈J

Ai 6= ∅, 这是因为

∀n ≥ max
j∈J

j : xn ∈
⋂
i∈J

Ai ⊂
⋂
i∈J

Ai

因此
⋂
i∈N

Ai 非空, 即存在粘着点.

下证引理.
x ∈ An ⇐⇒ ∀O(x)∃xm ∈ An : xm ∈ O(x)

因此
x ∈

⋂
n∈N

An ⇐⇒ ∀O(x)∀n ∈ N∃xm ∈ An : xm ∈ O(x)

而 xm ∈ An ⇐⇒ m ≥ n, 故得证.
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2 第二章

2.1 1. 设函数 ϕ(x) =
x

1 + |x|
, x ∈ R 并定义 d : (x, y) 7→ |ϕ(x)− ϕ(y)|. 证明由此定义的 d 是 R 上距离并与 R 上通常

的拓扑一致, 但 d 不完备.
2. 更一般地, 设 O ⊊ E 为完备度量空间 (E, d) 上的开子集, 定义

ϕ : O → E × R, x 7→
(
x,

1

d(x,Oc)

)
:= (x, ρ(x)), ∀x ∈ O

证明 ϕ 是从 O 到 E ×R 上一个闭子集的同胚, 并由此导出 O 上存在一个完备的距离, 由其诱导的拓扑和 d 在 O 中诱
导的拓扑一致.

证明. 1. 首先证明 d(·, ·) 是一个度量. 其非负性与对称性显然, 正定性由

d(x, y) = |ϕ(x)− ϕ(y)| = 0 ⇐⇒ ϕ(x) = ϕ(y) ⇐⇒ x = y

得到. 最后由
d(x, z) = |ϕ(x)− ϕ(z)| ≤ |ϕ(x)− ϕ(y)|+ |ϕ(y)− ϕ(z)| = d(x, y) + d(y, z)

可知三角不等式成立.
其次取 Bd(x, δ) = {y : |ϕ(x)− ϕ(y)| < δ} , B(x, ε) = {y : |x− y| < ε}. 由 ϕ(x) 严格单调可知其有反函数 ϕ−1(x),

y ∈ Bd(x, δ) ⇐⇒ |ϕ(x)− ϕ(y)| < δ ⇐⇒ y ∈
(
ϕ−1(ϕ(x)− δ) , ϕ−1(ϕ(x) + δ)

)
取 mx,Mx 为 x− ϕ−1(ϕ(x)− δ) 和 ϕ−1(ϕ(x) + δ)− x 的较小值和较大值, 则有

∀x ∈ R∀δ > 0∃mx,Mx : B(x,mx) ⊂ Bd(x, δ) ⊂ B(x,Mx)

而 {B(x, δ) : x ∈ R, δ > 0} 是 R 上的一个拓扑基, 因此 {Bd(x, δ) : x ∈ R, δ > 0} 也是, 故其生成同一个拓扑.
最后, 取 an = n, 则

∀ε > 0∃N = b1/εc ∀n ≥ N∀p ∈ N : |ϕ(an)− ϕ(an+p)| =
n+ p

1 + n+ p
− n

1 + n
< 1− n

1 + n
=

1

n+ 1
< ε

而 an → +∞ 不收敛于 R 中.

2.2 (E, d) 完备 ⇐⇒ ∀{xn} ∀n ∈ N : d(xn, xn+1) ≤ 2−n 则 {xn} 收敛.

证明. =⇒ : {xn} 是 Cauchy 列, 因为

∀ε ∈ (0, 1)∃N = d− log2 εe ∀n,m ≥ N : d(xn, xm) ≤
m∑

k=n

2−k < 21−n < 2−N < ε

⇐= : 取 (E, d) 中 Cauchy 列 {xn} , ∀ε = 2−k∃Nk∀n,m ≥ Nk : d(xn, xm) < 2−k, 取子列使得

n1 ≤ N1 ≤ n2 ≤ · · · ≤ nk ≤ Nk ≤ nk+1 ≤ · · ·

有 ∀k ∈ N : d(xnk
, xnk+1

) < 2−k. 其收敛, 即 Cauchy 列的收敛子列, 故 Cauchy 列收敛于同极限, 故空间完备.

2.3 度量空间 (E, d) 中有 Cauchy 列 {xn}.A ⊂ E,A 完备,d(xn, A) → 0, 求证 xn 在 E 中收敛.

证明. 取 {xi} 的子列 {yi} , yi = xni
, 使得 d(yn, A) < 1/n. 取点列 {an} 使得 an ∈ B(yn, 1/n)∩A. 这是 Cauchy 列, 因

为
∀ε∃N∀n,m ≥ N : d(yn, ym) < ε

∀ε∃N ′ = max
{⌈

2

ε

⌉
, N

}
∀n,m ≥ N ′ : d(an, am) <

1

n
+

1

m
+ d(yn, ym) <

2

N ′ + ε < 2ε

故 an 收敛, 设极限为 a ∈ A. 而 d(an, yn) → 0 故 yn → a. 由 Cauchy 列的有收敛子列则其收敛, 故得证.
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2.4 (E, d) 是度量空间,A ⊂ E,α > 0.∀x, y ∈ A : x 6= y =⇒ d(x, y) ≥ α. 求证 A 完备.

证明. A 中任意 Cauchy 列在某项后必为同一元素. 否则, 在每项后都有不同的元素, 即

∀N∃n,m ≥ N : xn 6= xm =⇒ d(xn, xm) >
α

2

与 Cauchy 列定义矛盾.
而这样的序列必然收敛, 故 A 中任意 Cauchy 列收敛, 即得证.

2.5 (E, d) 是度量空间,A ⊂ E. 若 A 中任意 Cauchy 列收敛于 E, 则 A 完备.

证明. A 中收敛列收敛于 A(由闭包性质), 故 A 中任意 Cauchy 列收敛于 A. 考虑 A 中的 Cauchy 列 {xn}, 则可以构
造 A 中 Cauchy 列 {yn}:

yn =

xn xn ∈ A

x′
n xn ∈ A, d(xn, x

′
n) < 1/n, x′

n ∈ A

有 d(xn, yn) → 0 且 yn 收敛 (证明方法同 2.3), 故 xn 收敛. 因此 A 完备.

2.6 (E, d) 是度量空间,{xn} 是 E 中发散 Cauchy 列.
求证 (1)∀x ∈ E : d(x, xn) 收敛于一个正数, 记为 g(x);(2)x 7→ 1/g(x) 连续;(3)1/g 无界.

证明. 1. 仅需证 {d(x, xn)} 是 Cauchy 列.

∀ε∃N∀n,m ≥ N : d(xn, xm) < ε ∀ε∃N∀n,m ≥ N : |d(x, xn)− d(x, xm)| ≤ d(xn, xm) < ε

而 d(x, xn) > 0 =⇒ g(x) ≥ 0, 而 g(x) = 0 ⇐⇒ d(x, xn) → 0 ⇐⇒ xn → x, 这是不可能的.
2. 仅需证 g 连续. 由

|g(x)− g(y)| =
∣∣∣ lim
n→∞

d(x, xn)− d(y, xn)
∣∣∣ ≤ lim

n→∞
|d(x, y)| = d(x, y)

故
∀ε∃δ = ε∀y : d(x, y) < δ =⇒ |g(x)− g(y)| < d(x, y) < ε

因此 g 连续,1/g 连续.
3. 取 {g(xn)}, 有 lim

n→∞
g(xn) = lim

n,m→∞
d(xn, xm) = 0, 故 g(xn) → 0, 相应的 1/g(xn) → +∞.

2.7 (E, dE), (F, dF ) 是度量空间,f : E → F 和 f−1均为一致连续双射, 求证 ∀A ⊂ E : A 完备 ⇐⇒ f(A) 完备.

证明. 仅需证 =⇒ , 反方向仅需考虑 B = f(A) 完备 =⇒ f−1(B) = A 完备即可. 即证任意 Cauchy 列 {yn} ⊂ f(A)

收敛于 f(A) 中. 考虑 {xn} ⊂ A, 其中 xn = f−1(yn) ∈ A. 首先证明这是一个 Cauchy 列:
由 {yn} 是 Cauchy 列, 有

∀ε∃Nε∀n,m ≥ Nε : |yn − ym| < ε

由 f−1是一致连续函数, 因此有

∀ε∃δ∃Nδ∀n,m ≥ Nδ : |yn − ym| < δ =⇒
∣∣f−1(yn)− f−1(ym)

∣∣ = |xn − xm| < ε

即
∀ε∃N = Nδ∀n,m ≥ N : |xn − xm| < ε

因此 {xn} 是 Cauchy 列. 而由 A 的完备性,xn → x ∈ A, 下证 yn → y = f(x) ∈ f(A).
同上, 取 Nε 为使 ∀n ≥ Nε : |xn − x| < ε 的数, 由 f 的连续性有:

∀ε∃δ∃Nδ∀n ≥ Nδ : |xn − x| < δ =⇒ |yn − y| < ε

因此 {yn} 收敛于 f(A) 中, 故得证.
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2.8 f : Rn → R 一致连续, 证明 ∃a, b ≥ 0 : |f(x)| ≤ a ‖x‖+ b. 其中 ‖x‖ 为 x 的 Euclidean 范数.

证明. 首先取 ε = 1, ∀x, y ∈ Rn∃δ : d(x, y) < δ =⇒ |f(x)− f(y)| < 1. 再考虑 0 与点 x 的连线上有点 ax 满足

‖x‖ =
δ

2
nx + ‖x− ax‖ , tx = ‖x− ax‖ ∈

[
0,

δ

2

)
, nx =

2

δ
(‖x‖ − tx) ≤

2 ‖x‖
δ

而
tx = ‖x− ax‖ < δ =⇒ |f(x)− f(ax)| < 1

对 ax 与 0 间 nx 段距离 <
δ

2
的线段应用这一不等式, 因此有

|f(x)| ≤ |f(ax)− f(0)|+ |f(x)− f(ax)|+ |f(0)| ≤ nx + 1 + |f(0)| ≤ 2

δ
‖x‖+ 1 + |f(0)|

取 a =
2

δ
, b = 1 + |f(0)| 即可.

2.9 f : E → F 是两度量空间间的连续映射, 且 f 在 E 的每个有界子集上一致连续.
1. 证明 f 将 E 中 Cauchy 列映为 F 中 Cauchy 列;
2. 设 E 在度量空间 Ẽ 中稠密且 F 完备, 证明 f 可唯一延拓为连续映射 f̃ : Ẽ → F .

证明. 1. 考虑 E 中 Cauchy 列 {xn}, 则首先考虑 ∀ε∃N∀n,≥ N : dE(xn, xm) < ε, 则 {xn} ⊂ BE(xN , ε) ∪
⋃

k∈[N ]

{xk},

而后者有界, 故 f 在其上一致连续.
记 {yn} ⊂ F, yn = f(xn). 有

∀ε∃δ∃Nδ∀n,m ≥ Nδ : dE(xn, xm) < δ =⇒ dF (yn, ym) < ε

故 {yn} 也是 Cauchy 列.

2. 考虑 f̃(x) =

f(x) x ∈ E

lim f(xn) x ∈ Ẽ − E, xn → x
. 由于 ∀x ∈ Ẽ − E, 一定有收敛列 {xn} 使 xn → x, 而收敛列是

Cauchy 列. 由 1. 的结论,{f(xn)} 也是, 故有极限, 即 f̃ 在 Ẽ − E 上有定义.
首先考虑这一定义是否良定, 即 limxn = limx′

n = x =⇒ lim f(xn) = lim f(x′
n) = f(x). 由 dE(xn, x

′
n) → 0 和 f

的一致连续性, 有
∀ε∃δ∃Nδ∀n ≥ Nδ : dE(xn, x

′
n) < δ =⇒ dF (f(xn), f(x

′
n)) < ε

故 dF (f(xn), f(x
′
n)) → 0, 而 d(·, ·) 连续, 故 lim dF (f(xn), f(x

′
n)) = dF (lim f(xn), lim f(x′

n)) = 0, 故极限相同, 即良定.
再证明其连续. 考虑

∀x, x′ ∈ Ẽ∃ {xn} , {x′
n} ⊂ E∃Nε∀n ≥ Nε : dE(xn, x) < ε ∧ dE(x

′, x′
n) < ε

∀ε∃δ : dE(xn, x
′
n) < δ =⇒ dF (f(xn), f(x

′
n)) < ε

因此

∀x ∈ Ẽ∀ε∃δ∀x′ ∈ BẼ

(
x,

δ

3

)
∃ {xn} , {x′

n} ⊂ E∃Nδ/3∀n ≥ Nδ/3 :

dE(xn, x
′
n) ≤ dE(xn, x) + dE(x, x

′) + dE(x
′, x′

n) ≤ δ =⇒ dF (f(xn), f(x
′
n)) < ε

由 d(·, ·) 连续, 则取 n → +∞, f̃(x) = lim f(xn), f̃(x
′) = lim f(x′

n), 有

dF (f̃(x), f̃(x
′)) = lim dF (f(xn), f(x

′
n)) ≤ ε

即
∀x ∈ Ẽ∀ε∃δ∀x′ ∈ Ẽ : dẼ(x, x

′) <
δ

3
=⇒ dF (f̃(x), f̃(x

′)) ≤ ε < 2ε

故连续性得证. 最后证明其唯一性. 假设连续映射 f̃ ′ : Ẽ → F , 且同样有 f̃ ′|E = f̃ |E = f , 则由连续性有

∀x ∈ Ẽ∃ {xn} ⊂ E : xn → x, f̃ ′(x) = lim f̃ ′(xn) = lim f(xn) = f̃(x)

故得证.
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2.10 构造反例说明, 在不动点定理中, 若减弱 f 条件为

d(f(x), f(y)) < d(x, y), ∀x, y ∈ E ∧ x 6= y

则结论不成立.(HINT:f(x) =
√
x2 + 1, x ∈ [0,+∞).)

证明. 由 HINT, 考虑在 R 上 ∀y > x ≥ 0:√
y2 + 1−

√
x2 + 1 < y − x ⇐⇒

√
y2 + 1− y <

√
x2 + 1− x

即证 g(x) =
√
x2 + 1 − x 严格单调递减. 而 g′(x) =

x√
x2 + 1

− 1 < 1 − 1 = 0, 故 f 满足 d(f(x), f(y)) < d(x, y), 但
f(x) = x 无解.

2.11 完备度量空间 (E, d) 上映射 f 满足 fn = f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
n次

为压缩映射 (n 为常数). 证明 f 有唯一不动点, 并举一 f 不

连续的例子.

证明. 设 a 为 fn 的不动点,f(a) = f(fn(a)) = fn+1(a) = fn(f(a)), 而 fn 仅有唯一不动点 a, 故 f(a) = a,a 是 f 的一
个不动点. 若有另一个不动点 a′, 则 fn(a′) = a′, 而 fn 仅有唯一不动点 a, 则 a = a′.

f(x) =

0 x ∈ [0, 1]

1 x ∈ (1, 2]
, 则 fn = 0(n ≥ 2), 其有唯一不动点 x = 0, 但 f 不连续.

2.12 记 I = (0,+∞) 上通常拓扑为 τ .
1. 证明 τ 可被完备距离 d : (x, y) 7→ |lnx− ln y| 诱导;
2. 设 f ∈ C1(I) 满足 ∃λ < 1∀x ∈ I : x |f ′(x)| ≤ λf(x), 证明 f 在 I 上有唯一不动点.

证明. 1. 容易验证 d(·, ·) 是一个距离. 设 B(x, ε) = {y > 0 : |x− y| < ε} , Bd(x, ε) = {y > 0 : |lnx− ln y| < ε}. 而

y ∈ Bd(x, δ) ⇐⇒ |lnx− ln y| < δ =⇒ y ∈
(
eln x−δ, eln x+δ

)
=
(
e−δx, eδx

)
而 eδ − x ≥ x− e−δ(由 (eδ − 1)2 ≥ 0), 故 B(x, e−δx) ⊂ Bd(x, δ) ⊂ B(x, eδx), 因此它们诱导同一度量拓扑, 下证 d(·, ·)
是完备的距离. 考虑 {xn} 是 d 下的 Cauchy 列, 即

∀ε∃N∀n,m ≥ N : |lnxn − lnxm| < ε, xm ∈ Bd(xn, ε) ⊂ B(xn, eεxn)

即
∀ε∃N∀n,m ≥ N : |xn − xm| < eεxn ≤ Meε, M = sup

n∈N
xn ∈ Bd(xN , 2ε) < +∞

因此 {xn} 是 Cauchy 列, 其收敛, 故 d 完备.
2.

∀x, y ∈ I :
d(f(x), f(y))

d(x, y)
=

∣∣∣∣ ln f(x)− ln f(y)
lnx− ln y

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣f ′(ξ)/f(ξ)

1/ξ

∣∣∣∣ = ξ |f ′(ξ)|
f(ξ)

≤ λ

故 f 是压缩映射, 故在 I 上有唯一不动点.

2.13 对可数集 E = {a1, a2, · · · } 定义 d(ap, aq) =


0 p = q,

10 +
1

p
+

1

q
p 6= q

.

1. 证明 d 是 E 上距离, 且 (E, d) 为完备度量空间;
2.f : E → E, ap 7→ ap+1, 证明 p 6= q 时 d(f(ap), f(aq)) < d(ap, aq), 但 f 无不动点.

证明. 1. 显然 d 非负, 正定, 对称, 下证三角不等式:

d(ap, ar) = 10 +
1

p
+

1

q
≤
(
10 +

1

p
+

1

q

)
+

(
10 +

1

q
+

1

r

)
= d(ap, aq) + d(aq, ar)
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再证其完备.∀ap, aq ∈ E : ap 6= aq =⇒ d(ap, aq) > 10, 根据 2.4,(E, d) 完备.
2. 有

d(f(ap), f(aq)) = d(ap+1, aq+1) = 10 +
1

p+ 1
+

1

q + 1
< 10 +

1

p
+

1

q
= d(ap, aq)

而 f(ap) = ap+1 6= ap, 即无不动点.

2.14 本题是为了给出压缩映射原理的另一个证明, 故默认不使用定理的结论.
设 (E, d) 为非空完备度量空间,f : E → E 为压缩映射.∀R ≥ 0 : AR := {x ∈ E : d(x, f(x)) ≤ R}.
证明:1.f(AR) ⊂ AλR;
2.R > 0 时 AR 是 E 中非空闭子集;
3.∀x, y ∈ AR : d(x, y) ≤ 2R+ d(f(x), f(y)), 并导出 diam(AR) ≤

2R

1− λ
;

4.A0 非空.

证明. 1.即 x ∈ AR =⇒ f(x) ∈ AλR.d(x, f(x)) ≤ R =⇒ d(f(x), f2(x)) ≤ λd(x, f(x)) < λR,其中 λ为 f 的 Lipschitz
常数,λ < 1.

2. 即证: 对 AR 中任意收敛列 {xn} 有 xn → x, d(x, f(x)) ≤ R. 由

∀ε∃N∀n ≥ N : d(xn, x) < ε, d(f(xn), f(x)) < λε

因此 d(x, f(x)) ≤ d(x, xn) + d(xn, f(xn)) + d(f(xn), f(x)) < (1 + λ)ε+R. 取 ε → 0, 有 d(x, f(x)) ≤ R.
3.d(x, y) ≤ d(x, f(x)) + d(f(x), f(y)) + d(f(y), y) = 2R + d(f(x), f(y)) ≤ 2R + λd(x, y) =⇒ d(x, y) ≤ 2R

1− λ
, 因

此 diam(AR) = sup
x,y∈AR

d(x, y) ≤ 2R

1− λ
.

4. 首先显然 R ≥ r =⇒ AR ⊃ Ar. 而 R → 0, diam(AR) → 0. 因此由闭集套定理,
⋂
n∈N

A 1
n
非空且仅有一个元素 a,

其 ∀n ∈ N : d(a, f(a)) ≤ n−1, 故 d(a, f(a)) = 0, a ∈ A0.

2.15 设 (E, d) 为完备度量空间,f, g 为 E 上可交换的压缩映射. 证明 f, g 有唯一且共同的不动点. 并通过反例说明,
去掉可交换条件则结论不成立.

证明. 首先 f, g 均有唯一不动点, 记为 a, b. 而 g(a) = g(f(a)) = f(g(a)) =⇒ g(a) = a =⇒ a = b, 故其不动点相同.
不交换的反例如 R 上 f : x 7→ 2 与 g : x 7→ 3,f ◦ g = f 6= g = g ◦ f , 其不动点分别为 2 和 3.

2.16 设 (E, d) 为完备度量空间, 定义 A ⊂ E 的距离函数 dA(x) := d(x,A), 并设 C 为 E 的所有紧子集构成的集族,
且定义 ∀A,B ∈ C : h(A,B) = sup

x∈E
|dA(x)− dB(x)|.

1. 证明 h 为 C 上的一个距离;
2.∀F ⊂ E : Fε := {x : dF (x) ≤ ε}. 证明 h(A,B) = inf {ε ≥ 0 : A ⊂ Bε, B ⊂ Aε};
3. 证明 (C, h) 完备;
4. 取 E 上 n 个压缩映射 {fi}ni=1, 定义 (C, h) 上映射

T : A 7→
n⋃

k=1

fk(A), A ∈ C

证明 T 是压缩映射, 并由此导出存在唯一的紧子集 K 使 T (K) = K.

证明. 1. 非负与对称性显然, 正定性有 sup
x∈E

|dA(x)− dB(x)| = 0 =⇒ ∀x ∈ E : dA(x) = dB(x) =⇒ A = B. 三角不等
式有:

h(A,C) = sup
x∈E

|dA(x)− dC(x)| ≤ sup
x∈E

(|dA(x)− dB(x)|+ |dB(x)− dC(x)|)

≤ sup
x∈E

|dA(x)− dB(x)|+ sup
x∈E

|dB(x)− dC(x)| = h(A,B) + h(B,C)

故 h 为 C 上的距离.
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2.#Unsolved
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3 第三章

3.1 ∀f ∈ C[0, 1] : ‖f‖∞ = sup
t∈[0,1]

|f(t)| , ‖f‖1 =
∫ 1

0

|f(t)| dt.

证明 1.‖·‖∞ , ‖·‖1 都是 C[0, 1] 的范数;2.C[0, 1] 关于 ‖·‖∞ 完备;3.C[0, 1] 关于 ‖·‖1 不完备.

证明. 1. 显然有正定, 正齐, 三角不等式.
2. 考虑 Cauchy 列 {fn},

∀ε∃N∀n,m ≥ N : ‖fn − fm‖∞ = sup
t∈[0,1]

|fn(t)− fm(t)| < ε

此即一致收敛定义. 考虑 f(x) = lim
n→∞

fn(x), 则首先 ∀x ∈ [0, 1] : f(x) 存在. 其次证明其连续性.

∀x ∈ [0, 1]∀ε∃δ∃N∀n ≥ N∀y ∈ B(x, δ) : |fn(x)− f(x)| < ε, |fn(x)− fn(y)| < ε, |fn(y)− f(y)| < ε

因此 ∀x ∈ [0, 1]∀ε∃δ∀y ∈ B(x, δ) : |f(x)− f(y)| < 3ε, 即 f ∈ C[0, 1].
3. 考虑 Cauchy 列 {fn},

∀ε∃N∀n,m ≥ N : ‖fn − fm‖1 =
∫ 1

0

|fn(t)− fm(t)| dt < ε

取 fn(x) = xn, 则
∫ 1

0

|fn(t)− fm(t)| dt ≤ 1

1 +max {n,m}
→ 0, 但 fn(x) → 1{1}(x) 不连续.

题解认为 {xn} 虽然逐点收敛到不连续函数, 但在 L1 范数下收敛到 f = 0, 因此函数列极限在 C[0, 1] 中存在. 题

解给出的函列为 fn(x) =



−1 x ∈
[
0,

1

2
− 1

n

)
n

(
t− 1

2

)
x ∈

[
1

2
− 1

n
,
1

2
+

1

n

]
1

(
1

2
+

1

n
, 1

] .

3.2 ∀P ∈ R[x] : ‖P‖∞ := max
x∈[0,1]

|P (x)|.
1. 证明 ‖·‖∞ 是 R[x] 上范数;
2.∀a ∈ R 定义 La : R[x] → R, P 7→ P (a). 证明 La 连续 ⇐⇒ a ∈ [0, 1], 且给出 ‖La‖;

3. 设 a < b, 定义 La,b : R[x] → R, P 7→
∫ b

a

P (x)dx. 求 A ⊂ R 使 a, b ∈ A ⇐⇒ La,b 连续, 然后确定 ‖La,b‖.

证明. 1. 首先正定性显然, 正齐性由 max
x∈[0,1]

|P (x)| = 0 =⇒ |P (x)| ≤ 0 =⇒ P (x) = 0 得到.‖λP‖∞ = |λ| ‖P‖∞ 显然.
三角不等式由

‖P +Q‖∞ = max
x∈[0,1]

|P (x) +Q(x)| ≤ max
x∈[0,1]

(|P (x)|+ |Q(x)|) ≤ max
x∈[0,1]

|P (x)|+ max
x∈[0,1]

|Q(x)| = ‖P‖∞ + ‖Q‖∞

故 ‖·‖∞ 是 R[x] 上的一个范数.
2. 容易证明 La 是一个线性函数, 因此 La 连续 ⇐⇒ ∃C ≥ 0∀P ∈ R[x] : |P (a)| ≤ C ‖P‖∞.

考虑 Pn(x) = (2x− 1)n, 则 ∃C ≥ 0∀n ∈ N : |Pn(a)| = |2a− 1|n ≤ C · ‖Pn‖∞ = C ⇐⇒ |2a− 1| ≤ 1 ⇐⇒ a ∈ [0, 1].
另一方面,a ∈ [0, 1] 时必然成立 |P (a)| ≤ ‖P‖∞, 因此 La 连续 ⇐⇒ a ∈ [0, 1].
最后, 取 P = 1 则 ‖La‖ ≥ 1, 而 ‖La‖ = sup

P∈R[x]−{0}

|P (a)|
‖P‖∞

≤ sup
P∈R[x]−{0}

‖P‖∞
‖P‖∞

= 1, 故 ‖La‖ = 1.

3. 容易证明 La,b 是一个线性函数, 则 La,b 连续 ⇐⇒ ∃C ≥ 0∀P ∈ R[x] :

∣∣∣∣∣
∫ b

a

P (x)dx
∣∣∣∣∣ ≤ C ‖P‖∞.

仍考虑 Pn(x) = (2x − 1)n, 则
∣∣∣∣∣
∫ b

a

Pn(x)dx
∣∣∣∣∣ = |(2b− 1)n+1 − (2a− 1)n+1|

2(n+ 1)
有界 ⇐⇒ 2a − 1, 2b − 1 ∈ [0, 1], 即

a, b ∈ [0, 1]. 而 a, b ∈ [−1, 1] 时

∣∣∣∣∣
∫ b

a

P (x)dx
∣∣∣∣∣ ≤ (b− a) ‖P‖∞, 故 a, b ∈ [0, 1] ⇐⇒ La,b 连续.

9



最后有

b− a =

∣∣∣∫ b

a
1dx

∣∣∣
1

≤ ‖La,b‖ = sup
P∈R[x]−{0}

∣∣∣∫ b

a
P (x)dx

∣∣∣
‖P‖∞

≤ sup
P∈R[x]−{0}

∫ b

a
‖P‖∞ dx
‖P‖∞

= b− a

故 ‖La,b‖ = b− a.

3.3 设 (R[x], ‖·‖∞) 为上题定义的赋范空间, 设 E0 ⊂ R[x] 为全体无常数项多项式构成的向量子空间.
1. 证明 N(P ) := ‖P ′‖∞ 定义 E0 上一个范数, 且 ∀P ∈ E0 : ‖P‖∞ ≤ N(P ).

2. 证明 L(P ) =

∫ 1

0

P (x)

x
dx 定义了 E0 关于 N 的连续线性泛函, 并求 ‖N‖.

3. 上述 L 是否关于 ‖·‖∞ 连续?
4.‖·‖∞ 和 N 在 E0 上是否等价?

证明. 1. 首先证明 N(P ) 是一个范数:

N(P ) ≥ 0;N(P ) = ‖P ′‖∞ = 0 ⇐⇒ P ′ = 0 ∧ P ∈ E0 ⇐⇒ P = 0;N(λP ) = ‖λP ′‖∞ = |λ| ‖P‖∞
N(P +Q) = ‖P ′ +Q′‖∞ ≤ ‖P ′‖∞ + ‖Q′‖∞ = N(P ) +N(Q)

而由 Lagrange 中值定理有 ∀P ∈ E0∀x ∈ [0, 1] :

∣∣∣∣P (x)− P (0)

x− 0

∣∣∣∣ = |P ′(ξ)| ≤ max
x∈[0,1]

|P ′(x)| = N(P ), 故 |P (x)| ≤

|P ′(ξ)| |x| ≤ |P ′(ξ)| ≤ N(P ), 故 ‖P‖∞ ≤ N(P ).

2. 线性:L(λP + µQ) =

∫ 1

0

λP (x) + µQ(x)

x
dx = λ

∫ 1

0

P (x)

x
dx+ µ

∫ 1

0

Q(x)

x
dx = λL(P ) + µL(Q).

因此 L 连续 ⇐⇒ ∃C ≥ 0∀P ∈ E0 :

∣∣∣∣∫ 1

0

P (x)

x
dx
∣∣∣∣ ≤ C ·N(P ). 而同上使用 Lagrange 中值定理, 有

∣∣∣∣∫ 1

0

P (x)

x
dx
∣∣∣∣ ≤ max

x∈[0,1]

∣∣∣∣P (x)

x

∣∣∣∣ ≤ max
x∈[0,1]

|P ′(x)| = N(P )

故 L 连续. 最后

1 =

∫ 1

0
1dx
1

= ‖N‖ = sup
P∈E0−{0}

∣∣∣∫ 1

0
P (x)
x

dx
∣∣∣

‖P ′‖∞
≤ sup

P∈E0−{0}

‖P (x)/x‖∞
‖P ′‖∞

≤ 1

因此 ‖N‖ = 1.

3. 考虑 Pn(x) = nxn, 则 L(Pn) =

∣∣∣∣∫ 1

0

Pn(x)

x
dx
∣∣∣∣ = 1, ‖Pn‖∞ = n, 因此 L(P )

‖P‖∞
无界, 即 L 关于 ‖·‖∞ 不连续.

4. 考虑 Pn(x) = xn, 则 ‖Pn‖∞ = 1, N(Pn) = n, 因此不存在常数使得范数等价.

3.4 在 C[0, 1] 上定义范数 ‖f‖1 =
∫ 1

0

|f(x)| dx,N(f) =

∫ 1

0

x |f(x)| dx.
1. 验证 N 是 C[0, 1] 上范数且 N ≤ ‖·‖1.

2.fn(x) =

n− n2x x ∈ [0, n−1]

0 else
. 证明在 (C[0, 1], N) 中 fn → 0, 并问:{fn} 在 (C[0, 1], ‖·‖1) 中是否收敛? 这两个范

数在 C[0, 1] 上诱导的拓扑是否相同?
3. 取 a ∈ (0, 1], 设 B = {f ∈ C[0, 1] : ∀x ∈ [0, a] : f(x) = 0}, 证明这两个范数在 B 上诱导相同拓扑.

证明. 1. 首先证明 N 是一个范数:

0 ≤ N(f) = 0 ⇐⇒ f = 0, N(λf) = λ

∫ 1

0

x |f(x)| dx = λN(f),

N(f + g) =

∫ 1

0

x |f(x) + g(x)| dx ≤
∫ 1

0

x |f(x)| dx+

∫ 1

0

x |g(x)| dx = N(f) +N(g)

其次有 ∀f ∈ C[0, 1]∃ξ ∈ (0, 1) : N(f) =

∫ 1

0

x |f(x)| dx = ξ

∫ 1

0

|f(x)| dx ≤ ‖f‖1, 因此 N ≤ ‖·‖1.
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2.N(fn) =

∫ 1/n

0

x(n− n2x)dx =
1

6n
→ 0, 因此 {fn} 在 N 下收敛.

而 ‖fn − f‖1 =

∫ 1/n

0

∣∣n− n2x− f(x)
∣∣ dx +

∫ 1

1/n

|f(x)| dx ≥
∫ 1

1/n

|f(x)| dx →
∫ 1

0

|f(x)| dx. 因此 ‖fn − f‖1 → 0 =⇒

f = 0, 但 ‖fn‖1 =
∫ 1/n

0

n− n2xdx =
1

2
, 因此在 ‖·‖1 下不收敛.

也因此 ∀ε > 0∃n : fn ∈ BN (0, ε), 但 fn /∈ B1(0, 1/2), 故 ∃ε > 0 : BN (0, ε) 6⊂ B1(0, 1/2), 即拓扑不等价.

3.仅需证明两范数等价.有 ∀f ∈ B∃ξ ∈ (a, 1) : N(f) =

∫ 1

a

x |f(x)| dx = ξ

∫ 1

a

|f(x)| dx ∈ [a ‖f‖1 , ‖f‖1],得证.

3.5 φ : [0, 1] → [0, 1] 连续且不恒为 1. 取 α ∈ R, 定义 T : C[0, 1] → C[0, 1], f(x) 7→ α+

∫ x

0

f(φ(t))dt. 证明T 2是压缩

映射. 由此证明
f(0) = α, f ′(x) = f(φ(x)), x ∈ [0, 1]

有唯一解.

证明. 首先 T 2(f)(x) = α+

∫ x

0

(
α+

∫ φ(t)

0

f(φ(s))ds
)

dt,
(
T 2(f)− T 2(g)

)
(x) =

∫ x

0

dt
∫ φ(t)

0

(f − g)(φ(s))ds. 而

∫ φ(t)

0

(f − g)(φ(s))ds = (f − g)(φ(ξ))φ(t) ≤ ‖f − g‖∞ φ(t), ξ ∈ (0, φ(t))

∥∥T 2(f)− T 2(g)
∥∥
∞ = max

x∈[0,1]

∣∣∣∣∣
∫ x

0

dt
∫ φ(t)

0

(f − g)(φ(s))ds
∣∣∣∣∣ ≤ max

x∈[0,1]

∣∣∣∣‖f − g‖∞
∫ x

0

φ(t)dt
∣∣∣∣ ≤ λ ‖f − g‖∞

其中 λ =

∣∣∣∣∫ 1

0

φ(t)dt
∣∣∣∣ < 1, 因此 T 2 为压缩映射. 又由 2.11,T 有唯一不动点, 即 f(x) = α+

∫ x

0

f(φ(t))dt 有唯一解, 而
此方程等价于题干中方程组.
需要注意的是,T 不是压缩映射, 如取 f(x) = b, g(x) = a.

3.6 设 α ∈ R, a > 0, b > 1. 考察微分方程

f(0) = α, f ′(x) = af(xb), x ∈ [0, 1]

1. 取 M > 0, 验证 (C[0, 1], ‖·‖) 是 Banach 空间, 其中 ‖f‖ = sup
x∈[0,1]

|f(x)| e−Mx.

2. 定义 T : C[0, 1] → C[0, 1], f 7→ α+

∫ x

0

af(tb)dt, 证明选择合适的 M 可使 T 为压缩映射.
3. 证明此微分方程有唯一解.

证明. 1. 考虑 (C[0, 1], ‖·‖) 中 Cauchy 列 {fn}n∈N, 则 e−M ‖fn − fm‖∞ ≤ ‖fn − fm‖ < ε, 故 ∀ε∃N∀n,m ≥ N :

‖fn − fm‖ < eMε, 即 {fn} 也是 ‖·‖∞ 下的 Cauchy 列. 因此其收敛, 即 (C[0, 1], ‖·‖) 完备.
2.

‖T (f)− T (g)‖ = max
x∈[0,1]

∣∣∣∣∫ x

0

a(f − g)(tb)dt
∣∣∣∣ e−Mx = a max

x∈[0,1]

∣∣f(ξb)− g(ξb)
∣∣xe−Mx

≤ a

(
max
x∈[0,1]

∣∣f(ξb)− g(ξb)
∣∣ e−Mξb

)(
max
x∈[0,1]

xeM(ξb−x)

)
≤ a ‖f − g‖ max

x∈[0,1]
eM(ξb−x)

若希望使得 ‖T (f)− T (g)‖ ≤ λ ‖f − g‖, 则需 λ = a max
x∈[0,1]

eM(ξb−x) < 1. 取 x0 = argmax eM(ξb−x), 此时 ξ = ξ0, 则

M >
ln a

x0 − ξb0
时成立.

3. 由 T 在适当情况下为压缩映射, 故 T (f) = f 有唯一解, 而此式等价于上述微分方程, 故得证.
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3.7 设 E 是数域 F 上的无限维向量空间, 设 {ei}i∈I 是其中一组向量. 若 E 中任一向量可被 {ei}i∈I 中有限个向量唯
一线性表示, 则称 {ei}i∈I 是 E 中的一组 Hamel 基.
1. 由 Zorn 引理证明 E 中有一组 Hamel 基.
2. 若 E 是赋范空间, 则 E 上必存在不连续的线性泛函.
3. 证明在任一无限维赋范空间上, 一定存在一个比原来范数严格强的范数. 由此证明, 若向量空间 E 上任意两个范数诱
导同一拓扑, 则 E 必为有限维空间.

证明. 1. 考虑 E 中线性无关组全体 E′ 中的偏序关系 ⊂. 对 E′ 中任意链 e1 ⊂ e2 ⊂ · · · 考虑 e =
⋃
n≥1

en 为其一个上界.

这是因为 ∀n ≥ 1 : en ⊂ e, 且 e 中任意有限子集 {ej}j∈J 含于某一 en, 故 {ej}j∈J 线性无关, 故 e 线性无关,e ⊂ E′. 而
由 Zorn 引理,E′ 中存在一个极大元 ϵ.
下证 E = span(ϵ). 若否, 则 ∃v ∈ E 不能被 ϵ 表出, 即 ϵ ∪ {v} 线性无关. 这与 ϵ 在 E′ 中的极大性矛盾.
最后证明 ϵ 是 E 的 Hamel 基. 若有 v ∈ E 不能被 ϵ 中有限向量线性表示, 则考虑 ϵ′ = ϵ ∪ {v}, 其中有限子集若不含 v

则含于 ϵ, 线性无关; 若含 v 则 v 不能被剩下向量线性表示, 线性无关. 因此 ϵ′ 线性无关, 而这与 ϵ 的极大性矛盾.

2. 对 E 中 Hamel 基 ϵ 取一可数子集 {ei}i≥1 及线性泛函 f : (E, ‖·‖) → F,

en 7→ n, en ∈ {ei}i≥1

e 7→ 1, e ∈ ϵ− {ei}i≥1

, 因此

∀C∃n > C : |f(en)| = n > C. 因此 f 不连续.
3. 考虑 ‖·‖1 : x 7→ ‖x‖ + |f(x)|, 容易证明这是一个范数, 且 ‖x‖ ≤ ‖x‖1. 而由上可知 ∀C > 0∃en : ‖en‖1 =

‖en‖+ n > ‖en‖, 因此 ‖·‖1 严格强于 ‖·‖.

3.8 设 E 是数域 F 上 n 维向量空间 (n < +∞),e = {ei}i∈[n] 为 E 上的一组基. 记 [u] 为 u ∈ hom(E) 在基 e 下对应
的矩阵.
1. 证明 φ : u 7→ [u] 给出 hom(E) → Mn(F) 间的一个同构映射.
2. 若 E = Fn, e 是经典基, 其上取范数 ‖·‖2. 证明若 u(或等价地 [u]) 可正交相似对角化, 则 ‖u‖ = max

λ是u的特征值
|λ|.

3. 基 e 如上, 试由 [u] 中元素分别确定 p = 1,∞ 时 u : (Fn, ‖·‖p) → (Fn, ‖·‖p) 的范数 ‖u‖.

证明. 1.仅需证明 φ为线性双射.首先记 u(ej) =
∑
i∈[n]

uijei, x =
∑
i∈[n]

aiei, [u]x = u(x) =
∑
i∈[n]

aiu(ei) =
∑
i∈[n]

ai
∑
j∈[n]

ujiej =∑
i,j∈[n]

ajuijei. 因此 [λu+ µv]x =
∑

i,j∈[n]

aj(λuij + µvij)ei = λ
∑

i,j∈[n]

ajuijei + µ
∑

i,j∈[n]

ajvijei = (λ[u] + µ[v])x.

单射:[u] = [v] ⇐⇒ ∀{aj}j∈[n] ⊂ F :
∑

i,j∈[n]

ajuijei =
∑

i,j∈[n]

ajvijei ⇐⇒ ∀x ∈ E : u(x) = v(x) ⇐⇒ u = v,

满射:∀[u] ∈ Mn(F)∃ {uij} ⊂ F∀x ∈ E : u(x) = [u]x. 因此 φ 为线性双射, 即同构.
2.u 可正交相似对角化, 即可在 E 中取正交基 {ϵi}i∈[n] 有 [u]ϵi = λiϵi, 其中 λi 为 [u] 的特征值. 因此

∀x ∈ E : x =
∑
i∈[n]

aiϵi, ‖u(x)‖2 =

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈[n]

aiu(ϵi)

∥∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈[n]

aiλiϵi

∥∥∥∥∥∥
2

而由 {ϵi}i∈[n] 是正交基, 即 〈ϵi, ϵj〉 = δij . 故∥∥∥∥∥∥
∑
i∈[n]

ciϵi

∥∥∥∥∥∥
2

2

=

∥∥∥∥∥∥
∑

i∈[n−1]

ciϵi

∥∥∥∥∥∥
2

2

+ ‖cnϵn‖2n + 2

〈 ∑
i∈[n−1]

ciϵi, cnϵn

〉
=

∥∥∥∥∥∥
∑

i∈[n−1]

ciϵi

∥∥∥∥∥∥
2

2

+ c2n + 2
∑

i∈[n−1]

cicn 〈ϵi, ϵn〉

=

∥∥∥∥∥∥
∑

i∈[n−1]

ciϵi

∥∥∥∥∥∥
2

2

+ c2n =
∑
i∈[n]

c2n

因此

‖u‖ = sup
x∈E−{0}

‖u(x)‖
‖x‖

=

√∑
i∈[n] a

2
iλ

2
i∑

i∈[n] a
2
i

≤ max
i∈[n]

|λi|

设上式取到极大值时的指标为 i′, 则 ‖u‖ ≥ ‖u(ϵi′)‖
‖ϵi′‖

= λi′ = max
i∈[n]

λi. 因此 ‖u‖ = max
i∈[n]

λi.
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答案给出一个 u 仅能对角化而不能正交相似对角化时的反例. 考虑 [u] =

(
1 1

0 0

)
, P =

(
1 −1

0 1

)
, 此时 P−1[u]P =

(
1 0

0 0

)
, 即 [u]

的特征值为 λ1 = 1, λ2 = 0. 而 x = 2P (1) + P (2) =

(
1

1

)
时,∥u∥ ≥

∥∥[u](1, 1)T∥∥2
2

∥(1, 1)T ∥22
=

2√
2
=

√
2 > 1 = max {λ1, λ2}.

3.p = 1: 由 x =
∑
i∈[n]

aiei, u(x) =
∑
i∈[n]

aiu(ei) =
∑
i∈[n]

ai
∑
j∈[n]

ujiej =
∑
j∈[n]

ej
∑
i∈[n]

aiuji, 故

‖u(x)‖1 =
∑
j∈[n]

∣∣∣∣∣∣
∑
i∈[n]

aiuji

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑

i,j∈[n]

|ai| |uji| =
∑
i∈[n]

|ai|
∑
j∈[n]

|uji| ≤ max
i∈[n]

∑
j∈[n]

|uji|
∑
i∈[n]

|ai| = max
i∈[n]

∑
j∈[n]

|uji| ‖x‖1

因此 ‖u‖ ≤ max
i∈[n]

∑
j∈[n]

|uji|. 设上式取最大值时的指标为 i′, 则 x = ei′ 时,‖u‖ ≥
‖u(ei′)‖1
‖ei′‖1

=
∑
j∈[n]

|uji′ | = max
i∈[n]

∑
j∈[n]

|uji|.

因此 ‖u‖ = max
i∈[n]

∑
j∈[n]

|uji|.

p = ∞:

‖u(x)‖∞ = max
j∈[n]

∣∣∣∣∣∣
∑
i∈[n]

aiuji

∣∣∣∣∣∣ ≤ max
j∈[n]

∑
i∈[n]

|ai| |uji| ≤ max
j∈[n]

∑
i∈[n]

|uji|max
i∈[n]

|ai| = max
j∈[n]

∑
i∈[n]

|uji| ‖x‖∞

因此 ‖u‖ ≤ max
j∈[n]

∑
i∈[n]

|uji|. 设上式取最大值时的指标为 j′, 则 x = (sgnuj′1, sgnuj′2, · · · , sgnuj′n)
T , ‖x‖∞ = 1,

‖u(x)‖∞ =

∣∣∣∣∣∣
∑
i∈[n]

(sgnuj′i)uj′i

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
∑
i∈[n]

|uj′i|

∣∣∣∣∣∣ =
∑
i∈[n]

|uj′i| = max
j∈[n]

∑
i∈[n]

|uji| =⇒ ‖u‖ ≥
‖u(x)‖∞
‖x‖∞

= max
j∈[n]

∑
i∈[n]

|uji|

因此 ‖u‖ = max
i∈[n]

∑
j∈[n]

|uij |.

3.9 E 是 Banach 空间.
1. 设 u ∈ B(E), ‖u‖ < 1, 证明 idE − u 在 B(E) 中可逆.HINT: 考虑 B(E) 中级数

∑
un.

2. 记 GL(E) 为 B(E) 中全体可逆元构成的集合, 证明 GL(E) 关于复合运算成群, 且为 B(E) 上开集.
3. 证明 u 7→ u−1是 GL(E) 上的同胚映射.

证明. 1.
∑
n≥0

‖un‖ ≤
∑
n≥0

‖u‖n =
1

1− ‖u‖
收敛, 即

∑
n≥1

un 绝对收敛. 由 E 是 Banach 空间知其收敛, 即
∑
n≥0

un ∈ B(E).

而 (idE − u) ◦

(∑
n≥0

un

)
=

(∑
n≥0

un

)
◦ (idE − u) = idE , 因此 idE − u 在 B(E) 中可逆.

2.∀u, v, w ∈ GL(E) :(
(u ◦ v) ◦ (v−1◦ u−1)

)
(x) = (u ◦ v)(v−1(u−1(x))) = u(v(v−1(u−1(x)))) = u(u−1(x)) = x =⇒ u ◦ v ∈ GL(E)

u ◦ idE = idE ◦ u = u, ∃u−1 : u ◦ u−1= u−1◦ u = idE

((u ◦ v) ◦ w) (x) = u(v(w(x))) =(u ◦ (v ◦ w)) (x)

因此 (GL(E), ◦) 是群. 而 ∀u ∈ GL(E)∃ε = 1

‖u−1‖
∀v ∈ B(E) : ‖u− v‖ <

1

‖u−1‖
=⇒

∥∥idE − u−1v
∥∥ ≤

∥∥u−1
∥∥ ‖u− v‖ <

1 =⇒ u−1v 可逆 =⇒ v 可逆. 因此 GL(E) 是 B(E) 中开集.
3. 由于 φ : u 7→ u−1为双射且 φ = φ−1, 故 φ 连续则 φ−1连续, 故仅需证明 φ 连续:

∀u ∈ GL(E)∀ε∃δ <
ε

‖u−1‖2 + ‖u−1‖ ε
∀v ∈ GL(E) : ‖u− v‖ < δ =⇒

∥∥u−1− v−1
∥∥ =

∥∥u−1v−1(u− v)
∥∥ <

∥∥u−1
∥∥ ∥∥v−1

∥∥ δ
而
∥∥v−1

∥∥ =
∥∥∥u−1

(
idE − (u− v)u−1

)−1
∥∥∥ ≤

∥∥u−1
∥∥ ∥∥∥(idE − (u− v)u−1

)−1
∥∥∥,其中 ∥∥(u− v)u−1

∥∥ <
∥∥u−1

∥∥ δ =
ε

‖u−1‖+ ε
< 1,

因此 ∥∥∥(idE − (u− v)u−1
)−1
∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∑
n≥0

(
(u− v)u−1

)n∥∥∥∥∥ ≤
∑
n≥0

∥∥(u− v)u−1
∥∥n =

1

1− ‖(u− v)u−1‖
<

1

1− ‖u−1‖ δ
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代入可得:
∥∥u−1− v−1

∥∥ <
‖u−1‖ δ

1− ‖u−1‖ δ
=

1

1− ‖u−1‖ δ
− 1 <

ε

‖u−1‖
, 故 φ 连续.

3.10 f ∈ L2(R), g(x) =
1[1,+∞)(x)

x
, 证明 fg ∈ L1(R). 举例说明 f1, f2 ∈ L1(R), f1f2 /∈ L1(R).

证明. 由 Hölder 不等式,
‖fg‖1 ≤ ‖f‖2 ‖g‖2 =

∫ +∞

1

dx
x2

‖f‖2 = ‖f‖2 < ∞

因此 fg ∈ L1(R).
考虑 f(x) = x− 1

2 1(0,1](x), ‖f‖1 = 2,
∥∥f2
∥∥
1
= +∞.

3.11 (Ω,A, µ) 为有限测度空间.
1. 证明 0 < p < q ≤ ∞ 则 Lq(Ω) ⊂ Lp(Ω). 举反例说明 µ(Ω) = ∞ 时结论不成立.
2. 证明若 f ∈ L∞(Ω) 则 f ∈

⋂
p<∞

Lp(Ω) 且 ‖f‖∞ = lim
p→∞

‖f‖p.

3. 设 f ∈
⋂
p<∞

Lp(Ω) 且 lim
p→∞

‖f‖p < ∞, 证明 f ∈ L∞(Ω).

证明. 1. 由 Hölder 不等式, 考虑 p−1= q−1+ s−1, 其中 s =
(
p−1− q−1

)−1∈ (0,+∞), 有

∀f ∈ Lq(Ω) : ‖f‖p ≤ ‖f‖q ‖1‖s = µ(Ω)
1
s ‖f‖q < ∞ =⇒ f ∈ Lp(Ω)

µ(Ω) = ∞ 时,‖1‖∞ = 1, ‖1‖p = µ(Ω) = ∞.
2. 由上,∀p ∈ (0,∞) : L∞(Ω) ⊂ Lp(Ω), 因此 L∞(Ω) ⊂

⋂
p<∞

Lp(Ω).

而 ‖f‖p ≤ µ(Ω)
1
s ‖f‖∞,q = ∞ 时 s = p. 两端取 p → ∞ 有 lim

p→∞
‖f‖p ≤ ‖f‖∞.

另一方面, 设 Sδ = {x ∈ Ω : |f(x)| ≥ ‖f‖∞ − δ} , δ ∈(0, ‖f‖∞). 有

‖f‖p ≥
(∫

Sδ

(‖f‖∞ − δ)
p dµ

)1/p

=(‖f‖∞ − δ)µ(Sδ)
1/p =⇒ lim

p→∞
‖f‖p ≥ ‖f‖∞ − δ

而 δ > 0, 因此有 lim
p→∞

‖f‖p ≥ ‖f‖∞. 综上, lim
p→∞

‖f‖p = ‖f‖∞.

3. 若否, 即对 EM = {x ∈ Ω : |f(x)| ≥ M} , ∀M > 0 : µ(EM ) > 0, 则 ‖f‖p ≥
∫
EM

|f |p dµ ≥ Mµ(EM )1/p. 两端取

p → ∞ 有 ∞ > lim
p→∞

‖f‖p ≥ M . 由 M 的任意性, lim
p→∞

‖f‖p = ∞, 矛盾.

3.12 0 < p < q ≤ ∞, θ ∈ [0, 1], 且 1

s
=

θ

p
+

1− θ

q
. 证明 ∀f ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω) : f ∈ Ls(Ω), ‖f‖s ≤ ‖f‖θp ‖f‖

1−θ
q .

证明. 若 θ = 0 则 s = q, 此时 f ∈ Lq(Ω) = Ls(Ω), ‖f‖s = ‖f‖q.θ = 1 时同理, 换 q 为 p 即可.

若 θ ∈ (0, 1) 则
sθ

p
+

s(1− θ)

q
= 1. 此时 |f |sθ ∈ L

p
sθ (Ω), |f |s(1−θ) ∈ L

q
s(1−θ) (Ω), 故由 Hölder 不等式有:

∫
Ω

|f |s =
∥∥∥|f |sθ |f |s(1−θ)

∥∥∥
1
≤
∥∥∥|f |sθ∥∥∥

p
sθ

∥∥∥|f |s(1−θ)
∥∥∥

q
s(1−θ)

=

(∫
Ω

|f |p
)sθ/p(∫

Ω

|f |q
)s(1−θ)/q

= ‖f‖sθp ‖f‖s(1−θ)
q

因此 ‖f‖s ≤ ‖f‖θp ‖f‖
1−θ
q < ∞, f ∈ Ls(Ω).

3.13 (广义 Minkowski 不等式) 设σ-有限测度空间 (Ω1,A1, µ1), (Ω2,A2, µ2), 0 < p < q < ∞.
证明对任意可测函数 f : (Ω1 × Ω2,A1 ⊗A2) → F 有:(∫

Ω2

(∫
Ω1

|f(x1, x2)|p dµ1(x1)

)q/p

dµ2(x2)

)1/q

≤

(∫
Ω1

(∫
Ω2

|f(x1, x2)|q dµ2(x2)

)p/q

dµ1(x1)

)1/p
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Proof in Folland Theorem 6.19 & Here. 首先我们设 F (x1, x2) = |f(x1, x2)|p , s = q/p ∈ (1,∞), 则可改写不等式为:(∫
Ω2

(∫
Ω1

F (x1, x2)dµ1(x1)

)s

dµ2(x2)

)1/s

≤
∫
Ω1

(∫
Ω2

F (x1, x2)
sdµ2(x2)

)1/s

dµ1(x1)

考虑 s 的共轭数 r 及 g ∈ Lr(Ω2), 有:∫
Ω2

(∫
Ω1

F (x1, x2)dµ1(x1)

)
|g(x2)| dµ2(x2)

Tonelli 定理
=

∫
Ω1×Ω2

F (x1, x2) |g(x2)| dµ1(x1)dµ2(x2)

Hölder 不等式
≤

∫
Ω1

‖F (x1, ·)‖s ‖g‖r dµ1(x1) = ‖g‖r
∫
Ω1

(∫
Ω2

F (x1, x2)
sdµ2(x2)

)1/s

dµ1(x1)

由 Ls(Ω2) → Lr(Ω2)
∗ 有一个同构 f 7→ φ(f), 其中 φ(f) : g 7→

∫
Ω2

f(x2)g(x2)dµ2(x2), 因此

(∫
Ω2

(∫
Ω1

F (x1, x2)dµ1(x1)

)s

dµ2(x2)

)1/s

=

∥∥∥∥∫
Ω1

F (x1, ·)dµ1(x1)

∥∥∥∥
s

=

∥∥∥∥φ(∫
Ω1

F (x1, ·)dµ1(x1)

)∥∥∥∥
= sup

g∈Lr(Ω2)

1

‖g‖r

∣∣∣∣∫
Ω2

(∫
Ω1

F (x1, x2)dµ1(x1)

)
|g(x2)| dµ2(x2)

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω1

(∫
Ω2

F (x1, x2)
sdµ2(x2)

)1/s

dµ1(x1)

3.14 设 p ∈ (0,∞).
1. 对 ∀x = {xn}n∈N ∈ ℓp 定义 (0, 1) 上函数 T (x)(t) =

∑
n≥1

(n(n+ 1))
1
p xn1( 1

n+1 ,
1
n)
(t).

证明 T : ℓp → im(T ) ⊂ Lp(0, 1) 是线性等距同构映射.

2. 若 p ≥ 1,
1

p
+

1

q
= 1, 对 ∀f ∈ Lp(0, 1)∀n ≥ 1 定义 S(f)n =(n(n+ 1))

1
q

∫ 1
n

1
n+1

f(t)dt.

证明 S : Lp(0, 1) → ℓp, f 7→ {S(f)n}n≥1 是线性映射, 且 S ◦ T = idℓp .

证明. 1. 首先

‖T (x)‖p =

(∫ 1

0

(∑
n≥1

[n(n+ 1)]1/pxn1( 1
n+1 ,

1
n)
(t)

)p

dt
)1/p

=

(∑
n≥1

∫ 1
n

1
n+1

(
[n(n+ 1)]1/pxn

)p dt)1/p

=

(∑
n≥1

xp
n

)1/p

= ‖x‖p

线性性和单射性显然, 由定义,T 线性等距双射, 即得证.
2. 线性性显然.

S(T (x))n = S

(∑
n≥1

[n(n+ 1)]1/pxn1( 1
n+1 ,

1
n)
(·)

)
n

= [n(n+ 1)]1/q
∫ 1

n

1
n+1

∑
n≥1

[n(n+ 1)]1/pxn1( 1
n+1 ,

1
n)
(t)dt

= [n(n+ 1)]1/q
∫ 1

n

1
n+1

[n(n+ 1)]1/pxndt = [n(n+ 1)]1/q
(
n

1
p−1(n+ 1)

1
p − n

1
p (n+ 1)

1
p−1
)
xn = xn

因此 S ◦ T = idℓp .

3.15 1. 证明: 若 (E, d) 为可分度量空间, 则 (F, d) 也是,F ⊂ E.
2. 证明 Rn, c0, ℓp(p ∈ [1,∞)), C([a, b],R), C0(R,R), Lp(0, 1)(p ∈ [1,∞)) 都是可分的.
3. 设 C = {±1}N ⊂ ℓ∞, 验证 ∀x, y ∈ C : x 6= y =⇒ ‖x− y‖∞ = 2, 再证明 C 不可数, 由此导出 ℓ∞ 不可分. 并类似证
明 L∞(0, 1) 不可分.

证明. 1.设 E的可数稠密集为 A,则 ∀x ∈ F∀ε > 0∃a ∈ A : x ∈ B(a, ε),从中取 xa ∈ F∩B(a, ε),则B(a, ε) ⊂ B(xa, 2ε),
因此 AF = {xa}a∈A 是一个可数集, 且 ∀x ∈ F∀ε > 0∃xa ∈ AF : x ∈ B(xa, 2ε), 故 AF = F .

2.(1)Rn = Qn;
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(3)∀x ∈ ℓp∀ε > 0∃N ∈ N :
∑
n>N

|xn|p <
ε

2
, 再取 q = {qn}n∈[N ] ⊂ Q 有 |xn − qn| <

( ε

2N

)1/p
(n ∈ [N ]). 记

An = {{q1, · · · , qn, 0, · · · } : qi ∈ Q} ⊂ ℓp, 则

∀x ∈ ℓp∀ε > 0∃N ∈ N∃q ∈ AN : ‖x− q‖pp =
∑
n>N

|xn|p +
∑
n≤N

|xn − qn|p <
ε

2
+N · ε

2N
= ε

因此 ∀x ∈ ℓp∀ε > 0∃q ∈
⋃
n≥1

An : ‖x− q‖p < ε, 即
⋃
n≥1

An = ℓp.

(4) 首先由紧集上的 (一致) 连续性,

∀f ∈ C[a, b]∀ε∃δ∀x, y ∈ [a, b] : |x− y| < δ =⇒ |f(x)− f(y)| < ε

可以考虑分划 {sn}n∈[N ] ⊂ [a, b], 其中 s0 = a, sN = b, sk+1 − sk < δ. 依次用折线连接 (sk, f(sk)) 得到以折线连接的分
段函数 g, 则 ∀x ∈ [sk, sk+1] :

|f(x)− g(x)| =
∣∣∣∣f(sk+1)− f(sk)

sk+1 − sk
(x− sk) + f(sk)− f(x)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ x− sk
sk+1 − sk

∣∣∣∣ |f(sk+1)− f(sk)|+ |f(sk)− f(x)| < 2ε

因此 [a, b] 上全体折线函数稠密于 C[a, b] 中. 而全体分段点 (sk, f(sk)) ∈ Q2 的折线函数稠密于前者, 该集合可数. 因此
得证.

(5) 由于 ∀f ∈ C0(R)∃N > 0 :
∥∥f |R−[−N,N ]

∥∥ < ε, 因此
⋃
N≥0

C[−N,N ] 稠密于 C0(R). 而 C[−N,N ] 由 (4) 有一个可

数稠密集 BN , 因此
⋃
N≥0

BN = C0(R).

(6) 由 L1(0, 1) 中阶梯函数族稠密于 Lp(0, 1), 而可以选取函数值为有理数和分段点为有理函数的阶梯函数稠密于
前者, 因此 Lp(0, 1) 有可数稠密子集.

3.∀x, y ∈ C : x 6= y =⇒ ‖x− y‖∞ = sup
n≥1

|xn − yn| = 2, 这是由于 ∃N : xN 6= yN =⇒ |xN − yN | = |1− (−1)| =

2.
而 C → PN, x = {xn} 7→ A ⊂ N, xn = 1 ⇐⇒ n ∈ A 给出一个双射, 因此 |C| = |PN| > N, 故不可数.
因此, 若 ℓ∞ 有可数稠密子集 A, 则 C 有可数稠密子集 A ∩ C, 但 ∃x ∈ C − A ∩ C∃ε < 2∀y ∈ A ∩ C : ‖x− y‖ > ε, 因
此 C 中不存在这样的稠密子集.

3.16 (卷积) 设 f, g ∈ L1(R).(下述积分为 Lebesgue 积分)
1. 证明

∫
R2

f(u)g(v)dudv =

(∫
R
f(u)du

)(∫
R
g(v)dv

)
=

∫
R

(∫
R
f(x− y)g(y)dy

)
dx, 由此导出 x 7→

∫
R
f(x− y)g(y)dy

在 R 上 a.e. 有定义.

2. 定义卷积 f ∗ g(x) =


∫
R
f(x− y)g(y)dy, 积分存在,

0, else.
. 证明 f ∗ g ∈ L1(R) 且 ‖f ∗ g‖1 ≤ ‖f‖1 ‖g‖1.

3. 取 f = 1[0,1], 计算 f ∗ f .

证明. 1. 第一个等号由 Fubini 定理立得. 第二个等号:∫
R

(∫
R
f(x− y)g(y)dy

)
dx =

∫
R
g(y)

(∫
R
f(x− y)dx

)
dy =

∫
R
g(y)

(∫
R
f(x− y)d(x− y)

)
dy

=

∫
R
g(v)

(∫
R
f(u)du

)
dv =

∫
R2

f(u)g(v)dudv

而
∫
R

(∫
R
f(x− y)g(y)dy

)
dx =

(∫
R
f(u)du

)(∫
R
g(v)dv

)
< ∞, 因此

∫
R
f(x− y)g(y)dy 在 R 上 a.e. 有限, 故有定义.

2. 由上,

‖f ∗ g‖1 =
∫
R
|f ∗ g(x)| dx ≤

∫
R

(∫
R
|f(x− y)| |g(y)| dy

)
dx =

(∫
R
|f(x)| dx

)(∫
R
|g(y)| dy

)
= ‖f‖1 ‖g‖1 < ∞

因此 f ∗ g ∈ L1(R), ‖f ∗ g‖1 ≤ ‖f‖1 ‖g‖1.
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3. 由 1[0,1](x− y) = 1[x−1,x](y), 因此

f ∗ f(x) =
∫
R
1[0,1](x− y)1[0,1](y)dy =

∫
R
1[x−1,x](y)1[0,1](y)dy = m([x− 1, x] ∩ [0, 1]) =


x, x ∈ [0, 1]

2− x, x ∈ [1, 2]

0, else

3.17 (Hardy 不等式) 在 R 上考虑 Borel σ-代数和 Lebesgue 测度. 设 p ∈ (1,∞) 且 f ∈ Lp(0,+∞).
在 (0,+∞) 上定义 F (x) =

1

x

∫ x

0

f(t)dt. 本题的目标是证明 Hardy 不等式:

‖F‖p ≤ p

p− 1
‖f‖p , ∀f ∈ Lp(0,∞)

1. 说明 F 在 (0,+∞) 上的定义是合理的, 且

∀x1, x2 > 0 : |x1F (x1)− x2F (x2)| ≤ |x1 − x2|
1
q ‖f‖p

其中
1

p
+

1

q
= 1, 并由此证明 F 在 0,+∞ 上连续, 故可测.

2. 若 f 是有紧支撑的非负连续函数, 证明 F 在 (0,+∞) 上连续可导, 且有

(p− 1)

∫ +∞

0

F (x)pdx = p

∫ +∞

0

F (x)p−1f(x)dx

并由此导出 Hardy 不等式.
3. 证明 Hardy 不等式对所有 f ∈ Lp(0,+∞) 成立.
4. 用反例说明 p = 1 时不等式不成立, 即不存在任何常数 C > 0, ∀f ∈ Lp(0,+∞) : ‖F‖p ≤ C ‖f‖p.
5. 证明 p

p− 1
是使不等式成立的最优常数, 即 ‖F‖p ≤ C ‖f‖p =⇒ C ≥ p

p− 1
.

HINT: 考虑 f(x) = x− 1
p 1[1,n](x) 和极限 lim

n→∞

∥∥F1[1,n](x)
∥∥
p
/ ‖f‖p.

证明. 1.

3.18 令 p ∈ [2,+∞).
1. 首先证明 Clarkson 不等式:∥∥∥∥f + g

2

∥∥∥∥p
p

+

∥∥∥∥f − g

2

∥∥∥∥p
p

≤ 1

2

(
‖f‖pp + ‖g‖pp

)
, ∀f, g ∈ Lp(R)

1.1. 证明 ∀s, t ∈ [0,+∞) : sp + tp ≤
(
s2 + t2

) p
2 .

1.2. 证明 ∀a, b ∈ R :

∣∣∣∣a+ b

2

∣∣∣∣p + ∣∣∣∣a− b

2

∣∣∣∣p ≤ 1

2
(|a|p + |b|p).

1.3. 导出 Clarkson 不等式.
2. 设 C 为 Lp(R) 中非空闭凸集, 且 f ∈ Lp(R), 记 d = d(f, C). 下证:∃!g0 ∈ C : d = ‖f − g0‖p.

2.1. 解释为什么存在 C 中序列 {gn}n≥1 有 ‖f − gn‖pp ≤ dp +
1

n
.

2.2. 用 Clarkson 不等式证明
∥∥∥∥gn + gm

2

∥∥∥∥p
p

≤ 1

2n
+

1

2m
.

2.3. 导出存在函数 g0 ∈ C 使得 d(f, C) = ‖f − g0‖p.
2.4. 证明上述 g0 ∈ C 唯一.

3. 记上述 g0 为 PC(f), 下证 PC : Lp(R) → C 连续.
3.1. 证明 ∀f, g ∈ Lp(R) : ‖g − PC(g)‖p ≤ ‖f − g‖p + ‖f − PC(f)‖p.
3.2. 用 Clarkson 不等式证明

∀f, g ∈ Lp(R) :
∥∥∥∥PC(f)− PC(g)

2

∥∥∥∥p
p

≤ 1

2

(
‖f − PC(g)‖pp − ‖f − PC(f)‖pp

)
3.3. 最后导出 PC 的连续性.
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5 第五章

习题 1 设 A =
{
x(t) ∈ C1[a, b] : |x(t)| ≤ M, |x′(t)| ≤ M1

}
, 则 A 是 C[a, b] 中的列紧集.

证明. 仅需证明 A 等度连续, 这样由 A 一致有界 (即 ∀t ∈ [a, b]∀x ∈ A : |x(t)| ≤ M), 再由 Ascoli 定理得到 A 相对紧
(即列紧).
首先由 ∀x ∈ A∀t ∈ [a, b] : |x′(t)| ≤ M1 可以给出 ∀t ∈ [a, b]∃δt > 0 : |t− t0| < δt =⇒ |x(t)− x(t0)| ≤ M1 |t− t0|.

用 B(t, δt/2) 覆盖 [a, b], 由紧性可以得到有限个开球
{
B

(
ti,

δi
2

)}
覆盖 [a, b]. 令 tn1

, tn2
, · · · , tnm

依次是 t 到 t0 之间

所有的开球中心 ti, 因此有

∀t, t0 ∈ [a, b] : |x(t)− x(t0)| ≤ |x(t)− x(tn1
)|+ |x(tn1

)− x(tn2
)|+ · · ·+ |x(tnm

)− x(t0)|

≤ M1(|t− tn1
|+ |tn1

− tn2
|+ · · ·+ |tnm

− t0|) = M1 |t− t0|

由 x 的任意性, 所以有

∀t0 ∈ [a, b]∀ε > 0∃B
(
t0,

ε

M1

)
∀t ∈ B

(
t0,

ε

M1

)
∀x ∈ A : |x(t)− x(t0)| ≤ M1 |t− t0| < ε

故等度连续得证.

习题 2 设 M 是 C[a, b] 中的有界集, 证明集合 S =

{
F (x) =

∫ x

a

f(t)dt : f ∈ M

}
是列紧集.

证明. 我们有

∀F ∈ S∀x ∈ [a, b] : F (x) ≤
∫ b

a

|f(t)| dt = ‖f‖1 ≤ (b− a) ‖f‖∞

|F (x)− F (x0)| =
∣∣∣∣∫ x

x0

f(t)dt
∣∣∣∣ ≤ ∫ x

x0

|f(t)| dt ≤ |x− x0| ‖f‖∞

因此在 M 关于 ‖·‖∞ 有界时,S 一致有界, 且 F 是 Lipschitz 映射, 故 S 等度连续.
最后由 Ascoli 定理,S 是列紧的.

习题 3 证明集合 M = {sinnx : n ∈ Z≥0} 在空间 C[0, π] 中是有界集, 但不是列紧集.

证明. 显然 ‖sinnx‖∞ = 1, 但若 M 列紧, 则 ∃ {ni}i≥1 ⊂ Z≥0∃f ∈ C[0, π] : sinnix → f(x).

而 ‖f(x)− sinnix‖∞ ≥
∣∣∣∣f(kπ

ni

)∣∣∣∣ → 0, k ∈ [ni], 因此在
{
kπ

ni

: i ∈ Z≥0, k ∈ [ni]

}
上 f 取 0, 而这是一个稠密集, 且 f

连续, 故 f = 0. 但 ‖sinnix‖∞ = 1, 矛盾. 因此不存在这样的连续函数 f , 即 M 不列紧.

习题 4 设 (M,d) 是一个列紧距离空间,E ⊂ C(M), 其中 C(M) 表示 M 上一切实值或复值连续函数全体,E 中函数一
致有界并满足下列不等式

|x(t1)− x(t2)| ≤ c · d(t1, t2)α, ∀x ∈ E, t1, t2 ∈ M

其中 0 < α ≤ 1, c > 0, 求证 E 在 C(M) 中是列紧集.

证明. 仅需证明 E 等度连续.

∀t0 ∈ M∀ε∃B
(
t0,

α

√
ε

c

)
∀t ∈ B

(
t0,

α

√
ε

c

)
∀x ∈ E : |x(t)− x(t0)| ≤ c · d(t, t0)α < ε

5.3 拓扑空间 K 和度量空间 (E, d) 中, 若 {fn} 在 C(K,E) 中依一致范数收敛, 则 {fn} 等度连续.

证明. 若 ‖f‖ = sup
t∈K

|f(t)| , ∃f ∈ C(K,E) : ‖f − fn‖ → 0, 则 ∀ε > 0, 取 N ∈ Z≥1, 有 ∀n ≥ N : ‖f − fn‖ < ε.
考虑 ∀x0 ∈ K∃O(x)∀x ∈ O(x0) : d(f(x), f(x0)) < ε, 则 ∀ε > 0∀x0 ∈ K∃O(x0)∀x ∈ O(x0)∀n ≥ N 时有

d(fn(x), fn(x0)) ≤ d(fn(x), f(x)) + d(f(x), f(x0)) + d(f(x0), fn(x0)) ≤ 3ε

因此 {fn}n≥N 等度连续, 故 {fn}n≥1 = {fn}1≤n<N ∪ {fn}n≥N 等度连续.

18



5.12 [0, 1] 上所有偶多项式 Q 是否稠密于 C([0, 1],R)?[−1, 1] 上所有偶多项式 R 是否稠密于 C([−1, 1],R)?

证明. 首先 Q 可分点, 仅需注意到 x2 在 [0, 1] 上是双射. 其次,∀x ∈ [0, 1] : x2 + 1 6= 0.

最后证明 Q 是一个子代数:∀P,Q ∈ Q, ∀c ∈ R, 记 P =
n∑

k=0

akx
2k, Q =

m∑
k=0

bkx
2k,

cP =
n∑

k=0

cakx
2k ∈ Q, P +Q =

max{n,m}∑
k=0

(ak + bk)x
2k ∈ Q, PQ =

m+n∑
k=0

( ∑
i+j=k

aibj

)
xk ∈ Q

因此由 Stone-Weierstrass 定理可知 Q 稠密于 C([0, 1],R).
另一方面,R 中的多项式都不是 [−1, 1] 上的双射, 因为 ∀P ∈ R∀x ∈ [0, 1] : P (x) = P (−x). 因此不能用 Stone-

Weierstrass 定理.
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6 第六章

SJ 4.1 设 sup
n≥1

|αn| < ∞, 在 ℓ1 上定义 T : {ξk} 7→ {αkξk}. 证明 T 有界线性且 ‖T‖ = sup
n≥1

|αn|.

证明. T 的线性性显然. 设 a = sup
n≥1

|αn| , ξ = {ξk}k≥1, 有 ‖Tξ‖1 =
∑
k≥1

|αkξk| ≤ a
∑
k≥1

|ξk| = a ‖ξ‖1, 因此 ‖T‖ ≤ a.

另一方面对 ∀n ∈ Z≥1, 仅需考虑 ξk = δkn, ‖ξ‖1 = 1, ‖Tξ‖1 = |αn| , ‖T‖ ≥ sup
n≥1

|αn|. 故 ‖T‖ = a.

SJ 4.9 X,Y 是 Banach 空间,T ∈ B(X,Y ). 若 T 是双射, 证明 ∃a > 0∃b > 0∀x ∈ X : a ‖x‖ ≤ ‖Tx‖ ≤ b ‖x‖.

证明. 考虑双射 T−1 : Y → X, 首先 ∀y1, y2 ∈ Y ∀a1, a2 ∈ F∃x1, x2 ∈ X :

T−1(a1y1 + a2y2) = T−1(a1T (x1) + a2T (x2)) = T−1◦ T (a1x1 + a2x2) = a1T
−1(y1) + a2T

−1(y2)

因此 T−1线性. 其次由开映射定理,∃r > 0 : rBY ⊂ T (BX) =⇒ rT−1(BY ) ⊂ BX , 因此
∥∥T−1

∥∥ = sup
y∈BY

∥∥T−1(y)
∥∥ ≤ r−1,

因此 T−1∈ B(X,Y ),

∀x ∈ X∃y ∈ Y : ‖x‖ =
∥∥T−1(y)

∥∥ ≤
∥∥T−1

∥∥ ‖y‖ ≤ r−1‖Tx‖ =⇒ r ‖x‖ ≤ ‖Tx‖

因此仅需取 a = r, b = ‖T‖ 即可.

SJ 4.13 考虑 T : C1[−1, 1] → C[−1, 1], x(t) 7→ x′(t).
1. 若 C1[−1, 1] 中范数是 ‖x‖1 = max

{
max

t∈[−1,1]
|x(t)| , max

t∈[−1,1]
|x′(t)|

}
, 则 T 是否有界?

2. 若 C1[−1, 1] 中范数是 ‖x‖2 = max
t∈[−1,1]

|x(t)|, 则 T 是否有界?

证明. 1.‖Tx‖
‖x‖1

=
‖x′‖∞

max {‖x‖∞ , ‖x′‖∞}
≤ 1, 因此 ‖T‖ ≤ 1, 有界.

2.‖Tx‖
‖x‖2

=
‖x′‖∞
‖x‖∞

, 因此取 x(t) = tn 时,‖Tx‖
‖x‖2

= n, 由 n 任意性, 其无界.

SJ 4.14 定义 T (f)(x) =

∫ x

a

f(t)dt, ∀f ∈ L1[a, b]. 证明:
1. 若 T : (L1[a, b], ‖·‖1) → (C[a, b], ‖·‖∞), 则 ‖T‖ = 1;
2. 若 T : (L1[a, b], ‖·‖1) → (L1[a, b], ‖·‖1), 则 ‖T‖ = b− a.

证明. 1.‖Tf‖∞ = max
x∈[a,b]

∣∣∣∣∫ x

a

f(t)dt
∣∣∣∣ ≤ max

x∈[a,b]

∫ x

a

|f(t)| dt =
∫ b

a

|f(t)| dt = ‖f‖1, 因此 ‖T‖ ≤ 1.

另一方面,f(t) = 1

b− a
, ‖Tf‖∞ = max

x∈[a,b]

∣∣∣∣x− a

b− a

∣∣∣∣ = 1, 因此 ‖T‖ ≥ 1, 得证.

2.‖Tf‖1 =

∫ b

a

∣∣∣∣∫ x

a

f(t)dt
∣∣∣∣ dx ≤

∫ b

a

∫ x

a

|f(t)| dtdx ≤
∫ b

a

∫ b

a

|f(t)| dtdx =

∫ b

a

‖f‖1 dx = (b− a) ‖f‖1, 因此 ‖T‖ ≤

b− a.
另一方面,取 fn(t) = n·1[a,a+ 1

n ](t), ‖fn‖1 = 1, ‖Tf‖1 = b−a− 1

2n
,因此 ‖T‖ ≥ sup

n≥1

‖Tfn‖1
‖fn‖1

= b−a.因此 ‖T‖ = b−a.

SJ 4.32 X 是 Banach 空间,X0 是 X 的闭子空间, 定义 Φ : X → X/X0, x 7→ [x], 其中 [x] 是含 x 的等价类, 求证 Φ

是开映射.

证明. 在 X/X0 上定义 ‖[x]‖ = inf
x∈[x]

‖x‖, 容易证明这是一个范数.
其次, 取 X/X0 中的 Cauchy 列 {[xn]}, 容易选取子列 {[xnk

]} = {[uk]} 使得

∀k ∈ N∗∃Nk∀n,m ≥ Nk : ‖[un]− [um]‖ < 2−k.
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考虑 u′
n ∈ [un], u

′
n+1 ∈ [un+1], v

′
n ∈ X0 :

∥∥u′
n+1 − u′

n + v′n
∥∥ < 2−n.记 wn = u′

n+1−u′
n+ v′n,

∑
n≥1

‖wn‖ = 1 < ∞,故 {wn}

绝对收敛. 由 X 完备, 有
∑
n≥1

wk = w. 令 [u] = [w] + [u1], 有

‖[un+1]− [u]‖ =

∥∥∥∥∥
[
un+1 − w − u1 +

n∑
k=1

wk

]∥∥∥∥∥ ≤

∥∥∥∥∥un+1 − w − u1 +
n∑

k=1

wk

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

wk − w

∥∥∥∥∥→ 0

因此 [un] → [u]. 而 {[un]} 是 {[xn]} 的收敛子列, 因此 [xn] → [u]. 故其收敛, 故 X/X0 是 Banach 空间.
最后, 显然有 ‖Φ‖ ≤ 1,Φ ∈ B(X,X/X0) 且满, 因此 Φ 是开映射.

SJ 4.33 设 X 是 ℓ∞ 中只有有限个非 0 项的序列构成的子空间. 定义 T : X → X, {xk} 7→
{xk

k

}
, 证明:

1.T ∈ B(X), 并求出 ‖T‖;2.T−1无界;
3. 这是否和 Banach 逆算子定理矛盾?

证明. T 显然线性,x = {x1, x2, · · · , xn, 0, · · · } ∈ X,Tx =
{
x1,

x2

2
, · · · , xn

n
, 0, · · ·

}
∈ X.‖Tx‖ = max

k∈[n]

|xk|
k

≤ max
k∈[n]

‖x‖
k

=

‖x‖ , ‖T‖ ≤ 1. 而 x′ = {1, · · · , 1, 0, · · · } 时 ‖Tx′‖ = 1, ‖T‖ ≥ 1

1
= 1, 故 ‖T‖ = 1.

T−1x = {x1, 2x2, · · · , nxn, 0, · · · } ,
∥∥T−1x′∥∥ = n, 因此

∥∥T−1
∥∥ ≥ n, 由 n 任意可知 T−1无界.

这与 Banach逆算子定理不矛盾,因为X 不完备.如 xn =
{
1, 2−1, 3−1, · · · , n−1, 0, · · ·

}
, x =

{
1, 2−1, 3−1, · · · , n−1, · · ·

}
,

‖xn − x‖∞ =
1

n+ 1
→ 0, x /∈ X.

SJ 4.36 令 Dom(T ) =

{
u ∈ L2(R) :

∫
R
t2 |u(t)|2 dt < ∞

}
, 且 ∀u ∈ Dom(T ) : T (u)(t) = tu(t). 说明 T 无界且闭.

证明. 首先取 u(t) = e−|t|/n, n > 0, ‖u‖22 = n, ‖Tu‖22 =
n3

2
, ‖T‖ ≥ n√

2
, 由 n 任意可知 T 无界.

要说明 G(T ) =
{
(u, Tu) ∈ L2(R)× L2(R) : u ∈ Dom(T )

}
闭, 需要说明 G(T ) 中的收敛列 (un, Tun) → (u, v) ∈

G(T ). 而 T (un − u) = tun(t)− tu(t),

∫
R
t2(un − u)(t)2dt
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