
微分几何作业

章亦流 V21914009

崵崮崱崮崴崮 验证曲面的平均曲率H 崽
崱

崲
bαβg

αβ崬且在参数变换

崨u1′ , u2′崩 → 崨u1, u2崩, aαα′ 崽
∂uα

∂uα′ ,嵤嵥嵴崨a
α
α′崩 > 崰

下不变崮

证明. 首先崬H 崽
崱

崲
嵴嵲崨bβα崩 崽

崱

崲
bαα 崽

崱

崲
bαβg

βα崮其次崬此变换即正向参数变换崬有bαβ 崽 b′αβ崬且gαβ 崽 g′αβ崬故gαβ 崽 g′αβ崮故得

证崮

崵崮崲崮崱崮 在本节定理条件假设下崬推导

fαβ崨u崩 崽 崨r(1)
α − r(2)

α 崩 · 崨r(1)
β − r

(2)
β 崩,

fα崨u崩 崽 崨r(1)
α − r(2)

α 崩 · 崨n(1) − n(2)崩,

f崨u崩 崽 崨n(1) − n(2)崩2

所满足的方程组 

∂fαβ
∂uγ

崽 崀δ
γαfδβ 崫 崀δ

γβfαδ 崫 bγαfβ 崫 bγβfα,

∂fα
∂uγ

崽 −bδγfαδ 崫 崀δ
αγfδ 崫 bαγf,

∂f

∂uγ
崽 −崲bδγfδ.

证明. 首先崬由于两曲面的第一第二基本形式相同崬故有同一个崨gαβ崩, 崨bαβ崩崬故也有相同的崀γ
αβ崮因此崺

∂fαβ
∂uγ

崽 崨r(1)
α − r(2)

α 崩 ·
∂崨r

(1)
β − r

(2)
β 崩

uγ
崫

∂崨r
(1)
α − r

(2)
α 崩

uγ
· 崨r(1)

β − r
(2)
β 崩

崽 崨r(1)
α − r(2)

α 崩 ·
(
崀δ
βγr

(1)
δ 崫 bβγn

(1) − 崀δ
βγr

(2)
δ − bβγn

(2)
)

崫
(
崀δ
αγr

(1)
δ 崫 bαγn

(1) − 崀δ
αγr

(2)
δ − bαγn

(2)
)
· 崨r(1)

β − r
(2)
β 崩

崽 崀δ
βγ崨r

(1)
α − r(2)

α 崩 · 崨r(1)
δ − r

(2)
δ 崩 崫 bβγ崨r

(1)
α − r(2)

α 崩 · 崨n(1) − n(2)崩

崫 崀δ
αγ崨r

(1)
β − r

(2)
β 崩 · 崨r(1)

δ − r
(2)
δ 崩 崫 bαγ崨r

(1)
β − r

(2)
β 崩 · 崨n(1) − n(2)崩

崽 崀δ
βγfαδ 崫 崀δ

αγfβδ 崫 bαγfβ 崫 bβγfα.

∂fα
∂uγ

崽 崨r(1)
α − r(2)

α 崩 · ∂崨n
(1) − n(2)崩

uγ
崫

∂崨r
(1)
α − r

(2)
α 崩

uγ
· 崨n(1) − n(2)崩

崽 崨r(1)
α − r(2)

α 崩 · 崨−bδγr
(1)
δ 崫 bδγr

(2)
δ 崩 崫

(
崀δ
αγr

(1)
δ 崫 bαγn

(1) − 崀δ
αγr

(2)
δ − bαγn

(2)
)
· 崨n(1) − n(2)崩

崽 −bδγfαδ 崫 崀δ
αγ崨r

(1)
δ − r

(2)
δ 崩崨n(1) − n(2)崩 崫 bαγ崨n

(1) − n(2)崩2

崽 −bδγfαδ 崫 崀δ
αγfδ 崫 bαγf.

∂f

∂uγ
崽 崲崨n(1) − n(2)崩 · ∂崨n

(1) − n(2)崩

uγ
崽 崲崨n(1) − n(2)崩 · 崨−bδγr

(1)
δ 崫 bδγr

(2)
δ 崩 崽 −崲bδγfδ.

崱



崵崮崴崮崱崮 验证

fαβ崨u崩 崽 rα · rβ − gαβ, fα崨u崩 崽 rα · n, f崨u崩 崽 n2 − 崱

也满足上述方程组崮

证明.
∂fαβ
∂uγ

崽
∂rα
∂uγ

rβ 崫 rα
∂rβ
∂uγ

− ∂gαβ
∂uγ

崽
(
崀δ
αγrδ 崫 bαγn

)
rβ 崫 rα

(
崀δ
βγrδ 崫 bβγn

)
− ∂gαβ

∂uγ

崽 崀δ
αγ崨fβδ 崫 gβδ崩 崫 崀δ

βγ崨fαδ 崫 gαδ崩 崫 bαγfβ 崫 bβγfα − ∂gαβ
∂uγ

崽 崀δ
βγfαδ 崫 崀δ

αγfβδ 崫 bαγfβ 崫 bβγfα

因为其中

崀δ
αγgβδ 崫 崀δ

βγgαδ −
∂gαβ
∂uγ

崽 崀βαγ 崫 崀αβγ − ∂gαβ
∂uγ

崽
崱

崲

(
∂gαβ
∂uγ

崫
∂gβγ
∂uα

− ∂gαγ
∂uβ

崫
∂gαβ
∂uγ

崫
∂gαγ
∂uβ

− ∂gβγ
∂uα

− 崲
∂gαβ
∂uγ

)
崽 崰

其次崬
∂fα
∂uγ

崽
∂rα
∂uγ

n崫 rα
∂n

∂uγ
崽
(
崀δ
αγrδ 崫 bαγn

)
n崫 rα

(
−bδγrδ

)
崽 崀δ

αγfδ 崫 bαγ崨f 崫 崱崩− bδγ崨fαδ 崫 gαδ崩 崽 −bδγfαδ 崫 崀δ
αγfδ 崫 bαγf

∂f

∂uγ
崽 崲n

∂n

∂uγ
崽 −崲bδγrδn 崽 −崲bδγfδ

崵崮崵崮崱崮 求具有下列第一基本形式的曲面的嵇嵡嵵嵳嵳曲率崬其中a, c均为常数崮

崱崮 嵉 崽
嵤u2 崫 嵤v2(

崱 崫 c
4
崨u2 崫 v2崩

)2 崬
崲崮 嵉 崽

a2

v2
崨嵤u2 崫 嵤v2崩, v > 崰崬

崳崮 嵉 崽
嵤u2 崫 嵤v2

u2 崫 v2 崫 c
, c > 崰崬

崴崮 嵉 崽 嵤u2 崫 嵥
2u
a 嵤v2崬

崵崮 嵉 崽 嵤u2 崫 嵣嵯嵳嵨2 u

a
嵤v2崮

证明. 崱崮λ 崽
(
崱 崫

c

崴
崨u2 崫 v2崩

)−1

, 嵬嵮λ 崽 − 嵬嵮
(
崱 崫

c

崴
崨u2 崫 v2崩

)
,崁 嵬嵮λ 崽 − c

崨崱 崫 c
4
崨u2 崫 v2崩崩2

,K 崽 −崁 嵬嵮λ

λ2
崽 c崮

崲崮λ 崽
|a|
v
, 嵬嵮λ 崽 嵬嵮 |a| − 嵬嵮 v,崁 嵬嵮λ 崽 v−2,K 崽 − v−2

a2v−2
崽 −a−2崮

崳崮λ2 崽 崨u2 崫 v2 崫 c崩−1, 嵬嵮λ 崽 −崱

崲
嵬嵮崨u2 崫 v2 崫 c崩,崁 嵬嵮λ 崽 − 崲c

崨u2 崫 v2 崫 c崩2
,K 崽

崲c崨u2 崫 v2 崫 c崩−2

崨u2 崫 v2 崫 c崩−1
崽

崲c

u2 崫 v2 崫 c
崮

崴崮
√
E 崽 崱,

√
G 崽 嵥

u
a 崬因此

K 崽 − 崱√
EG

(
∂v

(
∂v
√
E√
G

)
崫 ∂u

(
∂u

√
G√

E

))
崽 −嵥−

u
a

(
崰 崫 ∂u

(
嵥

u
a

a

))
崽 −嵥−

u
a
嵥

u
a

a2
崽 −a−2

崵崮
√
E 崽 崱,

√
G 崽 嵣嵯嵳嵨

u

a
崬因此

K 崽 − 崱√
EG

(
∂v

(
∂v
√
E√
G

)
崫 ∂u

(
∂u

√
G√

E

))
崽 − 崱

嵣嵯嵳嵨崨u
a
崩

(
崰 崫 ∂u

(
嵳嵩嵮嵨崨u

a
崩

崲a 嵣嵯嵳嵨崨u
a
崩

))
崽 −

嵣嵯嵳嵨崨u
a
崩a−2

嵣嵯嵳嵨崨u
a
崩

崽 −a−2

崲



崵崮崵崮崴崮 设曲面S和 崖S的第一基本形式分别为

嵉 崽 嵥2v
(
嵤u2 崫 a2崨崱 崫 u2崩嵤v2

)
, 崖嵉 崽 嵥2v̄

(
嵤崖u2 崫 b2崨崱 崫 崖u2崩嵤崖v2

)
其中a2 ̸崽 b2崮证明在崖u 崽 u, 崖v 崽 v的对应下崬S和 崖S有相同的嵇嵡嵵嵳嵳曲率崬但该对应不是保长对应崮

证明.
√
E 崽 嵥v,

√
G 崽 |a|嵥v

√
崱 崫 u2崬因此

K 崽 − 崱

|a|嵥2v
√
崱 崫 u2

(
∂v

(
嵥v

|a|嵥v
√
崱 崫 u2

)
崫 ∂u

(
|a|u嵥v√
崱 崫 u2

· 崱

嵥v

))
崽 − 崱

|a|嵥2v
√
崱 崫 u2

(
崰 崫 |a|∂u

u√
崱 崫 u2

)
崽 − 崱

嵥2v
√
崱 崫 u2

崱

崨崱 崫 u2崩3/2
崽 − 嵥2v

崨崱 崫 u2崩2

这与系数a无关崬因此两曲面有相同的嵇嵡嵵嵳嵳曲率崮但显然嵉 ̸崽 崖嵉崬因此不是保长对应崮

崶崮崱崮崲崮 证明崺旋转面上纬线的测地曲率是常数崬其倒数为过纬线上一点的经线的切线从切点到切线与旋转轴交点间的长

度崮

证明. 旋转面r崨u, v崩 崽 崨f崨u崩 嵣嵯嵳 v, f崨u崩 嵳嵩嵮 v, g崨u崩崩的纬线u 崽 u0, v 崽 v有s 崽 f崨u0崩v使其为弧长参数崮旋转面的第一类

基本量为E 崽 f ′2 崫 g′2, F 崽 崰, G 崽 f2崬因此v崭曲线上

κg 崽
∂u 嵬嵮G

崲
√
E

崽
f ′崨u0崩

f崨u0崩
√
f ′2崨u0崩 崫 g′2崨u0崩

崶崮崲崮崶崮 已知曲面的第一基本形式如下崬求曲面上的测地线崺崱崮嵉 崽 v崨嵤u2 崫 嵤v2崩崻崲崮嵉 崽
a2

v2
崨嵤u2 崫 嵤v2崩崮

证明. 仅需解微分方程组 

嵤u

嵤s
崽

嵣嵯嵳 θ√
E

嵤v

嵤s
崽

嵳嵩嵮 θ√
G

嵤θ

嵤s
崽

∂v 嵬嵮E

崲
√
G

嵣嵯嵳 θ − ∂u 嵬嵮G

崲
√
E

嵳嵩嵮 θ

崱崮E 崽 G 崽 v崬因此
嵤u

嵤s
崽 v−

1
2 嵣嵯嵳 θ,

嵤v

嵤s
崽 v−

1
2 嵳嵩嵮 θ,

嵤θ

嵤s
崽

v−
3
2

崲
嵣嵯嵳 θ

显然
嵤θ

嵤v
崽

崱

崲v 嵴嵡嵮 θ
, 嵴嵡嵮 θ嵤θ 崽

嵤v

崲v
,− 嵬嵮 嵣嵯嵳 θ 崽

嵬嵮 v

崲
崫 C ′, 嵣嵯嵳 θ 崽

C1√
v
, 嵳嵩嵮 θ 崽

√
崱− C2

1

v

代入有
嵤v

嵤u
崽 嵴嵡嵮 θ 崽

√
崱− C2

1/v

C1/
√
v

崽

√
v

C1

− 崱, u 崽

∫
嵤v√

v/C1 − 崱
崽 崲C1

√
v

C1

− 崱 崫 C2

故v 崽
崨u− C2崩

2

崴C1

崫 C1崮

崲崮E 崽 G 崽
a2

v2
崬因此有

嵤u

嵤s
崽

v

a
嵣嵯嵳 θ,

嵤v

嵤s
崽

v

a
嵳嵩嵮 θ,

嵤θ

嵤s
崽 −嵣嵯嵳 θ

a
.

因此
嵤θ

嵤v
崽 − 崱

v 嵴嵡嵮 θ
, 嵴嵡嵮 θ嵤θ 崽 −嵤v

v
,− 嵬嵮 嵣嵯嵳 θ 崽 C ′ − 嵬嵮 v, 嵣嵯嵳 θ 崽 C1v, 嵳嵩嵮 θ 崽

√
崱− C2

1v
2

代入有
嵤v

嵤u
崽 嵴嵡嵮 θ 崽

√
崱− C2

1v
2

C1v
, u 崽

∫
C1v嵤v√
崱− C2

1v
2
崽 C2 −

√
崱− C2

1v
2

C1

故v 崽

√
C−2

1 − 崨C2 − u崩2 崽
√
−u2 崫Au崫B崮

崳


