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前言

本笔记以 Paolo Aluffi 的 Algebra: Chapter 0 为蓝本, 并参考了一些其它教材, 基于本人的手写自学笔记总结
而成, 并不蕴含书的全部内容, 其中对我而言较为简明或显然的部分被略过.

0 范畴论基础

本章旨在记录学习后面的代数内容所必要的范畴论基础内容, 并不包含过多的范畴论知识.

0.1 基础概念

一个范畴 C 包含对象类 Obj(C) 与态射类 Mor(C).∀X,Y ∈ Obj(C) 存在态射集合 HomC(X,Y ), 其全体并即为
Mor(C). 态射满足:
(1) Hom(X,X) = End(X) 中均存在恒等元素 idX .
(2) 态射间存在复合, 即存在复合映射 ◦ : Hom(X,Y )×Hom(Y, Z)→ Hom(X,Z), (f, g) 7→ gf .
(3) 复合运算满足结合律.
(4) 恒等元素 (关于复合) 为态射的左/右幺元.
若态射 f(关于复合) 满足左消去律 fα = fα′ =⇒ α = α′, 则称 f 为单态射. 相应的右消去律则称为满态射.

若 f ∈ Hom(X,Y ) 可逆 (即存在 g ∈ Hom(Y,X), fg = idY , gf = idX) 则称 f 为同构. 需要注意的是, 在 Set 中有
“单 + 满 = 同构”, 但这在一般的范畴中并不成立.

另外由定义可知,End(X) 为幺半群且 Aut(X) 为群. 称所有态射都是同构的范畴为群胚/广群.
范畴 C 有子范畴 C′, 若 Obj(C′) ⊂ Obj(C) 且对于 X,Y ∈ Obj(C′) 都有 HomC′(X,Y ) ⊂ HomC(X,Y ). 若后者

为等号则为全子范畴.
最后我们给出反范畴 Cop, 其对象与 C 相同而 HomCop(X,Y ) = HomC(Y,X), 且 f ◦op g = gf .

0.2 函子与自然变换

函子 F : C1 → C2 表现为对象间的映射 F : Obj(C1) → Obj(C2) 与态射间的映射, 后者表现为总有映射
F : HomC1(X,Y )→ HomC2(FX,FY ), 其保持恒等 idX 7→ idFX 且保持态射间的复合运算 (即关于复合运算 F 成

为同态). 另外有其反函子 F op : Cop
1 → Cop

2 , 其保持对象间映射不变, 而 F op : HomCop
1
(X,Y )→ HomCop

2
(FX,FY ),.

1 群论 (第一部分)

1.1 Grp 范畴

群的基本概念 让我们先从一句抽象废话来描述群的定义:

• 仅含一个对象的群胚 (groupoid)(其所有态射连带态射复合) 构成群. 更进一步的,AutC(X) 是群.

而群之间的同态等价于 Grp 上的态射, 即使
G×G H ×H

G H

mG

φ×φ

mH

φ

交换的 ϕ : G→ H, 这样的 ϕ 将群上的二元运

算 mG 平移到另一个群上的 mH , 是很自然的性质. 而这样的交换图给定了 Grp 中的态射,Grp 自然成为范畴.

积与余积 Grp 中的积 (切片范畴 GrpG,H 的终对象) 和余积 (余切片范畴 GrpG,H 的始对象) 成为群之间的直积
G ×H 和自由积 G ∗H. 对于前者我们可以直接构造分量 (componentwise) 积运算 (g, h)(g′, h′) = (gg′, hh′) 的形

式, 后者在自由群中给出构造.
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而 Ab 中的积和余积是等价的, 即成为群的直和 G ⊕H. 等价性的直接原因是对于任意 ϕ : G ×H → A, 余积
定义要求 ϕ(g, h) = ϕG(g)ϕH(h), 它成为同态需要交换. 但我暂且不知道更深刻的内涵.

最后,HomAb(G,H) 构成交换群 (态射的加法逐点定义), 此处交换性来源于 G 的交换性, 但构成群的良定性源
于 H 的交换性, 因此在 H 是交换群时,HomGrp(G,H) 和 HomSet(A,H) = HA 都构成群.

范畴中的群对象 范畴 C若具有有限积和终对象 1,则其中群对象指 C中对象 G连带态射 (二元运算)m : G×G→
G, (幺元)e : 1→ G 和 (取逆)ι : G→ G, 其满足结合律,(双边) 幺和 (双边) 逆:

(G×G)×G G×G 1×G G×G G× 1 G G×G G×G

G× (G×G) G G 1 G

∼=

m×id

m
∼=

e×id

m
∼=

id×e id×id id×ι

ι×id

id×m e

m

从而可以看出, 群是 Set 中的群对象.

1.2 自由群

对于某集合 A, 考虑由集合函数 j : A → G 作为对象的范畴 FA, 其中 G 为任意群, 态射由其自然诱导, 即
j1 → j2 为满足 j2 = j1 ◦ ϕ 的群同态 ϕ : G1 → G2. 我们定义集合 A 生成的自由群 F (A) 为 FA 的始对象, 即
F (A) G

A

∃!φ

∀f
j 将定义中的 G 改为交换群, 所得到的群即自由交换群 F ab(A).

从范畴论的观点来看, 自由群的泛性质使其构造仅差一个同构, 而 A 7→ F (A), Set → Grp 给定了一个自由函
子, 其是遗忘函子 For : Grp → Set 的左伴随.1从这一观点 (或直接从泛性质和自由群的构造) 出发, 我们可以得到
结果

F (A tB) = F (A) ∗ F (B), F ab(A tB) = F ab(A)⊕ F ab(B).

为了具体刻画 F (A), 我们给出其构造: 用 A 与 A−1(A 的复制) 的无交并构造有限序列 (被称为词 word), 其
全集为 W (A), 再用化简/消去的函数 R 将其相邻的互逆元素消去得到化简词,F (A) = R(W (A)). 以词的连接并化
简作为 F (A) 上的运算, 因此可构造出群 F (A) 的具体形式, 而此时 j : A→ F (A), a 7→ (a) 成为 FA 的始对象.

容易看出 F ({∗}) = F ab({∗}) = Z,因此对于 [n] = {1, 2, · · · , n} , F ab([n]) = Z⊕n := Z⊕· · ·⊕Z = Zn.而对于任
意集合 A 和交换群 H, 我们定义 HA 的子群 H⊕A :=

{
α : A→ H

∣∣仅有限个α(a) 6= eH
}
. 事实上我们有 F ab(A) ∼=

Z⊕A, 这是因为前者的每个词仅含有限个元素, 而后者也仅有限个元素/分量非零. 可以考虑 j : A → Z⊕A, a 7→ χa,
其中 χa ∈ Z⊕A : x 7→ [x = a] 是示性函数, 因此

∑
a∈A

maj(a) 7→
∏
a∈A

ama 成为上述同构.

1.3 子群与商群

子群与单同态 我们给出子群一个比较新奇的定义: 群 G 的子集 H 的嵌入映射 iH : H → G 是群同态. 这与其一
般的定义或 ab−1 ∈ H 等价. 子群的任意交, 直和, 同态像与原像都是子群.

在范畴论视角下, 群同态 ϕ : G → G′ 的核具有某种泛性质: 考虑 Grp 的子范畴 Cφ, 其对象为满足 ϕ ◦ α = 0

的群同态 α : K → G, 则嵌入 i : kerϕ→ G 是其终对象, 即

kerϕ K

G G′

i
α φ◦α=0

∃!ᾱ

φ

这其实是 “使同态像平凡的子

群中 kerϕ 是最大的” 的抽象废话式描述.
1伴随我还没学过, 待补充.

3



另外, 群的单同态 ⇐⇒ 核平凡 ⇐⇒ 同态作为集合函数是单射. 但 Grp 与 Set 中的单同态 (前者是群单同态,
后者是单射) 不同, 尽管存在左逆蕴含单同态, 但 Set 中反之亦然, 而 Grp 中单同态不一定存在左逆.2

子集生成的子群 考虑群 G 中的 A ⊂ G, 由泛性质可取出唯一的 ϕA : F (A) → G, 我们可以定义 A 生成的子群

〈A〉 := imϕA < G.G 交换时取 F ab(A).3该定义与其它定义等价, 如 〈A〉 =
⋂

A⊂H<G
H 或 〈A〉 =

{ ∏
a′∈A′

a′
∣∣∣∣A′ ⊂ A

}
.

若 A 有限, 则称 〈A〉 为有限生成群, 而由定义, 这等价于存在满同态 F ([n])→ G. 这一结论也可迁移至交换群上.

商群 对于群 G 商去其上等价关系 ∼ 所得到的结构, 我们有结论

• [a]∼[b]∼ = [ab]∼ 给定了 G/ ∼ 上的群结构, 等价于 a ∼ a′ =⇒ ag ∼ a′g, ga ∼ ga′. 而此时在满足
a ∼ a′ =⇒ ϕ(a) = ϕ(a′) 的同态 ϕ : G→ G′ 构成的范畴中, 典范投影 π : G→ G/ ∼ 成为其始对象.

• 若 H ◁G 且 H < kerϕ, 则 (由上泛性质) 有
G/H G′

G

∃!φ̃

πH
∀φ

实际上商去 (同态给定的)等价关系与商去 (正规)子群并没有本质区别,只有记号差异H = [eG]∼,尽管同态给定的
等价关系内蕴的要求了 [eG]∼ < kerϕ.而 G/H 的泛性质表明,它是商去后最普适的,最小的.另外,去掉 H < kerϕ
则会导致等价关系不成立, 最小的商群成为 G/ kerϕ.

这一结果也表明, 对于每个同态都能取其核为正规子群, 而对于每个正规子群都存在以其为核的同态, 这表明
核与正规子群之间有一定的等价联系.

特征子群 我们可以推广正规子群这一概念:考虑群 G的子群H,若 ∀ϕ ∈ Inn(G)(或 Aut(G),End(G)),ϕ(H) < H,
则称 H 是 G 的正规子群 (或特征子群, 全特征子群). 全特征 =⇒ 特征 =⇒ 正规. 由上显然正规子群不具有传递
性, 但特征与全特征子群具有传递性. 此外, 正规子群的特征子群仍为正规子群, 即 K < H ◁G,K 是 H 的特征子

群, 则 K ◁G.4而 H ◁G 且 G 有限,|H| 与 |G/H| 互素, 则 H 是 G 的特征子群.5

导群 群 G 的导群是以其全体交换子 [g, h] = ghg−1h−1生成的子群, 记为 G′, [G,G] 或 Gder. 导群保序, 即 H < G

则 H ′ < G′. 对于群同态 ϕ : G1 → G2, 显然有 ϕ([g, h]) = [ϕ(g), ϕ(h)] 且 ϕ(G′
1) < G′

2. 由此可见 G′ 是特征子群,
从而 G′ ◁G. 若令 ϕ = πG′ 从而可见 G/G′ 交换, 称之为 G 的 Abel 化. 对于 N ◁G,G/N 交换等价于 G′ < N .

考虑群 G 到任意交换群 A 的群同态 α : G → A, 其构成范畴并自然诱导态射. 由 α(G′) < A′ = {e} 知
G′ < kerα, 从而由商群的泛性质可见 π : G→ G/G′ 为该范畴的始对象.

在自由群上我们有如下结果:F (A)/F (A)′ ∼= F ab(A).67

2有反例 Z/3 → S3, k 7→ (123)k.
3这其中有什么差异呢? 我想交换应当成为所有普通的群的特例. 但先前自由交换群是较为平凡的情形, 而与一般的自由群有一些区别.

我想这里可能会有一些问题.
4ϕg : a 7→ gag−1, ϕg|H ∈ Inn(H) ⊂ Aut(H), ϕg|H(K) = gKg−1⊂ K, 反向同理, 故 gKg−1= K.
5考虑 πH : G→ G/H, ∀ϕ ∈ Aut(G), |πH ◦ ϕ(H)| 整除 |ϕ(H)| = |H| 以及 |imϕ| = |G/H|, 故 πH ◦ ϕ(H) = H,ϕ(H) ⊂ H.
6考虑任意交换群 G 及集合函数 j : A → G, 由 F (A) 的泛性质可得唯一群同态 ϕ : F (A) → G, a 7→ j(a), 而核即 F (A) 中次数和为零

的词, 显然 F (A)′ < kerϕ, 故由商群泛性质知存在唯一同态 F (A)/F (A)′ → G, 故可构造 j : A→ F (A)/F (A)′, a 7→ aF (A)′ 为始对象.
7这表明包含函子 Ab → Grp 的左伴随是 Abel 化函子 G 7→ G/G′. 此处需要更多说明.
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1.4 典范分解

考虑在 Grp 中的典范分解8

G G′

G/ kerϕ imϕ

φ

π

φ̃

i 其中 ϕ̃ 是商群关于 ϕ 诱导的映射, 可以证明其为同构.

此即本节的出发点. 该同构也被称为群同构第一定理. 进一步我们有如下推论:

• 若 H1 ◁G1,H2 ◁G2 则
G1 ×G2

H1 ×H2

∼=
G1

H1
× G2

H2
.9特例是 (G1 ×G2)/G1

∼= G2.
• 对于满同态 ϕ : G → H, 有保序双射 f : {K < G| kerϕ < K} → {J |J < H} ,K 7→ ϕ(K), 在此对应下正规
子群映成正规子群.10若令 ϕ = πN : G → G/N,N ◁ G, 则可见 G/N 的子群均为商群形式, 且 K ◁ G ⇐⇒
K/N ◁G/N .

• (群同构第三定理) 若 H < N < G 且 H ◁G, 则 N ◁G ⇐⇒ N

H
◁ G

H
, 且此时有 G/H

N/H
∼=
G

N
.11

• (群同构第二定理) 若 K < G 且 H ◁G, 则 H ◁HK < G,H ∩K < K 且
HK

H
∼=

K

H ∩K
.12

自由群的关系 群 G 的表示是指同构 G ∼= F (A)/R 或 ρ : F (A) ↠ G, ker ρ = R 是 (词的集合)“关系”R ⊂ F (A)

在 F (A) 中生成的正规子群. 记 G = (A|R). 我们有 F (A) = (A|∅), D2n = (x, y|x2, y2, (xy)n). 最后, 由 “自由是遗
忘的左伴随” 同样可知 (A|R) ∗ (A′|R′) = (A tA′|R t R′).

kerϕ H

G G′

K cokerϕ

i

∃!ᾱ

φ◦α=0α

φ

β◦φ=0
β

π

∃!β̄

满同态与 coker 在考虑子群与单同态时我们注意到嵌入 i : kerϕ→ G 是 Grp 中范
畴 Cφ 的终对象. 我们考虑其对偶形式 Cφ:Obj(Cφ) =

{
α : G′ → L|α ◦ ϕ = 0

}
, 其始

对象即为 π : G′ ↠ cokerϕ. 综合两者我们有交换图:
若在 Ab 中由商群泛性质直接可得 G′/ imϕ ∼= cokerϕ, 而在 Grp 中 imϕ 不一

定正规于 G′, 因此由泛性质仅可得到 cokerϕ ∼= G′/N,N 是 imϕ 在 G′ 中生成的正

规子群, 即 G′ 中包含 imϕ 最小的正规子群.
最后,ϕ 是满射同态 ⇐⇒ ϕ 是满态射 =⇒ cokerϕ 平凡. 最后一个箭头的反向

需在 Ab 中成立.13

1.5 群的作用

基本概念与 G-Set 范畴 群 G 在范畴 C 的对象 A 上的作用即态射 σ : G → AutC(A).14称作用是忠实的, 若 σ

是单射; 称作用是自由的, 若 kerσ 平凡. 当 C = Set 时我们有记号 ρ : G × A → A, (g, a) 7→ σ(g)(a), 记作 ga.
我们有 Cayley 定理: 所有群 G 总能忠实地作用于某集合 A 上, 换言之,G 均同构于某对称群 SA 的子群.15记轨道
OG(a) = {ga|g ∈ G}, 稳定子 Ga = StabG(a) = {g ∈ G|ga = a}. 称作用 ρ 可迁, 若 OG(a) = A, 即总能将一个元素
迁移为任意另一个. 显然 Gga = gGag

−1, 且作用的核 kerσ =
⋂
a∈A

Ga.

8典范分解的更多内容应在补充范畴论内容后继续补充. 参考什么样的范畴具有典范分解?
9考虑 π = π1 × π2 即可.

10容易验证 K 7→ ϕ−1(K) 是 f 的逆, 保序显然. 此处应当注意到 kerϕ < K ⇐⇒ ϕ−1(ϕ(K)) = K. 最后 K ◁ G =⇒ ϕ(K) < H 且

J ◁H =⇒ ϕ−1(J)◁G.
11 =⇒ 由商群泛性质考虑 G/H → G/N , ⇐= 与同构考虑 πN/H ◦ πH : G→ G/H → G/H

N/H
即可.

12包含关系由考虑 π−1
H 内的包含可得, 再取 ϕ : K → HK/H, k 7→ Hk 可证.

13反例是嵌入 H = {(1), (12)} ↪→ S3 的 coker 平凡但非满射.
14此处以及下面的 G-Set 应当有函子背景, 未来需补全.
15其在群作用视角下显然, 因为 G 到自身的左乘作用 G→ AutSet(G) = SG, a 7→ λa 显然是忠实的.
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群G在集合上的作用构成范畴G-Set,其对象是 (ρ,A),态射为函数 ϕ : A→ A′,其满足
G×A G×A′

A A′

ρ

idG×φ

ρ′

φ

称 G-Set 中态射为 (G-) 等价的, 即 gϕ(a) = ϕ(ga), 而其中同构即等价双射. 我们有如下结果:G 在 A 上的可迁左

作用在 G-Set 中同构于 G 在 G/LGa(∀a ∈ A) 上的左乘作用.16换言之在一般情形下, 在每个轨道 OG(a) 上都有

OG(a) ' G/LGa. 因此在 G 和轨道 O(a) 有限时, 我们有 |G| = |O(a)| · |Ga|, 此即轨道-稳定子定理. 另外若将 G 视

为左乘作用下的 G-集合, 则显然有 AutG-Set(G) ∼= G.

共轭作用 考虑群 G 作用在有限集 S 上, 定义作用的不动点集 Z = {a ∈ S|∀g ∈ G, ga = a} , a ∈ Z ⇐⇒ Ga =

G ⇐⇒ Oa = {a}. 我们有 |S| = |Z| +
∑
a∈A

[G : Ga], 其中 A ⊂ S 是 S 的轨道等价类中非平凡轨道的代表元, 即

a ∈ A, |Oa| > 1. 这是通过计数得到的: 前项为平凡轨道的数量, 后项为所有非平凡轨道中轨道元素数量之和.
考虑群 G 在自身上的共轭作用, 此时的作用不动点集即中心 C(G), 而稳定子即中心化子 CG(a), 轨道即共

轭类 [a] =
{
gag−1|g ∈ G

}
. 显然 C(G) =

⋂
a∈G

CG(a), a ∈ C(G) ⇐⇒ CG(a) = G ⇐⇒ [a] = {a}. 实际上有

G/C(G) ∼= Inn(G), 且其循环时 G 交换.17对共轭作用考虑上述公式可得类数公式:|G| = |C(G)|+
∑
a∈A

[G : CG(a)],A

定义同上. 另外注意到 H ◁G 有 a ∈ H 则 [a] ⊂ H, 故 H =
⋃
a∈H

[a](实则共轭类的不交并).

再考虑群 G在其幂集上的共轭作用,即 ρ(g,A) = gAg−1=
{
gag−1|a ∈ A

}
,应当注意到 A→ gAg−1, a 7→ gag−1

是双射.此作用的稳定化子即正规化子 NG(A) =
{
g ∈ G|gAg−1= A

}
,而 CG(A) ⊂ NG(A)的每个点在作用下不变.

对于子群 H < G有 H◁NG(H) < G,且 NG(H)是 G中最大的使 H 正规于之的子群,即 H◁K 则 K < NG(H),
显然 H ◁G ⇐⇒ NG(H) = G. 且由轨道-稳定子定理,H 的共轭子群数量为 [G : NG(H)].

事实上 CG(A)◁NG(A), 且 NG(A) 在 A 上有共轭作用18, 作用核为 CG(A), 故 NG(A)/CG(A) 同构于 SA 的

某子群. 对于 H < G, 该作用成为同态 NG(H) → AutGrp(H), 即 NG(H)/CG(H) 同构于 Aut(H) 的某子群, 此即
N/C定理.其在 H = G时即为 G/C(G) ∼= Inn(G),而对于 N < NG(H)在 H 上的共轭作用,作用核为 N∩CG(H).

p-群 p-群即阶为素数 p 幂的群. 由类数公式可知, 其在有限集 S 上作用时有 |Z| ≡ |S| mod p, 故对于 G 在自身

上的共轭作用有 |G| ≡ |C(G)| mod p, 从而由 |C(G)| ≥ 1 可知, 非平凡 p-群必有非平凡中心. 若有限群 G 有 p-子
群 H, 则考虑 H 在 G/LH 上的左乘作用, 可见 Z = NG(H)/H, 即 [NG(H) : H] ≡ [G : H] mod p.

p2 阶群总交换, 而 pn 阶 p-群对 m ∈ [n] 均有 pm 阶正规子群.19另外, 对于有限群 G 及 |G| 的最小素因子 p,
指数 p 的子群均正规, 而正规 p 阶子群均含于 C(G).20

1.6 Sylow 定理

Cauchy 定理 对于有限群 G 及 |G| 的素因子 p,G 中总有 p 阶元.

证明 (James McKay). 考虑 S = {(a1, · · · , ap)|ai ∈ G, a1 · · · ap = e}, 由 ap 由前元素唯一决定, 故 |S| = |G|p−1 ≡
0 mod p.令 Z/p循环作用于 S 上,即 m(a1, · · · , ap) = (am+1, · · · , ap, a1, · · · , am) ∈ S(容易验证 ab = e则 ba = e),
显然该作用的稳定点 Z = {(a, · · · , a)|a ∈ G}, 且有 |Z| ≡ |S| ≡ 0 mod p, 故有 ap = e, a 6= e.

16即考虑函数 ϕ : G/H → A, gH 7→ ga, 易证其良定等价双射.
17前者考虑 g 7→ (ϕg : a 7→ gag−1), 后者考虑 ϕg = ϕn

a =⇒ gag−1= a, a ∈ C(G), 故内自同构均平凡.
18即群同态 NG(A) → SA, n 7→ (a 7→ nan−1)
19显然 C(G) 的阶为 ps, s ≤ n, 故其 pk 阶子群 (0 ≤ k ≤ s) 均正规. 而考虑 pm 阶正规子群 H,G/H 仍为 p-群, 故其有非平凡中心. 取其

中 p 阶子群 N , 可见 π−1
H (N) 是 pm+1 阶正规子群, 归纳可证.

20(1) 即 [G : H] = p,G 在 G/LH 上的左乘作用即 σ : G → Sp, 而 kerσ ⊂ H, |G/ kerσ| = [G : H][H : kerσ], 又有
|G/ kerσ| | gcd(|G| , |Sp|) = p, 故 [H : kerσ] = 1, H = kerσ ◁G.(2) 即有共轭作用 σ : G→ AutGrp(H) ∼= Z/(p− 1), 其中 kerσ = CG(H),
故 |G/ kerσ| | gcd(|G| , p− 1) = 1, 即 G = CG(H), H < C(G).
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故由此有推论:G 中 p 阶子群的数量 N ≡ 1 mod p.21此处需要插入看似无关的引理: 若 G 中仅有一个子群 H

同构于某群 K, 则 H ◁G.(共轭不变)

Sylow 第一定理 G 为有限群, 则对 |G| 的任意素因子 p, G 总含 Sylow p-子群.G 中的 Sylow p-子群 P 即 P < G

为 p-群且 p 与 [G : P ] 互素, 即 G 中的极大 p-子群. 换言之,|G| = prm, |P | = pr, gcd(p,m) = 1.
定理的等价 (由 p-群性质) 描述为:G 为 pnm 阶群 (p 为素数且与 m 互素), 则对 k ∈ [n] 总有 pk 阶子群, 且该

子群是某个 pk+1 阶子群的正规子群.

证明. 首先由 Cauchy定理,G中总含 p阶子群.下对 k归纳证明:若H 是 G的 pk 阶子群 (k < n),则 0 ≡ [G : H] ≡
[NG(H) : H] mod p, 后项非 0 故 NG(H) 6= H, 且 NG(H)/H 也含 p 阶子群, 记为 H1/H, 其中 H < H1 < NG(H),
因此 H ◁H1, |H1| = |H| |H1/H| = pk+1.

事实上对于有限交换群有更强的结论: 若 G 是有限交换群且 d| |G| 则 G 有 d 阶子群.22

Sylow 第二定理 P 是有限群 G 中的 Sylow p-子群,H < G 是 p-子群, 则 H 在 P 的某个共轭中, 即 H < gPg−1.
特别的,G 的 Sylow p-子群间互相共轭.

证明. 令 H 左乘作用于 G/LP 上, 作用不动点集的势 |Z| ≡ [G : P ] 6≡ 0 mod p, 故有作用不动点 aP, a−1ha ∈
P (∀h ∈ H),H < aPa−1.

事实上有限群 G 的全体 Sylow p-子群之交 N =
⋂
g∈G

gPg−1是 G 中的极大正规 p-子群, 即任意 G 的正规 p-子

群均含于 N 中. 换言之, 在 G 的 |G| /pα 阶同态像中 G/N 是终对象.

Sylow 第三定理 G 为有限群,|G| = pnm, 其中 p 为素数且与 m 互素, 则 G 中的 Sylow p-子群数量 Np|m 且
Np ≡ 1 mod p.

证明. 对任意 Sylow p-子群 P 有 Np = [G : NG(P )], 且 m = [G : P ] = Np[NG(P ) : P ], 而 m = [G : P ] ≡ [NG(P ) :

P ] mod p, 因此 mNp ≡ m mod p, 而 m 与 p 互素, 故 Np ≡ 1 mod p.

Sylow 定理的应用
1. 单群即正规子群平凡 (仅有单位元或本身) 的群. 我们有如下命题:

• mpr 阶群 (1 < m < p, p 为素数) 不为单群23. 若 m 的模 p 余 1 因子仅有 1, 则该命题同样成立.
• 非平凡交换单群有且仅有 Z/p, p 为素数.
• G 为非平凡有限单群 ⇐⇒ 其同态像平凡或同构于本身24, 从而非平凡群同态 ϕ : G→ G′ 总为单射.
• 无平方因子群 (即素数平方不能整除阶) 均不是单群.25

• G是有限单群且 H 是其指数为 N 的真子群,则 |G| |N !.26特别的,令 P 是其 Sylow p-子群,H = NG(P ),
则 |G| |Np!.

• 延申阅读:Cole 与有限单群 (I)
21通过计数有 |Z| = 1 + (p− 1)N , 模 p 即得.
22任取元素生成循环子群再不断商去可得任意素因子, 再如上考虑商群子群, 可得任意因子. 关键在于交换群的子群均正规.
23由 Sylow 第三定理,1 + kp = Np|m < p, 因此 k = 0, Np = 1, 故 Sylow p-子群唯一, 故其正规, 从而非单.
24由定义, 同态核仅有两种选择, 因此同态像也即如此.
25参考Given 3 distinct primes p, q, r, then |G| = pqr =⇒ G is not simple及Burnside’s transfer theorem in group theory.
26令 G 左乘作用于 G/LH ∼= SN 上, 由 G 单知作用核平凡, 故 |G| |N !.
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2. 对于 pq 阶群 G, 其中 p, q 均为素数且 p < q, 若 q 6≡ 1 mod p, 则 G 为循环群.27反之,G 不交换则有 Np = q ≡
1 mod p

3. 若 p 为奇素数, 则 2p 阶非交换群 G ∼= D2p.28

1.7 合成列与可解群

合成列 群 G 的次正规列 (subnormal series) 是指一列降序子群:

G = G0 ▷G1 ▷G2 ▷ · · ·

其中 Gi 6= Gi+1, Gi ▷ Gi+1, 称 Gi/Gi+1 为因子 (群). 若总有 Gi ◁ G, 则称之为正规列.29列的长度即严格嵌入
Gi ←↩ Gi+1 的数量, 也即非平凡因子的数量. 记群 G 的次正规列的最大长度 (若有限) 为 `(G), 即 Gℓ(G) = {e}.
`(G) = 0 即 G 平凡, 而 `(G) = 1 即 G 为单群.

次正规列的一步细化 (one-step refinement)是指比原列仅多一项的次正规列,次正规列的细化 (refinement)即
有限次一步细化所得次正规列, 若细化比原列长则称为真 (proper) 细化30. 换言之, 称某列是另一列的细化, 若后者
的项均出现在前者中. 此外, 次正规列之间等价是指次正规列的因子之间仅差一个置换相同 (同构).

对于 G 的有限长次正规列

G = G0 ▷G1 ▷G2 ▷ · · ·▷Gn = {e}

若因子均为单群, 则称之为合成列 (composition series); 若因子均交换 (循环), 则称之为可解列 (solvable series)(循
环列). 其中,G/N 为单群等价于 N 在 G 的所有真正规子群中极大, 故称 N 为 G 的极大正规子群. 显然有限群均
有合成列, 且次正规列长 `(G) 时为合成列.

Jordan-Hölder 定理 若群 G 有二合成列

G = G0 ▷G1 ▷ · · ·▷Gn = {e}︸ ︷︷ ︸
G•

, G = G′
0 ▷G′

1 ▷ · · ·▷G′
m = {e}︸ ︷︷ ︸

G′
•

则 m = n, 且两者等价. 换言之合成因子与合成列的选取无关, 即 Gi/Gi+1 与 G′
i/G

′
i+1 间仅差一个置换.

证明. 我们对较短合成列的长度 n 归纳证明之. 显然 n = 0, 1 时命题已成立. 若命题在 < n 时成立, 且 G1 = G′
1,

则两合成列可化为 G• 和 G′
•, 其长度满足归纳假设, 从而命题得证. 故下设 G1 6= G′

1.
易证 G1 ⪇ G1G

′
1 ◁G, 而 G1 是 G 的极大正规子群, 故可知 G = G1G

′
1. 设 K = G1 ∩G′

1, 考虑其任意合成列
(由下定理知存在)K•. 由 G1/K ∼= G/G′

1, G
′
1/K

∼= G/G1 知两者均为单群, 故可得二合成列 G ▷G1(G
′
1) ▷K•, 其

长度相同且因子间只差一个置换.
最后, 合成列 G1 ▷K• 与 G• 中较短列的长度满足归纳假设, 从而命题成立, 故 K• 长 n− 2, 从而 G′

1 ▷K• 与

G′
• 也满足归纳假设, 因此命题成立, 综上得证.
27由 Sylow 第三定理及条件有 Np = 1, 即 p 阶子群 H 唯一 (正规). 考虑 G 在 H 上的共轭作用 γ : G → Aut(H) ∼= Z/(p − 1),

|γ(G)| | gcd(pq, p− 1) = 1, 故 γ 平凡,H < C(G), 考虑 G/C(G) 的阶从而循环, 即 G 交换. 取其中 p, q 阶元, 乘积必为 pq 阶元, 从而循环.
28显然 Np = 1, 令其为正规 p 阶子群 〈y〉, 可见 G−〈y〉 的元素均为 2 阶, 任取之为 x, 令 xyx−1= yr, 而 (yr)r = xyrx−1= x2yx−2 = y,

从而 yr
2−1 = e, p|(r2 − 1) 即 p|(r− 1) 或 p|(r+ 1), 即 r = 1 或 p− 1. 前者则 xy = yx 可得 xy 阶 2p, 矛盾. 故可得 x2 = yp = xyxy = e,

此即 D2p.
29该定义在不同资料中略有不同. 此处降序与升序没有本质区别, 仅有下标差别, Chapter 0 与 Hungerford 均使用降序, 而互联网中多见

升序. 此外, Chapter 0 中用正规列指 Hungerford 与该笔记中的次正规列, 而没有提到本文的正规列概念. 在 Hungerford 和维基百科中并没
有要求 Gi 6= Gi+1,但在使用该概念时常需令 Gi+1 严格嵌入 Gi,故在此令两者不等没有本质区别.最后,在维基百科中要求子群链结束/开
始于 {e}, 但同样没有本质问题.

30在此定义中所有细化均为真细化, 因此我们将混用两概念.
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该定理表明合成列若存在则几乎相同且互相等价, 从而可知 G 的合成列均长 `(G), 但我们缺乏对存在性的证
明. 另外, 上述证明中提到若 K 存在正合列, 则会有 `(G) = n = 2+ (n− 2) = `(G/K) + `(K). 为证明其存在性并
推广该结论, 我们有如下定理

Schreier 定理 考虑群 G及其正规子群 N ,G有合成列等价于 N 与 G/N 有合成列,此时 `(G) = `(N)+`(G/N),
且 G 的合成因子包含 N 与 G/N 的合成因子.

证明. 一方面, 若 N 与 G/N 均有合成列

N ▷N1 ▷ · · ·▷Nℓ(N) = {e} , G/N ▷G1/N ▷ · · ·▷Gℓ(G/N)/N = {N}

则每个 Gi/N 均可对应到 G 的子群 Gi 上, 且同样有 Gi ▷Gi+1, Gi/Gi+1
∼= (Gi/N)/(Gi+1/N) 为单群, 从而可以

构造 G 的合成列

G▷G1 ▷ · · ·▷Gℓ(G/N) = N ▷N1 ▷ · · ·▷Nℓ(N) = {e}

并且长度与因子的命题同样得证.
另一方面, 若 G 有合成列

G• : G = G0 ▷G1 ▷ · · ·▷Gn = {e}

则可以构造关于 N 的子群链

N ∩G• : N = N ∩G▷N ∩G1 ▷ · · ·▷N ∩ {e} = {e}

且 Gi ∩N ▷Gi+1 ∩N . 考虑 π : Gi ∩N → Gi/Gi+1, a 7→ aGi+1, kerπ = Gi+1 ∩N , 可以证明 imπ◁Gi/Gi+1
31, 从

而由 Gi/Gi+1 是单群知
Gi ∩N
Gi+1 ∩N

平凡或同构于 Gi/Gi+1. 由此可见在删去子群链 N ∩G• 中的重复项后, 其成为
N 的合成列.

对于 G/N 的子群链可以类似构造:

G•
N

:
G

N
▷ G1N

N
▷ · · ·▷ {e}N

N
=

{
eG/N

}
且 GiN/N ▷ Gi+1N/N . 同样考虑 π : Gi → (GiN)/(Gi+1N), a 7→ aGi+1N , 易见其为满射, 且 Gi+1 < kerπ, 故
可由商群的泛性质知有满射 ϕ : Gi/Gi+1 → (GiN)/(Gi+1N), π = ϕ ◦ πGi+1 . 而 Gi/Gi+1 为单群, 故 GiN/N

Gi+1N/N
∼=

GiN

Gi+1N
平凡或同构于之.同上可见也有 G/N 的合成列.最后由 N 与 G/N 的合成列同第一部分可证剩下命题.

导出列与可解群 回忆导群相关知识, 群 G 的导出列 (derived series) 即子群链 G▷G′ ▷G′′ ▷ · · · .32若 G 交换, 则
导出列仅为 G▷G′ = {e}; 若 G 为非交换单群, 则 G = G′ = G′′ = · · · . 可解群 (solvable group) 即导出列终止于
{e} 的群, 其等价于具有可解列.33

对于有限群 G, 其可解 ⇐⇒ 合成因子均循环 ⇐⇒ 有循环列 ⇐⇒ 有可解列.34由此知所有 p-群均可解. 结
合 Schreier 定理知, 对于 N ◁G, 有限群 G 可解 ⇐⇒ N 与 G/N 可解. 此外, 可解群的子群也可解.

幂零群

31即证 ∀g ∈ Gi∀a ∈ Gi ∩N, gag−1Gi+1 ∈ imπ, 即 gag−1∈ Gi ∩N . 显然 gag−1∈ Gi, 而 N ◁G 从而 gag−1∈ N , 故得证.
32对于一般资料而言, 次正规列不要求相邻项不等, 故导出列是次正规列.
33可解群的导出列显然邻项不等,故即可解列;若群有可解列 G▷G1▷ · · ·▷Gn = {e},则 G/G1 循环可得 G1 > G′,同理 G2 > G′

1 > G′′,
故 Gi > G(i), {e} > G(n), 从而有可解列.

34已知 (1) ⇐⇒ (4), 显然 (2) =⇒ (3) =⇒ (4), 仅证 (4) =⇒ (2): 将可解列细化为合成列, 注意到交换单群仅有素数阶循环群.
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2 环与模

2.1 Ring 范畴

环的基本概念 环 (R,+, ·) 是交换群 (R,+, 0) 与幺半群 (R, ·, 1)35关于分配律构成的代数结构.
整环是指无零因子36交换 (含幺)环,除环是指非零元均可逆的环,即乘法群 R∗ = R−{0},域是交换除环.直观

上可以认为域去除可逆性即为整环, 而去除交换性即为除环. 它们之间有一定关系: 整环 域 除环有限交换 有限或交换 .37

关于零因子 (非零元之积为 0) 和正则元 (乘法可逆元)38我们有如下结论 (类似对另一边也有):
a不是左零因子 a的左乘作用是R→ R的单射

a是右正则元 a的右乘作用是R→ R的满射 R = Ra

环 R 的中心 C(R) = {r ∈ R|∀a ∈ R, ar = ra} 是 R 的交换子环, 而 a 的中心化子 CR(a) = {r ∈ R|ar = ra}
是子环, 且 C(R) =

⋂
a∈R

CR(a). 除环的中心化子也是除环, 从而其中心是域.

幺半群环 给定环 R 和幺半群 M , 幺半群环 R[M ] 的元素为 r ·m(r ∈ R,m ∈ M) 的有限线性组合, 其间加法与
乘法类似多项式环定义. 可见 R[x] = R[N], R[x, x−1] = R[Z].

Ring 的泛对象 Ring 以全体 (含幺) 环为对象, 态射为保持加法交换群与乘法幺半群结构的映射/同态 (需 1R 7→
1R′). 其中终对象为零环 {0}, 始对象为 Z(对每个环都有 n 7→ n1R).

由于对任意环 R 有唯一环同态 ι : Z → R,n 7→ n1R, 其核 ker ι = (charR)Z, 我们据此定义环 R 的特征

charR ≥ 0. 换言之,charR 是 1R 在加法群中的阶 (若阶无限则特征为 0).39整环的特征仅有零或质数.

多项式环的泛性质 给定 A = {a1, · · · , an} 与任意交换环 R, 在以 (j : A → R,R) 为对象的范畴 (态射为诱
导的环同态) 中,(i : ai 7→ xi,Z[x1, · · · , xn]) 为始对象. 详细来说, 对于任意 j : A → R, 存在唯一的环同态 ϕ :

Z[x1, · · · , xn] → R,n 7→ n1R, xi 7→ j(xi). 此处要求交换环是因为 R 中的乘法与多项式乘法不一致, 因此需要令不
定元的像 ϕ(xi) = j(ai) 与任意同态像元素 ϕ(n) = n1R 交换, 以使 ϕ 仍保持乘法运算从而成为环同态.

n = 1 时, 这一泛性质在任意 (含幺) 环上都存在40. 更进一步的, 对于给定环同态 α : R → S, 若有 s ∈ S 与
α(r)(∀r ∈ R) 交换, 则 α 有唯一环同态延拓 ᾱ : R[x] → S, x 7→ s.41由这一结果, 我们对交换环上的多项式总有取
值映射 ᾱ : R[x] 7→ R, f(x) 7→

∑
i≥0

air
i = f(r), 其由上述 α = idR 导出. 换言之, 多项式决定了一个多项式函数

f : r 7→ f(r).

单满态射与积 单态射的情形与 Grp 中相同: 对于环同态, 单同态 ⇐⇒ 核平凡 ⇐⇒ 单射. 同样也有类似的子环
定义 (嵌入映射是单同态). 但对于满同态, 我们仅有: 满射 =⇒ 满同态, 其反例是嵌入 ι : Z → Q 是满同态42而非

满射. 从而在 Ring 中 “单 + 满 ⇐= 同构” 但反向不成立.
35大部分书都以后者为半群作环的定义, 但由于关于环的大部分讨论都在含幺环上进行讨论, 因此本书中环的定义使乘法半群含幺. 另外,

不一定含幺的环构成的范畴有时记作 Rng.
36需要注意的是很多书以零因子为非零元素, 但也有很多书认为 0 也是零因子. 但零因子 = 左零因子 ∪ 右零因子.
37整环有限交换时为域: 任意元素非零因子则左乘作用为单射, 而有限情况下容易看出其为满射, 这等价于任意元素为正则元 (即可逆).

有限除环为域: 即 Wedderburn 小定理, 后面待证.
38a 是左零因子 ⇐⇒ ∃b 6= 0, ab = 0; u 是左正则元 ⇐⇒ ∃v, uv = 1.
39对于不一定含幺的环 R, charR = min {n ≥ 1|∀a ∈ R− {0} , na = 0} = R 中非零元的最大加法阶.
40任取 s 作为 j(a), 其总与其它像元素交换, 即 sϕ(n) = s(n1R) = s(1 + · · ·+ 1) = ns = ϕ(n)s.
41存在性容易构造, 唯一性的重点在于 ᾱ|R 是否唯一, 以使其与 x 7→ s 相容. 在 Z[x] 情形下其唯一性由 Z 的泛性质保证, 而在此处已固

定 α = ᾱ|R, 故仍唯一.
42Z 到任意环的同态唯一, 故使 Q 到任意环的同态唯一, 从而有右消去律.
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这一问题其实提示我们: 在一般的范畴中, 态射可能过多或过少, 因此可能导致满射态射比满态射要更多. 进一
步的,在具有泛对象的范畴中,泛对象的性质也可能导致这一结果.我们看到了 Set和 Grp中泛对象都是平凡的,但
Ring 中的始对象不平凡导致满态射要更少.

对于环的积, 其与群的情形相同, 考虑分量运算的构造即可. 但对于余积, 我们需要在未来考虑张量积运算.

EndAb(G) 考虑交换群的自同态集, 其关于逐点加法和复合运算构成环. 事实上, 我们有环同构 EndAb(Z) ∼= Z43,
以及类似的 EndAb(Z/n) ∼= Z/n. 更进一步, 我们有 Cayley 定理的环版本: 对于任意环 R 中元素的左乘作用 λr :

a 7→ ra, λ : R→ EndAb(R), r 7→ λr 给出了环单同态.
由于 Z 上的环自同态与左乘作用完全一致, 因此由 λ : (Z,+, ◦) ∼→ EndAb(Z) ∼= (Z,+, ·) 知,(Z,+) 上的

环 (在同构意义下) 仅有一种. 对于任意环 R, 我们仅有更弱的结论:C(EndAb(R)) ∼= C(R)44, 从而对于交换环有
C(EndAb(R)) ∼= R.

2.2 理想与商环

环 R 的左理想是指 I < (R,+) 满足 RI ⊂ I, 即 ∀r ∈ R∀a ∈ I : ra ∈ I. 类似定义右理想.(双边) 理想即同时为
左理想与右理想. 含幺理想仅有 R 本身, 在不要求含幺的环定义中理想是子环, 而在本书定义中仅为子模. 称 R 的

平凡理想为 {0} 与 R 本身.

• 对于环同态 ϕ : R→ S, I ◁R, J ◁ S, 则 ϕ−1(J)◁R, 因此 kerϕ◁R. 而 ϕ(I)◁ imϕ 但非 S 的理想.

• 理想 Iα 的 (有限) 和
∑
α∈A

=

{∑
α∈A

rα
∣∣rα ∈ Iα仅有限非0

}
和任意交

⋂
α∈A

Iα 仍为理想.

• 除环等价于仅有平凡 (即零环和本身) 的左/右理想, 而仅有平凡 (双边) 理想的环称为单环, 交换单环即域.
• 交换环 R 中全体幂零元构成理想 N , 称之为诣零根 (nilradical). 非交换环中其不存在.R/N 中不含非零幂零
元, 称之为约化环.

若环 R 有理想 I, 其有商环 R/I45, 其运算直接由 R 的运算导出, 且有环满同态 π : R→ R/I, r 7→ r+ I. 换言
之, 环同态的核与理想的关系是与群的情况一致的: 每个核都是理想, 而每个理想都有自然投影使其成为核.

典范分解 基于上述内容, 我们有其与群的情形完全类似的泛性质与典范分解:

• 商环的泛性质:I ◁R,ϕ : R→ S, I ⊂ kerϕ, 则有交换图
R

R/I S

π φ

∃!φ̃

• 任意环同态 ϕ : R→ S 总有典范分解
G G′

G/ kerϕ imϕ

φ

π

φ̃

i 其中 ϕ̃ 是由 ϕ 诱导的同构.

因此我们也有完全类似的同构定理:

• imϕ ∼= R/ kerϕ.
• u : {J ◁R|I < J} →

{
J ′ ◁R/I

}
, J 7→ J/I 是保 (包含) 序双射.

• I ◁R, I ⊂ J ◁R, 则 J/I ◁R/I 且
R/I

J/I
∼=
R

J
. 考虑 ϕ|I+kerφ 的典范分解, 有特例 R/ kerϕ

ϕ(I)
∼=

R

I + kerϕ .

• 第二同构定理略有不同: 若 S < R, I ◁R, 则 I ◁ S + I < R, S ∩ I ◁ S, 且有 S

S ∩ I
∼=
S + I

I
.

43考虑 ϕ : Z → EndAb(Z), n 7→ nidZ, nidZ : k 7→ nk, 其有逆 α 7→ α(1).
44α ∈ C(EndAb(R)) =⇒ α ◦ µr = µr ◦ α =⇒ α(r) = α(1)r, α = λα(1), 因此可以验证 C(EndAb(R)) → C(R), α 7→ α(1) 成为 λ|C(R)

的逆.
45商环的基础是加法交换群的商群, 其良定下自动成为环, 但为使商良定, 换言之为使 π 成为环同态,I 作为理想是充要的.
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2.3 主理想, 素理想与极大理想

主理想 a的左右主理想为 Ra和 aR,定义 a生成的主理想 (a) = RaR =

{
n∑
i=1

riasi

∣∣∣∣ri, si ∈ R
}
,其等价定义为 R

中含 a的最小理想 (或所有理想的交),这一定义也可类似推广至子集上.考虑 R交换的情形,此时 (a) = Ra = aR,

由于总有 (aα)α∈A =
∑
α∈A

(aα), 故有有限生成理想 (a1, · · · , an) = (a1) + · · · + (an) =

{
n∑
i=1

riai

∣∣∣∣ri ∈ R
}
, 基于

此我们有同构
R/(a)

(b̄)
∼=

R

(a, b)
, 其中 b̄ = b + (a) ∈ R/(a). 另外我们对理想 Ii(i ∈ [n]) 有乘积理想 I1 · · · In =∑

ai∈Ii

(a1 · · · an) ⊂
⋂

1≤i≤n
Ii. 若 R 交换时

n∑
i=1

Ii = R, 或 R/(I1 · · · In) 是约化环, 则乘积理想 = 交理想.

称交换环 R 是 Noether 环 (Noetherian ring), 若每个理想均有限生成, 称整环是主理想整环 (PID), 若每个理
想都是主理想. 容易看出,Z 是 PID, 且 (n) = nZ, (m,n) = (gcd(m,n)), 但 Z[x] 不是, 因为 (2, x) 不能由一个元素

生成.

多项式环的商 任意环 R 上的多项式环 R[x] 中的首一多项式 f 对任意多项式有能良定的带余除法.46而对于 R

交换的情形, 带余除法表明对于首一多项式 f, ∀g∃!r : g + (f) = r + (f) 且 deg r < deg f . 记 d = deg f , 通过将次
数 < d 的多项式 r(x) = r0 + · · · rd−1x

d−1 对应到其系数 (r0, · · · , rd−1) ∈ R⊕d, 带余除法给定了关于 f 的群满同态

ϕ : R[x]→ R⊕d, g 7→ (r0, · · · , rd−1) 以及群同构 R[x]/(f) ∼= R⊕ deg f .
对某些特别情况我们有更强的结果:

• ϕ : R[x]→ R, g 7→ g(a) 给出的 R[x]/(x− a) ∼= R 是环同构. 换言之即带余除法 f(x) = q(x)(x− a) + f(a).
• 对于 f(x) = x2 +1, 通过在 R⊕R 中定义乘法结构 (a0, a1) · (b0, b1) = (a0b0− a1b1, a0b1 + a1b0), 这使 R⊕R
成为环且上述加法群同态 ϕ 成为环同态, 故 R[x]/(x2 + 1) ∼= R⊕R 成为环同构.

• 对于 R = R, 由此有 R[x]/(x2 + 1) ∼= C, 由下可说明 (x2 + 1) 是 R[x] 的素 (极大) 理想.
• Q[t]/(t2 − d) ∼= Q(

√
d).

• 交换环 R 上的多项式 f1, · · · , fr ∈ R[x] 以及 a ∈ R 有 (f1(x), · · · , fr(x), x− a) = (f1(a), · · · , fr(a), x− a)47,
因此有

R[x]

(f1(x), · · · , fr(x), x− a)
∼=

R

(f1(a), · · · , fr(a))
. 多元情况下也有 R[x1, · · · , xn]

(x1 − a1, · · · , xn − an)
∼= R.

素理想与极大理想 考虑环 R 中的真理想 I, 若 R 交换且 R/I 为整环 (即 ab ∈ I =⇒ a ∈ I或b ∈ I) 则称 I 为素

理想, 其全集即素谱 SpecR; 若 R/I 是单环 (R 交换时即域) 则称 I 为极大理想, 其等价于 R 中没有真包含 I 的

真理想. 由定义,R 交换时有极大理想 =⇒ 素理想, 若此时 R/I 有限则两者等价.R 是整环 ⇐⇒ (0) 是素理想, 而
R 是 PID 时, 极大理想 = 非零素理想.48另外对于交换环, 素理想的原像仍为素理想, 但极大理想没有该性质.49

对于 R[x], 上小节同构表明理想 (x − a) 是其素 (极大) 理想等价于 R 是整环 (域), 而 (2, x) ◁ Z[x] 是素
理想, 因为其商环为 Z/2. 对于 PID Z 中理想 (n) = nZ, n 为素数 ⇐⇒ (n) 为非零素 (即极大) 理想. 换言
之,SpecZ = {(p)|p是质数或0}

对于域 k, 由 k[x] 是 PID50知其中非零素理想等价于极大理想. 而对于代数闭域 k(即 f ∈ k[x] 的根均在 k

46即 ∀g ∈ R[x]∃!q, r ∈ R[x] : g = fq + r 且 deg r < deg g. 存在性: 记 d = deg f , 对于 deg g = n > d 可构造性的通过 g =

axn−df + h, degh < deg g 说明这样的操作可以降次, 再归纳的用 f 除 h 可以最终得到余项 r, deg r < deg f , 因此存在性得证. 唯一
性:fq1 + r1 = fq2 + r2 =⇒ f(q1 − q2) = r1 − r2, 比较次数说明两个差都是零, 因此唯一.

47fi(x) = qi(x)(x− a) + fi(a) =⇒ (fi(x)) ⊂ (fi(a), x− a) 以及 (fi(a)) ⊂ (fi(x), x− a), 同理易证等式, 后面同构由上节定理.
48前者由有限交换整环为域. 对于后者, 考虑理想 I = (a) ⊂ J = (b), 由存在 c 使 a = bc, 而由素知 b ∈ (a) =⇒ I = J 或

c ∈ (a) =⇒ c = da, a = bc = bda =⇒ bd = 1, J = R.
49反例为 ι : Z ↪→ Q, 后者的极大理想仅有 (0).
50考虑 I ◁ k[x] 中次数最小的首一多项式 f , 其唯一, 由带余除法的余项次数小于 deg f 可知 I 中多项式整除 f , 故 I = Rf = (f).
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内),k[x] 的极大理想有且仅有 (x − c), c ∈ k51, 故可见 Spec k[x] = {(x− c)|c ∈ k} ∪ {(0)}. 对于 k = C, 由此可见
C[x] 的非零素理想分布在一条复 “直线” 上, 这表明其 Krull 维数为 1. 交换环 R 的 (Krull) 维数 dimR 即素谱中

的最大 (包含) 链长.

2.4 R-模

R-模 (左)R-模就是环 R 在交换群 M 上的 (左) 环作用, 即环同态 σ : R → EndAb(M), 记 σ(r)(m) = rm.52以
此言之, 左 R-模即加法交换群 M 连带环 R 与 M 间的运算 ρ : R × M → M, (r,m) 7→ rm, 其满足 M -线性
r(m+ n) = rm + rn, R-线性 (r + s)m = rm + sm, (作用) 结合 (rs)m = r(sm), (作用) 含幺 1m = m. 所有交换
群 M 都能对应到唯一的 Z-模 M 上, 由作用 σ 唯一.

R-模间的态射即保持交换群运算和 R-作用不变的同态53, 由此全体 R-模构成范畴 R-Mod, 其中有零对象平凡
模. 另外,R-Mod 中的双射态射自然成为同构. 易见 Z-Mod 与 Ab 等价, 且 HomR-Mod(M,N) ⊂ HomAb(M,N)54.R
交换时 R-Mod 与 Ab 类似:HomAb(M,N)(关于复合) 构成交换群, 同样的 HomR-Mod(M,N) 成为 R-模, 且此时有
模同构 HomR(R,M) ∼=M .55最后, 若 R = k 为域, 称模为 k-向量空间, 其构成范畴 k-Vect, 态射即线性映射.

R-代数 对于给定的环同态 α : R→ S, 可用同态 ρ : R× S → S, (r, s) 7→ α(r)s 定义 (左)R-模 S. 容易看出, 若令
S = R,α = idR, 则 R 同样可以成为自身的 R-模. 若 R 交换且 α(R) < C(S), 称此时的环同态 α 是一个 R-代数56,
其交换即 S 交换. 此时左右模相同, 且可在模上附加环运算 ρ : (s1, s2) 7→ s1s2, 进而有 (r1s1)(r2s2) = (r1r2)(s1s2),
因此称 S 中的乘法是 R-双线性的. 对于域 K 及其子域 k, 前者可被视为 k-代数, 此时称 K 为 k 的扩张.

由上可见,R-代数 α(或 S) 即带有 R-模结构的环 S,R-代数间的态射即同时保持环与模结构的同态57, 由此构
成范畴 R-Alg, 其始对象即 R. 可见 Z-Alg 与 Ring 等价58. 环 R 交换时, 复合运算使 ι : R → EndR(M), r 7→ ridM
成为 R-代数. 另外, 交换 R-代数同样构成范畴 R-CommAlg, 其为交换环范畴上的余切片范畴 CommRingR. 交换环
R 上的多项式环 R[x1, · · · , xn]59是一个交换 R-代数.

子模与商模 R-模 M 的子模 N 也被自然定义:N 是 R-模且嵌入 ι : N → M 是模同态. 换言之,N 是 M 的子群

且在 R-作用下封闭:∀r ∈ R∀a ∈ N : ra ∈ N . 可见 R 若作为自身的 R-模, 则其 (左) 子模即自身的 (左) 理想. 模同

态的核与像均为子模, 且子模的和与交均为子模. 若 r ∈ C(R), I ◁R, 则 rM 与 IM =

{
n∑
i=1

rimi

∣∣∣∣ri ∈ I,mi ∈M

}
均为 M 的子模.
对于 M 的子模 N , 容易定义其商模 M/N , 其作为交换群的商且保持 R-作用故同样成为 R-模, 且典范投影成

为模同态. 考虑环 R 上的情形,I ◁R < 环 S, 则 S,R, I,R/I 均为 R-模, 且 R 交换时 R 与 R/I 均成为 R-代数. 而
R 不交换且 I 为其左理想 (即左子模) 时, 商群 R/I 成为左 R-模.

类似群与环, 商模也有泛性质与典范分解:
51若 I = (x − c) 则 k[x]/I ∼= k, 即 I 是极大理想; 若 I = (f) 是极大理想, 则由代数闭域知 f(x) = q(x)(x − c), I ⊂ (x − c), 由极大知

I = (x− c).
52需要注意的是, 对于同样的 R 和 M 也可以有不同的环作用使之成为不同的模, 因此应当认识到模本质上是一个环作用/环同态 σ 或 ρ,

其凭依的 R 和 M 都不是本质的模本身. 但为简便言还是通常称 M 为模, 此时默认其上有一个 R-作用, 而对不同的模也其上的作用不同.
53即 ϕ(m+ n) = ϕ(m) + ϕ(n), ϕ(rm) = rϕ(m), 其与 G-Set 中态射一致.
54有时记 HomR-Mod 为 HomR.
55交换性源于要求 rϕ(r′m) = r′[rϕ(m)]. 同构可以取 m 7→ (λm : 1R 7→ m).
56出于语言简便, 有时也称 S 是一个 R-代数.
57保持加法和乘法运算 ϕ(s1s2) = ϕ(s1)ϕ(s2), ϕ(s1 + s2) = ϕ(s1) + ϕ(s2), 保持幺元 ϕ(1) = 1, 保持 R-作用 ϕ(rs) = rϕ(s). 可见代数同

态相当于保持 R-作用的环同态.
58上见交换群与附加 Z-模结构的模等价, 而此处仅同时增加了环结构.
59准确地说, 是嵌入 ι : R → R[x1, · · · , xn].
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• N 是 R-模 M 的子模,R-模同态 ϕ :M → P 满足 N ⊂ kerϕ, 则有唯一模同态 ϕ̃ :M/N → P 使
M

M/N P

π φ

∃!φ̃
交换. 可见与正规子群或理想的情况类似, 模同态的核与子模等价. 但有所不同的

是, 核并不为某个子结构赋予更强的限制, 在未来我们会看到, 这是 R-Mod 作为 Ab-范畴所特有的性质.

• R-模同态也可以被典范分解为满射, 双射与单射的复合, 即
M M ′

M/ kerϕ imϕ

φ

π

φ̃

i

以及由典范分解得来的模同构定理

• imϕ ∼=M/ kerϕ.
• u : {P < M |N < P} →

{
P ′ ◁M/N

}
, P 7→ P/N 是保 (包含) 序双射.

• N < M,N ⊂ P < M , 则 P/N < M/N 且
M/N

P/N
∼=
M

P
.

• N < M,P < M , 则 N + P < M,N ∩ P < P 且
N + P

N
∼=

P

N ∩ P
.

• 对于交换环 R, I, J ◁R, 则有 R-模同构 I · (R/J) ∼= (I + J)/J .

2.5 R-Mod 中的基础概念

积与纤维积 在 Ab-范畴 (如 Ab 或 R-Mod) 中积 (切片范畴的终对象) 与余积 (余切片范畴的始对象) 在任意情形
下均存在, 其中积总为直积 (分量积), 而余积总为直和 (或称弱直积, 即仅有限分量非零的积). 两者在有限情形下
等价, 而在无限情形下余积为积的子结构.Grp 不是 Ab-范畴, 因此其中余积为自由积.

对于以指标集 A 构造的 R-模 M 的积与余积, 其分别为 MA =
∏
a∈A

M 与 M⊕A. 尽管 M⊕A < MA, 但在 R 交

换时有 HomR(R
⊕A,M) ∼=MA, ϕ 7→ {ϕ(a)}a∈A, 其有限情形下即 HomR(R

n, R) ∼= Rn, 此即对偶间的同构.
将上述 (余) 切片范畴改为纤维 (fibered) 形式, 我们有纤维积 (或拉回, pull-back) 与纤维余积 (或推出, push-

out), 如下交换图所示: 给定 R-模 M,N,A 及模同态 µ, ν, 存在 R-模 M ×A N 与模同态 πM , πN (M ⊕A N, iM , iN )
使得对任意 R-模 P 及任意模同态 ϕM , ϕN (fM , fN ) 都有唯一模同态满足如下交换图.

P A N

M ×A N N M M ⊕A N

M A P

φN

∃!

φM

ν

µ ⊞ iN fN

πM

πN

□ ν

iM

fM

∃!

µ

可知 M ×A N = {(m,n) ∈M ×N |µ(m) = ν(n)} ,M ⊕A N = (M ⊕N)/ {(µ(a),−ν(a)) ∈M ⊕N |a ∈ A}.

kerϕ P

M N

Q cokerϕ

i

∃!ᾱ

φ◦α=0α

φ

β◦φ=0
β

π

∃!β̄

核 R-Mod 中的核与余核也存在: 考虑模同态 ϕ : M → N , 对于满足 ϕ ◦ α = 0 的

模同态 α : P → M 为对象的范畴,kerϕ 为其终对象; 对于满足 β ◦ ϕ = 0 的模同态

β : N → Q 为对象的范畴,cokerϕ ∼= N/ imϕ 为其始对象. 需要注意的是, 这一定义
模式可以直接推广到更多范畴中. 对核与余核类似也有交换图:

在 R-Mod 中也有关于单满态射的等价关系: 单态射 ⇐⇒ 核平凡 ⇐⇒ 单射

态射; 满态射 ⇐⇒ 余核平凡 ⇐⇒ 满射态射. 这样的等价关系与 Ab 中完全一致,
这也是 Ab-范畴的一般性质. 另外, 尽管存在左 (右) 逆 =⇒ 单 (满) 态射, 但反之不
一定对. 在 R-Mod 中可以仅考虑 Z→ Z, n 7→ 2n 即可.
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自由模与自由代数 类似自由群的定义, 考虑集合 A 射到任意 R-模 M 上的集合函数 f : A→M 构成的范畴 (态

射容易诱导), 其中始对象 j : A → FR(A) 即 A 生成的自由模, 即交换图
FR(A) M

A

∃!φ

f
j

. 为了详细构造自由

模的结构, 我们对 R-模 N 与集合 A 定义直和 N⊕A := {α : A→ N |仅有限a ∈ A有α(a) 6= 0}60, 其容易赋有 R-模
结构, 且有 (R⊕A1)⊕A2 ∼= R⊕A1×A2 . 考虑 j : A → R⊕A, a 7→ χa. 可以验证 j 即上述始对象, 故 FR(A) ∼= R⊕A. 特
别地, 即 FR([n]) ∼= R⊕n = Rn.

可类似定义自由交换 R-代数,仅考虑 A = [n]有限情形,记 R[A] = R[x1, · · · , xn],考虑函数 j : A→ R[A], i 7→
xi, 其同样成为所定义范畴的始对象, 换言之 R[A] 即 A 生成的自由交换 R-代数.61换言之,(有限不定元的) 多
项式环即有限集生成的交换 R-代数, 也因此可见 Z[x1, · · · , xn] 的泛性质实际是其在交换环范畴 CommRing(即
Z-CommAlg) 中的自由对象.

上述之所以要求代数交换, 是为了不定元之间互相交换, 而 R-Alg 中的自由对象包含不交换多项式环 R 〈A〉,
其同构于一个 (基于 A 生成的自由幺半群的) 幺半群环, 由 A 中所有有限长字符串构造.

综上我有一个问题:

• 为什么同样对于一个集合 A, 其生成的自由 R-模仅是以 A 中元素为下标的直和 (即弱直积)R⊕A, 而生成的自由交换
R-代数则为以 A 中元素为不定元的多项式环? 准确的说, 为什么是多项式环结构?

在此我给出我的回答:

• 对于自由群与自由交换群,它们都是被 A中元素 “生成”的群,且生成的方式是取元素构造字符串,只是交换情形下字符
串退化成元素的直和, 字符串连接也成为分量运算.

• 模结构实际上即向量空间的退化, 即数域退化成环, 因此模仍保留大量向量空间的性质. 另一方面,R-模与 (加法) 交换
群的本质区别在于 R-作用, 即 r ∈ R 作用于 m ∈M 可以得到 rm ∈M , 这可以被看做某种 “数乘”.

• 综上可见,自由模是环的直和并不令人意外:一方面,模是带有 R-作用的交换群,因此自由交换群 Z⊕A(元素为
∑
a∈A

maa,

ma ∈ Z) 加上 R-作用自然可以成为 R⊕A(元素为
∑
a∈A

raa, ra ∈ R). 另一方面, 集合 “生成” 的向量空间即以其为基底的

向量空间, 其退化为模时自然带有其分量结构, 即 R⊕A.
• 交换 R-代数可以视为具有交换环结构的 R-模. 限于所学, 下仅讨论 A 有限情形.A 中元素在带有环 (乘法) 的结构中生
成,其可被视作某种不定元,且应当自然具有幂次与元素间的 (交换)积.而加法与 R-作用能自然定义加法和 R系数,这
些已经自然地给出了多项式, 且其次数总有限 (否则不良定).

子集生成的子模和子代数 生成子模可类似群定义: 考虑 R-模 M 及其子集 A, 上节诱导了唯一模同态 ϕA :

R⊕A → M , 其像即 A(作为 R-模) 生成的子模 〈A〉 = imϕA =

{∑
a∈A

raa

∣∣∣∣仅有限a ∈ A有ra 6= 0

}
, 它也是 M 中

含 A 最小子模. 有限生成模即模可由此被有限集生成, 有限生成模 M 的子模 N 不一定有限生成62, 但 N 与 M/N

为有限生成模时 M 也是 (证明同下). 另外, 有限生成模的同态像也是有限生成模.
可类似定义生成子代数及有限生成代数. 对于 R-代数 S, 其可被视为作为模有限生成或作为代数有限生成, 我

们分别称之为 S is finite 与 S is of finite type. 作为有限生成模时 S ∼= R⊕n/M , 而作为有限生成代数时 S ∼=
R[x1, · · · , xn]/I.S 作为有限生成 R-模 =⇒ S 作为有限生成 R-代数.63

60实际上此处 A 即指标集, 也可将该直和中的元素记作 {na}a∈A 或
∑
a∈A

naa, 其中仅有限个 na 6= 0, 而这与映射定义完全相同. 这也是上

节余积定义的构造形式.
61始对象中的唯一性可直接验证, 也可考虑多项式环的泛性质进行唯一延拓.
62如无穷不定元多项式环 Z[x1, x2, · · · ], 其是自身的有限生成子模, 但其理想 (即子模)(x1, x2, · · · ) 并非有限生成.
63R[x] 是有限生成 R-代数, 但非有限生成 R-模.
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Noether 模 称一个 R-模是 Noether 模 (Noetherian module), 若其所有子模均作为 R-模有限生成.64若 R 是

Noether 环, 可见其即为 Noether R-模. Noether 模的同态像也是 Noether 模. 对于子模 N < M , M 是 Noether
模 ⇐⇒ N 和 M/N 都是 Noether 模.65若 R 是 Noether 环, 则有限生成 R-模 M 是 Noether R-模.66

单模与循环模 称 R-模 M 为单模 (或不可约模), 若 M 仅有平凡子模. 我们有 Schur 引理: 单模间的非零同态仅
有同构, 因此单模的自同态环 EndR(M) 是除环.67称 (左)R-模 M 是循环模, 若 M = 〈m〉 = Rm,m ∈ M . 单模都
是循环模.68循环模的商模也都是循环模.69模 M 是循环模等价于 M ∼= R/I, 其中 I 是 R 的 (左) 理想70, 且此时对
R-模 N 有 HomR(M,N) = {n ∈ N |In = 0}71, 由此可知 HomAb(Z/a,Z/b) ∼= Z/ gcd(a, b).

2.6 链复形与同调

链复形与正合列 R-模的链复形 (chain complex) 是指一列 R-模与 R-模同态:

· · · di+2−→Mi+1
di+1−→Mi

di−→Mi−1
di−1−→ · · ·

其满足 di ◦ di+1 = 0, 换言之即 im di+1 ⊂ ker di. 常记一列链复形为 (M•, d•)(或仅 M•), 且下标随箭头减小. 称同态
di 为边界或微分, 其也常被记为 dn, ∂n. 称链复形在 Mi 处正合, 若 im di+1 = ker di, 正合列 (exact sequence) 即每
处正合的链复形. 短正合列即形如

0 −→ L
α−→M

β−→ N −→ 0

的正合列, 其等价于 α 是单同态且 β 是满同态. 由 imα = kerβ 可见 N ∼= M/ imα ∼= M/L. 由此可见, 对于每个
模同态 ϕ :M →M ′ 可以诱导短正合列

0 −→ kerϕ i−→M
φ−→ imϕ −→ 0 或 0 −→ kerϕ i−→M

φ−→M ′ π−→ cokerϕ −→ 0

应当注意到, 我们可以将每条正合列视作一系列短正合列:

Mi+2 0

0 im di+2=ker di+1 Mi+1 im di+1=ker di 0

0 Mi

0 im di=ker di−1 Mi−1

0

di+2

di+1

di

64需要注意的是, 考虑 Noether 模时需要注意其所凭依的环 R, 我们认为一个 R-模是 Noether 模时, 同样将与其相关的模看作 R-模.
65 =⇒ : M/N = πN (M) 显然同样是 Noether 模, 因 N 的子模也是 M 的子模, 故 N 也是 Noether 模. ⇐= : 考虑 P < M , 注意到

P ∩N 有限生成且 P/(P ∩N) ∼= (P +N)/N < M/N , 因此 P/(P ∩N) 有限生成, 故 P 有限生成, 即得证.
66注意到 M 是某个 R⊕n 的同态像, 而 R⊕n 是 Noether 模, 可由上句归纳证明.
67注意到同态核与像均为子模, 同态非零则仅有同构情形, 从而自同态均为自同构.
68若单模有多个生成元, 可由此给出非平凡子模.
69N < M = Rm,πN :M → N,N = RπN (m).
70 =⇒ : ϕM : R → 〈m〉 , 1 7→ m 是满模同态, 故可取 I = kerϕM . ⇐= : 若 ϕ : R/I → M 是同构, 取 m0 = ϕ(1 + I), ∀m ∈ M∃!r + I :

m = ϕ(r + I) = rm0, 故 M = 〈m0〉.
71注意到 ϕ ∈ HomR(R/I,N) 由 n0 = ϕ(1 + I) ∈ RHS 确定, 且需满足 in0 = 0, i ∈ I 以确保良定.
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分裂正合列 称一个正合列是分裂 (split) 的, 若其满足以下交换图 (即一系列同构):

0 L M N 0

0 M1 M1 ⊕M2 M2 0

α

∼

β

∼ ∼
i1 π2

分裂正合列可以解答问题 “什么样的同态有左 (右) 逆?” 考虑 R-模同态 ϕ :M → N , 我们有:

• ϕ 有左逆 ⇐⇒ 有分裂正合列 0 −→M
φ−→ N−→ cokerϕ −→ 0, 此时称 ϕ 为分裂单同态.

• ϕ 有右逆 ⇐⇒ 有分裂正合列 0 −→ kerϕ−→M φ−→ N −→ 0, 此时称 ϕ 为分裂满同态.

仅证第一个命题, 第二个类似.

⇐= : 正合列分裂即 ϕ 是 M 到 M ⊕M ′ 的嵌入, 因此有左逆 ψ = πM , ψϕ = idM .
=⇒ : 令 ϕ 左逆为 ψ : N →M , 考虑同态 M ⊕ kerψ → N, (m, k) 7→ ϕ(m) + k, 其逆为 n 7→ (ψ(n), n− ϕψ(n)), 故其为同构,

即 M ⊕ kerψ ∼= N , 且由此有 ϕ : m 7→ ϕ(m) ↔ (m, 0), 此即嵌入 iM : M 7→ M ⊕ kerψ. 最后,cokerϕ → kerψ 也有同
构 n+ imϕ 7→ n− ϕψ(n), 因此正合列分裂. 有下图所示:

0 M
m

N
n=φ(m)

cokerϕ
n+imφ

0

0 M
m

M ⊕ kerψ
(ψ(n),n−φψ(n))=(m,0)

kerψ
n−φψ(n)

0

φ

idM ∼ ∼

iM

同调与蛇形引理 对链复形

M• : · · ·
di+2−→Mi+1

di+1−→Mi
di−→Mi−1

di−1−→ · · ·

可定义其同调 (模)Hi(M•) = ker di/ im di+1, 可见 Hi(M•) = 0 ⇐⇒ Mi 处正合. 对于链复形

M• : 0 −→M1
φ−→M0 −→ 0

可见 H1(M•) ∼= kerϕ,H0(M•) ∼= cokerϕ. 若其正合则同调平凡, 即 ϕ 是同构.
考虑两正合列, 其间有对应同态:

0 L1 M1 N1 0

0 L0 M0 N0 0

α1

λ

β1

µ ν

α0 β0

我们有蛇形引理, 即存在正合列72

0 −→ kerλ −→ kerµ −→ ker ν δ−→ cokerλ −→ cokerµ −→ coker ν −→ 0

或

0 H1(L•) H1(M•) H1(N•)

H0(L•) H0(M•) H0(N•) 0

δ

72若不令 α1, β0 分别为单射与满射, 即去掉交换图左上角与右下角的 0, 则结论也需去掉正合列两端的 0. 这是蛇形引理更一般的版本.
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0 0 0

0 kerλ kerµ ker ν
a

0 L1 M1
b

N1
a

0

0 L0
c

M0
µ(b)

N0 0

cokerλ
c+imλ

cokerµ coker ν 0

0 0 0

δ

α1

λ

β1

µ ν

α0 β0

蛇形引理的证明即对如上交换图的阐释.
1. 首先应注意到图中横纵列均为正合列. 仅需考虑第一行与第四行的正合性. 由 α1 单与 β0 满知 kerλ 与 coker ν 处正合.

• 对于 kerµ处,即证 α1(kerλ) = kerµ∩kerβ1 = kerµ∩ imα1.⊂: ∀a ∈ kerλ, α1(a) ∈ imα1,且 µα1(a) = α0λ(a) =

0, α1(a) ∈ kerµ.⊃: ∀b ∈ kerµ ∩ imα1∃a ∈ L1, b = α1(a), µ(b) = µα1(a) = α0λ(a) = 0, 由 α0 单知 a ∈ kerλ.
• 对于 cokerµ 处, 由 α0(imλ) ⊂ imµ 知 ᾱ0 : a+ imλ 7→ α0(a) + imµ 良定,β̄0 同理. 即证 ᾱ0(cokerλ) = ker β̄0.⊂:
∀a + imλ ∈ cokerλ, β̄0ᾱ0(a + imλ) = β0α0(a) + im ν = im ν, 因此 ᾱ0(a + imλ) ∈ ker β̄0.⊃: ∀b + imµ ∈ ker β̄0,
β0(b) ∈ im ν,故 ∃c ∈ N1, ν(c) = β0(b),又由 β1 满知 ∃d ∈M1, c = β1(d),因此 β0(b) = νβ1(d) = β0µ(d), b−µ(d) ∈
kerβ0 = imα0. 因此 ∃a ∈ L0, α0(a) = b− µ(d), ᾱ0(a+ imλ) = b+ imµ.

故该两处正合, 因此得证.
2. δ : ker ν → cokerλ, a 7→ α−1

0 µβ−1
1 (a)+ imλ的定义.如图:∀a ∈ ker ν,其在嵌入至 N1 中后由 β1 满知有原像 b ∈M1, a =

β1(b). 由 β0µ(b) = νβ1(b) = ν(a) = 0 知 µ(b) ∈ kerβ0 = imα0, 故有 c ∈ L0, µ(b) = α0(c). 最后令 δ(a) = c + imλ

即可. 对于其良定性, 首先由 α0 单知关于 b 的 c 唯一, 而考虑 a 的不同原像 b, b′ ∈ M1, b − b′ ∈ kerβ1 = imα1, 即有
g ∈ L1, b− b′ = α1(g), µ(b− b′) = µα1(g) = α0λ(g), 即 c− c′ = λ(g), 故可知不同的原像 b 仍使 δ 的像 c+ imλ 不变.

3. 最后说明 ker ν 与 cokerλ 处正合.

• 对于 ker ν, 即证 β1(kerµ) = ker δ.⊂: ∀a ∈ kerµ, δβ1(a) = α−1
0 µ(a) + imλ = imλ.⊃: ∀a ∈ ker δ, δ(a) = imλ,

α−1
0 µβ−1

1 (a) ∈ imλ, 故 ∃b ∈ L1, µβ
−1
1 (a) = α0λ(b) = µα1(b), β

−1
1 (a)− α1(b) ∈ kerµ, β1(β−1

1 (a)− α1(b)) = a.
• 对于 cokerλ,即证 im δ = ker ᾱ0.⊂: ∀a ∈ ker ν, ᾱ0δ(a) = µβ−1

1 (a)+imµ = imµ.⊃: ∀c+imλ ∈ ker ᾱ0, α0(c) ∈ imµ,
即 ∃b ∈M1, α0(c) = µ(b), 故有 a = β1(b), ν(a) = β0µ(b) = β0α0(c) = 0, a ∈ ker ν, 由 δ 定义知 δ(a) = c+ imλ.

蛇形引理有直接推论: 若 µ 满且 ν 单, 则 λ 满且 ν 是同构.73以及短五引理:λ, ν 均为同构, 则 µ 也是同构. 由
此可见分裂正合列的定义中,M ∼=M1 ⊕M2 的同构可由其它两同构推出.

正合列的应用

• 若有正合列
· · · −→ L −→M −→ N −→ · · ·

且 L,N 是 Noether 模, 则 M 也是.74

• 对于 R-模 L,M,N, P 有正合列

0 −→ L
α−→M

β−→ N −→ 0

73此条件下即仅有 0 −→ kerλ −→ kerµ −→ 0
ker ν

δ−→ cokerλ −→ 0
cokerµ

−→ coker ν −→ 0, 从而结论显然.
74注意到 N ∼=M/L 及 Noether 模的等价条件.
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其可诱导 (交换群,R 交换时则为模) 正合列75

0 −→ HomR(N,P )
φ 7→φβ−→ HomR(M,P )

ψ 7→ψα−→ HomR(L,P )

而原正合列分裂时, 该诱导的正合列末尾有 −→ 0, 即最右端同态为满射. 而 N 为自由模时, 原正合列分裂.76

• 四引理 (four-lemma) 与五引理 (five-lemma): 考虑如下交换图, 其中横行均为正合列.

A1 B1 C1 D1 E1

A0 B0 C0 D0 E0

f4

α

f3

β

f2

γ δ

f1

ϵ

g4 g3 g2 g1

四引理即 (1)α 满且 β, δ 单, 则 γ 单;(2)ε 单且 β, δ 满, 则 γ 满.77(其均不涉及第五个态射)
五引理即其直接推论:β, δ 同构,α 满且 ε 单, 则 γ 同构.

• 九引理 (nine-lemma): 考虑如下交换图, 其中横行均为正合列.

0 0 0

0 L2 M2 N2 0

0 L1 M1 N1 0

0 L0 M0 N0 0

0 0 0

α

β

则 (1) 左端两列或右端两列正合, 则剩下一列也正合;(2) 若左右两列正合, 则 α 单且 β 满, 而中间列为链复
形时则同样正合;(3) 中间列为链复形时其它列也是, 此时任意两列正合时剩下一列也正合. 其对一般链复形
也成立.

75首先证明 a : ϕ 7→ ϕβ 是单射, 仅需考虑 ϕβ = 0 = 0β =⇒ ϕ = 0. 对于 HomR(M,P ) 处的正合, 即证 im a = ker b, 一方面
ψ ∈ im a, b(ψ) = ψα = ϕβα = 0, 另一方面由 N ∼= cokerα 的泛性质, 对任意 ψ ∈ ker b 有唯一 ϕ, a(ϕ) = ϕβ = ψ.

76即证此时 β 有右逆即可使正合列分裂. 由 N = R⊕A 考虑 β(ma) = a, ma 总存在 (但不唯一), 故可构造 σ : N → M,n =
∑
a∈A

raa 7→∑
a∈A

rama, β ◦ σ = idN , 故有右逆.σ 的良定源于 N 自由, 即 n ∈ N 可被分解为 a 的唯一线性组合.

77(1) 考虑 c1 ∈ C1, γ(c1) = 0, 则 g2γ(c1) = δf2(c1) = 0, 由 δ 单知 c1 ∈ ker f2 = im f3, 故有 b1 ∈ B1, c1 = f3(b1), g3β(b1) = 0. 故
β(b1) ∈ ker g3 = im g4, 故有 a1 ∈ A1, βf4(a1) = g4α(a1) = β(b1), 由 β 单知 f4(a1) = b1, c1 = f4f3(a1) = 0, 故 γ 单.
(2) 对 c0 ∈ C0 有 d1 ∈ D1, δ(d1) = g2(c0), 而 εf1(d1) = g1δ(d1) = g1g2(c0) = 0, 由 ε 单知 d1 ∈ ker f1 = im f2, 故有 c1 ∈ C1, f2(c1) = d1,
即 g2(c0) = δ(d1) = δf2(c1) = g2γ(c1), c0 − γ(c1) ∈ ker g2 = im g3, 故有 b1 ∈ B1, c0 − γ(c1) = g3β(b1) = γf3(b1), c0 = γ(c1 + f3(b1)) ∈
im γ.
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