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1 Hahn-Banach 定理, 弱拓扑与弱 * 拓扑
1.1 Hahn-Banach 定理: 分析形式
首先给出一些定义上的比较:

定义 1. 范数满足: 0©F-VS E → R≥0; 1©正定性 p(x) = 0 ⇐⇒ x = 0; 2©正齐性 ∀λ ∈ F : p(λx) = |λ|p(x); 3©次可加性
p(x+ y) ≤ p(x) + p(y).
半范数满足: 0© 2© 3©.
次线性泛函满足: 0©*R-VS E → R; 2©* ∀λ ≥ 0 : p(λx) = λp(x); 3©.

引理 1.1. R-VS E, VS F ⊂ E,codimF = 1.p : E → R 次线性,f : F → R 线性. 若 f ≤ p|F , 则有线性延拓
f̃ : E → R : f̃ |F = f, f̃ ≤ p.

证明. 可以取 x0 ∈ E − F,E = span(F, x0). 可以构造线性泛函 f̃(x + tx0) = f(x) + tf̃(x0). 仅需保证 a = f̃(x0) 的存
在性.
为保证另一条件 f(x)+ ta ≤ p(x+ tx0), t ∈ R, 通过变换可以得到不等式 f(x/t)− p(x/t−x0) ≤ a ≤ p(x/t+x0)−

f(x/t), t ≥ 0. 容易证明不等式下限小于等于上限, 因此符合条件的 a 是存在的. 因此 f̃ 是存在的.

由上可知, 实际上 codimF < ∞ 甚至可数时, 都可以作线性延拓. 下考虑任意多的 codim.

定理 1.2 (Hahn-Banach 延拓定理 (R)). R-VS E, VS F ⊂ E. p : E → R 次线性,f : F → R 线性,f ≤ p|F , 则存在 f

的线性延拓 f̃ : E → R, f̃ |F = f, f̃ ≤ p.

证明. 此定理用 Zorn 引理证. 考虑偏序集 F , 其元素为 (G, g),G 是含 F 的 VS,g 是 G 上满足题设的线性泛函, 即
g|F=f, g≤p|G.
其上的偏序关系 ≤ 定义为 (G, g) ≤ (H,h) ⇐⇒ G ⊂ H,h|G = g. 首先, 每条链 G ⊂ F 上都有最大元 (H,h).H 是所有
VS 的并,h 是对应的线性泛函的 “粘贴”. 由定义这样的 h 存在且确定, 并且 h ≤ p|H . 因此 (H,h) ∈ F .
最后由引理可知, 存在极大元 (M,m) ∈ F . 可知 E = M , 否则 M 可以用上引理延拓, 矛盾, 因此可以得到符合条

件的线性泛函.

定理 1.3 (Hahn-Banach 延拓定理). F-VS E, VS F ⊂ E.p 是 E 上半范数,f : F → F 线性, 且 f ≤ p|F . 则其有线性延
拓 f̃ , f̃ |F = f, |f̃ | ≤ p.
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证明. R 情形可直接由上定理得到相应线性泛函 f̃ ≤ p. 而 −f̃(x) ≤ p(−x) = p(x), 因此 |f̃ | ≤ p.
C 情形可视 E 为 R-VS. 设 ϕ = <f , 其为实线性泛函. 由 f 的复线性可知 f = ϕ− iϕ(i·). 可以认为 f ↔ ϕ 建立了

实线性和复线性之间的对应关系. 对 ϕ 可作 R-VS 中的延拓 ϕ̃ ≤ p. 再取 f̃ = ϕ̃− iϕ̃(i·), 其复线性.
最后, 对 x ∈ E 设 |f̃ |(x) = λf̃(x) = ϕ̃(λx)− iϕ̃(iλx) ≤ p(λx) = p(x). 其中最后一个不等号是因为模是实数, 因此

可以去掉虚部. 这样就得到了我们需要的线性泛函.

接下来我们给出一系列推论. 它们很小但或许会有重要的作用.

命题 1.4. TVS E, VS F ⊂ E, p 是 E 上连续半范数,f : F → F 线性且 |f | ≤ p|F . 因此有连续线性延拓 f̃ ∈ E∗, f̃ |F =

f, |f̃ | ≤ p.

证明. 由上可得到相应延拓, 只需证其连续. 由其线性, 仅需证其在原点连续. 由 |f̃ |(x) ≤ p(x) < ε 可知其连续.

命题 1.5. LCS E, VS F ⊂ E, f ∈ F ∗, 则其有延拓 f̃ ∈ E∗.

证明. E 有一个半范数族, 由上 [哪里?] 有 |f(x)| ≤ Cmax
i∈J

pi(x), J 有限. 因此 |f | 小于连续半范数 Cmax pi. 由上命
题1.4得证.

命题 1.6. TVS E, p 是 E 上连续半范数,x0 ∈ E, 则存在 f ∈ E∗, f(x0) = p(x0), 且 |f | ≤ p.

证明. 可以先作 E 上的线性泛函 g.F = span(x0), g : F → F, tx0 7→ tp(x0), 然后延拓之到 E 上, 结论成立.

命题 1.7. T2 LCS E 则 E∗ 可分点.

证明. E 有连续半范数 p, p(x0) 6= 0. 由上命题可知有 f ∈ E∗, f(x0) 6= 0.

接下来给出一个重要的推论,VS F 上的 f ∈ F ∗ 不仅可以连续延拓, 而且可以保范的连续延拓.

命题 1.8. F-VS E, VS F ⊂ E 且 f ∈ F ∗. 则存在延拓 f̃ ∈ E∗, f̃ |F = f, ‖f‖ = ‖f̃‖.

证明. 首先由 f̃ |F = f, ‖f‖ ≤ ‖f̃‖. 而 |f | (x) ≤ ‖f‖ ‖x‖ 在延拓后有 |f̃ |(x) ≤ ‖f‖ ‖x‖. 因此有 ‖f̃‖ ≤ ‖f‖. 因此可知保
范.

命题 1.9. 赋范空间 E 中有非零元 x0, 存在 f ∈ E∗, f(x0) = ‖x0‖ , ‖f‖ ≤ 1.

证明. F = span(x0), 在 F 上取 g : x 7→ ‖x‖. 其保范延拓到 E 上, 为 f .‖f‖ = ‖g‖ = 1.
为什么不是 ≤ 1?

命题 1.10. 赋范空间 E, 取 x ∈ E 有 ‖x‖ = sup {|f(x)| : f ∈ E∗, ‖f‖ ≤ 1}. 且上确界是可以达到的.

证明. 记右式为 α. 首先,|f(x)| ≤ ‖f‖ ‖x‖ ≤ ‖x‖, 故 α ≤ ‖x‖. 另一方面由上命题, 有 f0 ∈ E∗, f0(x) = ‖x‖ , ‖f0‖ ≤ 1.
因此 ‖x‖ ≤ α. 结论也得证.

最后我们来讨论一下二次对偶空间 E∗∗. 考虑 B : (x, f) 7→ f(x), 显然 |B(x, f)| ≤ ‖x‖ ‖f‖, 因此其连续,B(x, ·) 连
续, 即 B(x, ·) ∈ E∗∗ 且 ‖B(x, ·)‖E∗∗ ≤ ‖x‖. 而上推论给出 ∃f ∈ BE∗ : ‖x‖ = sup |f(x)| = sup |B(x, f)|, 即反向情形,
因此 ‖B(x, ·)‖ = ‖x‖.
因此,x 7→ B(x, ·) 是等距同构, 此映射为 E 等距嵌入到 E∗∗ 中, 记作 E ↪→ E∗∗.

命题 1.11. E 赋范, 闭 VS F ⊂ E, x ∈ E − F . 则存在 f ∈ E∗, ‖f‖ = 1, f |F = 0, f(x) = d(x, F ).

证明. 给出 span(F, x) 上的线性泛函 ϕ : Fx+F → F, tx+ y 7→ td(x, F ). 显然 ϕ 满足上述条件. 而 d(x, F ) ≤ d(x, y′) =

‖x− y′‖. 更换记号 y′ = −y/t, 有 |ϕ(tx+ y)| ≤ ‖tx+ y‖ , ‖ϕ‖ ≤ 1.
另一方面,取 yn ∈ F, ‖x− yn‖ < d(x, F )+

1

n
,
|ϕ(x− yn)|
‖x− yn‖

>
d(x, F )

d(x, F ) + 1
n

.因此 sup |ϕ(x− yn)|
‖x− yn‖

≥ 1.因此 ‖ϕ‖ = 1.

最后由推论1.8给出结论.
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1.2 Hahn-Banach 定理: 几何形式
对 f : E → R 记 {f < α} := {x ∈ E : f(x) < α}.

定理 1.12 (Hahn-Banach 隔离定理). TVS E 中 A,B ⊂ E 非空凸且不交. 若 A 开, 则 ∃f ∈ E∗∃α ∈ R : A ⊂
{<f < α} , B ⊂ {<f ≥ α}.
换言之,<f(a) < α ≤ <f(b), ∀a ∈ A, b ∈ B.
本定理就是说,TVS 中不交凸集 (需要其中一个开) 射到 R 上, 可以用一个 E∗ 的泛函和一个常数分割开两个集合

的像.

证明. 先证 R 情形. 任取 a ∈ A, b ∈ B, x0 = b− a, 考虑 C = A−B+ x0. 这是一个开凸集. 再考虑其确定的 Minkowski
泛函 p. 由前 [哪里?], 这是一个半范数. 由于 A,B 不交,x0 /∈ C, p(x0) ≥ 1.
由前 [哪里?], 可取 f ∈ E∗, f(x0) = p(x0), f ≤ p. 因此

1 > f(0) = f(a)− f(b) + f(x0) ≥ f(a)− f(b) + 1.

因此 f(a) ≤ f(b), sup f(A) ≤ inf f(B).
由 A,B 凸,f 线性, 因此 f(A), f(B) 凸, 即为 R 上区间. 最后通过证明 f(A) 是开的来完成证明.x ∈ A 则对足够小

的 t 有 x+ tx0 ∈ A. 而 f(x+ tx0) ∈ f(A), 随之 t 变化其构成一个小的开区间. 因此 f(A) 开.
对于开区间 f(A),f(a) < α = sup f(A) ≤ inf f(B), 得证.
C 情形下先将 E 看作 R-VS, 这样由上有实的 ϕ ∈ E∗ 符合条件. 然后再取相应的复线性 f = ϕ− iϕ(i·).

注 1. 第三段说明 TVS 中非零线性泛函都是开映射.

定理 1.13 (Hahn-Banach 严格隔离定理). T2 LCS E 中 A,B 非空凸且不交. 若 A 紧而 B 闭, 则

∃f ∈ E∗∃α, β ∈ R : sup<f(A) < α < β < inf<f(B).

本定理是前定理的加强, 使得两集合的像足够分离.

证明. 取 x ∈ A有 x ∈ Bc,由 Bc开可取邻域 x+V ⊂ Bc.TVS中可取 Ux ∈ N(0) : Ux+Ux ⊂ V ,故有 (x+Ux+Ux)∩B =

∅.
由 A 紧, 可取有限元素及其对应 Uk : A ⊂

⋃
(xk + Uk). 设 U =

⋂
Uk, 这是一个含原点的开凸集. 考虑开凸集

Ã = A+ U , 其中元素 ã = a+ u ∈ xk + Uk + U , 后者不交 B. 故 Ã 不交 B.
最后由前定理隔离 Ã 和 B, 有 <f(a) ≤ <f(ã) < r ≤ <f(b). 而 A 紧凸则 <f(A) 紧凸, 即有界闭区间 [r1, r2], 取

r2 < α < β < r 即可.

由上两定理有一系列推论. 以下均认为 E 是 T2 LCS.

命题 1.14. B 是平衡闭凸集,x0 ∈ Bc, 则有 f ∈ E∗, f(x0) > 1, sup
x∈B

|f(x)| ≤ 1.

证明. 取 A = {x0}, 运用定理1.13, 可以得到 (方向不是本质的)sup<f(B) < α < <f(x0). 取 g = f/α, 有

sup<g(B) < 1 < <g(x0) ≤ |g(x0)| = λg(x0)

考虑 h = λg, |h| = |g|, 有
sup |h|(B) = sup |g|(B) = sup<g(λB) = sup<g(B) < 1

最后一个等号是因为 B 平衡. 取 h 为所需函数即可.

命题 1.15. VS F ⊂ E, x0 ∈ E. 有 x0 ∈ F ⇐⇒ (∀f ∈ E∗ : f |F = 0 =⇒ f(x0) = 0).

证明. =⇒ 显然. ⇐= : 若否, 由上有 f(x0) > 1, sup |f |(F ) ≤ 1. 而 ∀x ∈ F : |f(x)| ≤ 1 可知 f |F = 0. 因此得证.

这一命题直接给出:
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命题 1.16. VS F ⊂ E.F = E ⇐⇒ ∀f ∈ E∗ : f |F = 0 =⇒ f = 0.

命题 1.17 (命题1.7的重新叙述). E∗ 可分点1

证明. F = span(x), 分类讨论 y. 若 y /∈ F 则存在 f ∈ E∗ 有 f(x) = 0 ∧ f(y) 6= 0(由反命题得到).

命题 1.18 (Mazur 定理). VS E, τ1, τ2 是其上 T2 拓扑, 且 (E, τ1), (E, τ2) 均为 LCS. 若 (E, τ1)
∗ = (E, τ2)

∗, 即对任意
线性 f : E → F, 其在两拓扑上的连续性等价. 则凸集 A ⊂ E 在两拓扑上的闭性等价.
本定理说明具有相同的连续线性泛函的 T2 LCS 拓扑具有相同的凸闭集.

证明. 若 A 仅在 τ1 中闭, 则 ∃x0 ∈ A
τ2 − A. 由定理1.13可得不等式. 而 f 在 τ2 下连续, 因此 sup<f(A) < α =⇒

<f(x0) ≤ α, 矛盾.

1.3 弱拓扑与弱 * 拓扑
F-VS E 上某些线性泛函2生成 VS F , 我们假设其可分点.{|f | : f ∈ F} 是 E 上可分点的半范数族, 其诱导拓扑

σ(E,F ).
由前 (7.2.6)[哪里?] 知 σ(E,F ) 是与 TVSE 相容且使 F 元素连续的最弱拓扑, 下证反向结论, 即 (E, σ(E,F ))∗ = F .

引理 1.19. F-VS E 上有有限个线性泛函 {fk}nk=1. 有等价命题:

f =
n∑

k=1

αkfk ⇐⇒ ∃C ≥ 0 : |f(x)| ≤ Cmax
k∈[n]

|fk(x)| ⇐⇒
⋂

k∈[n]

ker fk ⊂ ker f

证明. (1) =⇒ (2) =⇒ (3) 显然, 仅需证 (3) =⇒ (1).
考虑 G = {(f1(x), · · · , fn(x)) : x ∈ E} ⊂ Fn. 由线性性,G 是 VS. 再有 ϕ : G → F, (f1(x), · · · , fn(x)) 7→ f(x).

(f1(x), · · · , fn(x)) = (f1(x
′), · · · , fn(x′)) ⇐⇒ (f1(x − x′), · · · , fn(x − x′)) = 0 =⇒ x − x′ ∈

⋂
ker fk ⊂ ker f =⇒

f(x) = f(x′). 因此 ϕ 是映射. 显然其为线性. 由延拓定理 [哪里?] 可延拓其为线性泛函 ϕ̃ : (y1, · · · , yn) 7→
∑

αkyk. 因
此有 f(x) = ϕ̃|G(f1(x), · · · , fn(x)) =

∑
αkfk(x).

定理 1.20. (E, σ(E,F ))∗ = F . 即 f ∈ F ⇐⇒ E 上线性泛函 f 是 σ(E,F )-连续的.

证明. 由前 (7.2.6)[哪里?] 显然 F ⊂ (E, σ(E,F ))∗. 下证反向.
f ∈ (E, σ(E,F ))∗, 则由前 (7.2.9)[哪里?], 有 |f | ≤ Cmax |fk|, fk ∈ F . 由上即 f =

∑
αkfk ∈ F .

定义 2. E 上的弱拓扑指 σ(E,E∗).(E, σ(E,E∗)) 是 T2 LCS. 约定不写 σ(E,E∗)-, 而写作 w-.
∀x ∈ E 定义 x̂ : E∗ → F, f → f(x), 记 Ê = {x̂ : x ∈ E}. 定义 σ(E∗, Ê) 为 E∗ 上的弱 * 拓扑.σ(E∗, Ê) 是 T2 LCS.

约定不写 σ(E∗, Ê)-, 而写作 w*-.
E → Ê, x 7→ x̂ 是线性双射, 即 E 线性同构于 Ê. 可记 E = Ê, σ(E∗, Ê) = σ(E∗, E).
若 E 赋范, 则 Banach 空间 E∗ 上有范数拓扑 ‖·‖, 相对于 w*-拓扑, 称 ‖·‖ 为 E∗ 上强拓扑.

命题 1.21. 1. 由上定理,(E, σ(E,E∗))∗ = E∗, (E∗, σ(E∗, E))∗ = E.
2. 凸集 A ⊂ E 有 A = A

w.

例 1.1 (缓增广义函数). Schwartz 函数类 S(Rn) 上有半范数族
{
‖·‖α,β

}
α,β

, ‖f‖α,β = sup
x∈Rn

∣∣xαDβf(x)
∣∣ , α, β ∈ Nn.

S(Rn) 在此拓扑下是 LCS, 其对偶空间记为 S ′(Rn), 后者中元素为缓增广义函数. 下给出例子:

• Dirac 函数δa, a ∈ Rn:∀f ∈ S(Rn), δa(f) = f(a).
• Lg(f) =

∫
Rn

f(x)g(x)dx, f ∈ S(Rn). 容易验证 ∀p ∈ [1,∞]∀g ∈ Lp(Rn), Lg 是缓增广义函数.

最后我们来证明双极定理.
1即 ∀x, y ∈ E∃f ∈ E

∗
: x ̸= y =⇒ f(x) ̸= f(y).

2指 L(E, F)
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定义 3. T2 LCS E, A ⊂ E, 称 pol(A) = {x∗ ∈ E∗ : |x∗(x)| ≤ 1, ∀x ∈ A} 为 A 的极集.
相应的,B ⊂ E∗ 时, 称 pol(B) = {x ∈ E : |〈x∗, x〉| ≤ 1, ∀x∗ ∈ B} 为 B 的极集.
极集的极集记作 pol2(·).

命题 1.22. 考虑 A ⊂ E,B ⊂ E∗.

1. pol(A) 和 pol(B) 均是凸平衡的, 且分别是 w*-闭的和 w-闭的.
2. pol(·) 是单调递减的, 即 A1 ⊂ A2 =⇒ pol(A2) ⊂ pol(A2).

3. 记 A 的凸平衡包为 convba(A) =
{

n∑
k=1

λkxk : xk ∈ A, λk ∈ F,
n∑

k=1

|λk| ≤ 1

}
, 闭凸平衡包 ccb(A) = convba(A).

有 pol(ccb(A)) = pol(A).
4. 非零 λ ∈ F 有 pol(λA) = λ−1pol(A).
5. pol

(⋃
Ai

)
=

⋂
pol(Ai)

6. VS F ⊂ E, 则 pol(F ) = {x∗ ∈ E∗ : x∗|F = 0}, 称后者为 F 的零化子 F⊥. 并且 F⊥ 是 E∗ 的 w*-闭 VS.

证明. 1. 取 λx∗ + (1 − λ)y∗ 和 λx∗, 易证其为凸平衡的. ∀a ∈ A, â 是 w*-连续的, 因此 pol(A) =
⋂
a∈A

â−1(BF) 是

w*-闭的.
需要说明的是 â−1(BF) = {x∗ ∈ E∗ : |x∗(a)| ≤ 1}, 取交后即为定义.B 的情况同理.

2. 由 pol(A) =
⋂
a∈A

â−1(BF) 显然.

3. 显然 A ⊂ ccb(A), 下证 pol(A) ⊂ pol(ccb(A)). 注意到 ∀x ∈ convba(A) : x =
∑

λkxk, 取 x∗ ∈ pol(A),∣∣∣x∗
(∑

λkxk

)∣∣∣ ≤ ∑
|λk| |x∗(xk)| ≤ 1. 由 x 任意性且 x∗ 连续,x∗ ∈ pol(ccb(A)). 得证.

4,5,6. 易证.
最后可以注意到 pol(B) =

⋂
b∈B

b−1(BF) 及定义, 同理可证上述性质对 B 成立.

定理 1.23 (双极定理). T2 LCS E,A ⊂ E,B ⊂ E∗.

1. pol2(A) = A ⇐⇒ A 是 w-闭凸平衡的. 一般 pol2(A) = ccb(A).
2. pol2(B) = B ⇐⇒ B 是 w*-闭凸平衡的. 一般 pol2(B) = ccb(B).

证明. 仅证 (1). =⇒ 显然, 由上性质 3 得到.
⇐= : 显然 A ⊂ pol2(A), 这是因为 ∀a ∈ A∀x∗ ∈ pol(A) : |x∗(a)| ≤ 1.A 是闭凸平衡集, 任取 x ∈ Ac, 则由命

题1.14有 x∗ ∈ E∗ 满足条件. 条件给出 x∗ ∈ pol(A) 而 x /∈ pol2(A), 因此 pol2(A) ⊂ A.

2 符号表
LCS Locally Convex Space, 局部凸空间
T2 Hausdorff 空间, 即满足 ∀x, y∃O(x), O(y) : x 6= y =⇒ O(x) ∩O(y) = ∅.
TVS Topological Vector Space, 拓扑向量空间
VS Vector Space, 向量空间
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