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1 前置知识

注 3.1.12 (p43) 范数等价性与有限维向量空间.

1.1 收敛序列和连续映射

1.2 乘积拓扑

一族集合 {Ei}i∈I 的 Descartes 积
∏
i∈I

Ei 指的是, 元素 x : I 7→
⋃
i∈I

Ei, i 7→ xi ∈ Ei 的一族空间,x(i) = xi 为其坐标.

一族拓扑空间 {Ei}i∈I 的积 E =
∏
i∈I

Ei 的拓扑由基础开集生成, 基础开集即形如 O =
∏
j∈J

Oj ×
∏

i∈I−J

Ei 的集合, 其

中 J ⊂ I 有限且 Oj 为 Ej 中开集. 然而相反的,
∏
i∈I

Fi 是 E 中闭集, 其中 Fi 是 Oi 中闭集.

1. 乘积拓扑是使所有正规投影 πi : E → Ei, x 7→ xi 连续的最弱拓扑, 且每个 πi 都是开映射.
(若有使得正规投影连续的拓扑, 则 π−1

i (Ui) = Ui ×
∏

Ej 是开集, 因此其开集也由基础开集生成, 故乘积拓扑是最弱的. 另一方面,
开集 O 作为基础开集的并,x ∈ U ⊂ O 则 xi ∈ Ui ⊂ πi(O), 因此 πi(O) 开, 即 πi 是开映射.)

2. 在 E 中 xn → x 等价于在每个 Ei 中 xni → xi.
(To be continued...)

3. f : F → E 连续等价于 πi ◦ f 都是连续的.
4. 若每个 Ei 都是 T2 的, 则 E 也是.
5. (Тихонов 定理) 若每个 Ei 都是紧的, 则 E 也是.
6. 若每个 Ei 都是可度量的, 则 E 也是.

1.3 度量空间和 Cauchy 列

1.4 一致连续性及 Banach 不动点定理

1.5 度量空间的完备化

1.6 紧性

空间中的紧性有如下等价定义:

• 任意开覆盖可取出有限子覆盖.
• 若一族闭集中任意有限个的交非空, 则该族的交也非空.
• 若一族闭集的交为空, 则其中有有限个闭集的交为空.
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子空间的紧性类似定义.
紧性是一个非常强且实用的性质, 下面我们给出一些性质.

1. T2 E,F ⊂ E:F 紧 GGGBFGGG

E 紧
F 闭.

( =⇒ : 对每个 y ∈ F 用 T2 分离其与 x ∈ F c, 得到一系列 O(x) 和 O(y). 可取有限个 y 的邻域覆盖 F , 因此 F 外的点总有邻域 (取
对应有限个 O(y) 的 O(x) 的交) 不交 F , 故 F 闭. ⇐= : 用闭集的有限交性质.)
局部紧空间指的是每点有一个紧邻域的空间, 这是一个比紧弱的条件, 即紧 =⇒ 局部紧.

2. T2 局部紧空间中每点有紧邻域基.
(取点的一个开邻域 U 和所有闭邻域 V ,V − U 的交为空, 用有限闭性质可知有限个闭邻域的交在 U 中, 其交上该点的紧邻域, 可得
到一个紧邻域基.)

3. 连续映射保紧性.(即紧集在连续映射下的像紧.)(考虑紧的定义,f(E) ⊂
⋃

Ui.)
4. 紧空间 E 到 T2 空间的连续单射 f 可得到 f : E → f(E) 是同胚.(仅需证逆连续. 考虑紧集的像 (即逆的原像) 紧.)
5. 紧空间到 R 的连续函数在 R 上有界, 且可取到 sup 和 inf.
接下来证明十分重要的延拓定理:

6. (Урысон 引理) 局部紧 T2 空间 E 中有不交非空闭集 A,B, 且其中一个是紧的. 则有连续函数 f : E → [0, 1] 在 A

上取 0 而在 B 上取 1.
所有具有此定理性质的空间被称为正规空间. 当 E 可度量 (不必紧) 时可以直接考虑 f(x) =

d(x,A)

d(x,A) + d(x,B)
.

首先考虑引理:
7. 局部紧 T2 空间中的紧集 K 和开集 O 有 K ⊂ O, 则有开集 U 满足 K ⊂ U ⊂ U ⊂ O, 且 U 紧.

(首先在 K 中每个点的紧邻域中可取开邻域, 每个的闭包紧. 其可有限覆盖 K, 故取 V 为其有限并, 而由选取条件 V 紧.
接着证明 V ⊂ O. 对 y ∈ Oc 取其不交 K 的紧邻域的补 Wy ⊃ K, 因此有

⋂
y∈Oc

(Oc ∩ V ∩Wy) = ∅. 用紧集的有限交性质, 变形得到⋂
(V ∩Wi) ⊂ O. 令 U = V ∩

⋂
Wi 即可.)

我们定义紧集 A = A0 和开集 A1 = Bc. 反复运用此引理, 记得到的集合有 Am ⊂ Am+n
2

⊂ Am+n
2

⊂ An. 因此可得
D =

{
k · 2−n ∈ [0, 1] : k, n ∈ N

}
, 有开集族 {At}t∈D, 其中每个开集的闭包紧, 且 As ⊂ At 若 s < t.

然后我们定义 α(x) =


sup
x/∈As

s x /∈ A

0 x ∈ A

, β(x) =


inf

x∈At

t x /∈ B

1 x ∈ B
. 首先,x ∈ At − As 仅可能 t ≥ s. 另一方面, 若

α(x) < s < t < β(x), 则 x ∈ As −At, 矛盾于集族性质. 因此我们可以定义 f(x) = α(x) = β(x).其符合条件,下证其连续.
首先,λ ∈ D,x ∈ f−1((−∞, λ)) ⇐⇒ x ∈

⋃
t<λ

At,而 f−1(−∞, λ) =
⋃

λ<µ∈D

f−1(−∞, µ).同理,f−1((λ,+∞)) =
⋃
At

c.

因此 f 连续.
(To be continued...)
可分 预紧 完备

完备且预紧 闭

相对紧 紧

列紧 自列紧

E完备

E紧
E完备

E紧

2 赋范空间和连续线性映射

范数指的是 F-VS E 上的 p : E → R≥0 满足 1©正定性 p(x) = 0 ⇐⇒ x = 0; 2©正齐性 p(λx) = |λ| p(x), λ ∈ F; 3©次
可加性 (三角不等式)p(x + y) ≤ p(x) + p(y). 满足上述条件的 VS 被称为赋范空间, 用 d(x, y) = p(x − y) 作为度量来
诱导拓扑. 度量平移不变, 其上收敛默认为依范数收敛.
等价范数指的是同空间上两范数有 C1 ‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ C2 ‖x‖2.
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下面默认记 Fn(n ≤ ∞) 上的范数 ‖x‖p =

(
n∑

k=1

xpk

)1/p

, ‖x‖∞ = max
1≤k≤n

|xk|. 而 C[a, b] 上同样也有范数

‖f‖p =

(∫ b

a

|f(x)|p dx
)1/p

, ‖f‖∞ = max
x∈[a,b]

|f(x)|.

实际上我们还有对矩阵 A ∈Mn(F) 的范数 ‖A‖ = sup
x∈Fn,∥x∥≤1

‖Ax‖, 此处 ‖·‖ 不固定.

2.1 Banach 空间

Banach 空间指的是具有完备范数的赋范空间, 完备范数即范数诱导的距离完备.
1. 赋范空间完备 ⇐⇒ 绝对收敛则收敛.

( =⇒ : 级数部分和是 Cauchy 列; ⇐= :Cauchy 列子列两项差足够小, 得到绝对收敛级数, 因此子列收敛.)
2. 等价的范数分别导出的拓扑下, 空间 (拓扑) 的完备性等价, 子集的紧性也等价.

(因为 idE : (E, p) → (E, q) 是 Lipschitz 映射, 一致连续. 而 Cauchy 列在其作用下仍 Cauchy 列, 且连续保紧.)
3. 有限维 F-VS 的所有范数等价.

(由三角不等式 ‖x‖ ≤
(∑

‖ek‖
)
‖x‖∞. 另一方面,Φ : (x1, · · · , xn) 7→

∥∥∥∑xkek

∥∥∥ 扩展到 Fn 上, 在其 ‖·‖∞ 范数的单位球面上有极

小值 C1(由紧(Why?)), 因此 x = ‖x‖∞

∥∥∥∥ x

‖x‖∞

∥∥∥∥ ≥ C1 ‖x‖∞.)

4. 有限维赋范空间都完备, 且其上有界闭必紧.(Fn 完备,Φ 线性等距 (故一致连续), 因此 E 完备. 有界闭集的原像紧, 故紧.)
5. (Riesz) 赋范空间是有限维的 ⇐⇒ 闭单位球紧.

(首先证明引理: 赋范空间 E, 闭 VS F ( E, ∀ε∃e ∈ E : ‖e‖ = 1, d(e, F ) ≥ 1− ε. 即证任一点 f ∈ F : ‖e− f‖ ≥ 1− ε.
考虑 x /∈ F, d = (x, F ), y ∈ F, ‖x− y‖ ∈

[
d,

d

1− ε

]
. 令 e =

x− y

‖x− y‖ ,‖e− f‖ ≥ 1− ε

d
· d.

最后, 由 4 立得 =⇒ . ⇐= : 若否, 考虑序列 {xn} , ‖xn‖ = 1, d(xn, span(x1, · · · , xn−1)) ≥ 1 − ε. 其在闭球上且点点之间距离有下
界, 这是不可能紧的.)

2.2 连续线性映射

线性映射即 F-VS E,F 上满足 u(λx+ µy) = λu(x) + µu(y), λ, µ ∈ F, x, y ∈ E 的映射 u, 全体记作 L(E,F ).
首先我们给出最基础也是最重要的内容:

6. F-赋范空间 E,F ,u ∈ L(E,F ), 则 u(一致) 连续 ⇐⇒ ‖u(x)‖
‖x‖

有界 ⇐⇒ ‖u(x)‖ 在闭单位球或闭单位球面上有

界.
(仅证第一个 ⇐⇒ . =⇒ : u 在原点连续则在 rBE 上 ‖u(x)‖ ≤ 1, 因此 u

(
r

x

‖x‖

)
≤ 1, x ∈ E,

‖u(x)‖
‖x‖ ≤ 1

r
. ⇐= : 由 u 是 Lipschitz

映射.)

因此我们定义 ‖u‖ = sup
x∈E−{0}

‖u(x)‖
‖x‖

= sup
0<∥x∥≤1

‖u(x)‖
‖x‖

= sup
∥x∥=1

‖u(x)‖
‖x‖

, 以及线性映射的有界性和连续性等价. 因

此我们也定义全体连续线性函数 (或有界线性函数) 为 B(E,F ). 实际上所谓的 “有界” 指的是其在闭单位球上有界, 而
不是全空间.
我们定义 E 的对偶空间 E∗ = B(E,F), 且:

7. 赋范 E,F 且 F 完备则 B(E,F ) 是 Banach 空间.
因此对偶空间是 Banach 空间.

8. 有限维赋范空间 E 到赋范空间 F 的线性映射均连续, 即 L(E,F ) = B(E,F ).(每个 u(x) 的范数 ≤ C ‖x‖)
9. ‖v ◦ u‖ ≤ ‖v‖ ‖u‖

10. Banach 空间 E,F , 其中 G = E, 则 u ∈ B(G,F ) 可唯一保范连续延拓为 ũ ∈ B(E,F ).
11. E 是 Banach 空间, 对 u ∈ BB(E), 有 idE − u 可逆.(用绝对收敛.)

2.3 Lp 空间

首先规定泛函 f 本性有界即 ∃M : |f | a.e. < M , 则其本性上确界 ‖f‖∞ = inf
|f | a.e.≤M

M .
我们给出一系列不等式:
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Young 不等式 x, y ∈ [0,∞) , α, β ∈ (0, 1), α+ β = 1, 则 xy ≤ αx1/α + βy1/β.(换元, 对 ex 用 Jensen 不等式.)

Hölder 不等式 p, q ∈ (0,∞] ,
1

r
=

1

p
+

1

q
.f ∈ Lp(Ω), g ∈ Lq(Ω), 则 fg ∈ Lr(Ω) 且 ‖fg‖r ≤ ‖f‖p ‖g‖q.

(pq = ∞ 易证.pq < ∞ 则先对 ‖fg‖rr 用 Young 不等式, 再证 f 和 g 范数 ≤ 1 的情形, 最后对一般函数规范化代入.)

Minkowski 不等式 p ∈ (0,∞] , f, g ∈ Lp(Ω), 有

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p , p ∈ [1,∞]

‖f + g‖pp ≤ ‖f‖pp + ‖g‖pp , p ∈ (0, 1)

(先分别估计出 |f + g|p ≤ C(|f |p + |g|p) 得到后者, 再考虑前者情况,‖f + g‖pp 分拆一项再用 Hölder 不等式 (r = 1), 最后两端消去.)

接着我们给出一个重要的内容:
12. p ∈ (0,∞] 时 Lp(Ω) 完备.

(大致思路: 对 Cauchy 列取子列控制其项差 fnk+1 − fnk 为绝对收敛级数, 再证项差级数收敛.
由于 Lp(Ω) 中元素可以相差一个零测集, 而 p = ∞ 时所有子列中函数的本性上确界无法控制的区域之并也是零测的, 故没有关系.
对于 p 6= ∞, 首先, 项差级数的 ‖·‖p(p ∈ (0, 1) 则为 ‖·‖pp) 有限, 故项差级数的绝对值和 a.e. 有限 (即 a.e. 绝对收敛).
然后定义 f 为项差级数的和 (零测的无限部分取 0), 其 p 范数由上有限, 且 f − fnk 的范数可由绝对收敛级数控制为 0, 因此收敛于
Lp(Ω) 中.)
我们也可以定义离散情形下的 Lp 空间. 范数同理定义, 测度可在离散情况下适当取. 如都为 1 则为计数测度, 记为

`p. 显然有一个线性等距同构, 从 `p 到任意离散的 Lp 空间,(除上测度的 1

p
次幂.) 而离散集合有限时,`pn = Fn.

另外可以定义可分空间: 有可数 (card = ℵ0) 的稠密子集的空间. 实际上 `p 和 Lp(a, b) 在 p ∈ (1,∞] 时是可分的, 而
p = ∞ 不可分.(To be continued...)

最后我们证明关于 Lp 空间重要的结论:
13. p ∈ (0,∞) 时可积 (L1) 简单函数族稠密于 Lp(Ω).

(每个 Lp 函数拆成 (实/复的) 正/负部,)

3 Hilbert 空间

3.1 投影算子

3.2 对偶和共轭

3.3 正交基

4 连续函数空间

4.1 等度连续和 Ascoli 定理

我们考虑 C(K,E) 的子集 H, 其中 K 是拓扑空间而 (E, d) 是度量空间. 我们定义 H 在 x0 处等度连续, 若有 K

中 x0 的邻域, 使得其中所有 H 的元素 f , 其与 f(x0) 的距离充分小. 换言之即

∀ε∃O(x0)∀x ∈ O(x0)∀f ∈ H : d(f(x), f(x0)) < ε.

若 K 也是度量空间, 我们定义 H 在 K 上一致等度连续, 若 ∀ε∃δ∀f ∈ H : dK(x, y) < δ =⇒ dE(f(x), f(y)) < ε.
我们有如下性质:

1. H = {f} 是单点集时 H(一致) 等度连续 ⇐⇒ f(一致) 连续.
2. C(K,E) 中有限子集均等度连续. 换言之, 等度连续集加上或去掉一个 C(K,E) 中的有限子集仍等度连续.
3. 一致等度连续 =⇒ 等度连续.
4. 以常数为阶的 Hölder 函数族等度连续. 特别的,Lipschitz 函数族等度连续.
5. H = {fn} 是 C(K,E) 中一列函数, 若其一致收敛于 C(K,E) 中, 则 H 等度连续.

(由 f 连续性和一致收敛定义, 对充分大的 fn,d(fn(x), fn(x0)) < 3ε.)
我们有如下定理:
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6. 紧度量空间 K 和度量空间 E,H ⊂ C(K,E), 则 H 一致等度连续和等度连续等价.
这是紧集上一致连续和连续等价的推广.(等度连续时可取 K 上有限个小邻域控制 E 上像的距离.)

7. 紧 Hausdorff 空间 K 和度量空间 E,{fn} ⊂ C(K,E) 等度连续.fn 逐点收敛于 f , 则 f 连续, 且 fn 一致收敛于 f .
这表明了等度连续集的强大, 能说明逐点收敛的函数一定是连续的, 而且一致收敛.
(可以用等度连续和逐点收敛控制 f 像点距离充分小, 故连续. 再用等度连续中的小邻域有限覆盖 K, 可以在每处控制 fn 和 f 像点

距离充分小, 故一致收敛.)
8. 紧 Hausdorff 空间 K 和度量空间 E, 定义 C(K,E) 上的距离 d∞(f, g) = sup

x∈K
d(f(x), g(x)).

(1) 依距离收敛 ⇐⇒ 一致收敛;(2)E 完备 =⇒ C(K,E) 完备;(3)d 由 ‖·‖ 诱导, 则 d∞ 由 sup
x∈K

‖f(x)‖ 诱导.
((1) 和 (3) 显然. 对于 (2), 对 Cauchy 列函数可以取逐点极限, 然后对 d(fn(x), fm(x)) < ε 取极限, 得到一致收敛, 故也连续, 故
C(K,E) 完备.K 不紧时 d∞ 可能不有界.)

9. (Arzela-Ascoli 定理) 紧 Hausdorff 空间 K 和度量空间 (E, d),H ⊂ C(K,E), 则 H 在 C(K,E) 中相对紧等价于
(1)H 等度连续;(2)∀x ∈ K : H(x) = {f(x) : f ∈ H} ⊂ E 相对紧.

证明. =⇒ (1):首先由度量空间的紧性,可以取 ε-球有限覆盖 H.对球心 fk 和 f ∈ H可以考虑 f(x) ∼ fk(x) ∼ fk(y) ∼
f(y) 中每个距离 < ε, 得到 H 等度连续.

=⇒ (2):Φx : f 7→ f(x) 连续, 故 Φx(H) 紧. 另一方面, 取 a ∈ Φx(H) 可用一列 Φx(H) 中元素逼近, 而此列相应的
函列在 H 中, 其一致收敛于 H 中, 因此 a ∈ Φx(H),H(x) = Φx(H) ⊂ Φx(H) 紧.

⇐= :(1)(H, d∞) 完备且 (2)H 预紧 =⇒ H 相对紧.
⇐= (1): 取 Cauchy 列, 每个元素 fn 取足够近的 H 中元素 gn, 后者也成 Cauchy 列. 由 H(x) 相对紧, 可对两者

取逐点收敛极限函数. 而 gn 等度连续, 故极限函数连续, 在 H 中, 而这也是 fn 的极限.
⇐= (2): 用 H 等度连续中的所有 K 中邻域有限覆盖 K, 记邻域中心为 {xi}ni=1. 再用 ε-球有限覆盖

⋃
H(xi), 记

球心之并为 Y = {yi}mi=1 ⊂ E. 对 z ∈ Y n 定义 Bz =

f ∈ C(K,E) : sup
i∈[n]
x∈Oi

d(f(x), zi) < 2ε

, 这样的球仅有有限个. 在

同一个球中的元素距离 < 4ε, 故球直径也是. 下仅需证 Bz 覆盖 H 即可说明预紧性.
注意到对 f ∈ H,f(xi) 在一个 zi 中心的 ε-球中, 故 f(x) ∼ f(xi) ∼ zi. 由 i 和 x 任意性,f ∈ Bz, 因此得证.

10. K 是局部紧 Hausdorff 空间,H ⊂ C(K,Fn). 则 H 在 C(K,Fn) 中相对紧 ⇐⇒ H 等度连续且一致有界.
11. Ω 是 Fn 中开集,{fn} ⊂ C(Ω,Fn). 若 {fn} 在 Ω 中任意紧集上等度连续且 {fn} 一致有界, 则 {fn} 有子列在 Ω 中
任意紧集上一致收敛.
(取紧集 Kp =

{
x ∈ Ω : d(x,Fn − Ω) ≥ 1

p

}
∩ pB,Ω =

⋃
Kp. 由题设和 Ascoli 定理,{fn} 在 C(Kp,Fn) 上相对紧 (即列紧), 故有

子列 fp
n(一致) 收敛. 我们取 fn

n 在每个紧集上都一致收敛.)
12. (Montel 定理)Ω ⊂ C 开,{fn} ⊂ H(Ω). 若在 Ω 中任意紧集上 {fn} 一致有界, 则 {fn} 有子列在 Ω 中任意紧集上
收敛到全纯函数.
(对 fn(z)− fn(z0) 作 Cauchy 积分公式展开, 在半径 r 的圆盘边界积分, 并估模, 限制 z, z0 在同心半径 r/2 圆盘内, 得到∣∣∣∣fn(z)− fn(z0)

z − z0

∣∣∣∣ ≤ 4

r
sup
n≥1

z∈B(z′,r)

|f(z)|, 因此说明这是一个 Lipschitz 函列, 故等度连续. 由 Ascoli 定理得证.)

4.2 Stone-Weierstrass 定理

紧 Hausdorff 空间 K,A ⊂ C(K,F). 我们有:

• 称 A 是 C(K,F) 的子代数
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5 Baire 定理及其应用

5.1 Baire 空间

5.2 Banach-Steinhaus 定理

5.3 开映射和闭图像定理

6 拓扑向量空间

6.1 半赋范空间

6.2 局部凸空间

7 Hahn-Banach 定理, 弱拓扑与弱 * 拓扑
感觉实际上那种看书看一半然后一个一个整理定理的行为是相当容易滑落为抄书的, 因此我觉得我需要好好想想

怎么把书读薄而不是继续抄书.我现在想看完一节之后不去补全定理,而是去叙述这一节作者干了什么.说实在的,应当
训练自己对本质的刻画.
看完这一章后我依然有问题:Hahn-Banach 定理有两种形式并分别作为两个定理来证明的, 那么是什么使得它们成

为一个定理——被联系起来?

7.1 Hahn-Banach 定理: 分析形式

这一节即 Hahn-Banach 延拓定理及其推论. 延拓定理就是说, 如果有子空间的连续线性泛函, 其 ≤ 一个次线性泛
函/半范数, 那么它就能延拓到全空间. 大致思路是:

延拓到多一个维度的空间→延拓到全空间(R) →替换次线性泛函为半范数→延拓到全空间(C)

第二个 → 需要 Zorn 引理, 最后一个 → 需要建立 C 线性和 R 线性泛函的对应关系.
接着有一系列推论. 由于一开始讨论的空间都是单纯的 VS, 没有涉及拓扑性质 (尤其是连续性). 接下来会在 TVS

和 LCS 上进行讨论, 默认是 TVS. 推论大致有
1. 子空间中 ≤ 连续半范数的线性泛函可以连续延拓
2. LCS 上连续线性泛函都可以连续延拓 ((取 LCS 中的 C max pi 过渡))
3. 能取一个连续线性泛函 ≤ 某一半范数且在给定点相等.
4. LCS 的对偶空间可分点.(用上性质, 半范数族可分点 (在某点非零)(Why?), 对应点相等的也非零.)
5. VS 中连续泛函可保范连续延拓.(比较范数大小, 注意到 ‖f‖ ‖x‖ 是半范数)
6. 可以联系起范数与连续线性泛函的范数, 即 ‖x‖ = sup

∥f∥≤1

|f(x)| 且可取到相应 f .(由上.)

7. 对某点 x, 可以取范数 1 的连续线性泛函, 使在该点的取值为 ‖x‖.
8. 对某点 x, 可以取范数 1 且在闭 VS 上取 0 的连续线性泛函, 在该点取值 d(x, F ).

7.2 Hahn-Banach 定理: 几何形式

本节的中心即 Hahn-Banach(严格) 隔离定理, 即 TVS 中凸集在某 f ∈ E∗,Re f 下的像是区间, 且对两不交凸集有

• 隔离定理: 若其中一个开, 则有 Re f(a) < α ≤ Re f(b) 的关系. 也就是说, 两者的像不交, 但闭包可能交.
• 严格隔离定理: 若其中一个紧而另一个闭, 则有 Re f(a) < α < β < Re f(b) 的关系. 也就是说, 两者的像不交, 闭
包也不.

另外其顺便说明了 TVS 中非零线性泛函都是开映射.
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这一定理实际上说明了在什么条件下, 集合的像集能被足够分离. 换个思路来说, 在原空间 (此 TVS) 中, 两集合被
(Re f)−1(α)

“分开” 的条件. 至少说明了在某些条件下一定有可以分开两者的超平面 (codim(Re f)−1(α) = 1).
书上证明的思路其实并不相同:

• 隔离定理: 首先证明 Re f(a) ≤ Re f(b). 考虑 A− B + (b− a) 的 Minkowski 泛函, 得到使得 p(b− a) ≥ 1 > p(0)

的半范数. 然后取 ≤ p 的连续线性泛函 f , 最终可以得证. 由于像集凸, 其都是区间. 最后可以证明 Re f(A) 开. 考
虑 R 上性质即可.

• 严格隔离定理:A 紧 B 闭, 对 A 中点取其符合条件的足够小邻域, 用有限个覆盖 A, 再取这些邻域 (中心移动到 0)
的交 U . 可以证明 A+ U 在条件 x+ U + U 不交 B 时也不交 B. 最后由上隔离 A+ U 和 B, 再由区间性质得证.

思路太长了, 需要改.
它们也有一系列推论, 下默认空间是 T2 LCS.

9. 可以隔离平衡闭凸集与其外一点, 且可以控制凸集像的模 ≤ 1, 但 f(x0) ∈ R 且 > 1.
(得到不等式后不断操作所给函数来控制, 注意到 |z| = λz.)

10. 使某 VS 取 0 的连续线性泛函都在某点取 0, 则该点属于此 VS 的闭包,(由上.) 反之显然. 换言之,F =
⋂

f∈E∗
F⊂ker f

ker f .

(x0 ∈ F ⇐⇒ (∀f ∈ E∗ : f |F = 0 =⇒ f(x0) = 0) .)
因此, 若使某 VS 取值为 0 的连续线性泛函都是 0, 则该 VS 稠密.(E = F ⇐⇒ ∀f ∈ E∗ : f |F = 0 ⇐⇒ f = 0.)
也可以由此证明推论 8.1.4.

11. (Mazur 定理) 两个 T2 LCS 拓扑上线性泛函的连续性若等价, 则两拓扑中凸集的闭性等价.(隔离 x ∈ A
τ2 − A

τ1 和

A
τ1 .)
但需要注意的是, 一个拓扑中的凸开集不一定是另一个中的开集.

7.3 二次对偶空间, 弱拓扑与弱 * 拓扑

可以作 E 到其二次对偶空间 E∗∗ 的等距嵌入:x 7→ (B : (x, f) 7→ f(x)). 由推论 8.1.7. 易证这是等距的.
取符合条件的 A ⊂ E∗, F = span(A), 有可分点半范数族 |f | : f ∈ F . 由上 [哪里?], 记 σ(E,F ) 是与 E 的 TVS 结

构相容, 且使 F 连续的最弱拓扑. 首先有
12. (E, σ(E,F ))∗ = F .

(首先证明引理: 对给定有限个线性泛函,(1) 某线性泛函 f 是其线性组合 f =
∑

αkfk 等价于 (2)|f | ≤ C max |fk|, 而这需要借助
(3)

⋂
ker fk ⊂ ker f . 显然 (1) =⇒ (2) =⇒ (3), 而 (3) =⇒ (1) 可以考虑 (f1, · · · , fn)(x) 7→ f(x), x ∈ E.(3) 保证了这是一个映

射, 且线性.f 可以延拓到 Fn 上作为线性加和, 因此最终 f(x) 是 fk(x) 的线性组合.
接下来, 由于 σ(E,F ) 保证 F 连续, 因此 F ⊂ (E, σ(E,F ))∗. 而后者中的泛函一定有半范数 {fk} 控制, 即 |f | ≤ Cmax |fk|(见半范
数章节), 故 f =

∑
αkfk ∈ F , 得证.)

我们定义:

• E 上弱拓扑即 σ(E,E∗), 记为 w-.
• 记 Ê = {x̂ : f 7→ f(x) : x ∈ E},E∗ 上的弱 * 拓扑即 σ(E∗, Ê) = σ(E∗, E), 这是因为 x 7→ x̂ 是线性同构. 其记为
w*-.

• E 赋范时 Banach 空间 E∗ 上有强拓扑 (即范数拓扑)(‖·‖), 其强于强拓扑, 再强于弱 * 拓扑. 即 ‖·‖ ≥ w-≥ w*-.

其有一定性质:
13. (E, σ(E,E∗))∗ = E∗, (E∗, σ(E∗, E))∗ = E.
14. 对凸集, 闭性等价于 w-闭, 即 A = A

w.(由 Mazur 定理.)

7.4 双极定理

最后我们来证明双极定理. 对 A ⊂ E

B ⊂ E∗ 记极集 pol
(
A

B

)
=

{
f ∈ E∗

x ∈ E
: |f(x)| ≤ 1,

∀x ∈ A

∀f ∈ B

}
.

书上以列举性质的形式表明了双极定理的实际证明思路, 下列举之, 以 A ⊂ E 为例但相应的对 B ⊂ E∗ 也成立.

8



1. 极集是凸平衡的, 且是 w(*)-闭的.
2. pol(·) 是单调递减的.

3. A 的凸平衡包 convba(A) =
{

n∑
k=1

λkxk : xk ∈ A, λk ∈ F,
∑

|λk| ≤ 1

}
, 闭凸平衡包 ccb(A) = convba(A).

有 pol(A) = (ccb(A)).
4. pol(λA) = λ−1pol(A).pol

(⋃
Ai

)
=
⋂

Ai.
5. 若 VS F ⊂ E,F ◦ = {x∗ ∈ E∗ : x∗|F = 0}, 称之为 F 的零化子空间, 且这是 E∗ 的 w*-闭 VS.

其中需要注意到 pol(A) =
⋂
a∈A

â−1(BF), pol(B) =
⋂
b∈B

b−1(BF). 性质 1,3 需用定义, 其中性质 3 需要说明极集中元素符

合 ccb(A) 的极集的定义.
双极定理就是说, 集合的极集的极集 (即双极) 等于自身, 等价于这是一个 w(*)-闭凸平衡集. 一般集合的双极都等

于其 ccb.
在上述性质下定理是容易证明的.(To be continued...)

8 Banach 空间的对偶理论
本章中 E 默认为赋范空间, 由于存在 ϕ : E → Ê, x 7→ x̂(即 〈x̂, f〉 = 〈f, x〉) 的线性等距同构, 可以认为两者相等,

并认为此映射是 E → E∗∗ 的自然嵌入.

8.1 共轭算子

首先我们对 u ∈ B(E,F ) 定义其共轭算子 u∗ ∈ B(F ∗, E∗) : f∗ 7→ f∗ ◦ u, 且两者范数相等. 这也导出了其一个性
质:〈u∗(f∗), x〉 = 〈f∗, u(x)〉.

(这个定义是良好的. 首先 f∗ ◦ u 线性连续, 且 ‖u∗(f∗)‖ ≤ ‖f∗‖ ‖u‖, 因此 u∗ 也是. 而且每个算子的共轭是唯一的, 易证. 最后,
‖u∗‖ = sup

∥f∗∥≤1

sup
∥x∥≤1

|f∗ ◦ u(x)| = sup
∥x∥≤1

‖u(x)‖ = ‖u‖.)

容易看出:(u ◦ v)∗ = v∗ ◦ u∗.
因此我们得到一个 B(E,F ) ↪→ B(F ∗, E∗) 的线性等距嵌入, 当然不一定是满的. 若 F 不完备, 则必不满.
下面我们给两个例子:

• `n2 =

{
(x1, · · · , xn) :

n∑
k=1

|xk|2 <∞, xk ∈ C

}
, u ∈ B(`n2 ), u(x) =

{
n∑

j=1

aijxj

}
i∈[n]

.(To be continued...)

• 若 VS F ⊂ VS E,ι : F → E, x 7→ x, 则 ι∗ 有 〈ι∗(e∗), x〉 = 〈e∗, x〉, 因此 ι∗(e∗) = e∗|F . 若 E = F, id∗
E = idE∗ .

我们给出共轭算子关于同构的一个性质:
1. u ∈ B(E)F ,u 同构 GGGBFGGG

E 完备
u∗ 同构, 且 (u∗)−1= (u−1)∗.

( =⇒ : 由于 u 与其逆的左右乘为 id, 取共轭后可知 (u−1)∗ 是 u∗ 的逆.
⇐= : 首先证明 u 是等距单射.u∗∗ 也是等距同构, 因此 C1 ‖x∗∗‖ ≤ ‖u∗∗(x∗∗)‖ ≤ C2 ‖x∗∗‖, 这是关于算子范数的上下界. 考虑将
x∗∗ 限制在 E 上, 取 f∗ ∈ F ∗, 反复运用共轭算子的上述公式, 得到 〈u∗∗(x̂), f∗〉 =

〈
û(x), f∗

〉
.(Why?)因此可以认为 u∗∗(x) =

u(x), u∗∗|E=u, 故有 C1 ‖x‖ ≤ ‖u(x)‖ ≤ C2 ‖x‖, 这保证了双连续, 即 E 和 u(E) 通过 u 同构.
其次 u 满. 取 f∗|u(E) = 0, 则对 x ∈ E, 〈u∗(f∗), x〉 = 〈f∗, u(x)〉 = 0. 又 u 单,f∗ = 0. 而因 u(E) 同构于完备空间, 其闭, 最终由性
质 7.8 得到 u(E) = F .)

这个思路非常特别,但说明同构可以先说明其等距再说明满是一个通用的技巧.对于前者,我们运用了范数的不等式,形
似等价范数, 这也说明了范数拓扑下的同构说明在像空间得到了原空间的等价范数. 而等距同构意味着不仅等价, 而且
相同. 最后得到满是在闭的前提下用了隔离定理的一个性质, 可以说明有一些点是在稠密的范围 (闭包) 内的.

8.2 子空间和商空间的对偶

本节认为闭 VS F ⊂ VS E, 且定义商空间上的范数 ‖x̃‖ = inf
y∈F

‖x+ y‖. 闭保证了正定性, 即 ‖x̃‖ = 0 时有

x+ yn → 0, yn ∈ F , 而闭保证了 −yn → x ∈ F .
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我们首先考虑 VS F ⊂ E 的零化子空间 F⊥ ⊂ E∗ 和 VS G ⊂ E∗ 的预零化子空间 G⊥ ⊂ E. 实际上这就是闭 VS
的极集, 因此我们可以说零化子空间的预零化子空间是 (w-) 闭的, 而预零化子空间的零化子空间是 w*-闭的. 也因此运
用双极定理得到推论 (F⊥)⊥ = F, (G⊥)

⊥ = G.
因此我们可以得到以下性质: 对 u ∈ B(E,F ), 其中 E,F 赋范, 有

2. keru∗ = u(E)⊥, keru = u∗(F ∗)⊥.
3. (keru∗)⊥ = u(E), (keru)⊥ = u∗(F ∗)

w∗

.
4. u∗ 单 ⇐⇒ u(E) = F, u 单 ⇐⇒ u∗(F ∗)

w∗

= E∗.
不难证第一条 (验证定义, 用共轭算子的定义性质), 第二条是其自然推论, 第三条是第二条的自然推论.

其次我们考虑商映射 π : E → E/F 的共轭, 可以证明 ‖π‖ = 1(用 ε 和一些序列逼近另一个方向), 因此 ‖π∗‖ = 1.
限制其到达域在 F 的零化子空间上, 得到 ν : f 7→ f ◦ π. 另一方面, 可以定义 σ : E∗/F⊥ → F ∗, ϕ̃ 7→ ϕ|F . 可
以证明这是一个合理的定义, 而且线性. 这也说明了在 E∗ 上不区分 F⊥ 部分的映射, 在 F 上的表现都是一样的. 最
后,|σ(ϕ̃)(x)| ≤ ‖ϕ‖ ‖x‖ 可以得到 ‖σ(ϕ̃)‖ ≤ ‖ϕ̃‖, 即 σ 连续.
我们通过这两个映射可以得到此节两个最重要的性质:

5. (E/F )∗ ∼= F⊥, E∗/F⊥ ∼= F ∗, 且均为等距同构.
两者思路都是先证明等距 (因此单射) 再证明满.

• 对前者而言, 等距是自然的.(我们也可以认为商映射的范数 ≤ 1, 另一方面 |φ(x̃)| ≤ ‖ν(φ)(x)‖, 综合起来即可.) 其次考虑对
F⊥ 元素 f 考虑 ϕ : x̃ 7→ f(x), 此定义合理, 线性, 且 f = ϕ ◦ π = ν(ϕ), 故满.

• 等距: 保范连续延拓 σ(ϕ̃) = ϕ|F 到 E 上得到 ϕ′, 其在 F 上与 ϕ 表现一致. 这是因为 ‖ϕ̃‖ 需要和 E∗ 的元素比
较. 最后由 ‖ϕ|F‖ = ‖σ(ϕ̃)‖ 得到反向不等式, 故等距; 满: 对任意 F ∗ 元素, 延拓之再商 F⊥, 此即原像.

8.3 自反性

自反空间即在自然嵌入 ιE : x 7→ x̂ 下 E = E∗∗ 的空间. 更准确地说, 是 Ê = E∗∗. 换言之, 自然嵌入是满射.
在此节, 我们首先给出自反空间的性质, 然后给出例子.

6. 自反空间是 Banach 空间.(显然)
7. Banach 空间是自反空间 ⇐⇒ 其对偶空间自反.

( =⇒ :仅需说明 E∗ = E∗∗∗,显然. ⇐= :E∗ = E∗∗∗ 中为 0的泛函导出 φ|E = 0 =⇒ φ|E∗∗ = 0,再由于 E 完备故闭,有 E = E∗∗.)
8. 对同构的赋范空间, 其自反性等价.(考虑 u∗∗|E = u, 若 u 同构则 u∗∗ 也是. 根据此二条件导出结论.)
9. 自反空间 E 的闭 VS F 和商空间 E/F 都是自反的.
我们在此最麻烦的定理便是最后一条, 因为我们不止需要证明等距同构, 更需要证明同构映射即为自然嵌入.
首先我们注意到, 在自反空间中对任何闭 VS F ⊂ E∗,(在自然嵌入意义下)F⊥

ιE |F⊥→ F⊥, x 7→ x̂ 是等距同构,(可以直
接验证定义, 再考虑自然嵌入.) 因此可以认为 F⊥ = F⊥, 闭 VSF ⊂ E 有 F = F⊥⊥.
然后我们给出同构:

E/F = E/(F⊥)⊥ ∼= E∗∗/F⊥⊥ ∼= (F⊥)∗ ∼= (E/F )∗∗, F = F⊥⊥ ∼= (E∗/F⊥)∗ ∼= F ∗∗

最后可以分别考虑映射:

• E/F
ρ→ E∗∗/F⊥⊥ σ1→ (F⊥)∗

ν∗
1→ (E/F )∗∗, 即需证明 ν∗1 ◦ σ1 ◦ ρ1 = ιE/F . 其中定义 ρ : x̃ 7→ ˜̂x.

首先 ρ 的定义是合理的:x̃1 = x̃2 时 x = x1 − x2 ∈ F ,x̂|F⊥ : f 7→ f(x) = 0, 因此 x̂ ∈ F⊥⊥, 即 ρ(x1) = ρ(x2). 其次
ρ 是同构. 首先

∥∥∥˜̂x∥∥∥ = inf
ŷ∈F⊥⊥

∥∥∥x̂+ y
∥∥∥ = inf

y∈F
‖x+ y‖ = ‖x̃‖, 故等距. 其次可以验证逆 x̂+ F⊥⊥ 7→ x+ F 为一个映

射, 故双.
取 ˜̂x ∈ E∗∗/F⊥⊥, ϕ ∈ (E/F )∗,

〈
ν∗1 ◦ σ1(˜̂x), ϕ〉 =

〈
σ1(˜̂x), ν1(ϕ)〉 = 〈x̂|F⊥ , ϕ ◦ π〉 = 〈ϕ ◦ π, x〉 = 〈ϕ, x̃〉. 因此可知

ν∗1 ◦ σ1(˜̂x) = ̂̃x, 因此 (ν∗1 ◦ σ1) ◦ ρ1 : x̃ 7→ ˜̂x 7→ ̂̃x 即为自然嵌入 ιE/F .
• F

ιF→ F⊥⊥ ν−1
2→ (E∗/F⊥)∗

(σ∗
2 )

−1

→ F ∗∗, 即证 (σ∗
2)

−1◦ ν−1
2 ◦ ιF = ιF .

取 x̂ ∈ F⊥⊥, ϕ = ν−1
2 (x̂), ψ = (σ∗

2)
−1(ϕ), 再取 f ∈ F ∗, 有

〈
(σ∗

2)
−1◦ ν−1

2 (x̂), f
〉
=
〈
(σ−1

2 )∗ ◦ ϕ, f
〉
=
〈
ϕ, σ−1

2 (f)
〉
=〈

ϕ, f̃
〉
. 而 ϕ ◦ πF⊥ = x̂ : f 7→ f(x), 即 ϕ : f̃ 7→ f(x). 因此 〈ψ, f〉 =

〈
ϕ, f̃

〉
= f(x), 因此 x̂ = ψ : f 7→ f(x), 得证.
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8.4 弱 * 紧性

本节大致叙述了三个定理:
1. (Alaoglu 定理)E∗ 的闭单位球是弱 * 紧的.
2. (Goldstine 定理)E 的单位球在 E∗∗ 的闭单位球中弱 * 稠密.
3. (Banach 定理)E 自反 ⇐⇒ 其闭单位球弱紧.
这一节基本说明了三个拓扑 (范数拓扑, 弱拓扑和弱 * 拓扑) 在紧性上的差别. 即:

• E∗ 闭单位球紧 ⇐⇒ E 有限维
• E∗ 闭单位球弱紧 ⇐⇒ E 自反
• E∗ 闭单位球总弱 * 紧

8.5 Lp 空间的对偶空间

本节给出了一个重要结论:Lp(Ω)∗ = Lq(Ω), 其中 p ∈ [1,∞) ,
1

p
+

1

q
= 1, 且 Ω 的测度 µ 是 σ-有限的.

证明思路即为说明 J : Lq → (Lp)∗, g 7→ ϕg, ϕg : f 7→
∫
Ω

fgdµ 是一个等距同构.
首先说明 J 是线性等距的,(‖J(g)‖ ≤ ‖g‖ 可证, 反向需讨论 p > 1 和 p = 1 并构造 f .) 然后最重要的部分即为证

明其为满射, 即给定 ϕ 寻找 g.

• p ∈ [1, 2) , µ 有限:L2 嵌入 Lp, 再用 Hilbert 空间上的 Riesz 表示定理给出对 f ∈ L2 ⊂ Lp 存在 g 满足
∣∣∣∣∫ fg

∣∣∣∣ ≤
‖ϕ‖ ‖f‖p. 再如上讨论 p, 分别构造集族 An 和 fn 使 ‖g‖q 有限且 ϕ(f) =

∫
fg.

• p ∈ [1, 2) , µ σ-有限: 可取有限可测集列 {Ωn}, 并为 Ω, 由上可得到 {gn}, 取 g =
∑

gn1Ωn
. 如上分类讨论 p, 再如

上构造支撑在有限个集合上的 fn 使 ‖g‖q 有限且 g 满足条件.
• p = 2: 由 L2(Ω) 是 Hilbert 空间可由证明过程知 L2 = (L2)∗.
• p ∈ (2,∞): 首先证明此时任意 Lp 空间是自反的.

(仅需证明 B(Lp)∗∗ ⊂ BLp , 考虑 ‖x∗∗‖ = 1 有 BLp 中序列 xn 依范数趋于 x∗∗ 即可. 考虑在弱 * 条件下收敛的序列, 其若不范数收
敛则有子项项差 ≥ ε. 另外可以给出 ‖x∗∗‖ ≤ lim ‖xn‖)

9 正则 Borel 测度和 Riesz 表示定理
本章首先给出两个比较重要的引理, 在后续内容会较多出现. 我们记函数 f 的支撑 supp f = f−1(0)c,Cc(X) 指定义

在 X 上具有紧支撑的函数全体. Cc(X) 在 C0(X) 中稠密.(Why?)
本章中记 K 总为紧集,O 总为开集. 对函数 f 有 K ≺ f ⇐⇒ 1K ≤ f ≤ 1, f ≺ O ⇐⇒ 0 ≤ f ≤ 1O.

1. K ⊂ O, 有 f ∈ Cc(X),K ≺ f ≺ O(即 1K ≤ f ≤ 1O).(用 Урысон 引理.)
2. 开集 O1, · · · , On,K ⊂

⋃
Oi, 则有 fi ≺ Oi, 在 K 上

∑
fi = 1.

接下来我们要叙述正线性函数的表示定理. 我们考虑局部紧 T2 空间 X 上的局部有限 Borel 测度 µ. 局部有限指任
意紧集 K 有 µ(K) <∞. 正线性泛函指 f ≥ 0 则 ϕ(f) ≥ 0 的线性泛函 ϕ.

(X,µ) 中 f ∈ Cc(X) 一定可积, 因此可以考虑正线性泛函 ϕµ(f) =

∫
X

fdµ. 而接下来我们要证明反向过程.

3. (Riesz 表示定理1)ϕ 是 Cc(X) 上的正线性泛函, 则有 X 上 σ-代数 A 及其上唯一正测度 µ 使得

• µ 局部有限.
• f ∈ Cc(X), ϕ(f) =

∫
X

fdµ.
• ∀A ∈ A : µ(A) = inf

A⊂O,O开
µ(O).

• 对开集或有限测度集合 A ∈ A : µ(A) = sup
K⊂A,K紧

µ(K).

• (X,A, µ) 是完备测度空间.

µ 即相对 ϕ 的 Radon 测度.
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证明是相当繁琐的, 我们一条一条来.
1. µ 的唯一性 (即紧集测度相等, 取 K ≺ f ≺ O 能得到 µ1(K) ≤ µ2(K) + ε.)
2. 开集上定义 µ(O) = sup

f≺O,f∈Cc(X)

ϕ(f), 这是递增,σ-次可加和 σ-可加的.

3. 紧集上定义 µ(K) = inf
K⊂O

µ(O), 这是递增, 次可加和可加的.
4. 此二定义是一致的, 即 µ(O) = sup

K⊂O
µ(K), µ(K) = inf

K≺f,f∈Cc(X)
ϕ(f). 后者也说明 µ 是局部有限的.

(前者 ≥: sup
K

; 前者 ≤: 取 f ≺ O,K = supp f, f ≺ U ⊃ K, 取 inf
U⊃K

, 有 φ(f) ≤ µ(K), 因此 sup
f≺O

, 有 µ(O) ≤ supµ(K).

后者 ≥: 取 K ≺ f ≺ O 有 φ(f) ≤ µ(O). 取 inf
K≺f

再取 inf
K⊂O

; 后者 ≤: 取 f,K ≺ f ≺ Oε = f−1(ε,∞). 取 g ≺ Oε, εg ≤ fg ≤ f . 取
sup
g
, µ(Oε) ≤ φ(f/ε). 再取 inf

Oε

, 再取 ε → 1, 有 µ(K) ≤ φ(f). 最后 sup
f

.)

5. 内外测度定义:µ∗(A) = inf
A⊂O

µ(O), µ∗(A) = sup
K⊂A

µ(K).µ∗ 和 µ∗ 递增, 且对于开集或紧集两者相等.µ∗ 是 σ-次可加
的, 而 µ∗ 是 σ-上可加的.

6. 由内外测度定义集族 AF = {A ⊂ X : µ∗(A) = µ∗(A) <∞}. 因此紧集和有限测度开集 ∈ AF .

• 对 AF 中两两不交集,µ∗(或 µ∗) 是 σ-可加的, 即 µ∗

(⋃
n

An

)
=
∑
n

µ∗(An).

• 弱化的 Лузин 定理成立, 即 A ∈ AF ⇐⇒ ∀ε∃K,O : K ⊂ A ⊂ O,µ(O −K) < ε, 其中 K 紧 O 开.
( =⇒ : µ(O −K) < µ∗(O)− µ∗(K) < ε. ⇐= : µ∗(A) ≤ µ∗(O) ≤ µ∗(K) + ε ≤ µ∗(A) + ε.)

• AF 对于差和并是环.(仅需对 Ki ⊂ Ai ⊂ Oi 考虑 Лузин 定理, 其中有 K1 −O2 ⊂ A−B ⊂ O1 −K2.)

7. 定义可测集族及其上的测度:A = {A ⊂ X : ∀K : A ∩K ∈ AF}, 定义 µ(A) = µ∗(A).

• A 是 σ-代数, 且有 Borel 代数 B ⊂ A.(由 AF 是 σ-代数, 以及仅需考虑任意闭集在 A 中即可.)
• A ∈ AF ⇐⇒ A ∈ A ∧ µ(A) <∞.

10 紧算子

11 符号表

LCS Locally Convex Space, 局部凸空间
T2 Hausdorff 空间, 即满足 ∀x, y∃O(x), O(y) : x 6= y =⇒ O(x) ∩O(y) = ∅.
TVS Topological Vector Space, 拓扑向量空间
VS Vector Space, 向量空间

1也被称为 Riesz-Марков-角谷表示定理.
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