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抽象代数

Part I 抽象代数

这部分内容主要参考丘维声《近世代数》[1]
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绪论

定义 0.1

设 R是一个非空集合,在其上定义加法和乘法,若满足下列性质

(1) (加法交换律) a+ b = b+ a, ∀ a, b ∈ R.

(2) (加法结合律) (a+ b) + c = a+ (b+ c), ∀ a, b, c ∈ R.

(3) 存在零元,记作 0.

(4) 存在负元,记作 −a.

(5) (乘法结合律) (ab)c = a(bc), ∀ a, b, c ∈ R.

(6) (乘法分配律) a(b+ c) = ab+ ac, (b+ c)a = ba+ ca.

则称 R是一个环.

定义 0.2

如果环 R中有一个元素 e具有下述性质:

ea = ae = a, ∀a ∈ R,

那么称 e是 R的单位元 (6= 0),并称 R是幺环.

定义 0.3

设 R是幺环. 对于 a ∈ R,如果存在 b ∈ R使得

ab = ba = e

,那么称 a是一个可逆元 (或单位), b称作 a的逆元,记作 a−1.

定义 0.4

幺环 R的所有单位关于 R上的乘法构成一个群,称之为 R的单位群.

定义 0.5

设 R是一个环. 对于 a ∈ R,如果存在 c ∈ R且 c 6= 0,使得 ac = 0(或 ca = 0),那
么称 a是一个左零因子 (或右零因子). 二者统称零因子.
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定义 0.6

设 F 是交换幺环,如果 F 中每个非零元素都是可逆元,那么称 F 是一个域.

定义 0.7

设 G是一个非空集合. 如果在 G上定义了一个代数运算,通常称作乘法,并且满
足:

(1) (ab)c = a(bc), ∀ a, b, c ∈ G (结合律);

(2) G中存在单位元 e.

(3) G中每个元素都可逆.

那么称 G是一个群.

定义 0.8

当群 G中只有有限个元素时,称 G为有限群,且元素个数称为 G的阶,记作 |G|.
否则称 G是无限群.

注. 只有有限阶群才有群的阶,做题时要注意题设条件.
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第一章 群

§ 1.1 循环群

定义 1.1

设 G是一个群,如果 G的每一个元素都能写成 G的某个元素 a的整数次幂的形

式,那么称 G为循环群,称 a是 G的一个生成元,并记 G = 〈a〉.

定义 1.2

对于群 G中元素 a,如果存在最小的正整数 n,使得 an = e. 则称 a的阶为 n,记作
|a| = n. 如果不存在这样的 n,则称 a是无限阶元素.

命题 1.1. 有限群 G是循环群,当且仅当 ∃ a ∈ G, s.t. |a| = |G|.

命题 1.2. 设 a ∈ G, |a| = n则

am = e⇔ n | m.

命题 1.3. 设 a ∈ G, |a| = n则

|ak| = n

(n, k)
.

命题 1.4. 若 a, b ∈ G, ab = ba, |a| = n, |b| = m, (n,m) = 1则 |ab| = nm.

命题 1.5. 设 G是有限 Abel群,则 ∃ a ∈ G, s.t. ∀b ∈ G, |b|
∣∣|a|.

定理 1.6

设m是大于 1的整数,则 Z∗
m为循环群当且仅当m为下列情形之一:

2, 4, pr, 2pr, 其中 p是奇素数, r ∈ N∗

定理 1.7

有限域 F 的所有非零元组成的集合 F ∗对于乘法构成群,且是循环群.
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定义 1.3

群同构

命题 1.8. 设 σ是 G到 G̃的一个群同构映射,则

(1) σ(e) = ẽ.

(2) σ(a−1) = σ(a)−1.

(3) σ(a)与 a的阶相同.

定理 1.9

(1) 任意一个无限循环群都与 (Z,+)同构;

(2) 对于m > 1,任意一个m阶循环群都与 (Zm,+)同构;

(3) 1阶循环群都与加法群 {0}同构.

定理 1.10

设m1,m2是大于 1的整数,则 (Zm1 ⊕ Zm2 ,+)是循环群当且仅当 (m1,m2) = 1.

习题 1.1
1. 证明: 若 Z∗

m是循环群,则 Z∗
m的生成元个数等于 φ(φ(m)).

证明. |Z∗
m| = φ(m),设 a是 Z∗

m的生成元,那么 |a| = φ(m).

则有 b = ak ∈ Z∗
m是生成元⇔ |ak| = φ(m) ⇔ φ(m)

(φ(m), k)
⇔ (φ(m), k) = 1.

2. 证明: 如果群 G的阶为偶数,那么 G必有 2阶元.

证明. 反设 G中没有 2阶元,则对于 G中每个个非单位元 a都有 a 6= a−1. 从而可
以将 G的元素和对应的逆元两两配对,也即除去单位元后元素个数为偶数,所以总个数
为奇数矛盾. 故 G中有 2阶元.

§ 1.2 图形的对称 (性)群
定义 2.1

平面上 (或空间中)的一个变换 σ 如果保持任意两点的距离不变,那么称 σ 是平

面上 (或空间中)的一个正交点变换 (或保距变换)(isometry).
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定义 2.2

平面上 (或空间中)的一个正交点变换 σ 如果使得图形 Γ的像与自身重合,那么
称 σ是图形 Γ的对称 (性)变换.
容易验证, Γ的所有对称变换构成一个群,称为图形 Γ的对称 (性)群.

我们一般用 τ 来表示图形关于直线反射 (轴对称)的对称变换,用 σ 来表示关于图

形中心旋转得到的对称变换.
用 Dn表示正 n边形的对称群.
当 n = 4时,正方形一共有四条对称轴对应 τ1, τ2, τ3, τ4,且每转动 90◦ 都重合对应

着 σ, σ2, σ3, σ4 = I .
经过研究, D4 = {I, σ, σ2, σ3, τ1, τ2, τ3, τ4}. 同时 τi也可以由 σ和 τ1表示. 所以也可

以把 D4简单的记作

D4 = 〈σ, τ |σ4 = τ 2 = I, (τσ)2 = I〉.

类似的,对于 Dn也可以记作 〈σ, τ |σn = τ 2 = (τσ)2 = I〉.
由于 τσ = σ−1τ = σn−1τ 6= στ ,所以 Dn是非 Abel群.
我们称 Dn为二面体群,且有 |Dn| = 2n.

§ 1.3 n元对称群

定义 3.1

对于非空集合 Ω,设 SΩ是全部 Ω到自身的双射构成的集合,容易验证 SΩ是一个

群,我们称之为全变换群 (full transformationm group).
特别的,当 Ω是有限集合时,称 Ω到自身的双射为 Ω上的一个置换 (permutation).

当 |Ω| = n时,称 Ω上的置换为 n元置换,并称 SΩ为 n元对称群,记作 Sn.

定义 3.2

如果一个 n元置换 σ把 i1映成 i2,把 i2映成 i3,· · · ,把 ir映成 i1,并且保持其余元
素不变,那么称 σ为 r−轮换,简称为轮换,记作 (i1i2i3 · · · ir−1ir).
特别地,当 r = 2时,也称为对换. 恒等映射 I 记作 (1).
如果两个轮换之间没有公共元素,则称它们不相交.

性质 3.1.

(i1i2 · · · ir−1ir)
−1 = (irir−1 · · · i2i1). (1.1)
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(i1i2 · · · ir−1ir) = (i1ir)(i1ir−1) · · · (i1i3)(i1i2). (1.2)

(ij) = (1i)(1j)(1i). (1.3)

定理 3.2

Sn 中任一非单位元的置换都能表示成一些两两不相交的轮换的乘积,并且除了
轮换的排列次序外,表示法是唯一的.

注. 在计算多个轮换复合时,注意运算顺序是从右至左,因为轮换本质上是函数映射
的复合.

推论 3.3

Sn中每个置换都可以表示成一些对换的乘积.

命题 3.4. Sn 中一个置换表示成对换的乘积,其中对换的个数的奇偶性只和这个置换
本身有关,与表示方式无关.

例 3.5. (49th ICPC Asia Shenyang Regional Contest D.Dot Product Game)
当我们将 bi映射到 1 ∼ n时,每次操作都会改变 ai对换数目的奇偶性,而最终状

态是 ai也变为 1 ∼ n,所以只需计算初始的奇偶性就可以判断.

定义 3.3

基于上述命题,我们将可以由偶数个对换表示的置换称为偶置换,由奇数个对换
表示的置换称为奇置换.
同时,按照定义偶置换和偶置换的乘积还是偶置换,所以所有偶置换对乘法封闭

是 Sn的子群,称为 n元交错群,记作 An. 且有 |An| =
1

2
|Sn| =

n!

2
.

定义 3.4

设 S 的群 G的一个非空子集,如果 G中每一个元素都能表示成 S 中有限多个元

素的整数次幂的乘积,那么称 S 是群 G的生成元集,或者说 S 的所有元素生成 G.
特别的, 如果 G 的一个生成元集是有限集, 那么称 G 是有限生成的群, 记作

G = 〈a1, a2, . . . , at〉.

11
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推论 3.6

由 (1.3) 及推论 3.3 可知, 每个置换都可以表示成 (1i)(1j)(1k) · · · , 从而 Sn =

〈 (12), (13), . . . , (1n) 〉.

习题 1.3
1. 在 Sn中,设 σ(i1i2 · · · ir),证明: 对于任意 τ ∈ Sn,有

τστ−1 = ( τ(i1) τ(i2) · · · τ(ir)).

2. 证明: Sn = 〈 (12), (23), . . . , (n− 1, n) 〉 = 〈 (12), (12 · · ·n) 〉.
3. 证明: 当 n ⩾ 3时, An = 〈 (123), (124), . . . , (12n) 〉.

§ 1.4 子群, Lagrange定理
定义 4.1

如果群 G的一个非空子集 H 对于 G的运算也成为一个群,那么称 H 为 G的一

个子群,记作 H < G.
n元对称群 Sn的任一子群称为 n元置换群.
非空集合 Ω上的全变换群 SΩ的任一子群称为 Ω上的变换群.
群 G中,仅由单位元 e组成的子集 {e}是 G的一个子群. G本身也是 G的一个子

群. {e}和 G称为 G的平凡子群.

命题 4.1. 群 G的非空子集 H 是子群当且仅当从 a, b ∈ H 可以推出

ab−1 ∈ H.

定义 4.2

设 H < G,我们规定 G上面的一个二元关系 ∼,满足

a ∼ b⇔ ab−1 ∈ H.

容易验证, ∼是一个等价关系.
下面我们就来考虑这个关系中的等价类,任给 a ∈ G.

a={x ∈ G|x ∼ a} = {x ∈ G|xa−1 ∈ H} = {x ∈ G|xa−1 = h, h ∈ H}
={x ∈ G|x = ha, h ∈ H} = {ha|h ∈ H} ≜ Ha.
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定义 4.3

我们称 Ha是 H 的一个右陪集, a称为陪集代表. H 的所有右陪集组成的集合是
G的一个划分,此集合也称为 G关于子群 H 的右商集,记作 (G/H)r.

类似的,定义二元关系 b−1a ∈ H ,可定义左陪集 aH ,和左商集 (G/H)l.
取映射

σ : (G/H)l → (G/H)r

aH 7→ Ha−1

则有 aH = cH ⇔ c−1a ∈ H ⇔ c−1(a−1)−1 ∈ H ⇔ Hc−1 = Ha−1. 从而说明 σ是单

射. 又 σ(b−1H) = Hb,因此 σ是满射,从而 σ是双射.

定义 4.4

设 H < G,把 (G/H)l的基数称为 H 在 G中的指数,记作 [G : H].

若 [G : H] = r,则有

G = H ∪ a1H ∪ · · · ∪ ar−1H, (1.4)

其中 H, a1H, . . . , ar−1H 两两不相交, 我们称 (1.4) 为 G 关于 H 的左陪集分解式,
{e, a1, . . . , ar−1}称为左陪集代表系.
考虑映射

τ : H → aH

h 7→ ah

显然 τ 是一个双射,即 H 与 aH 有相同的基数.

定理 4.2.(Lagrange定理)

设 G是有限群, H < G,则有

|G| = [G : H]|H|

从而 G的任一子群 H 的阶是 G的阶的因数.

定义 4.5

设 G是有限群, a ∈ G且 |a| = s. 令

H = {e, a, a2, . . . , as−1}

13



uuku的课程整理

显然 H < G,我们称之为由 a生成的子群,记作 〈a〉.

推论 4.3

设 G是有限群,则 G的任一元素 a的阶是 G的阶的因数,从而 a|G| = e.

推论 4.4

素数阶群一定是循环群.

证明. 对于非单位元 a, |a|
∣∣|G|,由于 |G|是素数,故 |a| = |G|,进而 G是循环群.

定理 4.5.(欧拉定理)

设m ∈ Z>1,若整数 a满足 (a,m) = 1则

aφ(m) ≡ 1(modm).

定理 4.6.(费马小定理)

设 p是素数,则对于任意整数 a,有

ap ≡ a(modp).

定理 4.7

设 G = 〈a〉是 n阶循环群,则

(1) G的每一个子群都是循环群.

(2) 对于 G的阶 n的每一个正因数 s,都存在唯一一个 s阶子群 (〈an
s 〉),它们就是

G的全部子群.

4阶群恰有两个同构类,一类是 4阶循环群,它的代表是 (Z4,+);另一类是 4阶非

循环的 Abel群,它的代表是 (Z2 ⊕ Z2,+),称它为 Klein群,也称为四群,记作 V .

习题 1.4
1. 设 H,K 都是群 G的子群. 证明: HK 为 G的子群当且仅当

HK = KH.
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2. 设 H,K 都是群 G的有限子群,证明:

|HK| = |H| · |K|
|H ∩K|

.

3. 设 S 是群 G的一个非空子集. G的包含 S 的所有子群的交集
⋂

S⊆H<G

H 称为由 S

生成的子集,记作 〈S〉,称 S 是生成元集.
4. 在 (C,+)中,由 {1, i}生成的子群称为高斯整数群.
5. 群 G中元素 a,如果存在 b ∈ G使得 b2 = a,那么称 a是平方元, b是 a的一个平

方根. 证明: 奇数阶群 G的每个元素 a都是平方元,且 a的平方根唯一.

证明. 设 |G| = 2m+ 1,任给 a ∈ G有,
a2m+1 = e⇒ a = a2m+2 = (am+1)2故 a是平方元.
做映射 σ : G → G, a 7→ a2,由每个元素都是平方元知是满射,又集合元素个数相

等,从而是双射. 故每个元素的平方根唯一.

§ 1.5 群的直积

定理 5.1

设 H,K 是 G的子群,则在映射 σ : (h, k) 7→ hk下, H ×K ∼= G当且仅当:

(1) G = HK;

(2) H ∩K = {e};

(3) H 中每个元素和 K 中每个元素可交换.

注. 上述定理中第三个条件并不等价于 HK = KH .

§ 1.6 群的同态,正规子群,商群,群同态基本定理
定义 6.1.(群同态)

若群 G到群 G̃有一个映射 σ,使得

σ(ab) = σ(a)σ(b), ∀a, b ∈ G.

则称 σ是同态.

性质 6.1.

(1) σ(e) = ẽ.
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(2) σ(a−1) = σ(a)−1.

(3) 若 H < G,则 σ(H) < G̃.

(4) |σ(a)|
∣∣|a|.

定义 6.2

Kerσ := {a ∈ G|σ(a) = ẽ},称为 σ的核.

命题 6.2. 设 σ是群同态,则 ∀a ∈ G,有

a(Kerσ) = (Kerσ)a.

定义 6.3

如果群 G的子群 H 满足: ∀a ∈ G,有

aH = Ha.

那么称 H 是 G的正规子群,记作 H ◁G.
特别地, {e}和 G称为 G的平凡正规子群.

命题 6.3. 群同态的核 Kerσ是 G的正规子群.

命题 6.4. 群 G的子群 H 是正规子群当且仅当

aHa−1 = H, ∀a ∈ G.

定义 6.4

设 H 是 G的子群,任取 a ∈ G, aHa−1也是 G的子群,称之为 H 的共轭子群.

命题 6.5. H ◁G⇔ ∀ a ∈ G, h ∈ H, aha−1 ∈ H

定义 6.5

当 N ◁ G 时, 有 (G/N)l = (G/N)r, 此时记作 (G/N). 并在其上定义乘法
(aN)(bN) = abN . 可以验证,在这个运算下 (G/N)构成群,并称之为商群.
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注 6.6. 如果 H 不是 G的正规子群,那么考虑 G到左商集 (G/H)l 上的映射 σ : a 7→
aH 不是群同态,因为 (G/H)l甚至不是群.

命题 6.7. 设 G为有限群, N ◁G,则 |G/N | = |G|
|N |

.

定理 6.8.(群同态基本定理)

设 σ是群 G到 G̃的一个同态,则 Kerσ是 G的一个正规子群,且

G/Kerσ ∼= Imσ.

定理 6.9.(第一群同构定理)

设 G是一个群, H < G,N ◁G,则

(1) HN < G;

(2) H ∩N ◁H, H/(H ∩N) ∼= (HN)/N .

定理 6.10.(第二群同构定理)

设 G是一个群, N ◁G, H 是 G的包含 N 的正规子群,则 H/N ◁G/N ,且

(G/N)/(H/N) ∼= G/H.

§ 1.7 可解群,单群, Jordan-Holder定理
定义 7.1

称 xyx−1y−1为 x, y的换位子,记作 [x, y]. 我们有

xy = yx⇔ xyx−1y−1 = e.

定义 7.2

群 G的所有换位子组成的子集生成的子群称为 G的换位子群或导群,记作 G′或

[G,G],即

G′ = 〈{xyx−1y−1|x, y ∈ G}〉.
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立即可以得到

G是 Abel群⇔ G′ = {e}

命题 7.1. 设 σ是 G到 G̃的一个同态,则

Imσ为 Abel群⇔ G′ ⊆ Kerσ.

证明.

Imσ为 Abel群 ⇔ σ(x)σ(y) = σ(y)σ(x), ∀σ(x), σ(y) ∈ Imσ
⇔ σ(xy)σ(x)−1σ(y)−1 = ẽ

⇔ σ(xyx−1y−1) = ẽ

⇔ xyx−1y−1Kerσ
⇔ {xyx−1y−1|x, y ∈ G} ⊆ Kerσ

(1.5)

又 Kerσ也是一个群,所以 {xyx−1y−1|x, y ∈ G} ⊆ G′ ⊆ Kerσ.

命题 7.2. G′ ◁G.

命题 7.3. G/G′是 Abel群.

命题 7.4. 设 N ◁G,则

G/N 为 Abel群⇔ G′ ⊆ N.

定义 7.3

设 G是一个群, G′ 的换位子群记作 G(2), . . . , G(k−1) 的换位子群记作 G(k), . . .. 如
果存在正整数 k使得 G(k) = {e},那么称 G是可解群,否则称不可解群.

定理 7.5

群 G可解当且仅当存在 G的递降子群列:

G = G0 ▷G1 ▷G2 ▷ · · ·▷Gs = {e}.

并且每个商群 Gi−1/Gi都是 Abel群.
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定理 7.6

可解群的每个子群和同态像都是可解群.

推论 7.7

可解群的商群是可解群.

定理 7.8

设 N ◁G,若 N 和 G/N 可解,那么 G可解.

定义 7.4

如果群 G只有平凡的正规子群 {e}和 G,那么称 G是单群.

定理 7.9

Abel群 G是单群当且仅当 G是素数阶循环群.

定理 7.10

若非 Abel群 G是单群,则 G不可解.

定义 7.5

群 G的一个递降的子群列:

G = G0 ▷G1 ▷G2 ▷ · · ·▷Gr = {e}, (1.6)

称为 G的一个次正规子群列. 其商群组

G0/G1, G1/G2, · · · , Gr−1/Gr (1.7)

称为 (1.6)的因子群组,其中含有非单位元的因子群的个数称为 (1.6)的长度.

定义 7.6

群 G的一个次正规子群列如果满足每个因子群都是单群,那么称为合成群列.

命题 7.11. 每个有限群至少有一个合成群列.

推论 7.12

有限群 G可解当且仅当存在次正规子群列满足每个因子群都是素数阶循环群.
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定理 7.13.(Jordan-Holder定理)

有限群 G的任意两个无重复项的合成群列有相同的长度,并且其因子群组能用
某种方法配对,使得对应的因子群式同构的.

§ 1.8 群在集合上的作用,轨道-稳定子定理
定义 8.1

设 G是一个群, Ω是一个非空集合. 如果映射

σ : G× Ω → Ω

(a, x) 7→ a ◦ x

满足:

(ab) ◦ x = a ◦ (b ◦ x), ∀ a, b ∈ G, ∀ x ∈ Ω,

e ◦ x = x, ∀ x ∈ Ω.

那么称群 G在集合 Ω上有一个作用.

注. 可理解为 a ◦ x运算,就是 G中元素 a在 Ω上的作用.
更直接的,我们任给 a ∈ G就可以得到一个 Ω到自身的映射 ψ(a):

ψ(a) : Ω → Ω

x 7→ a ◦ x.

容易验证 ψ(a)是 Ω上的可逆变换,其逆映射就是 ψ(a−1),从而 ψ(a)是 Ω到自身

的双射,即 ψ(a) ∈ SΩ.
由此,我们令

ψ : G → SΩ

a 7→ ψ(a),

则 ψ是 G到 SΩ的一个映射. 可以类似的验证 ψ保持运算,即 ψ是 G到 SΩ的同态.

命题 8.1. 设群 G在集合 Ω上有一个作用,任给 a ∈ G,令

ψ(a)x := a ◦ x, ∀ x ∈ Ω,

则 ψ : a 7→ ψ(a)是 G到 SΩ的一个群同态.
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定义 8.2

我们称同态 ψ 的核 Kerψ 为这个作用的核. 可以得到, a ∈ G 是这个作用的核

⇔ a ◦ x = x, ∀x ∈ G.

定义 8.3

当 Kerψ = {e}时,称这个作用是忠实的,此时 ψ是一个单同态.

命题 8.2. 设群 G到非空集合 Ω上的全变换群 SΩ有一个同态 ψ,令

a ◦ x := ψ(a)x, ∀ a ∈ G, ∀ x ∈ Ω,

则 G在 Ω上有一个作用.

1. 群 G在集合 G上的左平移

设 G是一个群,令

G×G → G

(a, x) 7→ ax.

容易验证这是 G在集合 G上的作用,称该作用为 G在集合 G上的左平移.

并且左平移的核⇔ ax = x ⇔ a = e,即左平移是忠实的作用. 所以 G ∼= Imψ,即
G与 G上的一个变换群同构.

定理 8.3.(Cayley)

任意一个群都同构于某一集合上的变换群.

2. 群 G在左商集 (G/H)l上的左平移

设 H 是 G的子群,令

G× (G/H)l → (G/H)l

(a, xH) 7→ axH.

容易验证这是 G在 (G/H)l上的作用,称之为 G在 (G/H)l上的左平移.

注: 当题目中有子群时,优先考虑在其左商集上的左平移.

3. 群 G在集合 G上的共轭作用

令

G×G → G

(a, x) 7→ axa−1.

21



uuku的课程整理

容易验证,这是 G在 G上的作用,称之为共轭作用.

定义 8.4

设 Z(G) := {b ∈ G|bx = xb, ∀x ∈ G},易得 Z(G)是共轭作用的核. 我们称 Z(G)

为群 G的中心,它是由与 G中每个元素都可交换的元素组成的集合.

群 G在集合 G上的共轭作用引出了一个 G到 SG 的同态 σ,把 a在 σ下的像记作

σa,于是

σa(x) = a ◦ x = axa−1, ∀ x ∈ G. (1.8)

容易验证 σa是 G到自身的同构映射.

定义 8.5

群 G到自身的一个同构映射称为 G的一个自同构. 由 (1.8)式定义的 σa 称为 G

的一个内自同构.
此外,群 G的所有自同构组成的集合对于映射的乘法构成一个群,称它为自同构

群,记作 Aut(G).
群 G的所有内自同构组成的集合是上述的 Imσ,它是 SG 的一个子群,称它是 G

的内自同构群,记作 Inn(G).

由于 G的每个内自同构 σa是 G的一个自同构,因此 Inn(G) < Aut(G).
更进一步的,可以验证 Inn(G)◁ Aut(G).

定理 8.4

对于群 G有

G/Z(G) ∼= Inn(G).

证明. 由于 Kerσ = Z(G), Imσ = Inn(G), 根据群同态基本定理 G/Z(G) ∼= Inn(G).

引理 8.5

集合 Ω上的二元关系:

y ∼ x :⇔ ∃ a ∈ G, s.t. y = a ◦ x. (1.9)

是等价关系.
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定义 8.6

我们称

G(x) := {a ◦ x|a ∈ G},

为 x的 G-轨道. 且 G(x)是等价关系 (1.9)中的一个等价类. 于是 Ω的所有 G-轨道组
成的集合是 Ω的一个划分. Ω的任意两条轨道要么相等,要么不交. 且所有轨道的并
是 Ω.
若 Ω的子集 I = {xi}使得

Ω =
⋃
i∈I

G(xi), (1.10)

且当 i 6= j 时有 G(xi) ∩G(xj) = ∅. 那么就称 I 为 Ω的 G-轨道的完全代表系.

定义 8.7

我们称

Gx := {g ∈ G|g ◦ x = x},

为 x的稳定子群.
容易验证 Gx是 G的子群. 且 Gx中的每个元素作用 x保持 x不变.

引理 8.6

任给 a, b ∈ G, aGx = bGx ⇔ b−1a ∈ Gx ⇔ a ◦ x = b ◦ x.

因此 Gx的某个陪集中的元素对 x的作用是相同的. 从而考虑

φ : (G/Gx)l → G(x)

aGx 7→ a ◦ x,

由引理 8.6可知 φ是 (G/Gx)l到 G(x)的一个单射,从其定义可知这也是个满射,由此 φ

是双射. 于是我们有 |G(x)| = |(G/Gx)l|.

定理 8.7.(轨道-稳定子定理)

设群 G在集合 Ω上有一个作用,则对于任给 x ∈ Ω,有

|G(x)| = |(G/Gx)l| = [G : Gx] (1.11)
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推论 8.8

如果有限群 G在 Ω上有一个作用,那么对于 x ∈ Ω有

|G| = |Gx||G(x)|.

下面考虑上述讨论在共轭作用中的应用.

定义 8.8

我们称共轭作用中的 G-轨道 G(x) = {axa−1|a ∈ G}为 x的共轭类.

当且仅当 x ∈ Z(G)时,有 |G(x)| = 1.

定义 8.9

当 G为有限群时,我们称

|G| = |Z(G)|+
r∑

j=1

|G(xj)| (1.12)

为有限群 G的类方程. 其中 Z(G)为 G的中心, {x1, x2 . . . , xr}为 G的非中心元素的

共轭类的完全代表系.

定义 8.10

在共轭作用下,我们称 CG(x) := Gx = {g ∈ G|g ◦ x = x} = {g ∈ G|gx = xg}为 x

在 G里的中心化子.

推论 8.9

运用轨道-稳定子定理可知, |G(x)| = [G : CG(x)].

以上就是在共轭作用中的特殊例子.

定义 8.11

如果群 G在 Ω上的作用只有一条轨道,即 ∀ x, y ∈ Ω, ∃ g ∈ G, s.t.y = g ◦ x,那么
称 G在 Ω上的这个作用是传递的. 并称 Ω是群 G上的一个齐性空间.

命题 8.10. 设群 G 在集合 Ω 上有一个作用, 则对任一给定 x ∈ Ω, 对于轨道 G(x)

有 ∀ y ∈ G(x), Gx 和 Gy 彼此共轭, 即存在 a ∈ G, 使得 Gy = aGxa
−1. 从而 |Gx| =

|Gy|, [G : Gx] = [G : Gy].
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定义 8.12

对于给定的 g ∈ G,我们称 F (g) := {x ∈ Ω|g ◦ x = x}为 g的不动点集. 即 g存在

于哪些 x的稳定子群中.

定理 8.11.(Burnside引理)

设有限群 G在有限集合 Ω上有一个作用,则 Ω的 G-轨道条数 r为

r =
1

|G|
∑
g∈G

|F (g)|.

证明. 考虑集合

S = {(g, x)|g ◦ x = x}.

一方面, |S| =
∑
x∈Ω

|Gx| = r|G|.

由命题 8.10同一条轨道上的元素的稳定子群阶数相同,从而同一条轨道上元素的
稳定子群阶数和为 |G|.
另一方面, |S| =

∑
g∈G

|F (g)|.

定义 8.13

设群 G在集合 Ω上有一个作用,对于 x ∈ Ω,若 x的 G-轨道只含一个元素 (即 x

自身),则称 x是群 G的一个不动点. 群 G的所有不动点组成的集合称为群 G的不动

点集,记作 Ω0.

定义 8.14

若有限群 G的阶是素数 p的方幂,即 |G| = pm, (m ⩾ 1),则称 G是 p-群.

命题 8.12. 设 p-群 G在集合 Ω上有一个作用,则

|Ω0| ≡ |Ω|(modp).

推论 8.13

p-群 G必有非平凡中心,即 Z(G) 6= {e}.
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推论 8.14

设 p是素数,则 p2阶群要么是循环群,要么同构于 (Zp,+)⊕ (Zp,+),从而 p2阶群

都是 Abel群.

习题 1.8
1. 设 G是一个群. 证明: 如果 G/Z(G)是循环群,那么 G是 Abel群.
2. (书本习题 1.8/28)设 G为一个有限群, p为 |G|的最小素因子. 证明: 指数为 p的

子群必为正规子群.

§ 1.9 Sylow定理
引理 9.1

设 n = plm,其中 (m, p) = 1, p是素数,则对 1 ⩽ k ⩽ l,有

pl−k|Cpk

n , pl−k+1 - Cpk

n .

定理 9.2.(Sylow第一定理)

设群 G的阶 n = plm,其中 p为素数, (m, p) = 1, l > 0,则对 1 ⩽ k ⩽ l, G中必有
pk 阶子群,其中 pl阶子群 (即 p的最高方幂阶子群)称为 G的 Sylow p-子群.

证明. 设集合 Ω中的元素形如:

A = {a1, a2, . . . , apk}, 其中 ai ∈ G.

对于 g ∈ G,令

g ◦ A := {ga1, ga2, . . . , gapk}.

容易验证这是 G在 Ω上的作用.
我们取 Ω的 G-轨道完全代表系 {Ai},从而 |Ω| =

r∑
i=1

|G(Ai)|.

由引理可知, pl−k+1 - |Ω|. 于是至少存在一个 i满足 pl−k+1 - |G(Ai)|.
根据轨道稳定子定理 |G| = |G(Ai)||GAi

|. 由 pl 恰好整除 |G|,所以 |GAi
|含有的 p

因子至少为 k阶. 即

|GAi
| = pkq ⩾ pk.

另一方面,对于任意 g ∈ GAi
,有 g ◦ Ai = Ai. 于是对于 a ∈ Ai,有 ga ∈ Ai.

从而

GAi
a = {ga|g ∈ GAi

} ⊆ Ai.
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因此

|GAi
| = |GAi

a| ⩽ |Ai| = pk.

综上, |GAi
| = pk. 从而 GAj

就是 G的一个 pk 阶子群.

定理 9.3.(Sylow第二定理)

设群 G的阶 n = plm,其中 p为素数, (m, p) = 1, l > 0,则

(1) 对于 1 ⩽ k ⩽ l, G的任一 pk 阶子群一定包含于 G的某个 Sylow p-子群中;

(2) G的任意两个 Sylow p-子群在 G中共轭.

推论 9.4

有限群 G的 Sylow p-子群是正规子群,当且仅当 G的 Sylow p-子群的个数为 1.

定理 9.5.(Sylow第三定理)

设群 G的阶 n = plm,其中 p为素数, (m, p) = 1, l > 0,则 G的Sylow p-子群的个
数 r满足

r ≡ 1(mod p), 且 r | m.

推论 9.6

2p阶群或者是循环群,或者同构于二面体群 Dp.

定义 9.1

形如 a+ bi+ cj+ dk,且满足 a, b, c, d ∈ R,

i2 = j2 = k2 = −1, ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j,

称为四元数.

定义 9.2

称 Q = {± 1,± i,± j,± k}为四元数群,容易验证 Q对于上述乘法构成一个群.

习题 1.9
1. 证明: p-群都可解.

证明. 设群 G的阶为 pα.
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根据 Sylow第一定理, G有 pα−1 阶子群,根据习题 1.8题目 2可知 pα−1 阶群是正

规子群.
从而存在 G1满足 G▷G1,且 G/G1是素数阶循环群.
如此反复,我们可以取出 G▷G1 ▷G2 ▷ · · ·▷Gα = {e}. 因此 p-群可解.

§ 1.9ε 2025阶群
在准备 2023级强基抽象代数期末考试前,按照对张强老师往年题的观察应该会考

察 2025阶群是否可解,是否为单群. 由于证明过程过为复杂,故写下本部分作为记录.

注. 张老师觉得 2025太难了就没考,亏！

设群 G, |G| = 2025.
我们先来证明 2025阶群不是单群.

证明. 利用 Sylow 第三定理, 我们设 n3 表示 Sylow 3-子群的个数, n5 表示 Sylow
5-子群的个数.
那么就有

n3 ≡ 1(mod 3) n3 | 25
n5 ≡ 1(mod 5) n5 | 81

从而 n3 = {1, 25}, n5 = {1, 81}.
第一种情况 n5 = 1

那么 Sylow 5-子群是正规子群,从而 G不是单群.
第二种情况 n5 = 81

如果这 81个 Sylow 5-子群两两的交均为 {e},那么考虑 G中 5阶和 25阶元的个数

就是 81× (25− 1).
剩下的元素个数就是 81个,又根据 Sylow第一定理,一定存在 Sylow 3-子群,并且

5阶元和 25阶元显然不是 Sylow 3-子群的元素,所以 Sylow 3-子群的元素只能在剩下
的 81个元素中. 而 Sylow 3-子群的阶又是 81,所以这 81个元素恰好构成唯一的一个

Sylow 3-子群. 从而 Sylow 3-子群是正规子群, G不是单群.
如果存在两个 Sylow 5-子群的交不只是 {e},记作 P,Q,由于子群的交仍是子群,所

以 K := P ∩Q < G, |P ∩Q| = 5.
设 G的所有子群所成的集合为 Ω. 考虑 G在 Ω上的共轭作用. 从而有正规化子

NG(K) = {g ∈ G|gKg−1 = K}.
由于 25阶群是 p2 阶群,从而 P,Q都是 Abel群,所以 P,Q中元素都和 K 可交换,

即 P ∪Q ⊆ NG(K).
所以有 P < NG(K), NG(K) < G即 25

∣∣|NG(K)|, |NG(K)|
∣∣2025.
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接下来有两种不同的证明方式,一种是估计 NG(K)的阶从而寻找矛盾,另一种是
再次使用 Sylow第三定理确定 NG(K)的阶.
法一:
我们先来证明一个引理.

引理 9ε.1

如果 G是单群,那么 G不存在指数小于等于 9的子群.

证明. 设 H 是 G的非平凡子群,且 [G : H] = k,其中 k ⩽ 9.
考虑 G在 (G/H)l 上的作用,由于 |(G/H)l| = [G : H] = k 就引起了 G到 Sk 的一

个同态 σ,显然有 Kerσ 6= G,有 G是单群, Kerσ ◁G,所以 Kerσ = {e}.
从而 G ∼= Imσ < Sk ⇒ |G|

∣∣k!,即 2025|k! ⇒ k ⩾ 10.
综上, G不存在指数小于等于 9的子群.

我们记 G̃ = NG(K),那么有
由于 |G̃| = 52m, (5,m) = 1. 所以 P,Q 是 G̃ 上两个不同的 Sylow 5-子群. 根据

Sylow第三定理, G̃中 Sylow 5-子群至少有 5 + 1 = 6个.
考虑群 G̃ 在 G̃ 的所有子群的集合上的共轭作用, 有轨道 |G̃(P )| ⩾ 6, 正规化子

|NG̃(P )| ⩾ |P | = 25.
从而根据轨道-稳定子定理, |G̃| = |G̃(P )| · |NG̃(P )| ⩾ 150.
即 |NG(K)| ⩾ 150.
从而 [G : NG(K)] ⩽ 2025

150
= 13.5.

又 [G : NG(K)]|2025,可得 [G : NG(K)] = 1, 3, 5, 9.
当 [G : NG(K)] = 1时,即 NG(K) = G,从而 K 是 G的正规子群, G不是单群.
当 [G : NG(K)] = 3, 5, 9 时, 根据引理 9ε.1, 如果 G 是单群将不存在这样的子群

NG(K)矛盾,所以 G不是单群.
法二:
我们考虑P,Q中的元素,有 |P∪Q| = |P |+|Q|−|P∩Q| = 45. 所以有 |NG(K)| ⩾ 45.
我们对 NG(K)使用 Sylow第三定理,考察其 Sylow 5-子群可以发现在之前的限制

下, NG(K)必须得有 81个 Sylow 5-子群,因为 P,Q已经是两个不同的 Sylow 5-子群,从
而 n5 > 1.
此处我们可以对 |NG(K)|的所有可能的阶数进行讨论,当 |NG(K)| = 75, 225, 675

时,我们在 NG(K)上用 Sylow第三定理研究 Sylow 5-子群的数量,而此时的 n5 分别要

整除 3, 9, 27, 而在模 5和 1同余的限制下, 发现此时有 n5 = 1. 但是根据之前的讨论
P,Q已经是 NG(K)的两个不同的 Sylow 5-子群所以有 n5 > 1那么就产生矛盾,从而
|NG(K)| 6= 75, 225, 675.
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而当 |NG(K)| = 2025时. 又 NG(K) < G所以 NG(K) = G,即 K ◁G. G有 5阶的

正规子群,不是单群.
至此我们就说明了 2025阶群不是单群.

注 9ε.2. 其实,如果定义集合的中心化子 CG(S) = {g ∈ G|ag = ga, ∀a ∈ S}. 可以发
现在上述证明过程中 CG(K)和 NG(K)是等价的,但要注意根据这二者的定义不难发
现 CG(K) ⊆ NG(K),只是在本题证明过程中看上去是等价的.

接下来我们来说明 G是可解群.
如果在证明单群时采用了法一的证法,我们就并没有在之前的过程中得到 G的任

一明确的正规子群,只是知道肯定有非平凡的正规子群.
下面我们先对法一的证法进行可解的证明.

基于法一:
同样的,我们先来看证明一个引理.

引理 9ε.3

设群 N 的阶为 2025的不等于 1的真因子,则 N 可解.

证明.

(1) |N | = 3α, α ∈ {1, 2, 3, 4}或 |N | = 5β, β ∈ {1, 2}.

此时 N 是 p-群,根据习题 1.9题目 1,可知 N 可解.

(2) |N | = 3α × 5, α ∈ {1, 2, 3, 4}.

根据 Sylow第三定理, n3 ≡ 1(mod 3)且 n3 | 5,从而 n3 = 1. Sylow 3-子群是 N

的正规子群,记 Sylow 3-子群为 H . 那么 H,N/H 均是 p-群可解,进而 N 可解.

(3) |N | = 3α × 52, α ∈ {1, 2, 3}.

根据 Sylow第三定理, n5 ≡ 1(mod 5)且 n5 | 3α,从而 n5 = 1. Sylow 5-子群是
N 的正规子群,记 Sylow 5-子群为 H . 那么 H,N/H 均是 p-群可解,进而 N 可

解.

有了上述引理,和之前的证明,很容易就得到下述证明过程.

证明. 由于 2025阶群不是单群,故存在非平凡正规子群 N ,那么考虑 N 和 G/N 其

阶均满足引理 9ε.3的条件,从而由引理可知 N 和 G/N 均可解,故 2025阶群可解.

基于法二:
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证明. 在之前的证明过程中,我们已经知道 G要么有一个正规的 Sylow 5-子群,要
么有一个正规的 Sylow 3-子群,或者一个 5阶的正规子群. 由于 G商去两个 Sylow p-子
群中的一个正规子群后是 p-群可解,这个正规子群自身也是 p-群可解,从而 G可解. 而
如果有 5阶的正规子群,那么去研究 405阶群也容易得到其是可解群. 所以 G可解.

至此,我们就证明了 2025阶群不是单群,并且是可解群.

§ 1.10 有限 Abel群和有限生成的 Abel群的结构
定理 10.1

设 G是 n阶 Abel群,

§ 1.11 自由群
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第二章 环的理想,域的构造

§ 2.1 环同态,理想,商环
定义 1.1

若非空集合 R1 ⊆ R, R是一个环,如果 R1 对于 R的加法和乘法也构成环,则称
R1是 R的子环.

命题 1.1. 环 R的子集 R1是的子环,当且仅当

a, b ∈ R1 ⇒ a− b ∈ R1 ∧ ab ∈ R1.

定义 1.2

如果环 R到环 R̃有一个映射 σ,满足:

σ(a+ b) = σ(a) + σ(b),

σ(ab) = σ(a) + σ(b),

σ(1) = 1̃.

那么称 σ是环同态.

注: 只有存在单位元才需验证上述最后一条条件.

性质 1.2. 设 σ是 R到 R̃的环同态,则

σ(0) = 0̃, σ(−a) = −σ(a).

定义 1.3

称 Kerσ为 R到 R̃的环同态核.

定义 1.4

如果环 R的一个非空子集 I 对 R的减法封闭,并且具有”左,右吸收性”,即

a ∈ I, r ∈ R ⇒ ra ∈ I ∧ ar ∈ I,

那么称 I 是 R的一个理想或双边理想.
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推论 1.3

理想是加法子群.

定义 1.5

称 R和 {0}是环 R的平凡的理想.
如果 R只有平凡的理想,那么称 R是单环.

推论 1.4

设环 R有单位元,则 R的每个非平凡理想均不含有单位元.

推论 1.5

域 F 没有非平凡理想.

证明. 由于存在逆元,非零理想中必存在幺元,进而非零理想就是 F .

推论 1.6

设 R是交换幺环,则

R是域⇔ R没有非平凡理想.

证明. 考虑 Ra是 R的理想, Ra = R可得存在 ba = e,由此 a有逆元.

定义 1.6

如果环 R的子集 J 对减法封闭,并且具有”左吸收性”,即

b ∈ J, r ∈ R ⇒ rb ∈ J.

则称 J 是 R的左理想.

定义 1.7

设 I 是环 R的一个理想,令

R/I := {r + I|r ∈ R}.

并在 R/I 中规定

(r1 + I)(r2 + I) := r1r2 + I.

则 R/I 成为一个环,称它为环 R对于理想 I 的商环,它的元素 r + I 称为模 I 的同余
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类.

定义 1.8

设 I 是环 R的一个理想,令

π : R → R/I

r 7→ r + I.

则 π是环 R到 R/I 的一个环同态,且是满同态, Kerπ = I . 称 π为 R到 R/I 的自然环

同态.

定理 1.7.(环同态基本定理)

设 σ是环 R到 R̃的一个环同态,则 Kerσ是 R的一个理想,且 Imσ ∼= R/Kerσ.

定理 1.8.(第一环同构定理)

设 I 是环 R的一个理想, H 是 R的一个子环,则

(1) H + I 是 R的一个子环.

(2) H ∩ I 是 H 的一个理想,且 H/H ∩ I ∼= (H + I)/I .

命题 1.9. 设 I 是环 R的一个理想,则商环 R/I 的所有理想组成的集合为

{K/I|K 是 R的包含 I 的理想}.

定理 1.10.(第二环同构定理)

设 I, J 是环 R的理想,且 I ⊆ J ,则 J/I 是 R/I 的一个理想,且有环同构:

(R/I)/(J/I) ∼= R/J.

§ 2.2 理想的运算,环的直和

命题 2.1. 设 R是含有单位元的交换环,任给 a ∈ R,令

{ar|r ∈ R} =: aR = Ra := {ra|r ∈ R}

则 Ra, aR是 R的理想.
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命题 2.2. 若 {Ij|j ∈ J}是环 R的一族理想,则
⋂
j∈J

Ij 也是 R的理想.

定义 2.1

设 S是环 R的非空子集,把 R的所有包含 S的理想的交集称为由 S生成的理想,
记作 (S). 如果 S 是有限集,那么称 (S)是有限生成的. 若 S = {a1, a2, . . . , an},则把
(S)记作 (a1, a2, . . . , an).

定义 2.2

环 R中由一个元素生成的理想称为主理想,记作 (a).

性质 2.3. 若 R是有单位元的交换环,则 Ra = (a).

命题 2.4. 设 R是一个环 (不一定有单位元,也不一定是交换环),则元素 a生成的理想

(a)为

(a) =

{
r1a+ ar2 +ma+

n∑
i=1

xiayi|r1, r2, xi, yi ∈ R,m ∈ Z, n ∈ N∗

}
.

命题 2.5. 若 R是有单位元的交换环, a1, a2, . . . , an ∈ R,则

(a1, a2, . . . , an) = {
n∑

i=1

riai|ri ∈ R, i = 1, 2, . . . , n}.

定义 2.3

设 A,B 是环 R的两个非空子集,定义

A+B := {a+ b|a ∈ A, b ∈ B}

AB :=

{
n∑

i=1

aibi

∣∣∣∣ai ∈ A, bi ∈ B, i = 1, 2, . . . , n, n ∈ N∗
}

定义 2.4

若 I, J 是环 R的两个理想,则 I + J, IJ 都是 R的理想,分别称他们为理想的和、
积,并且有

IJ ⊆ I ∩ J ⊆ I + J.
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性质 2.6. 设 I, J,K 都是环 R的理想,则

I + J = J + I,

(I + J) +K = I + (J +K),

(IJ)K = I(JK),

I(J +K) = IJ + IK,

(J +K)I = JI +KI.

例 2.7. 在整环 Z中,

(n)(m) =

{
t∑

i=1

(kin)(lim)

∣∣∣∣kili ∈ Z, 1 ⩽ i ⩽ t, t ∈ N∗

}
= (nm), (2.1)

(n) ∩ (m) = ([n,m]), (2.2)

(n) + (m) = {kn+ lm|k, l ∈ Z} = ((n,m)). (2.3)

定义 2.5

设 R是有单位元的环, I, J 是 R的理想. 如果 I + J = R,那么称 I 与 J 互素.

例 2.8. 在整数环 Z中,

(n,m) = 1 ⇔ (n) + (m) = (1) = Z.

命题 2.9. 设 R是有单位元的环, I, J,K 都是 R的理想. 如果 I 和 J 都与 K 互素,那
么 IJ 也与 K 互素.

证明. 考虑证明存在幺元.

例 2.10. 在整数环 Z中, (n)与 (m)互素当且仅当 (n,m) = 1.

命题 2.11. 设 R是有单位元的交换环, I, J 是 R的理想,则

I + J = R ⇒ IJ = I ∩ J.
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例 2.12. 在整数环 Z中,

(n) + (m) = Z ⇒ ([n,m]) = (nm) ⇒ (n) ∩ (m) = (n)(m).

定义 2.6

设 R1, R2, . . . , Rs都是环,在笛卡尔积 R1 ×R2 × · · · × Rs中规定

(a1, a2 . . . , as) + (b1, b2, . . . , bs) := (a1 + b1, a2 + b2, . . . , as + bs), (2.4)

(a1, a2, . . . , as)× (b1, b2, . . . , bs) := (a1b1, a2b2, . . . , asbs). (2.5)

容易验证, 上述加法和乘法构成一个环, 称它为环 R1, R2, . . . , Rs 的直和, 记作 R1 ⊕
R2 ⊕ · ⊕ Rs,零元为 (01, 02, . . . , 0s).
如果每个环有单位元则 (11, 12, . . . , 1s)是直和的单位元.
如果每个环都是交换环,那么直和是交换环.

定义 2.7

设 I 是环 R的一个理想,对于 a, b ∈ R,如果

a− b ∈ I,

那么称 a与 b模 I 同余,记作 a ≡ b(mod I).
容易验证,模 I 同余是等价关系. 任给 r ∈ R, r的等价类

r = {x ∈ R|x ≡ r(mod I)}
= {x ∈ R|x− r ∈ I} = {x ∈ R|x− r = b, b ∈ I}
= {r + b|b ∈ I} = r + I.

我们称 r + I 为模 I 同余类.

性质 2.13. 若 a ≡ b(mod I), c ≡ d(mod I),则

a+ c ≡ b+ d(mod I),

ac ≡ bd(mod I),

ca ≡ db(mod I)
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定理 2.14

设 R是有单位元的环,若它的理想 I1, I2, . . . , Is两两互素,则有环同构:

R/(I1 ∩ I2 ∩ · · · ∩ Is) ∼= R/I1 ⊕R/I2 ⊕ · · · ⊕ R/Is. (2.6)

定理 2.15.(中国剩余定理)

设 m1,m2, . . . ,ms 是两两互素的大于 1的整数,任给整数 b1, b2, . . . , bs,则一次同
余方程 

x ≡ b1 (mod m1),

x ≡ b2 (mod m2),

· · · · · ·
x ≡ bs (mod ms),

(2.7)

在 Z中有解,它的一个解是

a =

s∑
i=1

bivi
∏
j ̸=i

mj,

其中 vi满足 uimi + vi
∏
j ̸=i

mj = 1, i = 1, 2, . . . , s. 它的全部解为

a+ km1m2 · · ·ms, k ∈ Z.

定义 2.8

设 I 是交换环 R的一个理想. 令

rad I := {r ∈ R | rn ∈ I, ∃ n ∈ N∗},

称 rad I 是理想 I 的根,且 rad I 是 R的一个理想.

定义 2.9

若环 R中元素 a,满足 ∃ n ∈ N∗, s.t. an = 0,那么称 a是幂零元. 并且如果 R有

单位元且 a是幂零元,则 1− a可逆.

定义 2.10

在交换环 R中,所有幂零元组成的集合是 R的一个理想,且它是零理想 (0)的根,
称为 R的幂零根.
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定义 2.11

设 I1, I2, . . . , Is都是环 R的理想,并且

R = I1 + I2 + · · · Is

Ii ∩

(∑
j ̸=i

Ij

)
= (0), i = 1, 2, . . . , s.

则

(1) 环 R的每个元素 x都可以唯一表示成

x = x1 + x2 + · · ·+ xs, xi ∈ Ii, i = 1, 2, . . . , s.

(2) 有环同构

R ∼= I1 ⊕ I2 ⊕ · · · ⊕ Is,

并称 R是其理想 I1, I2, . . . , Is的内直和.

§ 2.3 素理想和极大理想

注 3.1. 本节中主要研究含幺环.

定义 3.1

若 R交换幺环,且 R没有非零的零因子,则称 R是整环.

定义 3.2

设 R是交换幺环, P 是 R的理想,且 P 6= R. 如果从 ab ∈ P 可以推出 a ∈ P 或者

b ∈ P ,那么称 P 是一个素理想.

例 3.2. 在整环 Z中,设 p是大于 1的整数,则

p是素数⇔ (p)是素理想

例 3.3. 在域 F 上的一元多项式环 F [x]中,设 p(x)是次数大于 0的多项式,则

p(x)不可约⇔ (p(x))是素理想
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推论 3.4

设 R是交换幺环,则

(0)是 R的一个素理想⇔ R是整环

例 3.5. 整数环 Z的每一个理想都是由一个非负整数生成的主理想.

证明. 取理想中最小的正元素为除数做带余除法.

推论 3.6

Z的全部素理想为 (0), (p),其中 p是素数.

定理 3.7

设 R是交换幺环, P 是 R的一个理想,则

商环 R/P 是整环⇔ P 是 R的素理想.

定义 3.3

设 R是环,M 是 R的理想,且M 6= R. 如果 R中包含M 的理想只有M 和 R,那
么称M 是 R的一个极大理想.

定理 3.8

设 R是交换幺环, I 是 R的一个理想,则

商环 R/I 是域⇔ I 是 R的极大理想

证明. 利用推论 1.6和极大理想定义即可直接得到.

例 3.9. 域 F 上一元多项式环 F [x]的每一个理想都是主理想,其中非 (0)的主理想可

以由首项系数为 1的多项式生成.

证明. 类比例 3.5取次数最低 (非 0次)的多项式做带余除法.

例 3.10. 在整数环 Z中,设 p是大于 1的整数,则

p是素数⇔ (p)是极大理想
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例 3.11. 域 F 上的一元多项式环 F [x]中,设 p(x)是次数大于 0的多项式,则

p(x)不可约⇔ (p(x))是 F [x]的极大理想.

例 3.12. 域 F 上的一元多项式环 F [x]中,M 是 F [x]的一个理想,则

F [x]/M 是域⇔M = (p(x)), 其中 p(x)是不可约多项式.

定理 3.13

在幺环 R中必存在极大理想.

定义 3.4

设 R是幺环,令 Ze := {ne|n ∈ Z}. 则有 Ze是 R的子环,且存在非负整数m满足

环同构 Z/(m) ∼= Ze,我们称m是环 R的特征.

注 3.14. 环的特征也定义为,最小的正整数m满足 ∀ r ∈ R,mr = 0. 如果不存在这样
的正整数,则称环的特征为 0.
可以理解为环中单位元的加法阶.

命题 3.15. 如果 R是整环,那么 R的特征是 0或者一个素数.

§ 2.4 有限域的构造,构造扩域的途径
由上节,我们已经知道若 p(x)是 F [x]上的不可约多项式,那么 F [x]/(p(x))是一个

域.
在具体研究这个域的性质前,我们先补充几个概念.

定理 4.1

设域 F 的单位元为 e, 则要么 ∀ n ∈ N∗ 有 ne 6= 0, 要么存在一个素数 p, 使得
pe = 0且对于 0 < l < p, le 6= 0.

定义 4.1

设域 F 的单位元为 e.
如果 ∀ n ∈ N∗有 ne 6= 0,则称域 F 的特征为 0.
如果存在素数 p,使得 pe = 0且对于 0 < l < p, le 6= 0,则称域 F 的特征为 p.
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例 4.2. 构造含 4个元素的域.

解. 考虑在 Z2[x]中取不可约多项式 x2 + x + 1,则 Z2[x]/(x
2 + x + 1)是一个域,

任取 f(x)做带余除法,可得余数就是不同等价类的代表元,由此可知该域仅有四个元
素. 当我们记 u = x+ (x2 + x+ 1),则

Z2[x]/(x
2 + x+ 1) = {0, 1, u, 1 + u}.

又 2(1 + (x2 + x+ 1)) = (1 + 1) + (x2 + x+ 1) = 0 + (x2 + x+ 1)

该步中, 1 + 1 = 0因为在 Z2中.
由此,该四元域的特征为 2. 我们有 u2 + u + 1 = (x2 + x + 1) + (x2 + x + 1) =

(x2 + x+ 1) = 0.

且满足 u+ (1+ u) = 1+ 2u = 1+ 0 = 1 (利用域的特征为 2), u(1 + u) = u+ u2 =

−1 = 1. (利用 u2 + u+ 1 = 0)

定理 4.3

设 Fq 是含 q个元素的有限域,其中 q = pr, p为素数, r ⩾ 1. 如果 Fq[x]的 n次不

可约多项式为 m(x) = a0 + a1x + · · · + anx
n,那么 Fq[x]/(m(x))是含 qn 个元素的域,

并且它的每一个元素可以唯一地表示成

c0 + c1u+ · · ·+ cn−1u
n−1,

其中 ci ∈ Fq, i = 0, 1, . . . , n− 1; u = x+ (m(x)), u满足

a0 + a1u+ · · ·+ anu
n = 0.

注意到,尽管 m(x)在 Fq 中无根,但是在我们构造出来的域 Fq[x]/(m(x))中,元素
u = x+m(x),有m(u) = 0,即 u是m(x)的根.
由此,对于当前域中不可约多项式 m(x),我们可以通过该方法构造出一个更大的

域,使其在更大的域中有根.

例 4.4. 在实数域 R中,多项式 x2 + 1不可约,那么就考虑域 R[x]/(x2 + 1).
则取 u = x+ (x2 + 1),那么 R[x]/(x2 + 1)中的元素可唯一表示为

c0 + c1u, c0, c1 ∈ R.

且有 u2 + 1 = 0.
更进一步的考虑到复数域的映射 σ : c0 + c1u 7→ c0 + c1i.
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容易验证这是双射,即

R[x]/(x2 + 1) ∼= C.

更一般的,我们有如下结论:

定理 4.5

设 F 是一个域, p(x) = xr + br−1x
r−1 + · · · + b1x + b0 是 F 上的一个不可约多项

式,那么 F [x]/(p(x))是一个域,并且 σ : a 7→ a + (p(x))是 F 到 F [x]/(p(x))的一个单

的环同态,从而可以把 a和 a + (p(x))等同. 又取 u = x + (p(x)),则 F [x]/(p(x))的每

个元素可以唯一表成

c0 + c1u+ · · ·+ cr−1u
r−1,

其中 ci ∈ F ,并且 u是 p(x)在 F [x]/(p(x))中的根.

定义 4.2

设 R和 R̃都是有幺环,如果 R̃有一个子环 R̃1 且与 R̃具有相同的幺元,并且 R̃1

与 R环同构,那么把 R̃称为 R的一个扩环,此时可以把 R看作是 R̃的一个子环.

定义 4.3

设 F 和K 都是域,如果 F 与K 的一个子环K1环同构,那么称K 是 F 的一个扩

域,或者称 K 是 F 上的一个域扩张,记作 K/F ,此时可以把 F 看成是 K 的一个子域.

定义 4.4

设 R是交换幺环, R̃是 R的一个扩环,且 R̃是交换环. 任意取定 ã ∈ R̃,我们把 R̃

中包含 R
⋃
{ã}的所有子环的交称为 R添加 ã得到的子环,或者 ã在 R上生成的子

环,记作 R[ã].

定义 4.5

考虑 R[α̃]中元素的形式,对于任意的 a0, a1 . . . , an ∈ R,有

a0 + a1α̃ + · · ·+ anα̃
n ∈ R[α̃].

容易验证

R[α̃] = {a0 + a1α̃ + · · ·+ anα̃
n|a0, a1 . . . , an ∈ R, n ∈ N}.
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其中 a0 + a1α̃ + · · ·+ anα̃
n称为 α̃在 R上的一个多项式.

下面我们来研究,当我们将上述 R取成域 F 时,在什么条件下 F [α̃]是一个域. 由
于域中非零元都不是零因子,因此显然有一个必要条件 R̃是整环. 所以接下来的讨论都
建立在 R̃是整环的情况下.
考虑下述对应法则:

σã : F [x] → R̃

f(x) =
n∑

i=0

aix
i 7→ f(α̃) :=

n∑
i=0

aiα̃
i.

(2.8)

容易验证, σã 是 F [x]到 R̃的一个环同态,并且有 Imσã = F [α̃]于是根据环同态基

本定理得

F [x]/Kerσã ∼= F [α̃].

又 Kerσã = {f(x) ∈ F [x]|α̃是f(x)的一个根}. 由于 Kerσã 是 F [x]的一个理想,且
F [x]的理想都是主理想,因此 Kerσã = (0)或者 Kerσã = (m(x)),其中m(x)是首项系数

为 1的多项式.
下面,我们对这两种情况分别讨论.

定义 4.6

(1) 当 Kerσã = (0)时,则 α̃不是 F [x]中任何非零多项式的根,此时称 α̃是 F 上

的超越元. 并且有

F [α̃] ∼= F [x]/(0) ∼= F [x].

由 F [x]不是域,从而 F [α̃]不是域.

(2) 当 Kerσã = (m(x))时,则 α̃是 F [x]中非零多项式 m(x)的一个根,此时称 α̃

是 F 上的代数元. 且 F [x]中以 α̃为根的多项式都是m(x)的倍式. 因此m(x)

是所有以 α̃为根的非零多项式中次数最低的,称之为 α̃在 F 上的极小多项式.

并且有m(x)是不可约的,否则设m(x) = m1(x)m2(x),则有 0 = m(α̃) = m1(α̃)m2(α̃).
由于 R̃ 是整环, 所以有 m1(α̃) = 0 或者 m2(α̃) = 0. 那么不妨设 m1(α̃) = 0 就有

m1(x) ∈ Kerσã,但显然有m1(x) /∈ (m(x)),故产生矛盾.
由此, m(x) 是不可约的, 从而 F [x]/(m(x)) 是一个域, 又 F [α̃] ∼= F [x]/(m(x)), 故

F [α̃]是一个域.
在之前,我们已经知道, F [x]/(m(x))的每一个元素可以唯一表示成

c0 + c1u+ · · ·+ cr−1u
r−1
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其中 u = x+m(x). 那么根据环同态基本定理中用到的环同态映射

ψ(f(x) + (m(x))) = σã(f(x)) = f(α̃).

从而 ψ(c0 + c1u+ · · ·+ cr−1u
r−1) = ψ(c0 + c1x+ · · ·+ cr−1x

r−1 + (m(x)))

= c0 + c1α̃ + · · ·+ cr−1α̃
r−1,特别的,有 ψ(u) = α̃.

因此 F [α̃]的每个元素都可以唯一的表示成

c0 + c1α̃ + · · ·+ cr−1α̃
r−1.

综上所述,我们得到了定理:

定理 4.6

设 F 是一个域, R̃是 F 的一个扩环,且 R̃是整环. 任取 α̃ ∈ R̃.

(1) 若 α̃是 F 上的超越元,则 F [α̃]同构于 F [x],从而 F [α̃]不是域.

(2) 若 α̃是 F 上的代数元,且 α̃在 F 上的极小多项式为m(x),则m(x)在 F 上不

可约,且 F [α̃]是同构于 F [x]/(m(x))的域. F [α̃]中的元素可以唯一的表成

c0 + c1α̃ + · · ·+ cr−1α̃
r−1.

注 4.7. 当 F [α̃]是域时,我们将其记作 F (α̃).

定义 4.7

当我们取 F = Q, R̃ = C时,如果复数 t是Q上的代数元,那么称 t是一个代数数.
相应的,如果 t是超越元,那么称之为超越数.

定义 4.8

在复数域C中的一个本原 n次单位根 ξn = ei
2π
n 是一个代数数. 于是Q[ξn]是一个

域,称它为第 n个分圆域. 由于本原 n次单位根有 φ(n)个,分别记作 η1, η2, . . . , ηφ(n),
令

fn(x) = (x− η1)(x− η2) · · · (x− ηφ(n))

则称 fn(x)是 n阶分圆多项式. 可以证明 fn(x) = mξn(x),其中mξn(x)是 ξn在 Q上的
极小多项式,从而

Q(ξn) ∼= Q[x]/(fn(x)).
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定义 4.9

如果一个复数 α是一个首项系数为 1的整系数多项式的根,那么称 α是一个代数

整数.

定义 4.10

对于任意整数 n,m,复数m+ ni是代数整数,称这种形式的代数整数为高斯整数.

§ 2.5 分式域

定义 5.1

设 R是一个整环,如果有一个域 F 使得从 R到 F 有一个单的环同态 σ,并且 F

中每个元素都可以表成 σ(a)σ(b)−1,即 ab−1 的形式,其中 a ∈ R, b ∈ R∗,那么把 F 称

为 R的分式域. 我们常常把 ab−1记作
a

b
.

例 5.1. 考虑 Z到 Q的映射 σ(a) = a. 那么根据定义 Q是 Z的分式域.

定理 5.2

设 R是一个整环,则存在 R的分式域,并且在环同构的意义下, R的分式域是唯
一的.

任一域 F 上的 n 元多项式环 F [x1, . . . , xn] 是一个整环. 于是存在 F [x1, . . . , xn]

的分式域,记作 F (x1, . . . , xn),它的元素可以表示成

f(x1, . . . , xn)

g(x1, . . . , xn)
,

其中 g(x1, . . . , xn) 6= 0.

定义 5.2

F (x1, . . . , xn)的元素
f(x1, . . . , xn)

g(x1, . . . , xn)
称为 n元分式,其中 f(x1, . . . , xn)称为分子,

g(x1, . . . , xn)称为分母.
若 l(x1, . . . , xn) 6= 0,则有

f(x1, . . . , xn)l(x1, . . . , xn)

g(x1, . . . , xn)l(x1, . . . , xn)
=
f(x1, . . . , xn)

g(x1, . . . , xn)
. (2.9)

上式称为 n元分式的基本性质.
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第三章 整环的整除性

§ 3.1 整除关系,不可约元,素元,最大公因子
定义 1.1

设 R是整环,对于 a, b ∈ R,若存在 c ∈ R,使得 a = bc,则称 b整除 a,记作 b | a.
否则称 b不能整除 a,记作 b - a. 当 b | a时,称 b是 a的因子, a是 b的倍元.

性质 1.1.

(1) 由整除的定义立即得到: 在整环 R中, b | a⇔ (a) ⊆ (b).

(2) 任意元素都是 0的一个因子. 特别的, 0也是 0的因子.

(3) 在整环中 u可逆⇔ ∃ v ∈ R, s.t. uv = 1 ⇔ u | 1 ⇔ 1 ∈ (u) ⇔ (u) = R.

(4) 设 u可逆,则 ∀ a ∈ R,有 a = u(u−1a),从而 u | a. 因此可逆元是 R中任意元

素的因子.

(5) 若 b | a1, b | a2则有

b | (r1a1 + r2a2), ∀ r1, r2 ∈ R.

定义 1.2

在整环 R中,若 b | a ∧ a | b,则称 a与 b相伴,记作 a ∼ b.

容易验证,相伴是 R上的一个等价关系.

命题 1.2. 在整环 R中, a ∼ b当且仅当存在可逆元 u使得 a = bu.

推论 1.3

在整环 R中,若 a ∼ b, c ∼ d,则 ac ∼ bd.

定义 1.3

在整环 R中,若 b | a但是 a - b (即 b是 a的一个因子,但是 b不是 a的相伴元),则
称 b是 a的一个真因子.
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定义 1.4

在整环 R中, a的任一相伴元,以及 R中任一可逆元都是 a的因子,称这些因子是
a的平凡因子. 其他因子称为 a的非平凡因子.

定义 1.5

在整环 R中,设 a 6= 0,且 a不可逆. 如果 a只有平凡因子,那么称 a是不可约的,
否则称 a是可约的.

利用相伴的性质可以推出,不可约元的相伴元也是不可约元.

定义 1.6

设 a 6= 0,且 a不可逆. 如果从 a | bc可以推出 a | b或 a | c,那么称 a是一个素元.

命题 1.4. 在整环 R中,素元一定是不可约元.

命题 1.5. 在整环 R中, a为素元当且仅当 (a)是非零素理想

定义 1.7

在整环 R中,对于 a, b ∈ R. 如果有 c ∈ R使得 c | a ∧ c | b那么称 c是 a与 b的一

个公因子. 如果 a与 b的一个公因子 d满足: 对于 a, b的任一公因子 c有 c | d. 那么称
d是 a, b的一个最大公因子.

性质 1.6. 若 d1, d2 是 a与 b的最大公因子,那么从定义 1.7得出, d1 ∼ d2. 反之,若 d1

是 a, b的最大公因子,且 d1 ∼ d2,则 d2也是 a与 b的一个最大公因子. 记作 (a, b).

命题 1.7. 在整环 R中,如果每一对元素都有最大公因子,那么对任意 a, b, c ∈ R,有
(ca, cb) ∼ c(a, b).

§ 3.2 欧几里得整环,主理想整环,唯一因子分解整环
定义 2.1

设 R为整环,如果存在 R∗ (R∗ = R\{0})到 N的一个映射 δ,使得对任意 a, b ∈
R ∧ b 6= 0,都有 h, r ∈ R满足

a = hb+ r, r = 0或 r 6= 0且 δ(r) < δ(b),
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那么称 R是一个欧几里得整环.

定理 2.1

欧几里得整环 R的每一个理想都是主理想.

定义 2.2

设 R为整环,如果 R的每一个理想都是主理想,那么称 R是一个主理想整环.

定理 2.2

设 R是主理想整环,则

a是不可约元⇔ (a)是非零极大理想.

推论 2.3

设 R是主理想整环,则 R的不可约元 a一定是素元.

定义 2.3

整环 R如果满足下列两个条件:

(1) R中每个非零且不可逆的元素 a可以分解成有限多个不可约元的乘积

a = p1p2 · · · ps;

(2) 上述分解在相伴的意义下是唯一的,即如果 a有两个这样的分解式:

a = p1p2 · · · ps = q1q2 · · · qt

那么 s = t,并且可以通过适当的调换位置使得 pi ∼ qi.

那么称 R是一个唯一因子分解整环或者高斯整环.

定理 2.4

整环 R如果满足下列两个条件:

(1) 因子链条件: 在整环 R 中, 如果序列 a1, a2, a3, . . . 中, 每一个 ai 是 ai−1

的真因子,那么这个序列是有限序列.

(2) 每一个不可约元都是素元.

那么称 R是唯一因子分解整环.
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命题 2.5. 设 R是整环,如果 R的每一对元素都有最大公因子,那么 R的每一个不可

约元都是素元.

基于上述命题,我们可以将定理 2.4中的条件 2进行替换.

定理 2.6

若 R是唯一因子分解整环,则 R的每一对元素都有最大公因子.

定理 2.7

主理想整环都是唯一因子分解整环.

定义 2.4

设 R 是唯一因子分解整环, 任给 f(x) = a0 + a1x + · · · + anx
n ∈ R[x]. 用

(a0, a1, . . . , an) 表示 a0, a1, . . . , an 的最大公因子. 如果有 (a0, a1, . . . , an) ∼ 1, 那么
称 f 是一个本原多项式.

命题 2.8. R[x]中的可逆元只能是 0次多项式,且是 R的可逆元. 反之, R的可逆元也
是 R[x]的可逆元. 根据定义, R[x]的可逆元是零次本原多项式.

命题 2.9. 若 p(x)是 R[x]中的一个不可约元,则 p(x) 6= 0, p(x)不是 R的可逆元,并且
p(x)的因式只有 R的可逆元和 p(x)的相伴元. 从而 p(x)要么是 R的一个不可约元,
要么是一个次数大于 0的不可约的本原多项式.
反之, R[x]的一个不可约的本原多项式是 R[x]的一个不可约元.

引理 2.10

设 R是唯一因子分解整环,则 R[x]中任一非零多项式 f(x)可以写成

f(x) = df1(x),

其中 d ∈ R且 d 6= 0, f1(x)是一个本原多项式,并且 d和 f1(x)在相伴的意义下由 f(x)

唯一确定.

引理 2.11.(高斯引理)

设 R是唯一因子分解整环,则 R[x]中两个本原多项式的乘积还是本原多项式.
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引理 2.12

设 R是唯一因子分解整环, F 是 R的分式域,则 R[x]中两个本原多项式 g(x)与

f(x)在 F [x]中相伴当且仅当 g(x)与 h(x)在 R[x]中相伴.

引理 2.13

§ 3.3 诺特环

定义 3.1

设 R是一个交换环,如果 R的每一条理想升链

I1 $ I2 $ I3 $ · · ·

都有限,那么称 R满足理想升链条件,此时称 R是一个诺特环 (Noether ring).

推论 3.1

主理想整环都是诺特环.

证明. 因为主理想整环都是唯一因子分解整环, 则对于该环的每一个理想升链, 取
其中每个主理想的代表元,就构成了一个因子链,从而是有限的.

定理 3.2

设 R是一个交换环,则 R是诺特环当且仅当 R的每一个理想都是有限生成的.

定理 3.3.(希尔伯特 (Hilbert)基定理)

如果 R 是一个有单位元 1( 6= 0) 的诺特环, 那么 R 上的一元多项式环 R[x] 也

是诺特环.

推论 3.4

如果 R 是有幺元的诺特环, 那么 R 上的 n 元多项式环 R[x1, x2, . . . , xn] 也

是诺特环.

证明. 考虑 R[x1, x2]可以视作 R[x1]上的一元多项式环 R[x1][x2],从而利用归纳法
可知 n元多项式环也是诺特环.
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命题 3.5. 域 F 是诺特环, 因为 F 只有平凡的理想, 从而 F [x1, x2, . . . , xn]是诺特环.
因此 F [x1, x2 . . . , xn]的每个理想都是有限生成的.
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第四章 域扩张,伽罗瓦理论

§ 4.1 域扩张的性质

定义 1.1

如果域扩张 K/F 可以在 F 上添加一个元素 α得到,即 K = F (α),那么称 K 是

F 上的一个单扩张.
如果域 F 的一个子环是域,那么称它为 F 的一个子域.

定义 1.2

设 K/F 是一个域扩张, S 是 K 的一个非空子集. 我们把 K 中包含 F ∪ S 的

一切子域的交称为 F 添加 S 得到的子域, 或 S 在 F 上生成的子域, 记作 F (S). 若
S = {a1, a2, . . . , an},则把 F (S)写成 F (a1, a2, . . . , an).
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第五章 模

§ 5.1 环上的模,子模,商模,模同态
定义 1.1

设M 是一个 Abel加法群, R是幺环. 如果 R×M 到M 有一个映射: (r, a) 7→ ra,
并且满足下列 4条法则：∀a1, a2, a ∈M, r, r1, r2 ∈ R,有

(1) r(a1 + a2) = ra1 + ra2.

(2) (r1 + r2)a = r1a+ r2a.

(3) (r1r2)a = r1(r2a).

(4) 1a = a.

那么称M 是环 R上的一个左模或一个左 R-模.
特别的,幺环 R中的加法群 (R,+)是 R的一个左模,称它为 R的左正则模或左

正则 R-模.

同样,我们可以类似地定义右模.

定义 1.2

设M 是一个 Abel加法群, R是幺环. 如果 R×M 到M 有一个映射: (r, a) 7→ ra,
并且满足下列 4条法则：∀a1, a2, a ∈M, r, r1, r2 ∈ R,有

(1) (a1 + a2)r = a1r + a2r.

(2) a(r1 + r2) = ar1 + ar2.

(3) a(r1r2) = (ar1)r2.

(4) a1 = a.

那么称M 是环 R上的一个右模或一个右 R-模.
特别的,幺环 R中的加法群 (R,+)是 R的一个右模,称它为 R的右正则模或右

正则 R-模.

定义 1.3

设 R是交换幺环,M 是 R的左模,令

ar := ra, ∀a ∈M, r ∈ R.
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则M 也是右模,此时称M 是 R-模.

命题 1.1. 设M 是幺环 R的左模,则 ∀r, r1, . . . , rm ∈ R, a1, a2, . . . , an ∈M ,有

(1) r0 = 0.

(2) r(−a) = −ra.

(3) 0a = 0.

(4) (−r)a = −ra.

(5) r
n∑

i=1

ai =
n∑

i=1

rai.

(6) (
m∑
i=1

ri)a =
m∑
i=1

ria.

定义 1.4

设 M 是幺环 R 的左模, H 是 M 的非空子集. 如果 H < M , 并且对任意的
r ∈ R, h ∈ H ,都有 rh ∈ H . 那么称 H 是M 的子模.
特别的,我们称 {0}和M 是M 的平凡子模.

注. 下面的研究均针对左模,对于右模的结论可类似得到.
因而下述商模等定义可看作左商模等.

定义 1.5

设 {Hi}是M 的子模,规定

H1 +H2 + · · ·+Ht := {h1 + h2 + · · ·+ ht|hi ∈ Hi}.

容易验证这是M 的一个子模,称为子模的和.
如果 H1 +H2 + · · ·+Ht中每个元素的表示方式均唯一,那么称之为内直和.

定义 1.6

设M 和 M̃ 是 R的两个左模,如果存在一个群同态 η,并且 η和环 R的作用可交

换,即

η(rx) = r[η(x)], ∀r ∈ R, x ∈M.

那么称 η为模同态,如果 η是群同构,则称为模同构.
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定义 1.7

类似群和环中的定义,我们可以定义模对其子模的商模.

类似的,我们也有下述定理.

定理 1.2.(模同态基本定理)

设M 和 M̃ 都是左 R-模,若 η是模同态,则 Kerη是M 的一个子模, Im是 M̃ 的一

个子模,且有

M/Kerη ∼= Imη.

§ 5.2 自由模

定义 2.1

设 R是幺环,M 是左 R-模. 如果M 有一个子集 S,满足

(1) M 中每个元素 x能表示成 S 中有限多个元素的 R-线性组合:

x = r1αi1 + r2αi2 + · · ·+ rmαim ,

其中 {αi1 , αi2 , . . . , αim} ⊆ S, r1, r2, . . . , rm ∈ R,m ∈ N∗.

(2) S 的任一有限子集 S1 = {αj1 , αj2 , . . . , αjt} 是 R-线性无关的, 即从 r1αj1 +

r2αj2 + · · ·+ rtαjt = 0可以推出

r1 = r2 = · · · = rt = 0,

那么称 S 是M 的一个基.

定义 2.2

若左 R-模M 有一个基,则称M 是自由左 R-模.

定理 2.1

设M 是一个自由左 R-模, α1, α2, . . . , αn是M 的一个基. 设 M̃ 是任一左 R-模,任
取 M̃ 的 n个元素 β1, β2, . . . , βn. 令

σ :M → M̃

x =
∑
i = 1nriαi 7→

∑
i=1

riβi,

则 σ是模同态,且 σ(αi) = βi. 并且满足把 αi映成 βi的模同态是唯一的.
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第五章 模

定理 2.2

设M 是一个以 α1, α2, . . . , αn为基的自由左 R-模,则M ∼= Rn.

引理 2.3

定理 2.4

设 R是交换幺环,M 是有有限基的自由模,则M 的任意两个基所含元素个数相

等.

定义 2.3

设 R是交换幺环,M 是一个有有限基的自由模,则M 的基所含的元素个数称为

M 的秩.

定理 2.5

设 R是主理想整环,M 是秩为 n的自由模,则M 的任意子模 N 也是自由模,且
N 的秩不超过 n.

注. 如果 R不是主理想整环,那么自由模的子模不一定是自由模,可参考下述例子.

例 2.6. 设 R = Z6,则 R是秩为 1的自由模,但 2R = {0, 2, 4}是 R的子模却不是自由

模.
可以发现 2R中的元素自身就线性相关,故均不在基中,从而 2R没有基.
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往年期末

注 0.1. 张强题目格式较为固定,分析往年题即可.
孙剑课后原题较多,多做习题.

2020级强基数学抽象代数期末考试 (回忆版,张强)
题目 1. (选择/填空)

1. 以下哪个阶数的群可以是交换单群?

A.5 B.8 C.12 D.99

2. 225阶群的 Sylow 5-子群的阶数为 ____.

3. 以下不是单群的是:

A.S5 B.D5 C.A5 D.忘了

题目 2. 给出整数加群 (Z,+)的所有子群并说明同构关系.
题目 3. 给出整数环 (Z,+, ·)的所有理想,设 I, J 是整数环的两个理想,计算它们的和、
交以及乘积.
题目 4. 证明整数加群 (Z,+)是整数环 (Z,+, ·)上的一个模,并给出它的所有子模.
题目 5. 叙述中国剩余定理,并给出如下同余方程的解:

x ≡ 1 mod 3,

x ≡ 2 mod 5,

x ≡ 3 mod 7.

题目 6. 设 G是 2022阶群.

(1) G是单群吗?

(2) G是可解群吗?

(3) 如果 G可交换,证明它是循环群.

题目 7. 设群 G作用在集合 Ω上,且 G包含一个子群 N ,它在 Ω上的作用传递. 证明:
G = GαN, ∀α ∈ Ω,其中 Gα是 α的稳定子群.
题目 8. 构造一个 4个元素的域,并写出其中的加法和乘法.
题目 9. 叙述理想互素的定义并证明任意两个不同的极大理想一定是互素的.
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往年期末

参考解答

涉及概念: 单群,Sylow群,可解群,理想,模,理想的互素,极大理想,域扩张,齐性空间,
中国剩余定理.
题目 1.

解.

1. 交换单群,要求可交换且只有平凡正规子群. 根据定理 7.9,只能是素数阶循环
群,所以选 A.

2. 25阶.

3. 由 A5 ◁ S5故 A.S5不是单群.

题目 2.

解. 所有子群: mZ, m ∈ Z⩾0.
当m 6= 0时,mZ是无限阶循环群,生成元为m,所以有mZ ∼= Z.
可取映射 σ : Z → mZ, a 7→ ma.
故所有不为单位元集 ({0})的子群都与 Z同构.

题目 3.

解. 整数环的理想: (m), m ∈ Z⩾0.
设 I = (n), J = (m).
I + J = ((n,m)),其中 (n,m)表示 n,m的最大公约数.
I ∩ J = ([n,m]),其中 [n,m]表示 n,m的最小公倍数.
IJ = (nm).

题目 4.

解. 按照模的定义验证即可.
所有子模 (mZ,+).

题目 5.

解. 叙述参照定理 2.15.
x = 52 + 105k, k ∈ Z.

题目 6.

解. 首先有 2022 = 2× 3× 337.
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(1) 不是,对于 p = 337, Sylow 337-子群的个数 r 满足, r ≡ 1(mod337), r | 6,从而
r = 1. 根据推论 9.4可知 Sylow 337-子群是 G的正规子群.

(2) 是,对于 6阶群,考虑 Sylow 3-子群子群的个数只能为 1个,从而 Sylow 3-子群
子群是 6阶群的正规子群,从而 6阶群可解,进而有 G337 可解, G/G337 为 6阶

群可解,从而 G可解.

(3) 由 2022 = 2 × 3 × 337及定理 10.1可知, G ∼= (Z2,+) ⊕ (Z3,+) ⊕ (Z337,+) ∼=
(Z2022,+)从而 G是循环群.

题目 7.

证明. 显然有 GαN ⊆ G. 下证 G ⊆ GαN .
∀g ∈ G,设 g ◦ α = β,
由于 N 在 Ω上的作用传递,从而 ∃ n ∈ N ,满足 β = n ◦ α. 又 N < G ⇔ n−1 ∈ N ,

考虑 n−1引出的双射, n−1 ◦ (g ◦ α) = n−1 ◦ β = n−1 ◦ (n ◦ α).
又根据作用的结合律,得到 (n−1g) ◦α = α,从而 n−1g ∈ Gα,即 ∃b ∈ Gα, s.t.n

−1g =

b⇔ g = nb ∈ NGα.
最后由于, N,Gα, NGα = G都是 G的子群, 根据习题 1.4中题目 1,可知 GαN =

NGα.
所以有 G = GαN .

题目 8.

解. 参照例 4.2.

题目 9.
叙述参照定义 2.5.

证明. 首先有 I + J 是理想,若 I, J 不互素,则有 I + J 6= R,又有 I ⊆ I + J ,这与 I

是极大理想矛盾,从而 I, J 互素.
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2021级强基数学抽象代数期末考试 (回忆版,张强)
题目 1. (选择与填空)

1. 下面那个数字可以作为交换单群的阶?

A.2 B.8 C.15 D.2022

2. 下面哪个 n会使得 Sn不可解?

A.1 B.3 C.4 D.2022

3. 8阶群有 ____种不同构的表示.

4. 正四面体群的阶数是 ____.

题目 2. 设 A = {f : R → R},为实数域上所有连续函数组成的集合.

(1) A中函数的加法与乘法是否构成环?

(2) 设 I = {f ∈ A : f(1) = 0或 f(2) = 0},那么 I 是否构成环 A的一个理想.

(3) 设 I = {f ∈ A : f(1) = 0},那么 I 是否构成环 A的一个极大理想.

(4) A是否为主理想整环.

题目 3.

1. 给出自由模的定义,并举一个简单的例子.

2. 自由模的子模是否也为自由模.

题目 4. 求 4在 Z85中的平方根.
题目 5.

1. 构造一个 27元域,并说明其加法与乘法.

2. 写出所构造的域的所有理想.

题目 6. 设 G是 2023阶群.

(1) G是单群吗?

(2) G是可解群吗?

(3) 如果 G可交换,求其所有同构类型.

题目 7.

1. 写出环的单位群的概念.

2. 写出M2(Z2)的单位群的同构类型.
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参考解答

涉及定义: 单群,可解群,单位群,理想,自由模,单位群,主理想整环,中国剩余定理,
Sylow第三定理.
题目 1.

解.

1. A.2,有限交换单群一定是素数阶循环群.

2. D.2022,当 n ⩾ 5时, S ′
n = An, A

′
n = An.

3. 一共有 5种,分别为 (Z8,+), (Z4,+)⊕ (Z2,+), (Z2,+)⊕ (Z2,+)⊕ (Z2,+), D4, Q.

4. 12阶, 1 + 3 + 8.

题目 2.

解.

(1) 构成环.

∀f, g ∈ A,函数的加法和乘法满足加法交换律,乘法结合律,乘法分配律. 且存
在负元 −f ,零元 0.

f + g, fg也为连续函数,故对加法和乘法封闭.

(2) 构成一个理想.

∀g ∈ A, f ∈ I, f(1) = 0, (gf)(1) = g(1)f(1) = g(1) × 0 = 0, (fg)(1) =

f(1)g(1) = 0× g(1) = 0,从而 fg, gf ∈ I . 若 f(2) = 0同理.

综上 I 是 A的理想.

(3) 不是极大理想. 类似上一问,我们可以证明 I 是理想,并记上问中理想为 J ,显
然有 I ⊆ J ,又对于函数 f(x) = x /∈ J ,从而 J 6= A,所以 I 不是极大理想.

(4) 不是主理想整环.

对于第三问中的理想, x− 1, ex − e都是该理想的元素,而这两个函数显然不能
由彼此有限表示,从而该理想不是主理想,进而环 A不是主理想整环.

也可以通过说明 A有零因子,从而不是整环.

例如取连续函数

f(x) =


x x ∈ (0, 1],

2− x x ∈ (1, 2],

0 otherwise.
, g(x) =


x− 2 x ∈ (2, 3],

4− x x ∈ (3, 4],

0 otherwise.
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显然有 f(x)g(x) = 0. 故存在零因子. 不是整环.

题目 3.

解. 1. 自由模的定义: 对于模M ,存在M 的子集 S,满足

(1) 对于M 中的任意元素,可以由 S 中有限个元素的线性组合表示,形如

x = r1αi1 + r2αi2 + · · ·+ rmαim

(2) 对于 S 的任意有限子集 S1, S1中元素,在 R中线性无关,即由

r1α1 + r2α2 + · · ·+ rtαt = 0

可推出 r1 = r2 = · · · = rt = 0.

则称 S 是M 的基,M 是自由模.

简单例子, (Z6,+)是 (Z6,+, ·)上的自由模.

2. 自由模的子模不一定是自由模.

同上题例子,取子模 2Z6 = {0, 2, 4},该子模中任一元素在 Z6 中线性相关,即均
不能作为基中元素,从而该子模不是自由模.

题目 4.

解. 由 Z85
∼= Z5 ⊕ Z17.

考虑映射

σ : Z85 → Z5 ⊕ Z17

n 7→ (n%5, n%17)

是双射,从而 Z85中 4的平方根,对应的元素在 Z5和 Z17中也为平方根.
4在 Z5中的平方根为 2, 3.
4在 Z17中的平方根为 2, 15.
接下来使用中国剩余定理,解如下四个同余方程.

{
x ≡ 2 (mod 5)

x ≡ 2 (mod 17)

{
x ≡ 2 (mod 5)

x ≡ 15 (mod 17){
x ≡ 3 (mod 5)

x ≡ 2 (mod 17)

{
x ≡ 3 (mod 5)

x ≡ 15 (mod 17)

63



uuku的课程整理

综上, 4的平方根为 2, 32, 53, 83.

题目 5.

解.

(1) 在 Z3[x]中取二次不可约多项式m(x) = x3 + 2x+ 1.

那么 Z3[x]/(m(x)) 是一个 27 元域. 设 u = x + (m(x)), 那么该域的元素形如
c0 + c1u+ c2u

2, c0, c1, c2 ∈ Z3.

其运算法则与正常 Z3[x]上的多项式运算法则相似,差别在于需要用 u3 = u+2

将多项式的次数降至 2次及以下.

(2) 域只有平凡的理想 {0},Z3[x]/(x
3 + 2x+ 1).

题目 6.

解. 2023 = 7× 172.
考虑 Sylow 17-子群根据, Sylow第三定理,该子群个数 r满足

r ≡ 1 (mod 17) ∧ r | 7

从而 r = 1, Sylow 17-子群是正规子群.

(1) 2023阶群有非平凡正规子群,从而不是单群.

(2) 由于 p-群可解, G2023/G289, G289均可解,从而 2023阶群可解.

(3) 有限 Abel群的同构类型.

(Z7,+)⊕ (Z289,+), (Z7,+)⊕ (Z17,+)⊕ (Z17,+).

题目 7.

解.

(1) 环上所有对乘法可逆的元素所构成的子集称为环的单位群. (可逆元也称单位).

(2) M2(Z2)中可逆的元素有(
1 0

0 1

)
,

(
0 1

1 0

)
,

(
1 0

1 1

)
,

(
1 1

0 1

)
,

(
0 1

1 1

)
,

(
1 1

1 0

)
.即M2(Z2)的

单位群是 6阶群.
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而 2p阶群要么是循环群,要么同构于 Dp.

由

(
1 0

1 1

)(
1 1

0 1

)
=

(
1 1

1 0

)
,

(
1 1

0 1

)(
1 0

1 1

)
=

(
0 1

1 1

)
.

可知该群不是循环群,从而该单位群同构于 D3.
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2022级数试抽象代数期末考试 (回忆版,张强)
题目 1. (不定项选择)

1. 下面哪些可以作为交换单群的阶数?

A.2 B.3 C.24 D.25

2. 下面哪些群是可解群?

选项丢失.jpg

3. 下面哪个环与其它环不同构?

A.Z B.2Z C.3Z D.Zp

4. 下面哪些阶数的群一定不是单群?

A.4 B.5 C.72 D.73

题目 2.

(1) 写出整数环的所有子环.

(2) 写出整数环的全部理想,及理想间的和、交以及乘积.

(3) 极大理想的定义,及整数环的全部极大理想.

题目 3.

(1) 构造一个 9元域,并写出元素的运算.

(2) 写出该域的全部理想.

题目 4. 写出 f(x) = x4 − 3的分裂域及一组基.
题目 5. 模的定义是什么? 自由模的子模是自由模吗? 为什么?
题目 6. S3和 D3是否同构? 为什么?
题目 7. 385阶 G群有一个指数为 5的子群 H ,证明 H ◁G.
题目 8. 设 G是 2024阶群.

(1) G是单群吗?

(2) G是可解群吗?
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参考解答

题目 1.

解.

1. A.2,B.3.

3. D.Zp.

4. A.4,C.72.

题目 2.

解.

(1) 子环: mZ.

(2) 理想: (m).

设 I = (n), J = (m).

I + J = ((n,m)),其中 (n,m)表示 n,m的最大公约数.

I ∩ J = ([n,m]),其中 [n,m]表示 n,m的最小公倍数.

IJ = (nm).

(3) 定义 3.3.

整数环的全部极大理想是所有素理想 (p), p为素数.

题目 3.

解.

(1) 在 Z3[x]中取二次不可约多项式m(x) = x2 + 1.

那么 Z3[x]/(m(x)) 是一个 9 元域. 设 u = x + (m(x)), 那么该域的元素形如
c0 + c1x, c0, c1 ∈ Z3.

其运算法则与正常 Z3[x]上的多项式运算法则相似,差别在于需要用 u2 = 2将

多项式的次数降至 1次及以下.

(2) 域只有平凡的理想 {0},Z3[x]/(x
2 + 1).
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题目 4. 2023级强基没讲第四章,不会.
题目 5. 同上套期末第 3题.
题目 6.

解. 同构, 2p阶群或者为循环群,或者同构于 Dp. 从而 S3
∼= D3.

题目 7. 参考习题 1.8题目 2.
题目 8.

解. 2024 = 23 × 11× 23.
考虑 Sylow 23-子群根据, Sylow第三定理,该子群个数 r满足

r ≡ 1 (mod 23) ∧ r | 88

从而 r = 1, Sylow 23-子群是正规子群.

(1) 2024阶群有非平凡正规子群,从而不是单群.

(2) 类似上述讨论,可以同样证明,对于 88阶群, Sylow 11-子群是其正规子群,从而
G88/G11, G8都是 p-群可解.

进而 G2024/G23, G23均可解,从而 2024阶群可解.

68



往年期末

2022级强基数学抽象代数期末考试 (非张强)
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2023级强基数学抽象代数期末考试 (张强)
题目 1. (不定项选择题)

1. 8阶群有几种同构类型?

A.1 B.4 C.5 D.8

2. 以下哪个 n会使对称群 Sn不可解?

A.2 B.4 C.5 D.2025

3. 以下哪个群一定不是单群?

A.交换群 A2025 B.2025阶群 C.11阶群 D.22阶群

4. 整数环上的一元多项式环 Z[x]是以下哪几种环?

A.欧几里得整环 B.主理想整环 C.唯一因子分解整环 D.高斯整环

题目 2.

(1) 写出整数加群上的所有正规子群,并给出其同构类型.

(2) 写出整数环上的所有理想,并写出理想的交、和.

(3) 素理想是什么? 写出整数环的所有素理想.

(4) 极大理想是什么? 写出整数环的所有极大理想.

题目 3. 写出域的定义. 存在 9元域吗? 为什么?
题目 4. 写出模的定义. 自由模的子模是否自由? 为什么?
题目 5. 置换群 Sn (n > 2)至少由几个元素生成? 为什么?
题目 6. 二面体群是什么? 是否存在群既是二面体群又是对称群? 为什么?
题目 7. 设 G为一个有限群, p为 |G|的最小素因子. 证明: 指数为 p的子群必为正规子

群.
题目 8. 设 G为 2024阶群.

(1) 若 G可交换,给出其同构类.

(2) G是可解群吗? 为什么?
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参考解答

题目 1.

1. C. 5.

2. C. 5, D. 2025.

3. B. 2025阶群, D. 12阶群. 2025阶群可参考 1.9ε 2025阶群

4. C.唯一因子分解整环, D.高斯整环. PS: md,这俩是同一个东西.

题目 2.

解.

(1) mZ

(2) (m)

(3) (0), (p)

(4) (p)

题目 3.

解. 在 Z3[x]上的不可约多项式 x2 + 1,那么 Z[x]/(x2 + 1)是 9元域.

题目 4. 反例见自由模的习题 1.
题目 5. 至少由两个元素生成 〈(12), (12 · · ·n)〉.
题目 6. S3

∼= D3因为是 2p阶群.
题目 7. 见书本习题 1.8/28.
题目 8. 同去年习题.
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Part II 数学分析

这部分内容主要参考陆亚明《数学分析入门》[2].
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第一章 多元函数极限

§ 1.1 Rn中的点集
1.1.1 邻域、开集

定义 1.1.(ε-邻域、去心邻域)

设 a ∈ Rn, ε是一个正实数,我们称集合

{x ∈ Rn : |x− a| < ε}

为 a的 ε-邻域,记作 B(a, ε).
称 B(a, ε)\{a} = {x ∈ Rn : 0 < |x− a| < ε}为 a的去心邻域.

定义 1.2.(内点、内部)

设 E ⊆ Rn 且 a ∈ E. 若存在 ε > 0使得 B(a, ε) ⊆ E,则称 a是 E 的内点. E 的
全体内点所成之集被称作 E 的内部，记作 E◦.

定义 1.3.(外点、外部)

设 E ⊆ Rn. 若 a是 Ec的内点,则称 a为 E 的外点. E 的全体外点所成之集被称
作 E 的外部.

定义 1.4.(边界点、边界)

设 E ⊆ Rn. 若 a既不是 E的内点,也不是 E的外点,则称 a为 E的边界点. E的
全体边界点所成之集被称作 E 的边界,记作 ∂E.

定义 1.5.(开集)

设 D ⊆ Rn,若 G中每个点均为内点,则称 G是 Rn 中的开集. 即 G是开集,当且
仅当 G = G◦.

命题 1.1. 设 E ⊆ Rn,则 E◦是开集.

命题 1.2. 我们有

(1) ∅和 Rn都是开集.

(2) 设 (Gλ)λ∈L是一族开集,则
⋃
λ∈L

Gλ也是开集.
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(3) 设 G1, · · · , Gm是开集,则
m⋂
j=1

Gj 也是开集.

定义 1.6.(邻域)

设 E ⊆ Rn,若开集 G满足 E ⊆ G,则称 G是 E 的一个邻域. 特别的,当 E = {a}
时我们称 G是 a的一个邻域.

1.1.2 聚点、闭集

定义 1.7.(闭集)

设 F ⊆ Rn,若 F c是 Rn中的开集,则称 F 是 Rn中的闭集.

命题 1.3. 我们有

(1) ∅和 Rn都是闭集.

(2) 设 (Gλ)λ∈L是一族闭集,则
⋂
λ∈L

Gλ也是闭集.

(3) 设 G1, · · · , Gm是开集,则
m⋃
j=1

Gj 也是闭集.

定义 1.8.(聚点、导集)

设 E ⊆ Rn, a ∈ Rn. 若对任意的 ε > 0均有

(B(a, ε)\{a}) ∩ E 6= ∅,

则称 a是 E 的聚点. 称 E 的全体聚点所成之集为 E 的导集,记作 E ′

定义 1.9.(孤立点)

设 E ⊆ Rn,如果 a ∈ E\E ′,则称 a是 E 的孤立点.

定义 1.10.(闭包)

设 E ⊆ Rn,称 E ∪ E ′为 E 的闭包,记作 E.

命题 1.4. 设 E ⊆ Rn,则 E 是闭集.

命题 1.5. 设 E ⊆ Rn,则 E 是闭集当且仅当 E = E.
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命题 1.6. 设 E ⊆ Rn,则 E = E◦ ∪ ∂E.

定义 1.11.(极限、收敛)

设 {xm}是 Rn 中的一个点列,如果存在 a ∈ Rn,使得对任意的 ε > 0,均存在正
整数 N 满足

|xm − a| < ε, ∀m > N.

则称 a为 {xm}的极限,并称 {xm}收敛于 a.

定义 1.12.(柯西列)

若 Rn中的点列 {xm}满足: 对任意的 ε > 0,均存在正整数 N 使得

|xl − xm| < ε, ∀l,m > N,

则称 {xm}是柯西列.

定理 1.7.(柯西收敛准则)

Rn中的点列 {xm}收敛当且仅当它是柯西列.

定理 1.8.(压缩映像原理)

设 E 是 Rn中的闭集, f : E → E. 如果存在 θ ∈ (0, 1)使得

|f(x)− f(y)| ≤ θ|x− y|, ∀x,y ∈ E,

那么存在唯一的 a ∈ E 使得 f(a) = a. 我们称 a为 f 的不动点.

定义 1.13.(闭矩形)

形如 [a1, b1]× [a2, .b2]× · · · × [an, bn]的集合为 Rn中的闭矩形.

定义 1.14.(直径)

对 Rn的任意非空子集 E 记

diam(E) = sup
x,y∈E

|x− y|,

并称之为 E 的直径.
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定理 1.9.(闭矩形套定理)

设闭矩形列 {Im}满足 Im+1 ⊆ Im(∀m ∈ Z>0)以及 lim
m→∞

diam(Im) = 0,那么存在
唯一的 a ∈ Rn使得

∞⋂
m=1

Im = {a}.

定义 1.15.(紧集)

设 K ⊆ Rn,如果 K 的每个开覆盖均有有限子覆盖,那么我们称 K 是一个紧集,

命题 1.10. Rn中的闭矩形是紧集.

定义 1.16.(有界)

设 E ⊆ Rn. 若存在M > 0,使得对任意的 x ∈ E均有 |x| ≤M ,则称 E是有界的.

定理 1.11

设 K ⊆ Rn,则 K 是紧集当且仅当它是有界闭集.

定理 1.12.(波尔查诺-魏尔斯特拉斯定理)

Rn的任意一个有界无限子集必有聚点.

1.1.3 连通集

定义 1.17.(开 (闭)子集)

设 A ⊆ E ⊆ Rn. 若存在 Rn 中的开集 (相应的,闭集) S 使得 A = E ∩ S,则称 A

是 E 上的开子集 (相应的,闭子集).

命题 1.13. 设 E ⊆ Rn, A,B ⊆ E,那么

(1) A是 E 的开子集当且仅当对任意的 a ∈ A,存在 a的邻域 U 使得 E ∩ U ⊆ A.

(2) B 是 E 的闭子集当且仅当 E\B 是 E 的开子集.

定义 1.18.(连通集)

设E ⊆ Rn. 若不存在E的两个非空开子集A和B使得A∪B = E且A∩B = ∅,
则称 E 是 Rn中的连通集.
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定义 1.19.(区域、闭区域)

Rn 中的连通开集被称作区域. 如果 E 是区域，那么也将 E 称作闭区域. 要注意
的是,闭区域不是区域.

命题 1.14. 设 E 是 R的非空子集,那么 E 是 R中的连通集当且仅当 E 是区间.

命题 1.15. 设 E 是 Rn中的连通集,且 E ⊆ S ⊆ E,那么 S 也是 Rn中的连通集. 特别
的 E 是 Rn中的连通集.

§ 1.2 多元函数的极限

定义 2.1.(极限)

设 E ⊆ Rn, f : E → Rm, a是 E 的聚点. 若存在 b ∈ Rm,使得对任意的 ε > 0,均
存在 δ > 0满足

|f(x)− b| < ε, ∀x ∈ (B(a, δ)\{a}) ∩ E,

则称 b为 f 沿 E 中元素趋于 a的极限.

命题 2.1. (极限的唯一性)设 E ⊆ Rn, f : E → Rm, a是 E 的聚点. 如果 b与 c是 f

沿 E 中元素趋于 a的极限,则 b = c.

定理 2.2.(海涅归结原理)

lim
x→a
x∈E

f(x) = b的充要条件是: 对于 E 中满足 lim
k→∞

xk = a且 xk 6= a (∀k)的任一

序列 {xk}均有 lim
k→∞

f(xk) = b.

定理 2.3.(柯西收敛准则)

lim
x→a
E

f(x) 存在的重要条件是: 对任意的 ε > 0, 存在 δ > 0, 使得对于任意的

x,y ∈ (B(a, δ)\{a}) ∩ E 有

|f(x)− f(y)| < ε.

81



uuku的课程整理

定理 2.4.(夹逼定理)

设 E ⊆ Rn, a是 E 的聚点, f , g, h均是定义在 E 上的函数,并且存在 δ > 0,使得
存在 (B(a, δ)\{a}) ∩ E 内有 f(x) ≤ g(x) ≤ h(x). 如果

lim
x→a
x∈E

f(x) = lim
x→a
x∈E

h(x) = A,

那么 lim
x→a
x∈E

g(x) = A.

§ 1.3 连续映射

定义 3.1.(连续)

设 E ⊆ Rn, f : E → Rm. 又设 a ∈ E. 若对任意的 ε > 0,存在 δ > 0,使得对任意
的 x ∈ E ∩ B(a, δ)均有

|f(x)− f(a)| < ε,

则称 f 在 a处连续. 若 f 在 E 的每一点处均连续,则称 f 在 E 上连续.

注 3.1. 按照上述定义, E 上的任一映射 f 在 E

定理 3.2

设 E ⊆ Rn且 f : E → Rm,则下列命题等价:

(1) f 在 E 上连续.

(2) 对 Rm中任意的开集 G, f−1(G)均是 E 的开子集.

(3) 对 Rm中任意的闭集 F , f−1(F )均是 E 的闭子集.

命题 3.3. 设 E ⊆ Rn且 f = (f1, · · · , fm)T : E → Rm,那么 f 是 E 上的连续函数当且

仅当每个 fj (1 ≤ j ≤ m)均是 E 上的连续函数.

定理 3.4

设 f : Rn → Rm是连续映射. 若 K 是 Rn中的紧集,则 f(K)是 Rm中的紧集.
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定义 3.2.(凸集)

Rn的子集 S 被称为凸集当且仅当对任意的 x,y ∈ S 均有

{(1− λ)x+ λy : λ ∈ [0, 1]} ⊆ S.
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第二章 多元函数的微分

§ 2.1 微分的定义

定义 1.1.(可微)

设 E ⊆ Rm, f : E → Rm. 又设 a是 E的一个内点. 若存在线性映射 L : Rn → Rm

使得

lim
h→0

f(a+ h)− f(a)− Lh

|h|
= 0,

则称 f 在 a处可微. 若 f 在 E 中每个点处均可微,我们就称 f 在 E 上可微.

§ 2.2 方向导数与偏导数

定义 2.1.(方向导数)

设 E ⊆ Rn, f : E → Rm,且 a是 E 的一个内点. 对 Rn 中给定的非零向量 u,若
极限

lim
t→0

f(a+ tu)− f(a)

t

存在,我们就称 f 在 a处沿方向 u是可微的,并将上述极限称为 f 在 a处沿方向 u的

方向导数,记作
∂f

∂u
(a).

命题 2.1. 设 E ⊆ Rn, f : E → Rm,且 a是 E 的一个内点. 若 f 在 a处可微,则 f 在

a处的所有方向导数均存在,并且对于 Rn中的任意非零向量 u有

∂f

∂u
(a) = f ′(a)u.

定义 2.2.(雅可比矩阵)

f ′(a) =



∂f1
∂x1

(a)
∂f1
∂x2

(a) · · · ∂f1
∂xn

(a)

∂f2
∂x1

(a)
∂f2
∂x2

(a) · · · ∂f2
∂xn

(a)

... ... ...

∂fm
∂x1

(a)
∂fm
∂x2

(a) · · · ∂fm
∂xn

(a)


(2.1)
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定义 2.3.(偏导数的链式法则)

如果 f(x1, x2, . . . , xm) 是一个 m 元可微函数, 并且每个 xj 均是 n 元可微函数

xj(t1, t2 . . . , tn),那么我们也可以把 f 看作变量 t1, t2, . . . , tn的函数,于是由链式法则及
(2.1)知

因此对 1 ⩽ j ⩽ n有

∂f

∂tj
=

m∑
i=1

∂f

∂xi
· ∂xi
∂tj

. (2.2)

这一公式也被称作偏导数的链式法则.

定义 2.4.(中值定理)

1

§ 2.3 有限增量定理与泰勒公式

定义 3.1.(范数)

设 L ∈ L(Rn,Rm),定义 L的范数 ‖L‖为

‖L‖ = sup
|h|=1

|Lh|.

并且我们有 |Lx| ≤ ‖L‖ · |x|, ∀x ∈ Rn.

定理 3.1.(有限增量定理)

设 E 是 Rn 中的凸开集, f : E → Rm 在 E 上可微,且存在M > 0使得对任意的

x ∈ E 均有 ‖f ′(x)‖ ≤M . 那么对任意的 a, b ∈ E 有

|f(b)− f(a)| ⩽M |b− a|.

§ 2.4 反函数定理

定理 4.1.(反函数定理)

设 E 是 Rn中的开集, f : E → Rn且 f ∈ C1(E). 又设 a ∈ E. 若 f ′(a)非奇异,那
么必存在 a的邻域 U 使得 V = f(U)是 Rn中的开集,且 f |U : U → V 是双射. 此外, g
表示 f |U 的逆映射,则 g ∈ C1(V ),并且对任意的 y ∈ V 有

g′(y) = f ′(g(y))−1.

换种说法,如果有
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• E 是 Rn中的开集.

• f : E → Rn且 f ∈ C1(E)

• a ∈ E, f ′(a)非奇异,即 det f ′(a) 6= 0

那么

• 存在 a的邻域 U 使得 V = f(U)是 Rn中的开集

• f |U : U → V 是双射.

• 若设 g = f |−1
U 则 g ∈ C1(E),并且对任意的 y ∈ V 有

g′(y) = f ′(g(y))−1.

§ 2.5 隐函数定理

定理 5.1.(隐函数定理)

设 E 是 Rn+m 中的开集, f = (f1, f2, . . . , fm)
T : E → Rm 连续可微. 又设 a ∈ Rn

及 b ∈ Rm,使得 (a, b) ∈ E 且 f(a, b) = 0. 现将 f 的雅可比矩阵写成如下分块矩阵[
∂f

∂x

∂f

∂y

]
的形式,其中

∂f

∂x
=

(
∂fi
∂xj

)
1≤i≤m,1≤j≤n

,
∂f

∂y
=

(
∂fi
∂xn+j

)
1≤i,j≤m

.

那么当

det
∂f

∂y
(a, b) 6= 0

时,存在 a的邻域 U , b的邻域 V 以及唯一的连续可微映射 g : U → V ,使得

(1) g(a) = b.

(2) 对任意的 x ∈ U 有 f(x, g(x)) = 0.

(3) 对任意的 x ∈ U 有 det
∂f

∂y
(x, g(x)) 6= 0,并且

g′(x) = −
(
∂f

∂y
(x, g(x))

)−1
∂f

∂x
(x, g(x)).

定义 5.1

在上述定理中, y = g(x)
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第三章 含参变量的积分与反常积分
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专题一 欧拉积分

§ 3ε.1 第一型欧拉积分

定义 1.1

我们称 B(a, b) =
´ 1

0
xa−1(1− x)b−1dx (a, b > 0)为第一型欧拉积分.

下面我们给出几个它的简单性质.

性质 1.1. 作变量替换 x = 1− t易知 B(a, b) = B(b, a)也就是说第一型欧拉积分具有
对称性.

性质 1.2. 当 b > 1时，由分部积分可得

B(a, b) =
ˆ 1

0

(1− x)b−1d
xa

a

=
xa(1− x)b−1

a

∣∣∣∣1
0

+
b− 1

a

ˆ 1

0

xa(1− x)b−2dx

=
b− 1

a

ˆ 1

0

xa−1(1− x)b−2dx− b− 1

a

ˆ 1

0

xa−1(1− x)b−1dx

=
b− 1

a
B(a, b− 1)− b− 1

a
B(a, b).

其中第三个等号用到了 xa = xa−1 − xa−1(1− x).

由此 B(a, b) =
b− 1

a+ b− 1
B(a, b− 1).

那么由对称性,我们也能得到 B(a, b) =
a− 1

a+ b− 1
B(a− 1, b) (a > 1).

而当 a, b均为正整数时,我们有

B(n,m) =
(n− 1)!(m− 1)!

(n+m− 1)!
.

性质 1.3. 我们作变量替换 x =
y

1 + y
可将 B(a, b)转化为无穷积分,这种形式也有很

好的性质.

B(a, b) =
ˆ ∞

0

ya−1

(1 + y)a+b
dy

而如果令 b = 1− a (0 < a < 1)我们就得到

B(a, 1− a) =

ˆ ∞

0

ya−1

1 + y
dy
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而这个积分的值是可以计算的，就是

B(a, 1− a) =
π

sin aπ

§ 3ε.2 第二型欧拉积分
3ε.2.1 定义

定义 2.1

我们称

Γ(a) =

ˆ ∞

0

xa−1e−xdx (a > 0)

为第二型欧拉积分.
其实这个 Γ(a)函数在我们之前的课程中也定义过,不过当时我们是用阶乘函数,

用无穷乘积的形式来定义的.

Γ(x) = Π(x− 1) = x−1Π(x),

1

Γ(x)
= x

∞∏
n=1

(1 +
x

n
)(1 +

1

n
)−x.

下面我们先来探究这两个证明是否等价.

证明. 当 s > 0时有

Γ(s) =
1

s

∞∏
n=1

(1 +
s

n
)−1(1 +

1

n
)s

=
1

s
· lim
N→∞

N∏
n=1

(1 +
s

n
)−1(1 +

1

n
)s

=
1

s
· lim
N→∞

N ! ·N s

(s+ 1)(s+ 2) · · · (s+N)
.

注意到极限中的内容和我们之前推导的 B函数的递推式相似,不难发现,当我们取
a = N + 1, b = s时,我们有

B(s,N + 1) =
N

s+N
B(s,N) = · · · = B(s, 1)

N !

(s+ 1)(s+ 2) · · · (s+N)

又由 B(s, 1) =
´ 1

0
xs−1(1− x)0dx =

1

s
我们可以得到
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Γ(s) =
1

s
· lim
N→∞

N ! ·N s

(s+ 1)(s+ 2) · · · (s+N)

= lim
N→∞

B(s, 1)
N ! ·N s

(s+ 1)(s+ 2) · · · (s+N)

= lim
N→∞

B(s,N + 1)N s

= lim
N→∞

N s

ˆ 1

0

xs−1(1− x)Ndx.

接着我们做变量替换 x→ x
N

Γ(s) = lim
N→∞

N s

ˆ 1

0

xs−1(1− x)Ndx

= lim
N→∞

N s

ˆ N

0

( x
N

)s−1

(1− x

N
)Nd

x

N

= lim
N→∞

ˆ N

0

xs−1(1− x

N
)Ndx.

下面我们考虑证明

lim
N→∞

(ˆ N

0

xs−1e−xdx−
ˆ N

0

xs−1(1− x

N
)Ndx

)
= 0.

由伯努利不等式 x > −1时,有 (1 + x)N ⩾ 1 +Nx.
和不等式 et ⩾ 1 + t,把 t = x

N
带入得到 e

x
N ⩾ 1 + x

N
即 ex ⩾ (1 + x

N
)N .

我们可以得到

0 ⩽ e−x − (1− x

N
)N = e−x

[
1− ex(1− x

N
)N
]
⩽ e−x

[
1− (1− x2

N2
)N
]
⩽ e−xx2

N
.

进而有∣∣∣∣ˆ N

0

e−xxs−1dx−
ˆ N

0

(
1− x

N

)N
xs−1dx

∣∣∣∣ ⩽ ˆ N

0

e−xxs+1

N
dx <

1

N

ˆ +∞

0

e−xxs+1dx.

易知

ˆ +∞

0

e−xxs+1dx收敛,故当 N → ∞时,
1

N

ˆ +∞

0

e−xxs+1dx→ 0.

进而可知

lim
N→∞

(ˆ N

0

xs−1e−xdx−
ˆ N

0

xs−1(1− x

N
)Ndx

)
= 0.

即

ˆ N

0

xs−1e−xdx =

ˆ N

0

xs−1(1− x

N
)Ndx, N → ∞.

故这两种定义方式等价.

除此之外, Γ函数,还有两种定义方式.
第一种是上述证明过程中出现过的极限定义,也称欧拉-高斯公式.
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Γ(s) = lim
N→∞

N ! ·N s

s(s+ 1)(s+ 2) · · · (s+N)
.

第二种则引入了欧拉常数 γ.
设 Hn =

n∑
i=1

1

i
,则称 γ = lim

n→∞
Hn − lnn.

那么我们就有 Γ函数的Weierstrass积形式.

Γ(s) =
e−γs

s

∞∏
n=1

(
1 +

s

n

)−1

e
s
n .

3ε.2.2 性质

从我们证明两种定义方式等价的过程中,不难发现这两类欧拉积分并不是孤立的,
下面我们就来探究这两类欧拉积分的关系.
接下来,我们证明

性质 2.1.

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
, ∀p > 0, q > 0.

证明. 对 B(p, q)用 x = sin2 θ换元得到

B(p, q) = 2

ˆ π
2

0

sin2p−1 θ cos2q−1 θdθ.

对 Γ(p)用 x = s2换元得到

Γ(p) = 2

ˆ ∞

0

s2p−1e−s2ds.

我们考虑

Γ(p)Γ(q) = 4

ˆ ∞

0

s2p−1e−s2ds
ˆ ∞

0

t2q−1e−t2dt.

下面我们进行极坐标变换,令 s = r sin θ, t = r cos θ则有 r2 = s2 + t2, dsdt = rdrdθ.
又由 Γ函数的连续性,我们可以对积分符号进行交换,进而得到.
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Γ(p)Γ(q) = 4

ˆ ∞

0

r2p+2q−2e−r2rdr
ˆ π

2

0

sin2p−1 θ cos2q−1 θdθ

= 4

ˆ ∞

0

r2(p+q)−1e−r2dr
ˆ π

2

0

sin2p−1 θ cos2q−1 θdθ

=

ˆ ∞

0

r(p+q)−1e−rdr · 2
ˆ π

2

0

sin2p−1 θ cos2q−1 θdθ

= Γ(p+ q)B(p, q).

进而得到

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
.

推论 2.2

在上述证明过程中,我们取 q = 1
2
,则对于 j > −1我们有

ˆ π

0

sinj θ dθ = B
(
j + 1

2
,
1

2

)
=

Γ
(
j+1
2

)
Γ
(
1
2

)
Γ
(
j+2
2

)
性质 2.3. (余元公式)

Γ(p)Γ(1− p) =
π

sin pπ

为了证明这个事情,我们先证明一个引理.

引理 2.4

sin x = x

∞∏
n=1

(
1− x2

n2π2

)

证明. 通过二倍角公式,我们可以将 sin(2n + 1)x不断升幂,可以将其表示为形如
sin x · P (sin2 x)的式子,其中 P (x)表示关于 x的 n次多项式.

因为 lim
x→0

sin(2n+ 1)xsin(x) = 2n+ 1,所以 P (x)的常数项为 2n+ 1.

同时我们有, sin(2n + 1)x的根为
kπ

2n+ 1
, k ∈ Z,所以 sin2 kπ

2n+ 1
, k = 1, 2, . . . , n

恰为 P (x)的 n个根.
所以

P (x) = (2n+ 1)

(
1− x

sin2 π
2n+1

)(
1− x

sin2 2π
2n+1

)
· · ·

(
1− x

sin2 nπ
2n+1

)
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即

P (x) = (2n+ 1)

n∏
k=1

(
1− x

sin2 kπ
2n+1

)

故我们有

sin(2n+ 1)x

sin x
= P (sin2 x) = (2n+ 1)

n∏
k=1

(
1− sin2 x

sin2 kπ
2n+1

)

带入 x→ x
2n+1

⇒ sin x

(2n+ 1) sin 1
2n+1

x
=

n∏
k=1

(
1−

sin2 1
2n+1

x

sin2 kπ
2n+1

)

∀1 ⩽ m < n有

sin x

(2n+ 1) sin 1
2n+1

x
m∏
k=1

(
1−

sin2 1
2n+1

x

sin2 kπ
2n+1

) =

n∏
k=m+1

(
1−

sin2 1
2n+1

x

sin2 kπ
2n+1

)

当 n→ ∞时,左边为
sin x

x
m∏
k=1

(
1− x2

k2π2

)
对于右边,我们考虑下列不等式,当 n充分大时.

(1)
2

π
x < sin x < x, x ∈ (0,

π

2
)

(2) sin2 1

2n+ 1
x <

x2

(2n+ 1)2

(3) sin2 kπ

2n+ 1
>

4k2

(2n+ 1)2

(4)
sin2 1

2n+1
x

sin2 kπ
2n+1

<
x2

4k2

其中由 (1)可得 (2), (3),进而可知 (4).
于是我们有

1 >

n∏
k=m+1

(
1−

sin2 1
2n+1

x

sin2 kπ
2n+1

)
>

n∏
k=m+1

(
1− x2

4k2

)
>

∞∏
k=m+1

(
1− x2

4k2

)
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所以 n→ ∞时,

1 >
sin x

x
m∏
k=1

(
1− x2

k2π2

) > ∞∏
k=m+1

(
1− x2

4k2

)

由
∞∏
k=1

(
1− x2

4k2

)
收敛,

可知m→ ∞时
∞∏

k=m+1

(
1− x2

4k2

)
= 1

所以由夹逼定理,我们可以得到

sin x = x

∞∏
k=1

(
1− x2

k2π2

)
.

下面由 Γ函数的极限定义来证明余元公式

证明.

Γ(p)Γ(1− p) = lim
N→∞

N ! ·Np ·N ! ·N1−p

p(p+ 1) · · · (p+N)(1− p)(1− p+ 1) · · · (1− p+N)

= lim
N→∞

N ·N ! ·N !

p(1− p2)(22 − p2) · · · (N2 − p2)(1 +N − p)

= lim
N→∞

N

1− p+N
· 1

p
N∏
k=1

(1− p2

k2
)

由引理 2.4可知

sin pπ = pπ

∞∏
n=1

(
1− p2

n2

)
故

Γ(p)Γ(1− p) = 1 · π

sin pπ
=

π

sin pπ
.

性质 2.5. (倍元公式,也称勒让德公式)

Γ

(
1

2

)
Γ(2x) = 22x−1Γ(x)Γ

(
x+

1

2

)
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在之前的作业中,我们已经用无穷乘积的定义方式证明过该公式,下面我们用另一
种方式再次证明这个问题.

证明. 由前面给出的性质

Γ(1
2
)

Γ(x+ 1
2
)
=

B(x, 1
2
)

Γ(x)
,

Γ(x)

Γ(2x)
=

B(x, x)
Γ(x)

.

带入之后,我们只需证明

B
(
x,

1

2

)
= 22x−1B(x, x)

⇔
ˆ 1

0

tx−1(1− t)−
1
2dt = 22x−1

ˆ 1

0

tx−1(1− t)x−1dt

接下来通过若干次变量替换可得

22x−1

ˆ 1

0

tx−1(1− t)x−1dt =
ˆ 1

0

(2t)x−1(2− 2t)x−1d(2t) =
ˆ 2

0

tx−1(2− t)x−1dt

=

ˆ 1

−1

(1 + t)x−1(1− t)x−1dt =
ˆ 1

−1

(1− t2)x−1dt

= 2

ˆ 1

0

(1− t2)x−1dt = 2

ˆ 1

0

(1− t)x−1d
√
t

= 2

ˆ 1

0

(1− t)x−1 · 1
2
t−

1
2dt =

ˆ 1

0

(1− t)x−1t−
1
2dt

=

ˆ 1

0

tx−1(1− t)−
1
2dt

这样我们就证明了
ˆ 1

0

tx−1(1− t)−
1
2dt = 22x−1

ˆ 1

0

tx−1(1− t)x−1dt

即

Γ

(
1

2

)
Γ(2x) = 22x−1Γ(x)Γ

(
x+

1

2

)

3ε.2.3 应用

在之前的作业中,我们已经证明过了斯特林 (Stirling)公式. 下面我们用另外的两种
方式进行证明.
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引理 2.6

对于任意给定的 a有,

Γ(x)

Γ(x+ a)
= x−a +O

(
x−a−1

)
证明. 先假定 a > 1,

Γ(x)Γ(a)

Γ(x+ a)
= B(x, a)

=

ˆ 1

0

(1− y)a−1yx−1dy

=

ˆ ∞

0

(1− e−t)a−1e−xtdt

=

ˆ 1√
x

0

(1− e−t)a−1e−xtdt+
ˆ ∞

1√
x

(1− e−t)a−1e−xtdt

≜ I1 + I2

下面我们分别对 I1和 I2进行估计.

I1 =

ˆ 1√
x

0

(1− e−t)a−1e−xtdt

=

ˆ 1√
x

0

(t+O
(
t2
)
)a−1 · e−xtdt

=

ˆ 1√
x

0

ta−1(1 +O (t))a−1 · e−xtdt

当 x充分大时, t在 0附近,我们有, (1 +O (t))a−1 ∼ 1 + (a− 1)O (t) ∼ 1 +O (t)

I1 =

ˆ 1√
x

0

ta−1(1 + O (t))a−1 · e−xtdt

=

ˆ 1√
x

0

ta−1(1 + O (t)) · e−xtdt

=

ˆ 1√
x

0

ta−1 · e−xtdt+
ˆ 1√

x

0

O (t) · ta−1 · e−xtdt

=

ˆ 1√
x

0

ta−1 · e−xtdt+O

(ˆ 1√
x

0

·ta · e−xtdt

)
作换元 t = xt
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I1 =

ˆ 1√
x

0

ta−1 · e−xtdt+O

(ˆ 1√
x

0

·ta · e−xtdt

)

= x−a

ˆ √
x

0

ta−1 · e−tdt+O

(ˆ 1√
x

0

·ta · e−xtdt

)

= x−a

ˆ ∞

0

ta−1 · e−tdt+O

(
x−a

ˆ ∞

√
x

ta−1 · e−tdt
)
+O

(
x−a−1

ˆ √
x

0

·ta · e−tdt

)

由 Γ函数收敛,
´ √

x

0
·ta · e−tdt ∼ O (1) .

而
´∞√

x
ta−1 · e−tdt = O

(´∞√
x
e−

t
2dt
)
= O

(
1
x

)
.

故

I1 = x−aΓ(a) +O
(
x−a−1

)

I2 =

ˆ ∞

1√
x

(1− e−t)a−1 · e−xtdt = O

(ˆ ∞

1√
x

e−xtdt

)
= O

(
1

xe
√
x

)
= O

(
x−a−1

)
.

因此

I1 + I2 = x−aΓ(a) +O(x−a−1)

⇒ Γ(x)

Γ(x+ a)
= x−a +O(x−a−1)

对于 0 < a < 1的情况,我们取 k ∈ Z⩾1使得 a+ k > 1

可以得到

Γ(x)

Γ(x+ a+ k)
= x−a−k +O(x−a−k−1)

进而通过 Γ函数的递推公式可以得到相应的结论.

定理 2.7.(斯特林公式)

log Γ(s) = (s− 1

2
) log s− s+

1

2
log 2π +O

(
1

s

)
.

证明. 我们先对 x为正整数的情形进行估计
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log Γ(n) = log[(n− 1)!] =

n−1∑
k=1

log k =

n−1∑
k=1

ˆ k+1

k

log kdt

=

n−1∑
k=1

ˆ k+1

k

log k − log tdt+
ˆ k+1

k

log tdt

=

ˆ n

1

log tdt−
n−1∑
k=1

ˆ k+1

k

log
t

k
dt

= n log n− n+ 1 +

n−1∑
k=1

ˆ 1

0

log
t+ k

k
dt

= n log n− n+ 1 +

n−1∑
k=1

ˆ 1

0

log(1 +
t

k
)dt

= n log n− n+ 1 +

n−1∑
k=1

(
1

2k
+O

(
1

k2

))
= n log n− n+ 1− 1

2
log n+ C +O

(
1

n

)
=

(
n− 1

2

)
log n− n+ C +O(

1

n
)

下面我们将这个结论推广到任意实数上,令 x = n+ a, 0 < a < 1

由引理可知

log
Γ(n)

Γ(n+ a)
= log(n−a +O(n−a−1))

= log n−a + log

(
1 +O

(
1

n

))
= −a log n+O

(
1

n

)
从而

log Γ(x) = log Γ(n) + a log n+O

(
1

n

)
= (n− 1

2
) log n− n+ C + a log n+O

(
1

2

)
= (x− a− 1

2
) log(x− a)− x+ a+ C + a log(x− a) +O

(
1

x

)
= (x− 1

2
)[log x+ log(1− a

x
)]− x+ a+ C +O

(
1

x

)
= (x− 1

2
) log x− x+ C + (x− 1

2
)

(
−a
x
+O

(
1

x2

))
+ a+O

(
1

x

)
= (x− 1

2
) log x− x+ C +O

(
1

x

)
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下面我们来确定常数 C 的值.
考虑倍元公式

Γ(2x)Γ(
1

2
) = 22x−1Γ(x)Γ(x+

1

2
)

对两边取对数得

log Γ(2x) + log Γ(
1

2
) = (2x− 1) log 2 + log Γ(x) + log Γ(x+

1

2
)

再带入我们得到的估计式,并整理可得

x log(1 +
1

2x
)− 1

2
− 1

2
log 2 + C +O

(
1

x

)
= log Γ(

1

2
)

当 x→ +∞时, x log(1 +
1

2x
)− 1

2
= x · 1

2x
− 1

2
= 0

故

C = log Γ(
1

2
) +

1

2
log 2, x→ +∞

下面我们来求 Γ(1
2
)

由余元公式 Γ(p)Γ(1− p) =
π

sin pπ

我们取 p =
1

2
,则有 Γ(1

2
)2 = π ⇒ Γ(1

2
) =

√
π

故 C = log
√
π +

1

2
log 2 = log

√
2π

综上,我们就得到了斯特林公式

log Γ(s) = (s− 1

2
) log s− s+

1

2
log 2π +O

(
1

s

)
.

3ε.2.4 以书本例题为例

除了这种方式之外,下面再通过书本习题 14.2中的一组题来证明这件事.
16. 设 s ⩾ 2,利用 (14.17)以及变量替换证明

Γ(s) = (s− 1)se1−s

ˆ +∞

−1

((1 + x)e−x)s−1dx.

证明. 做变量替换 x→ (s− 1)(x+ 1)则有
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Γ(s) =

ˆ +∞

0

e−xxs−1dx

=

ˆ +∞

−1

e−(s−1)(x+1)[(s− 1)(x+ 1)]s−1dx

= (s− 1)se1−s

ˆ +∞

−1

((1 + x)e−x)s−1dx

17. 设 s ⩾ 2,并记 δ = s−0.4,利用 2.24证明

ˆ δ

−δ

((1 + x)e−x)s−1dx =

√
2π

s
+O

(
1

s
√
s

)
.

证明. 因为当 |x| ⩽ δ时

log((1 + x)e−x)s−1 = (s− 1)(log(1 + x)− x) = (s− 1)(−x
2

2
+
x3

3
+O(x4)).

所以 ((1 + x)e−x)s−1 = e−
s−1
2

x2
(1 + (s−1)

3
x3 +O(sx4)),进而有ˆ δ

−δ

((1 + x)e−x)s−1dx =

ˆ δ

−δ

e−
s−1
2

x2dx+
ˆ δ

−δ

e−
s−1
2

x2 x3

3
dx+O

(
s

ˆ δ

−δ

e−
s−1
2

x2

x4dx
)

=

ˆ ∞

−∞
e−

s−1
2

x2dx+O

(ˆ ∞

δ

e−
s−1
2

x2dx
)
+

ˆ δ

−δ

e−
s−1
2

x2 x3

3
dx

+O

(
s

ˆ δ

0

e−
s−1
2

x2

x4dx
)

其中

(1)
ˆ +∞

−∞
e−

s−1
2

x2dx =

√
2

s− 1

ˆ +∞

−∞
e−x2dx =

√
2π

s− 1
.

(2)
ˆ +∞

δ

e−
s−1
2

x2dx =

√
2

s− 1

ˆ +∞

δ
√

s−1
2

e−x2dx� 1√
s

ˆ +∞

δ
√

s−1
2

e−xdx

=
1√
s
· e−δ

√
s−1
2 � 1

s
√
s
.

(3.1)

(3) e− s−1
2

x2 x3

3
是奇函数积分是 0.
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(4)

s

ˆ δ

0

e−
s−1
2

x2

x4dx = s

ˆ s−1
2

δ2

0

e−x 4

(s− 1)2
x2d
√

2

s− 1
x

=
2
√
2s

(s− 1)
5
2

ˆ s−1
2

δ2

0

e−xx
3
2dx� 1

s
√
s
.

所以有

ˆ δ

−δ

((1 + x)e−x)s−1dx =

√
2π

s
+O

(
1

s
√
s

)
.

18. 通过考察被积函数的单调性证明

ˆ −δ

−1

((1 + x)e−x)s−1dx+
ˆ +∞

δ

((1 + x)e−x)s−1dx� 1

s
√
s
.

证明. 一方面,因为 (1 + x)e−x在 [−1,−δ]上单调递增,故而
ˆ −δ

−1

((1 + x)e−x)s−1dx ⩽ ((1− δ)eδ)s−1 = exp ((s− 1)(log(1− δ) + δ))

= exp

(
−sδ

2

2
+O(sδ3)

)
� e−

1
2
s0.2 � 1

s
√
s
.

(3.2)

另一方面,由 (1 + x)e−x在 R⩾0上单调递减,以及在 R⩾4上有 e−
x
2 ⩾ (1 + x)e−x知

ˆ +∞

δ

((1 + x)e−x)s−1dx =

ˆ 4

δ

((1 + x)e−x)s−1dx+
ˆ +∞

4

((1 + x)e−x)s−1dx

⩽ 4× ((1 + δ)e−δ)s−1 +

ˆ +∞

4

(e−
x
2 )s−1 dx

� ((1 + δ)e−δ)s−1 +

ˆ +∞

4

e−
s−1
2

xdx

= exp ((s− 1)(log(1 + δ)− δ)) +
2

s− 1
e−

s−1
2

= exp

(
−sδ

2

2
+O(sδ3)

)
+

2

s− 1
e−

s−1
2

� e−
1
2
s0.2 + e−

s−1
2 � 1

s
√
s
.

(3.3)

所以有
ˆ −δ

−1

((1 + x)e−x)s−1dx+
ˆ +∞

δ

((1 + x)e−x)s−1dx� 1

s
√
s
.
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19. 对 s ⩾ 2证明斯特林公式

log Γ(s) = (s− 1

2
) log s− s+

1

2
log 2π +O

(
1

s

)
.

证明. 有了前几题的铺垫,我们可以得到

log Γ(s) = s log(s− 1) + 1− s+ log

(√
2π

s
+O

(
1

s
√
s

))

= s log(s− 1) + 1− s+ log

(√
2π

s

(
1 +O

(
1

s

)))

= s log(s− 1) + 1− s+
1

2
log 2π − 1

2
log s+O

(
1

s

)
= (s− 1

2
) log s− s+

1

2
log 2π +O

(
1

s

)
+ s

(
log

(
1− 1

s

)
+

1

s

)
= (s− 1

2
) log s− s+

1

2
log 2π +O

(
1

s

)

至此,我们已经重新证明了斯特林公式. 但在此之中我们取 δ = s−0.4这个值并不是

唯一的,下面我们在来观察一下 δ的取值. 我们设 δ = s−α.
首先我们先关注所有用到 δ取值的等式,(3.1),(3.2)(3.3).
其中 (3.1)最后一步要成立就得满足 α < 1

2

(3.2)最后一步要满足 3α > 1 ∧ 2α < 1 ⇒ 1
3
α < 1

2

(3.3)要求与 (3.2)相同
综上 α的取值范围为 (1

3
, 1
2
).
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第四章 重积分

§ 4.1 若尔当测度
4.1.1 简单集合的测度

定义 1.1

设 Ij (1 ⩽ j ⩽ n)是 R中的有界区间,我们称 I1 × I2 × · · · × In 为 Rn 中的矩形.
若 Rn中的子集 E 可表为有限多个矩形的并,则称 E 是 Rn中的简单集合. 特别的,空
集也是简单集合.

命题 1.1. 设 E,F 是 Rn中的简单集合,则 E ∪ F, E ∩ F, E\F, E∆F 也均是 Rn中的

简单集合. 此外,对任意的 a ∈ Rn, E + a = {x+ a : x ∈ E}是 Rn中的简单集合.

定义 1.2

我们用 |I| 来表示 R 中有界区间 I 的长度, 由此我们定义 Rn 中矩形 Q =

I1 × I2 × · · · × In的体积 |Q|为

|Q| =
n∏

j=1

|Ij|

根据这个定义知, |Q| = |Q|.

命题 1.2. 设 E 是 Rn中的一个简单集合,那么

(1) E 可表为有限多个两两不相交的矩形的并,并称之为 E 的划分.

(2) 若 E 可用如下两种方式写成互不相交的矩形的并

E =

m⋃
i=1

Qi =

k⋃
j=1

Q′
j,

则

m∑
i=1

|Qi| =
j∑

j=1

|Q′
j|.
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定义 1.3

设 E 是 Rn中的一个简单集合, E = Q1 ∪ · · · ∪Qm是 E 的一个划分,则记

µ(E) =

m∑
i=1

|Qi|

并称之为的测度.

命题 1.3. 设 E,F 均是 Rn中的简单集合,则

(1) (有限可加性)若 E ∩ F = ∅,则 µ(E ∪ F ) = µ(E) + µ(F );

(2) (单调性)若 E ⊆ F ,则 µ(E) ⩽ µ(F );

(3) (次可加性) µ(E ∪ F ) ⩽ µ(E) + µ(F );

(4) (平移不变性)对任意的 a ∈ Rn有 µ(E + a) = µ(E).

4.1.2 若尔当测度

定义 1.4

设 S 是 Rn中的有界集,我们称由

µ∗(S) = sup{µ(A) : A ⊆ S 且 A是简单集合}

定义的 µ∗(S)为 S 的若尔当内测度;称由

µ∗(S) = inf{µ(B) : B ⊇ S 且 B 是简单集合}

定义的 µ∗(S)为 S 的若尔当外测度.
当 µ∗(S) = µ∗(S)时,则称 S 为若尔当可测集,并将这一值记作 µ(S)称为 S 的若

尔当测度或容度.
特别的,当 µ(S) = 0时,我们称之为若尔当零测集.

命题 1.4. 根据定义,对任意的有界集 S 有

0 ⩽ µ∗(S) ⩽ µ∗(S). (4.1)

定理 1.5

设 S 是 Rn中的有界集,则下列命题等价:

(1) S 是若尔当可测集.
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(2) 对任意的 ε > 0,存在简单集合 A,B 满足 A ⊆ S ⊆ B 以及 µ(B\A) < ε.

(3) ∂S 为若尔当零测集.

命题 1.6. 设 E,F 是 Rn中的若尔当可测集,则

(1) E ∪ F, E ∩ F, E\F, E∆F 均是 Rn中的若尔当可测集.

(2) (有限可加性)若 E 和 F 无公共内点,则 µ(E ∪ F ) = µ(E) + µ(F ).

(3) (单调性)若 E ⊆ F ,则 µ(E) ⩽ µ(F ).

(3) (次可加性) µ(E ∪ F ) ⩽ µ(E) + µ(F ).

(4) (平移不变性)对任意的 a ∈ Rn有 µ(E + a) = µ(E).

命题 1.7. 设 K 是 Rn−1中的紧集, f : K → R是一个连续函数,那么集合

S = {(x, f(x)) : x ∈ K}

是 Rn中的若尔当零测集.

习题 4.1
1. 设 E,F 均是 Rn中的有界集且 E ⊆ F ,证明

µ∗(E) ⩽ µ∗(F ) 以及 µ∗(E) ⩽ µ∗(F ).

证明. 对任一的 ε > 0, 存在简单集合 A, 满足 A ⊆ E ∧ µ(A) ⩾ µ∗(E) − ε, 又
A ⊆ E ⊆ F , µ∗(F )是上界有 µ(A) ⩽ µ∗(F ). 从而 µ∗(E)− ε ⩽ µ(A) ⩽ µ∗(F ),再由 ε的

任意性知 µ∗(E) ⩽ µ∗(F ).
另一侧同理.

2. 设 E 是 Rn中的有界集,并且 E 只有有限多个聚点,证明 µ(E) = 0.

证明. 设 E 的聚点为 {a1,a2, . . . ,am}.
∀ ε > 0,我们取矩形列 {Qj}满足 |Qj| =

ε

2m
∧ aj ∈ Q◦

j .

那么考虑E\
m⋃
j=1

Qj就应该是有限集,否则由波尔查诺-魏尔斯特拉斯定理E\
m⋃
j=1

Qj

存在聚点 b, 但 b /∈ Q◦
j , ∀j ⩽ m, 所以与 E 的全部聚点为 {a1,a2, . . . ,am}矛盾, 从而

E\
m⋃
j=1

Qj 是有限集,记作 {b1, b2, . . . , bn}.
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那么取矩形列 {Q′
i} 满足 |Q′

i| =
ε

2n
∧ bi ∈ Q′

i. 从而 E ⊆
m⋃
j=1

Qj ∪
n⋃

i=1

Q′
i, 则有

µ∗(E) ⩽
m∑
j=1

|Qj|+
n∑

i=1

|Q′
i| = ε. 再由 ε的任意性知 µ∗(E) = 0,即 µ(E) = 0.

3. 设 E 是 Rn中的有界集,证明 µ∗(E) = µ∗(E) ∧ µ∗(E) = µ∗(E
◦).

4. 把 Q ∩ [0, 1]中的元素排成一列,记作 a1, a2, . . . , am, . . . ,又令 ε = 1
4
. 证明集合

∞⋃
m=1

(
am − ε

2m
, am +

ε

2m

)
是 R中的一个若尔当不可测的开集,并由此构造出一个若尔当不可测的闭集.

解. 考虑集合 [−2, 2]\S.

§ 4.2 闭矩形上的积分

定义 2.1

闭矩形上的黎曼可积.

命题 2.1. 若 f 在 Q上可积,则 f 在 Q上有界.

定义 2.2

达布和.

定义 2.3

设 S ⊆ Rn. 若对任意的 ε > 0,存在至多可数个开矩形 Qi,使得

S ⊆
⋃
i

Qi 且
∑
i

|Qi| < ε

则称 S 为 Rn中的勒贝格零测集.

命题 2.2.

(1) Rn中的至多可数集是 Rn中的勒贝格零测集.

(2) Rn中至多可数个勒贝格零测集的并仍是 Rn中的勒贝格零测集.

命题 2.3.

(1) 若尔当零测集是勒贝格零测集.
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(2) 有界闭的勒贝格零测集是若尔当零测集.

注 2.4. 因为边界集是闭集,所以有界集 S 是若尔当可测集当且仅当 ∂S 是勒贝格零

测集.

定理 2.5.(勒贝格)

设 Q是 Rn 中的闭矩形,那么定义在 Q上的有界函数 f 在 Q上黎曼可积的充要

条件是 f 的全体间断点构成勒贝格零测集.

推论 2.6

设 Q是 Rn中的闭矩形, f 在 Q上可积.

(1) 若 {x ∈ Q : f(x) 6= 0}是勒贝格零测集,则
ˆ
Q

f = 0.

(2) 若 f 非负且

ˆ
Q

f = 0,则 {x ∈ Q : f(x) 6== 0}是勒贝格零测集.

习题 4.2
1. 对 1 ⩽ j ⩽ n,设 fj(x)在 [aj, bj]上可积. 证明 n元函数 f1(x1)f2(x2) · · · fn(xn)在

Q = [a1, b1]× [a2, b2]× · · · × [an, bn]上可积且

ˆ
· · ·
ˆ

Q

f1(x1) · · · fn(xn) dx1 · · · dxn =

n∏
j=1

(ˆ bj

aj

fj(x) dx

)
.

2. 设 Q 是 Rn 中的一个闭矩形, f : Q → R. 证明 f 在 Q 上可积且

ˆ
Q

f = A 的

充要条件是: 对任意的 ε > 0,存在 δ > 0,使得 Rn 中两两无公共内点的若尔当可测集

J1, . . . , jk 只要满足

max
1⩽i⩽k

diam(Ji) < δ 以及 Q =

k⋃
i=1

Ji,

就对任意的 ξi ∈ Ji有 ∣∣∣∣∣
k∑

i=1

f(ξi)µ(Ji)− A

∣∣∣∣∣ < ε.
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§ 4.3 有界集上的积分

定理 3.1.(积分中值定理)

设 E 是 Rn 中的若尔当可测集, f 与 g 在 E 上可积且 g 在 E 上不变号. 现记
m = inf

x∈E
f(x),M = sup

x∈E
f(x),那么存在 κ ∈ [m,M ]使得

ˆ
E

fg = κ ·
ˆ
E

g.

特别地,存在 λ ∈ [m,M ]使得
ˆ
E

f = λ · µ(E).

习题 4.3
1.

§ 4.4 富比尼定理

定理 4.1.(富比尼 (Fubini)定理)

设 Q = Q1 ×Q2是 Rn中的闭矩形,

§ 4.5 变量替换

§ 4.6 反常重积分

定义 6.1

设 E ⊆ Rn,如果若尔当可测集列 {Em}满足

Em ⊆ Em+1 (∀m ⩾ 1) 以及
∞⋃

m=1

Em = E,

则称 {Em}是 E 的一个穷竭. 注: 该名称并不是通用的,仅在陆亚明《数学分析入门》
中使用.

定义 6.2

设 E ⊆ Rn, f : E −→ R. 如果对 E 的使得 f 在每个 Em 上均可积的任意穷竭

{Em},极限

lim
m→∞

ˆ
Em

f
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都存在且相等,那么我们就称 f 在 E 上可积,并将上述极限值记作ˆ
E

f,

此时也称积分

ˆ
E

f 收敛. 否则就称
ˆ
E

f 发散,或称 f 在 E 上不可积.

引理 6.1

设 E ⊆ Rn, f 是定义在 E 上的函数. 若存在 E 的一个穷竭 {Em},使得 f 在每个

Em上均可积,那么对于 E 的任一穷竭 {Fk},只要 f 在每个 Fk 上有界,它就在每个 Fk

上可积.

证明. 考虑 {Em ∩ Fk : m ⩾ 1}是 Fk 的穷竭. 考虑 Fk 的不连续点由 Em ∩ Fk 的内

部的不连续点和 ∂(Em ∩ Fk)中的不连续点构成. 又 Em 可积, Em ∩ Fk 若当可测. 那么
就有上述两部分的点均为勒贝格零测集. 由此 f 在 Fk 上可积.

命题 6.2. 设 E 若尔当可测且 f 在 E 上可积, {Em} 是 E 的一个穷竭, 那么
lim

m→∞
µ(Em) = µ(E)并且

lim
m→∞

ˆ
Em

f =

ˆ
E

f.

命题 6.3. 设 E ⊆ Rn, f : E −→ Rn 是一个非负函数,那么
ˆ
E

f 收敛的充要条件是:

存在 E 的穷竭 {Em}使得 f 在每个 Em上均可积,并且极限

lim
m→∞

ˆ
Em

f

存在.

命题 6.4. (比较判别法)设 E ⊆ Rn, f 与 g均是定义在 E 上的非负函数并且

f(x) ⩽ g(x), ∀x ∈ E.

又设存在 E 的穷竭 {Em}使得 f 与 g均在每个 Em上可积. 如果
ˆ
E

g收敛,那么
ˆ
E

f

也收敛.
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命题 6.5. 设 E 是 Rn 的一个无界子集, f 是定义在 E 上的非负函数. 又设对任意的
m ⩾ 1, B(0,m) ∩ E 均是若尔当可测集且 f 在其上可积. 此外,还设存在常数 p > n,
使得

1

|x|p
在 (E ∩B(0,m))\B(0, 1) (m ⩾ 1)上可积,并且当 |x|充分大时有

f(x) <<
1

|x|p
,

那么

ˆ
E

f 收敛.

命题 6.6. 设 E 是 Rn 中的有界集, f 是定义在 E 上的非负函数,且 x0 ∈ ∂E 是 f 的

唯一奇点. 又设对任意的 m ⩾ 1, E\B(x0,
1
m
)均是若尔当可测集且 f 在其上可积,此

外,还假设存在常数 p < n,使得函数
1

|x− x0|p
在 E\B(x0,

1
m
) (m ⩾ 1)上可积,并且

当 x → x0 (x ∈ E)时有

f(x) <<
1

|x− x0|p
,

那么

ˆ
E

f 收敛.

引理 6.7

设 E ⊆ Rn, f 与 g 是定义在 E 上的非负函数. 如果
ˆ

E

f 与

ˆ
E

g 均收敛,那么ˆ
E

f + g也收敛且

ˆ
E

f + g =

ˆ
E

f +

ˆ
E

g.

命题 6.8. 设 E ⊆ Rn, f : E −→ R. 如果
ˆ

E

f 收敛,那么
ˆ

E

|f |也收敛.

命题 6.9. 设 E,F ⊆ Rn,函数 f 在 E ∪ F 上有定义, g在 E 上有定义.

(1) 若
ˆ
E

f 收敛,则对任意的 a ∈ R,
ˆ
E

af 收敛,且

ˆ
E

af = a

ˆ
E

f.
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(2) 若
ˆ
E

f 和

ˆ
g

均收敛,则
ˆ
E

(f + g)也收敛,且

ˆ
E

(f + g) =

ˆ
E

f +

ˆ
E

g.

(3) 若 E 和 F 无公共内点,且
ˆ
E

f 与

ˆ
F

f 均收敛,则
ˆ
E∪F

f 收敛,且

ˆ
E∪F

f =

ˆ
E

f +

ˆ
F

f.

定理 6.10

设 E ⊆ Rn, f : E −→ R,那么
ˆ
E

f 收敛当且仅当

ˆ
E

|f |收敛.

注 6.11. 此处重积分与一元反常积分略有差异,在本节定义 6.2中需针对任意穷竭,对
应到一元中其实就是在考虑黎曼重排,而一元中仅仅是条件收敛,即意味着可以黎曼
重排使极限为任意值时,在本节定义 6.2下是发散的. 而当一元情形是绝对收敛的,在
该定义下才是收敛的,故在多元中收敛与绝对值收敛等价.

定理 6.12

设 E 是 Rn 中的开集, φ : E −→ φ(E) 是一个连续可微的双射, 并且对任意的
x ∈ E而言 φ′(x)均非奇异. 又设定义在 φ(E)的函数 f 在 φ(E)的任一若尔当可测紧

子集上可积. 那么当 ˆ
φ(E)

f 与

ˆ
E

(f ◦ φ)| detφ′|

中有一个收敛时,另一个必收敛,且有ˆ
φ(E)

f =

ˆ
E

(f ◦ φ)| detφ′|
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专题二 双曲几何下的面积

题目源自《数学分析入门》习题 15.6题目 11-15.
题目 1. 用H表示上半平面,即H = {z ∈ C : Imz > 0}. 设实数 a, b, c, d满足 ad−bc > 0,

证明 z 7→ az + b

cz + d
是从 H到 H的映射.

证明. 设 z = x+ yi, (y > 0),则映射后的结果为
ax+ b+ ayi
cx+ d+ cyi

=
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第五章 曲线积分

§ 5.1 曲线的弧长

定义 1.1

对于空间中的参数方程 
x = x(t),

y = y(t), t ∈ [a, b]

z = z(t),

(5.1)

所定义的曲线段 C,如果对任意的 a ⩽ t1 < t2 ⩽ b,当 t1 = a与 t2 = b不同时成立

时有

(x(t1), y(t1), z(t1)) 6= (x(t2), y(t2), z(t2)),

则称 C 是简单曲线. 更进一步的,如果有 (x(a), y(a), z(a)) = (x(b), y(b), z(b))则称 C

为简单闭曲线.

定义 1.2

设曲线段 C 由 (5.1)所定义. 若存在 s ∈ R,使得对任意的 ε > 0而言,存在 δ > 0,
对由区间 [a, b]的任意一组满足 max

i
∆ti < δ的分点

a = t0 < t1 < · · · < tn = b

所定义的曲线上的点Mi(x(ti), y(ti), z(ti))均有∣∣∣∣∣ ∑
1⩽i⩽n

Mi−1Mi − s

∣∣∣∣∣ < ε,

那么就称曲线段 C 是可求长的,并称 s是 C 的弧长.

类似也可以给出由参数方程{
x = x(t),

y = y(t),
t ∈ [a, b] (5.2)

所定义的平面上的曲线段及其弧长定义.

命题 1.1. 设 C 是由 (5.1)给出的可求长的曲线段, φ : [c, d] −→ [a, b]是严格单调的满
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射,并记

C1 :


x = x(φ(u)),

y = y(φ(u)), u ∈ [c, d]

z = z(φ(u)),

那么 C1也是可求长的曲线,且其弧长等于 C 的弧长. 简而言之,曲线的弧长与参数方
程的选取无关.

命题 1.2. 如果 x(t), y(t), z(t)均在区间 [a, b]上连续可导,则由 (5.1)所定义的曲线段
C 是可求长的,且弧长为

s =

ˆ b

a

√
[x′(t)]2 + [y′(t)]2 + [z′(t)]2dt.

命题 1.3. 如果 x(t), y(t)均在区间 [a, b]上连续可导,那么平面上由 (5.2)所定义的曲
线段 C 是可求长的,且弧长为

s =

ˆ b

a

√
[x′(t)]2 + [y′(t)]2dt.

推论 1.4

对于定义在平面上的极坐标方程 r = r(θ) (θ ∈ [α, β])可以将其视作由参数方程{
x = r(θ) cos θ,

y = r(θ) sin θ,
θ ∈ [α, β] (5.3)

那么此时就有

s =

ˆ β

α

√
[r′(θ)]2 + [r(θ)]2dθ.

114



第五章 曲线积分

例 1.5. 设 a > 0. 对于星形线 (astroid)

{
x = a cos3 t,

y = a sin3 t,
(t ∈ [0, 2π])而言,其弧长为

ˆ 2π

0

√
[x′(t)]2 + [y′(t)]2dt

= 3a

ˆ 2π

0

√
cos4 t sin2 t+ sin4 t+ cos2 tdt

= 3a

ˆ 2π

0

| sin t cos t|dt = 6a.

例 1.6.

命题 1.7. 简单曲线 C 的弧长在正交变换下保持不变.

§ 5.2 第一型曲线积分

定义 2.1

设 C 是一条可求长的曲线,其两端点是 A和 B (若是闭曲线则 A和 B是一个点),
f 是定义在 C 上的一个函数. 如果存在实数 I ,使得对任意的 ε > 0,均存在 δ > 0,当
我们依次取分点

A =M0,M1, . . . ,Mn = B

时,只要 max
1⩽i⩽n

∆si < δ (其中∆si表示曲线段 M̂i−1Mi的弧长),就对任意的 ξi ∈ M̂i−1Mi

有 ∣∣∣∣∣
n∑

i=1

f(ξi)∆si − I

∣∣∣∣∣ < ε,

那么就称 I 为 f 在 C 上的第一型曲线积分 (line integral of the first kind),记作

I =

ˆ
C

f ds.

特别地,当 C 是闭曲线时,我们也采用记号

I =

˛
C

f ds.

注 2.1. 当第一型曲线积分存在时,积分值与曲线的定向无关.
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命题 2.2. 设 C 时一条可求长曲线, f 与 g是定义在 C 上的两个函数,

(1) 如果 f 与 g在C上的第一型曲线积分都存在,那么对任意的 α, β ∈ R, αf+βg
在 C 上的第一型曲线积分存在并且,ˆ

C

(αf + βg) ds = α

ˆ
C

f ds+ β

ˆ
C

g ds.

(2) 如果 C = C1 ∪ C2, C1, C2均是可求长曲线,且公共点为端点,那么当 C1, C2的

第一型曲线积分都存在时, f 在 C 上的第一型曲线积分也存在,且ˆ
C

f ds =
ˆ
C1

f ds+
ˆ
C2

f ds.

定义 2.2

设 C 是 R3中的光滑曲线段,即存在参数方程
x = x(t),

y = y(t),

z = z(t),

t ∈ [a, b]

表示 C,且 x(t), y(t), z(t)均在 [a, b]上连续可微.

取分点,求黎曼和,用积分第一中值定理及闵可夫斯基不等式进行等价,可得上述
光滑曲线段的第一型曲线积分为

ˆ
C

f(x, y, z) ds =
ˆ b

a

f(x(t), y(t), z(t))
√

[x′(t)]2 + [y′(t)]2 + [z′(t)]2 dt. (5.4)

类似地,如果是平面上的曲线,则有
ˆ
C

f(x, y) ds =
ˆ b

a

f(x(t), y(t))
√

[x′(t)]2 + [y′(t)]2 dt. (5.5)

§ 5.3 第二型曲线积分

定义 3.1

设 C 是 R3中的一条定向的可求长的曲线,起点为 A,终点为 B,在 C 上定义映射

f = (P,Q,R)T : C −→ R3. 若存在实数 I ,使得对任意的 ε > 0,均存在 δ > 0,当我们
在 C 上从 A到 B 依次取分点

A =M0,M1, . . . ,Mn = B
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时,只要 max
1⩽i⩽n

Mi−1Mi < δ,就对任意的 ξi ∈ M̂i−1Mi有∣∣∣∣∣
n∑

i=1

〈
f(ξi),

−−−−−→
Mi−1Mi

〉
− I

∣∣∣∣∣ < ε,

则称 I 为 f = (P,Q,R)T 沿定向曲线 C 的第二型曲线积分 (line integral of the second
kind). 也称作 f 沿道路 ÂB 的第二型曲线积分,记作

I =

ˆ
C

P dx+Q dy +R dz =
ˆ
ÂB

P dx+Q dy +R dz.

特别地,当 C 是闭曲线时,我们也采用记号

I =

˛
C

P dx+Q dy +R dz.

类似可定义 R2中定向曲线 C 的第二型曲线积分ˆ
C

P dx+Q dy.

注 3.1. 在计算第二型曲线积分时,需注意曲线的定向,因为对于以 A,B 为端点的曲

线 ˆ
ÂB

P dx+Q dy +R dz = −
ˆ
B̂A

P dx+Q dy +R dz

命题 3.2. 设 ÂB 是 R3 中的一条可求长的定向曲线, f = (P1, Q1, R1)
T 和 g =

(P2, Q2, R2)
T 均是从 ÂB 到 R3的映射.

(1) 若 f ,g沿 ÂB的第二型曲线积分均存在,则对任意的 α, β ∈ R, αf +βg沿 ÂB

的第二型曲线积分也存在,并且等于

α

(ˆ
ÂB

P1 dx+Q1 dy +R1 dz
)
+ β

(ˆ
ÂB

P2 dxQ2 dyR2 dz
)
.

(2) 设 D是 ÂB 上一点,如果 f 沿 ÂD和 D̂B 的第二型曲线积分均存在,则 f 沿

ÂB 的第二型曲线积分也存在,并且等于ˆ
ÂD

P1 dx+Q1 dy +R1 dz +
ˆ
D̂B

P1 dx+Q1 dy +R1 dz.

设 ÂB 是 R3中的定向光滑曲线段,再设

f(P,Q,R)T : ÂB −→ R3.
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则有
ˆ
ÂB

P dx+Q dy +R dz =
ˆ b

a

[P (x(t), y(t), z(t))x′(t) +Q(x(t), y(t), z(t))y′(t)

+R(x(t), y(t), z(t))z′(t)] dt

§ 5.4 格林公式

定义 4.1

对于 R2 平面上的有界闭区域 D,其边界 ∂D,是由有限条光滑曲线组成. 当在边
界上行走时,如果与之相邻的区域的内部总是在左侧,则称这个方向是正向

定理 4.1.(格林公式)

设 S 是 R2中的有界闭区域, ∂S 由有限多条分段光滑曲线组成,若 P,Q ∈ C1(S),
则 ˆ

∂S

P dx+Q dy =

¨

S

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx dy (5.6)

其中 ∂S 的定向为正向.

在定理 4.1条件下,再设 u(x, y)在 S 上连续可微,那么将 (5.6)中的 P 换为 uP ,并
取 Q = 0可得

ˆ
∂S

uP dx = −
¨

S

∂(uP )

∂y
dx dy = −

¨

S

(
P
∂u

∂y
+ u

∂P

∂y

)
dx dy,

也即

−
¨

S

u
∂P

∂y
dx dy =

ˆ
∂S

uP dx+
¨

S

P
∂u

∂y
dx dy. (5.7)

同理,将 Q换为 uQ可得,¨

S

u
∂Q

∂x
dx dy =

ˆ
∂S

uQ dy −
¨

S

Q
∂u

∂x
dx dy. (5.8)

相加后可得,
¨

S

u

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx dy =

(ˆ
∂S

uP dx+ uQ dy
)
−
¨

S

(
Q
∂u

∂x
− P

∂u

∂y

)
dx dy. (5.9)

以上三式均被称作平面上的分部积分公式.
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定义 4.2

对于 R2 中的一个区域 D,若 D 中任意一条简单闭曲线所围成的区域均包含于

D,则称D是单连通的 (simply connected),否则称D为多连通的 (multiply connected)
或者称作复连通的.

命题 4.2. 利用格林公式计算闭曲线围成的面积. 设 S 是 R2 中的一个有界闭区域,且
∂S 由有限多条光滑曲线组成,那么由格林公式知

µ(S) =

¨

S

dx dy =

ˆ
∂S

x dy = −
ˆ
∂S

y dx. (5.10)

更进一步的,有

µ(S) =
1

2

ˆ
∂S

x dy − y dx. (5.11)

虽然看上去 (5.11)和 (5.10)没有实质上的差异. 但在实际计算中,如果曲线有一
定的对称性 (5.11)能带来很大的便利.

定理 4.3

设 D是 R2中的一个单连通区域, P,Q ∈ C1(D),则下列命题等价:

(1) 对 D 中任意两点 A,B 以及 D 中从 A到 B 的任意两条分段光滑曲线 C1, C2

有 ˆ
C1

P dx+Q dy =

ˆ
C2

P dx+ dy.

即第二型曲线积分与路径无关.

(2) 对于 D中由有限多条光滑曲线组成的任一闭曲线 C 有ˆ
C

P dx+Q dy = 0.

(3) 在 D上有
∂P

∂y
=
∂Q

∂x
.
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§ 5.5 应用: 调和函数
定义 5.1

设 D 是一个平面 (闭)区域, f 是定义在 D 上的具有二阶偏导数的函数,若在 D

上有

∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
= 0,

则称 f 是 D上的调和函数 (harmonic function).
通常记

∆f =
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
,

并称 ∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
为拉普拉斯算子 (Laplace operator).

性质 5.1. (拉普拉斯算子在正交变换下的不变性)设 f 是 C2类的调和函数,

A =

[
a b

c d

]
是一个正交矩阵, g(x, y) = f(ax+ by, cx+ dy). 则有 ∆f = ∆g.

证明. 记 x′ = ax+ by, y′ = cx+ dy,利用偏导数的链式法则可得

∆g=
∂2g

∂x2
+
∂2g

∂y2

=
∂

∂x

(
∂g

∂x′
· ∂x

′

∂x
+
∂g

∂y′
· ∂y

′

∂x

)
+

∂

∂y

(
∂g

∂x′
· ∂x

′

∂y
+
∂g

∂y′
· ∂y

′

∂y

)
=
∂

∂x

(
∂f

∂x′
· a+ ∂f

∂y′
· c
)
+

∂

∂y

(
∂f

∂x′
· b+ ∂f

∂y′
· d
)

=
∂

∂x′

(
∂f

∂x′
· a+ ∂f

∂y′
· c
)
∂x′

∂x
+

∂

∂y′

(
∂f

∂x′
· a+ ∂f

∂y′
· c
)
∂y′

∂x

+
∂

∂x′

(
∂f

∂x′
· b+ ∂f

∂y′
· d
)
∂x′

∂y
+

∂

∂y′

(
∂f

∂x′
· b+ ∂f

∂y′
· d
)
∂y′

∂y

=(a2 + b2)
∂2f

∂x′2
+ (c2 + d2)

∂2f

∂y′2
+ (ac+ ac+ bd+ bd)

∂2f

∂x′∂y′

=
∂2f

∂x′2
+
∂2f

∂y′2
= ∆f.

上述最后一行利用了正交矩阵的性质,任意两行向量点积是 0,即 ac+ bd = 0.
更进一步的, 如果是 n 元调和函数 g(x1, x2, . . . , xn) = f(x′1, x

′
2, . . . , x

′
n) 其中,

(x′1, . . . , x
′
n)

T = A(x1, . . . , xn)
T ,且 A是 n阶正交矩阵.

那么有
∂x′i
∂xj

= ai,j .
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则

∆g=
n∑

i=1

∂2g

∂x2i

=
n∑

i=1

∂

∂xi
(

n∑
j=1

∂g

∂x′j
·
∂x′j
∂xi

)

=
n∑

i=1

n∑
k=1

∂

∂x′k
(

n∑
j=1

∂f

∂x′j
· aj,i)

∂x′k
∂xi

=
n∑

i=1

n∑
k=1

∂

∂x′k
(

n∑
j=1

∂f

∂x′j
· aj,i)ak,i

=
n∑

k=1

n∑
j=1

n∑
i=1

ak,iaj,i
∂2f

∂x′k∂x
′
j

=
n∑

k=1

∂f

∂x′2k
= ∆f.

利用到了
n∑

i=1

aj,iak,i =

{
1, j = k

0, j 6= k

引理 5.2

设 D 是平面上由有限多条光滑曲线所围城的有界闭区域, u和 v 是定义在 D 上

的两个函数,且 u ∈ C2(D), v ∈ C1(D),则
¨

D

v∆u dx dy = −
ˆ

D

(
∂u

∂x

∂v

∂x
+
∂u

∂y

∂v

∂y

)
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第六章 曲面积分

§ 6.1 曲面的面积

定义 1.1

设 Ω时 R2 中的一个区域, D ⊆ Ω,且 D是由分段光滑曲线所围成的有界闭区域.
若存在 Ω上的映射

r(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), (u, v) ∈ Ω (6.1)

满足

(1) r ∈ C1(Ω).

(2) r在D◦上是双射,并且对任意的 (u, v) ∈ D◦有 ru×rv 6= 0,其中×为向量积且
称 r(D)为 R3中的一个光滑曲面.

若 S ⊆ R3由有限多个光滑曲面拼接而成,则称之为分片光滑曲面.

定义 1.2

设 Ω, D, r 如定义 1.1中所给出, S = r(D)是由方程 (6.1)定义的光滑曲面,那么
S 的面积为 ¨

D

|ru × rv| du dv. (6.2)

如果 S 是由若干光滑曲面拼接而成,且这些光滑曲面至多在边界处有公共点,那么
S 的面积就定义为 Si的面积和.

命题 1.1. 和曲线积分类似,曲面的面积和参数方程的选取无关.

定义 1.3.(高斯 (Gauss)系数)

为了方便我们将,
∂x

∂u
记作 xu. 同理有 yu, zu, xv, yv, zv.

我们设 
E = |ru|2 = x2u + y2u + z2u

F = 〈ru, rv〉 = xuxv + yuyv + zuzv

G = |rv|2 = x2v + y2v + z2v

(6.3)

我们称 E,F,G为高斯 (Gauss)系数或曲面的第一基本量.
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第六章 曲面积分

此时,式 (6.2)就变为 ¨

D

√
EG− F 2 du dv. (6.4)

§ 6.2 第一型曲面积分

§ 6.3 曲面的侧与定向

§ 6.4 第二型曲面积分

§ 6.5 高斯公式

§ 6.6 斯托克斯公式
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第七章 Fourier分析初步

定义

设 S 是一个非空集合,我们用 CS 表示从 S 到 C的全部映射所成之集,也即定义
在 S 上的全体复值函数所成之集.

对任意的 f, g ∈ CS 以及 λ ∈ C,令

(f + g)(x) = f(x) + g(x),

(λf)(x) = λf(x),
∀x ∈ S.

则在上述运算下 CS 是 C上的线性空间,从而 CS 有一个基.

§ 7.1 Fourier级数定义
定义 1.1.(复值函数积分)

对于复值函数 g(x) = u(x) + iv(x), u(x), v(x) ∈ R[x]. 若 u(x), v(x)均在 [a, b]上

可积,则定义
ˆ b

a

g(x) dx =

ˆ b

a

u(x) dx+ i
ˆ b

a

v(x) dx.

不难验证,按上述定义的复值函数积分,也满足实值函数积分的运算法则,如分部
积分以及微积分学基本定理.

定义 1.2

设 l是一个正常数,记 e(t) := e2πit,我们称形如

a0
2

+

∞∑
n=1

(
an cos

2πnx

l
+ bn sin

2πnx

l

)
(7.1)

∑
n∈Z

cne
(nx
l

)
(7.2)

的关于变量 x的函数项级数为三角级数 (trigonometric series),其中 (7.1)的级数收敛
是指极限

lim
N→∞

N∑
n=−N

cne
(nx
l

)
存在. 我们称以上两个级数的部分和为三角多项式 (trigonometic ploynomial).
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第七章 Fourier分析初步

利用欧拉公式 eiθ = cos θ + i sin θ,我们可以探究 (7.1)和 (7.2)之间的关系.
如果记 

c0 =
a0
2
,

cn =
an − ibn

2
, c−n =

an + ibn
2

, ∀n ⩾ 1.

(7.3)

那么就可以将 (7.1)变为 (7.2)的形式.

注 1.1. an, bn ∈ R ⇔ cn = c−n.

我们把在区间 [a, b]上黎曼可积,或者在 [a, b]上有有限多个奇点但积分

ˆ b

a

|f(x)| dx

收敛的全体实值函数所成之集记作R[a, b].

定义 1.3

设 l是一个正实数, f(x)是定义在 R上的以 l为周期的函数,并且 f ∈ R[0,l].
我们记

an =
2

l

ˆ l

0

f(x) cos
2πnx

l
dx, ∀n ⩾ 0. (7.4)

bn =
2

l

ˆ l

0

f(x) sin
2πnx

l
dx, ∀n ⩾ 0. (7.5)

cn =
1

l

ˆ l

0

f(x)e
(
−nx

l

)
dx, ∀n ⩾ 0. (7.6)

由上三式定义的三角级数称作 f(x) 的 Fourier 级数 (Fourier series) 或 Fourier
展开式 (Fourier expansion),记作

f(x) ∼ a0
2

+

∞∑
n=1

(
an cos

2πnx

l
+ bn sin

2πnx

l

)

f(x) ∼
∑
n∈Z

cne
(nx
l

)
称 an, bn, cn为 f(x)的 Fourier系数. 通常将 cn记作 f̂(n).

注 1.2. 上述定义中采用 ∼的记号是因为目前我们并不知道 f(x)的 Fourier级数是否
收敛于 f(x).
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定义 1.4

设 f 是定义在 (0,l)上的函数,如果以 2l为周期的函数 g满足

g(x) =

{
f(x), x ∈ (0,l)

f(−x), x ∈ (−l, 0).

则称 g为 f 的偶性延拓,此时 g是 (−l,l)\{0}上的偶函数.
如果以 2l为周期的函数 h满足

h(x) =

{
f(x), x ∈ (0,l)

−f(−x), x ∈ (−l, 0).

则称 g为 f 的奇性延拓,此时 h是 (−l,l)\{0}上的奇函数.

为了方便,我们将 f 作偶性延拓/奇性延拓得到的函数仍记作 f .

定义 1.5

如果对 f 做偶性延拓,那么它的 Fourier级数中只含有余弦项,称为 f(x)的余弦

级数,记作

f(x) ∼ a0
2

+

∞∑
n=1

an cos
πnx

l
,

其中

an =
1

l

ˆ l

−l

f(x) cos
πnx

l
dx =

2

l

ˆ l

0

f(x) cos
πnx

l
dx. (7.7)

如果对 f 做奇性延拓,那么它的 Fourier级数中只含有正弦项,称为 f(x)的正弦

级数,记作

f(x) ∼
∞∑
n=1

bn sin
πnx

l
,

其中

bn =
1

l

ˆ l

−l

f(x) sin
πnx

l
dx =

2

l

ˆ l

0

f(x) sin
πnx

l
dx. (7.8)
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§ 7.2 局部化原理

引理 2.1.(黎曼-勒贝格引理)

设 f ∈ R[a, b](这里 a可以是 +∞, b可以是 +∞),那么

lim
λ→∞

ˆ b

a

f(x)e(λx) dx = 0.

特别地, lim
|n|→f̂(n)

= 0.

注 2.2. 由引理 2.1以及

cos θ =
eiθ + e−iθ

,
sin θ =

eiθ − e−iθ

.

我们可以推出

lim
λ→∞

ˆ b

a

f(x) cosλx dx = 0,

lim
λ→∞

ˆ b

a

f(x) sinλx dx = 0.

进而可以得到

lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = 0.

下面研究 f(x) ∈ R[0, 1]的 Fourier级数的收敛性问题. 而对于周期是一般的正实
数的情形,可以通过伸缩变换或者类似的讨论研究.
此时 Fourier级数为

f(x) ∼
∑
n∈Z

f̂(n)e(nx),

其中

f̂(n) =

ˆ 1

0

f(t)e(−nt) dt. (7.9)

用

SN(x) =

N∑
n=−N

f̂(n)e(nx)
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表示该 Fourier级数的部分和,那么将 (7.9)代入可得

SN(x)=
N∑

n=−N

e(nx)

ˆ 1

0

f(t)e(−nt) dt =
ˆ 1

0

f(t)

N∑
n=−N

e(n(x− t)) dt

=

ˆ 1

0

f(t)DN(x− t) dt.
(7.10)

定义 2.1.(狄利克雷核)

上式中 DN(y) :=
N∑

n=−N

e(ny)称为狄利克雷核 (Dirichlet kernel).

首先, DN(y)是以 1为周期的偶函数.
y = 0时,有 DN(0) = 2N + 1.
y ∈ (0, 1)时,有

DN(y)=
e(−Ny)(e((2N + 1)y)− 1)

e(y)− 1
=

e

(
2N + 1

2
y

)
− e

(
−2N + 1

2
y

)
e
(y
2

)
− e

(
−y
2

)
=
sin(2N + 1)πy

sin πy
.

那么在 (7.10)中作变量替换 t 7→ x− t可得

SN(x)

ˆ x

x−1

f(x− t)DN(t) dt.

又被积函数的周期是 1. 所以

SN(x) =

ˆ 1
2

0

(f(x+ t) + f(x− t))DN(t) dt. (7.11)

此外, DN(t)是偶函数.
ˆ 1

2

0

DN(t) dt =
1

2

ˆ 1
2

− 1
2

DN(t) dt =
1

2

N∑
n=−N

ˆ 1
2

− 1
2

e(nt) dt =
1

2
. (7.12)

上述求和考虑交换积分求和号后用等比数列求和公式.

定理 2.3.(黎曼局部化原理)

假设 f 是以 1为周期的函数并且 f ∈ R[0, 1],那么对给定的 x, f 的 Fourier级数
在点 x处收敛于 s当且仅当存在 δ > 0使得

lim
N→∞

ˆ δ

0

(f(x+ t) + f(x− t)− 2s)
sin(2N + 1)πt

t
dt = 0. (7.13)
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定理 2.4.(迪尼判别法)

设 f 是以 1为周期的函数并且 f ∈ R[0, 1],如果对给定的 x及 s,存在 δ ∈ (0, 1)

使得
f(x+ t) + f(x− t)− 2s

t
是关于变量 t的属于R[0, δ]的函数 (单独定义该函数在

0处的值),那么 f 的 Fourier级数在 x处收敛于 s.

定义 2.2

设 f(x)在 x0的邻域 (x0 − δ, x0 + δ) (事实上,只要求去心邻域内)内有定义,若存
在常数 L > 0及 α > 0使得对任意的 x ∈ (x0 − δ, x0)有

|f(x)− f(x0 − 0)| ⩽ L|x− x0|α,

且对任意的 x ∈ (x0, x0 + δ)有

|f(x)− f(x0 + 0)| ⩽ L|x− x0|α.

则称 f(x)在 x0附近满足 α阶利普希茨条件

注. 上述定理中 f(x0 − 0)和 f(x0 + 0)分别表示 f(x)在 x0处的左/右极限.

注 2.5. 一般而言,我们不会去研究 α > 1时的情况,因为当 α > 1时,考虑∣∣∣∣f(x)− f(x0)

x− x0

∣∣∣∣ ⩽ Lxα−1,

当 x→ x0时,右侧为 0即 f ′(x) = 0, f(x)是常值函数.

推论 2.6

设 f 以 1为周期且 f ∈ R[0, 1], α ∈ (0, 1]. 如果 f 在 x的附近满足 α阶利普希茨

条件,那么 f 的 Fourier级数在 x处收敛于
f(x+ 0) + f(x− 0)

2
. 特别地,若 x是 f 的

连续点,则 f 的 Fourier级数在 x处收敛于 f(x).

证明. 考虑证明 s =
f(x+ 0) + f(x− 0)

2
满足定理 2.4的条件.

定义 2.3

设 f 是定义在 [a, b]上的一个函数,若存在 [a, b]的一个分划

a = x0 < x1 < · · · < xn = b,
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使得在每个子区间 [xj−1, xj]上定义的函数

gj(x) =


f(xj−1 + 0), x = xj−1,

f(x), x ∈ (xj−1, xj)

f(xj − 0), x = xj

均在 [xj−1, xj]上可微,则称 f 是 [a, b]上的分段可微函数.

推论 2.7

设 f 是以 1为周期且在 [0, 1]上分段可微的函数,则 f 的 Fourier级数在每个点 x

处均收敛于
f(x+ 0) + f(x− 0)

2
. 特别地,若 f 满足以上条件且 x是 f 的连续点,则 f

的 Fourier级数在 x处收敛于 f(x).

例 2.8.
∞∑
n=1

cos 2πnx

n2
= π2

(
x2 − x+

1

6

)
.

当 x = 0则有

ζ(2) =

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.

∞∑
n=1

sinn

n
=
π − 1

2
.

习题 7.2
1.

§ 7.3 费耶尔定理

定义 3.1

设
∞∑
n=1

un是一个级数,用 Sn表示其部分和,即 Sn =
n∑

k=1

uk. 再记

σn =
S1 + S2 + · · ·+ Sn

n
,

并称之为
∑
n = 1∞un的第 n个切萨罗和. 如果 {σn}收敛,则称

∞∑
n=1

un是切萨罗可和
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的,此时称 {σn}的极限为
∞∑
n=1

un的切萨罗和.

定理 3.1.(费耶尔)

设 f 是定义在 R上的以 1为周期的函数且 f 在 [0, 1]上黎曼可积, 又设 f 至多

有第一类间断点,则 f 的 Fourier级数是切萨罗可和的,且在 x处的切萨罗和为

f(x+ 0) + f(x− 0)

2
.

特别地,若 x是连续点,则 x处的切萨罗和为 f(x).

注. P234

定理 3.2

设 f 是 [0, 1]上的连续函数且 f(0) = f(1), 则对任意的 ε > 0, 存在三角多项式

P (x) =
N∑

n=−N

cne(nx)使得

max
x∈[0,1]

|f(x)− P (x)| < ε

命题 3.3. (Fourier级数的唯一性)设 f, g 均是以 1为周期的连续函数,如果对任意的
n有 f̂(n) = ĝ(n),那么 f = g.

§ 7.4 均值定理

定义 4.1

设 f 是以 1为周期的实值函数,并且 f 在 [0, 1]上可积或者 f 在 [0, 1]上有有限

多个奇点但反常积分

ˆ 1

0

f(x)2 dx 收敛, 我们把满足上述条件的 f 所成的集合记作

R2[0, 1]. 值得一提的, R2[0, 1] ⊆ R[0, 1].

定理 4.1

设 f 以 1为周期且 f ∈ R2[0, 1].

(1) 对任意的正整数 N 及复数 αn (−N ⩽ n ⩽ N)有

ˆ 1

0

∣∣∣∣∣f(x)−
N∑

n=−N

αne(nx)

∣∣∣∣∣
2

dx ⩾
ˆ 1

0

∣∣∣∣∣f(x)−
N∑

n=−N

f̂(x)e(nx)

∣∣∣∣∣
2

dx.
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(2) 我们有

ˆ 1

0

∣∣∣∣∣f(x)−
N∑

n=−N

f̂(x)e(nx)

∣∣∣∣∣
2

dx =

ˆ 1

0

f(x)2 dx−
N∑

n=−N

|f̂(n)|2

注. 注意辨别上述过程中每一项是实数还是复数,上式中 |x|均表为复数的模长.

并利用

ˆ 1

0

f(x)e(nx) dx =

ˆ 1

0

f(x)e(−nx) dx = f̂(n).

2<αnf̂(n) = αnf̂(n) + αnf̂(n). 两倍实部等于自身加共轭.

定理 4.2.(贝塞尔 (Bessel)不等式)

设 f 以 1为周期且 f ∈ R2[0, 1],则对任意的整数 N 有

N∑
n=−N

|f̂(n)|2 ⩽
ˆ 1

0

f(x)2 dx.

定理 4.3.(Fourier级数在积分均值意义下的收敛性)

设 f 以 1为周期且 f ∈ R2[0, 1],则有

lim
N→∞

1

inf
0

∣∣∣∣∣f(x)−
N∑

n=−N

f̂(n)e(nx)

∣∣∣∣∣
2

dx = 0. (7.14)

定理 4.4.(帕塞瓦尔 (Parseval)恒等式)

设 f 以 1为周期且 f ∈ R2[0, 1],则∑
n∈Z

|f̂(n)|2 =
ˆ 1

0

f(x)2 dx.

如果用 an, bn表示也即

ˆ 1

0

f(x)2 dx =
a20
4

+
1

2

∞∑
n=1

(a2n + b2n). (7.15)
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例 4.5. 利用例 2.8及上述定理知
ˆ 1

2

− 1
2

x4 dx =
1

144
+

1

2

∞∑
n=1

1

π4n4
,

整理可得

ζ(4) =

∞∑
n=1

1

n4
=
π4

90
.

注 4.6. 类似的,设 k ∈ Z⩾1. 通过考察以 1为周期的函数

f(x) = xk, ∀x ∈ [−1

2
,
1

2
)

可以归纳的证明

ζ(2k) =
(−1)k+1B2k(2π)

2k

2(2k)!

其中 Bn是伯努利数.

定理 4.7.(广义帕塞瓦尔恒等式)

设 f, g均是以 1为周期的函数,且 f, g ∈ R2[0, 1],则∑
n ∈ Zf̂(n)ĝ(n) =

ˆ 1

0

f(x)g(x) dx.
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Part III 常微分方程
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常微分方程定义及主要定理

Bernoulli方程
Riccati方程
平衡点
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第一章 一阶微分方程

定理 0.1.(解的存在唯一性)

§ 1.1 线性方程

(1) 线性齐次方程: 形如 y′ + p(x)y = 0. 考虑积分因子 e
´
p(x)dx.

其解为 y = Ce−
´
p(x)dx.

(2) 线性非齐次方程: 形如 y′ + p(x)y = g(x). 考虑如上积分因子.

其解为 y = e−
´
p(x)dx(C +

´
g(x)e

´
p(x)dxdx).

(3) Bernoulli方程: 形如 y′ + p(x)y = g(x)yα.

当 a 6= 0, 1时,两边同乘 y−a得

y−ay′ + p(x)y1−a = g(x)

引入新变量 z = y1−a可得 z′ + (1− a)p(x)z = (1− a)g(x).

之后用线性方程求解即可.

§ 1.2 变量可分离方程

(1) 变量可分离: 形如 y′ = f(x)g(y).

当 g(y) 6= 0时,可化为

dy
g(y)

= f(x)dx

那么就可以对两边同时积分ˆ
dy
g(y)

=

ˆ
f(x)dx+ C.

注: 该方法当 g(y) = 0时一般会存在特解.

(2) 齐次方程: 形如
dy
dx

= F (
y

x
).

引入新变量 y = xz,则 dy
dx = z + x dz

dx .

可将方程变为

z + x
dz
dx

= F (z)
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整理后即

dz
dx

=
F (z)− z

x
.

这样就转化为了变量可分离方程.

(3) 线性分式方程: 形如

dy
dx

=
a1x+ b1y + c1
a2x+ b2y + c2

.

当

det

∣∣∣∣∣ a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣∣ 6= 0

即 ∃ x0, y0, s.t.a1x0 + b1y0 + c1 = 0 ∧ a2x0 + b2y0 + c2 = 0.

那么就可以做变量替换 x = u+ x0, y = v + y0.

整理后可得

dv
du

=
dy
dx

=
a1u+ b1v

a2u+ b2v

再上下同时除以 u,就可以得到转化为齐次方程.

§ 1.3 全微分方程

定义 3.1

设 u = F (x, y)是一个连续可微得二元函数,则它的全微分为

du = dF (x, y) =
∂F (x, y)

∂x
dx+

∂F (x, y)

∂y
dy.

定义 3.2

若有函数 F (x, y),使得

dF (x, y) =M(x, y)dx+N(x, y)dy,

则称

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0

为全微分方程,此时解就为 F (x, y) = C.
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定理 3.1

设函数M(x, y)和 N(x, y)在一个矩形区域 R中连续且有连续得一阶偏导数,则

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0

为全微分方程得充要条件是

∂M(x, y)

∂x
=
∂N(x, y)

∂x
.

当我们在 R中任取一点 P (x0, y0)就可以得到一个解

F (x, y) =

ˆ x

x0

M(s, y)ds+
ˆ y

y0

N(x0, s)ds.

1.3.1 积分因子

定义 3.3

如果有函数 µ(x, y)使得方程

µ(x, y)M(x, y)dx+ µ(x, y)N(x, y)dy = 0

是全微分方程,则称 µ(x, y)是积分因子.

定理 3.2

微分方程有一个仅依赖于 x的积分因子的充要条件是

∂M(x, y)

∂y
− ∂N(x, y)

∂x

N(x, y)

仅与 x有关. 且积分因子 µ(x, y) = exp

ˆ
∂M(x, y)

∂y
− ∂N(x, y)

∂x

N(x, y)
dx

.

同理,有一个仅依赖于 y的积分因子的充要条件是

∂N(x, y)

∂x
− ∂M(x, y)

∂y

M(x, y)

仅与 y有关.
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常见积分因子:

xdy − ydx+ xydx = 0,
1

xy

xdy − ydx+ x2dy = 0,
1

x2

xdy − ydx+ y2dy = 0,
1

y2

xdy − ydx+ (x2 + y2)dy = 0,
1

x2 + y2

§ 1.4 变量替换法

(1) 形如
dy
dx

= f(ax+ by + c)

引入变量 z = ax+ by + c得到
dz
dx

= a+ b
dy
dx

.

可将方程化为

dz
dx

= a+ bf(z).

就变为了变量可分离方程,其通解为ˆ
dz

a+ bf(z)
= x+ C.

(2) 形如 yf(xy)dx+ xg(xy)dy = 0

引入变量 z = xy,则 dy =
xdz − zdx

x2

原方程可化为

z

x
(f(z)− g(z))dx+ g(z)dz = 0.

这是个变量可分离方程.

(3) Riccati方程. 形如

dy
dx

= p(x)y2 + q(x)y + f(x).

§ 1.5 一阶隐式微分方程

(1) Clairaut方程.
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第二章 二阶及高阶微分方程

n阶方程的一般形式

F (t, x, x′, . . . , x(n)) = 0. (2.1)

当 n ⩾ 2时,统称为高阶微分方程. 一般的 n阶微分方程的通解含有 n个独立的任意常

数.

§ 2.1 可降阶的高阶方程
2.1.1 不显含未知函数 x的方程

定义 1.1

更一般的,设未知函数 x及其直到 k − 1阶导数均不显含,即形如

F (t, x(k),x
(k+1),...,x(n)

) = 0. (2.2)

考虑令 x(k) = y,就可把上述方程化为关于 y的 n− k阶方程

F (t, y, y′, . . . , y(n−k)) = 0. (2.3)

如果能求得 y = φ(t, c1, c2, . . . , cn−k). 则对 y进行 k次积分即可得到 x.

2.1.2 不显含自变量 t的方程

定义 1.2

一般形式为

F (x, x′, . . . , x(n)) = 0. (2.4)

考虑用 y = x′作为新的未知函数,而把 x作为新的自变量,因为

dx
dt

= y,

d2x
dt2

=
dy
dt

=
dy
dx

dx
dt

= y
dy
dx

d3x
dt3

= y

(
dy
dx

)2

+ y2
d2y
dx2

,

· · · · · ·

通过此方法可以将方程降低一阶.
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2.1.3 全微分方程和积分因子

定义 1.3

若高阶微分方程可看作

F (t, x, x′, . . . , x(n)) =
d
dt
ϕ(t, x, x′, . . . , x(n−1)).

则称原方程是全微分方程. 并且 ϕ(t, x, x′, . . . , x(n−1)) = c1的通解也是原方程的通解.
类似的,我们也可以选择适当的积分因子使原方程乘上积分因子后是全微分方

程.

例 1.1. 设 y = ach
x

a
=
a

2
(ex/a + e−x/a)表示的曲线叫做悬链线.

§ 2.2 线性微分方程的基本理论
2.2.1 线性微分方程的有关概念

定义 2.1

将未知函数 x及其各阶导数均为一次的 n阶方程称为 n阶线性微分方程. 它的
一般形式是

dnx
dtn

+ a1(t)
dn−1x

dtn−1
+ · · ·+ an−1(t)

dx
dt

+ an(t)x = f(t), (2.5)

定理 2.1

如果方程 (2.5)的系数 ai(t)及右端函数 f(t)在区间 a < t < b上连续,则对任一
t0 ∈ (a, b)及任意 x0, x

(1)
0 , . . . , x

(n−1)
0 ,方程 (2.5)存在唯一的解 x = φ(t),满足下列初始

条件:

φ(t0) = x0,
dφ(t)
dt

∣∣∣∣∣
t=t0

= x
(1)
0 · · · .

为了方便描述,引入下述记号:

L[x] =
dnx
dtn

+ a1(t)
dn−1x

dtn−1
+ · · ·+ an−1(t)

dx
dt

+ an(t)x, (2.6)

并把 L称为线性微分算子.

性质 2.2. L[cx] = cL[x],其中 c是常数.

142



第二章 二阶及高阶微分方程

性质 2.3. L[x1 + x2] = L[x1] + L[x2].

2.2.2 齐次线性方程解的性质和结构

设齐次线性方程

L[x] = 0 (2.7)

定理 2.4.(叠加原理)

如果 x1(t), x2(t), . . . , xk(t)是方程 (2.7)的 k个解,则它们的线性组合
k∑

i=1

cixi(t)也

是该方程的解.

§ 2.3 线性齐次常系数方程

对于常系数微分方程

dnx
dtn

+ a1
dn−1x

dtn−1
+ · · ·+ an−1

dx
dt

+ anx = 0. (2.8)

称

F (λ) := λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an−1λ+ an = 0. (2.9)

为 (2.8)的特征方程.
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§ 2.4 微分方程组
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第三章 非线性微分方程组

§ 3.1 自治微分方程与非自治微分方程、动力系统

对于一般的 n阶非线性微分方程

y(n) = G(t, y, y′, y′′, . . . , y(n−1)) (3.1)

可通过变换 xy, x
′
y, . . . , xn = y(n−1)化为如下一阶微分方程组

dx1
dt

= x2, · · · ,
dxn−1

dt
= xn,

dxn
dt

= G(t, x1, x2, . . . , xn).

所以我们接下来研究更一般的一阶微分方程组

dx1
dt

= f1(t, x1, x2, . . . , xn),

dx2
dt

= f2(t, x1, x2, . . . , xn),

...
dxn
dt

= fn(t, x1, x2, . . . , xn),

(3.2)

我们将上述方程组简记为向量形式

dx
dt

= F (t,x) (3.3)

其中,

x =


x1

x2
...
xn

 , F (t,x) =


f1(t, x1, x2, . . . , xn)

f2(t, x1, x2, . . . , xn)
...

fn(t, x1, x2, . . . , xn)

 .

如果上述方程组有初值

x(t0) = x0 = (x01, x02, . . . , x0n)
T . (3.4)

则该初始值问题也存在类似定理 0.1的解的存在唯一性定理.

定义 1.1

微分方程组 (3.2)在 n+ 1维空间 Rn+1 = {t, x1, x2, . . . , xn}中确定了一个向量场,
而初始值问题 (3.3),(3.4)的解 x(t, t0,x0)就是向量场中的一条积分曲线. 当 (3.3)中函
数 F 满足解的唯一存在性条件时,向量场中任一点有且仅有一条积分曲线经过.
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定义 1.2

如果把 t理解为时间参数,只考虑 x1, x2, . . . , xn 构成的空间 Rn,我们将这个空间
称为方程组 (3.3)的相空间,积分曲线在相空间的投影曲线称为方程组的轨线.

定义 1.3

当方程组 (3.3)中的函数 F 显含 t时,称该方程组为非自治微分方程组.
如果函数 F 中不显含 t,即

dx
dt

= F (x), (3.5)

则称为自治微分方程组.

定义 1.4

系统 (3.3)的常数解 x = x∗称为系统的平衡点 (奇点或驻点)

定义 1.5

系统 (3.3)的解 x = x(t),若存在常数 T > 0满足 ∀t ∈ R, s.t. x(t+ T ) = x(t). 则
称 x(t)是一个周期解.

定义 1.6

设 (3.3)的右端函数 F (t,x)对于 x ∈ G ⊂ Rn, t ∈ R连续,关于 x满足 Lipschitz
条件且有一个解 x = Φ(t).

现给定 t0 ∈ R并设 Φ0 = Φ(t0). 如果对于任意的 ε > 0, 存在至多依赖 ε, t0 的

δ > 0,使得对于 (3.3)的任意满足 x(t0) = x0的解 x(t, t0,x0),只要

‖x0 −Φ0‖ < δ (3.6)

就有

‖x(t, t0,x0)−Φ(t)‖ < ε, ∀t ⩾ t0 (3.7)

就称解 x = Φ(t)是 Lyapunov意义下稳定的,简称稳定的,否则称不稳定的.
特别的,如果 δ至多依赖 ε而与 t0的取值无关,那么称该解是 Lyapunov一致稳定

的.

146



第三章 非线性微分方程组

定义 1.7

如果 (3.3)的解 x = Φ(t)是稳定的,且存在一个常数 δ0 > 0,使得对一切满足

‖x0 −Φ0‖ < δ0 (3.8)

的解 x(t, t0,x0)都有

lim
t→+∞

‖x(t, t0,x0)−Φ(t)‖ = 0. (3.9)

则称该解是渐进稳定的.

定义 1.8

如果 (3.3)的解 x = Φ(t)是渐进稳定的且存在区域 D0,只要 x0 ∈ D0就有

lim
t→+∞

‖x(t, t0,x0)−Φ(t)‖ = 0.

则称 D0为该解的吸引域.
特别的,如果某个解的吸引域是全空间,则称此解是全局渐进稳定的.

注 1.1. 在研究某个解的稳定性时,总可以用变换

y(t) = x(t)−Φ(t) (3.10)

从而将 (3.3)化为

dy
dt

= G(t,y), (3.11)

其中G(t,y) = F (t,y +Φ)− F (t,Φ). 且显然有G(t,0) = 0. 即该特解对应着新方程
的零解,所以我们接下来主要研究零解.

习题 3.1
1. 试给出一阶微分方程

dx
dt

= a(t)x

的零解稳定或渐进稳定的充要条件.

解. 该方程的解为 x(t) = x(0)e
´ t
0
a(s) ds.

根据稳定性定义,取 t0 = 0,则要求 |x0| < δ时 |x(t)| < ε

那么则需要 e
´ t
0
a(s) ds有界.

渐近稳定,又需满足 lim
t→+∞

‖x(t)‖ = 0.
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那么还需要条件 lim
t→+∞

e
´ t
0
a(s) ds = 0.

2. 给定极坐标系下的微分方程

dθ
dt

= 1,
dr
dt

=

 r2 sin
1

r
, r > 0,

0, r = 0.

(1) 证明平衡点 (0, 0)是稳定的,但不是渐近稳定的.

(2) 试作出 (0, 0)邻域的相图.

(1) 证明. 当 r ∈ (
1

2kπ + π
,

1

2kπ
)时,

dr
dt

> 0,那么当 r0 在这个区间内时,根据 r的

连续性且 r =
1

2kπ
时

dr
dt

= 0,可推出 r(t) ⩽ 1

2kπ
.

类似的可以证明 r(t) ⩾ 1

2kπ + π
.

那么只需取最大的 k 满足
1

2kπ
<

√
ε,那么当 r20 < δ =

1

2kπ
时就有 r(t)2 < ε.

进而说明 (0, 0)是稳定的.

同时在上述过程中我们也说明了 r(t)在 t→ +∞时不是 0.

§ 3.2 自治微分方程组解的性质

习题 3.2
1.

解. 解空间: x(t) = x0 cos t, y(t) = x0 sin t.
轨线: x2 + y2 = x20.

2.

解.
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