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稳定婚姻匹配问题

    假如你是一个媒人，有若干个单身男子登门求助，还有同样
多的单身女子也前来征婚。如果你已经知道这些女孩在每个男
人心目中的排名，以及男孩们在每个女孩心中的排名(1)，你应
该怎样为他们牵线配对呢？
    最好的配对方案当然是，每个人的另一半正好都是自己的
“第一选择”。这虽然很完美，但绝大多数情况下都不可能实
现。比方说，男 1 号的最爱是女 1 号，而女 1 号的最爱不是
男 1 号，这两个人的最佳选择就不可能被同时满足。如果出现
了好几个男人的最爱都是同一个女孩儿的情况，这几个男人的
首选也不会同时得到满足。当这种最为理想的配对方案无法实
现时，怎样的配对方案才能令人满意呢？
    其实，找的对象太完美不见得是个好事儿，和谐才是婚姻的
关键。如果男 1 号和女 1 号各自有各自的对象，但男 1 号觉
得，比起自己现在的对象，女 1 号更好一些；女 1 号也发现，
在自己心目中，男 1 号的排名比现男友更靠前一些。这样一
来，这两人就可能会发生外遇，最后扔下各自现在的对象，一
起私奔了——因为这个结果对他们两人都更好一些。在一种男
女配对的方案中，如果出现了这种情况，我们就说婚姻搭配是
不稳定的。作为一个红娘，你深深地知道，对象介绍得不好没
有关系，就怕婚姻关系不稳定。给客户牵线配对时，虽然不能
让每个人都得到最合适的，但婚姻搭配必须得是稳定的。换句
话说，对于每一个人，在他心目中比他当前的伴侣更好的异
性，都不会认为他也是一个更好的选择。现在，我们的问题就
是：稳定的婚姻搭配总是存在吗？应该怎样寻找出一个稳定的
婚姻搭配？

    为了便于分析，我们下面做一些约定。我们用字母 A 、 B
、 C 对男性进行编号，用数字 1 、 2 、 3 对女性进行编号。
我们把所有男性从上到下列在左侧，括号里的数字表示每个人
心目中对所有女性的排名；再把所有女性列在右侧，用括号里
的字母表示她们对男性的偏好。图 0-1 所示的就是有 2 男 2
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女的一种情形，每个男的都更喜欢女 1 号，但女 1 号更喜欢男
B ，女 2 号更喜欢男 A 。若按 A-1 、 B-2 进行搭配，则男 B
和女 1 都更喜欢对方一些，这样的婚姻搭配就是不稳定的。但
若换一种搭配方案（如图 0-2 ），这样的搭配就是稳定的了。

 

          
 图 0-1  一个不稳定的婚姻搭配 男 B 和女 1 都不满意现任伴
侣
 

 

          
          图 0-2  一个稳定的婚姻搭配
 

    可能很多人会立即想到一种寻找稳定婚姻搭配的策略：不断
修补当前搭配方案。如果两个人互相之间都觉得对方比自己当
前的伴侣更好，就让这两个人成为一对，剩下被甩的那两个人
组成一对。如果还有想要私奔的男女对，就继续按照他们的愿
望对换情侣，直到最终消除所有的不稳定组合。容易看出，应
用这种“修补策略”所得到的最终结果一定满足婚姻的稳定性，
但这种策略的问题就在于，它不一定有一个“最终结果”。事实
上，按照上述方法反复调整搭配方案，最终有可能会陷入一个
死循环，因此该策略甚至不能保证得出一个确定的方案来。
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         图 0-3  应用“修补策略”可能会产生死循环
 

    1962 年，美国数学家 David Gale 和 Lloyd Shapley 发
明了一种寻找稳定婚姻的策略。不管男女各有多少人，不管他
们各自的偏好如何，应用这种策略后总能得到一个稳定的婚姻
搭配。换句话说，他们证明了稳定的婚姻搭配总是存在的。有
趣的是，这种策略反映了现实生活中的很多真实情况。
    在这种策略中，男人将一轮一轮地去追求他中意的女子，女
子可以选择接受或者拒绝她的追求者。第一轮，每个男人都选
择自己名单上排在首位的女人，并向她表白。此时，一个女孩
儿可能面对的情况有三种：没有人跟她表白，只有一个人跟她
表白，有不止一个人跟她表白。在第一种情况下，这个女孩儿
什么都不用做，只需要继续等待；在第二种情况下，接受那个
人的表白，答应暂时和他做男女朋友；在第三种情况下，从所
有追求者中选择自己最中意的那一位，答应和他暂时做男女朋
友，并拒绝其他所有的追求者。
    第一轮结束后，有些男人已经有女朋友了，有些男人仍然是
单身。在第二轮追女行动中，每个单身男都从所有还没拒绝过
他的女孩中选出自己最中意的那一个，并向她表白，不管她现
在是否是单身。和第一轮一样，女孩儿们需要从表白者中选择
最中意的一位，拒绝其他追求者。注意，如果这个女孩儿已经
有男朋友了，当她遇到了更好的追求者时，她必须拒绝掉现在
的男友，投向新的追求者的怀抱。这样，一些单身男人将会得
到女友，那些已经有了女友的人也可能会被甩掉，重新变成光
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棍。在以后的每一轮中，单身的男人继续追求列表中的下一个
女孩儿，女孩儿则从包括现男友在内的所有追求者中选择最好
的一个，并对其他人说不。这样一轮一轮地进行下去，直到某
个时候所有人都不再单身，下一轮将不会有任何新的表白发
生，整个过程自动结束。此时的婚姻搭配就一定是稳定的了。

 

   
   图 0-4  应用上述策略，三轮之后将得出稳定的婚姻搭配
 

    这个策略会不会像之前的修补法一样，出现永远也无法终止
的情况呢？不会。下面我们将说明，随着轮数的增加，总有一
个时候所有人都能配上对。由于在每一轮中，至少会有一个男
人向某个女人告白，因此总的告白次数将随着轮数的增加而增
加。倘若整个流程一直没有因所有人都配上对了而结束的话，
最终必然会出现某个男人追遍了所有女孩儿的情况。而一个女
孩儿只要被人追过一次，以后就不可能再单身了。既然所有女
孩儿都被这个男人追过，就说明所有女孩儿现在都不是单身，
也就是说此时所有人都配上对了。
    接下来，我们还需要证明，这样得出的配对方案确实是稳定
的。首先注意到，随着轮数的增加，一个男人追求的对象总是
越来越糟，而一个女孩儿的男友只可能变得越来越好。假设男
A 和女 1 各自有各自的对象，但比起现在的对象来，男 A 更喜
欢女 1 。因此，在此之前男 A 肯定已经跟女 1 表白过。既然
女 1 最后没有跟男 A 在一起，说明女 1 拒绝了男 A ，也就是
说她有了比男 A 更好的男人。这就证明了，两个人虽然不是一
对，但都觉得对方比自己现在的伴侣好，这样的情况绝不可能
发生。

    我们把用来解决某种问题的一个策略，或者说一个方案，或
者说一个处理过程，或者说一系列操作规则，或者更贴切的，
一套计算方法，叫做“算法”。上面这个用来寻找稳定婚姻的策
略就叫做“ Gale-Shapley 算法”，有些人也管它叫“延迟认可算
法”。
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    每个算法都有它的实际意义，能给我们带来很多启发。
Gale-Shapley 算法最大的意义就在于，作为一个为这些男女
牵线的媒人，你并不需要亲自计算稳定婚姻匹配，甚至根本不
需要了解每个人的偏好，只需要按照这个算法组织一个男女配
对活动就可以了。你需要做的仅仅是把算法流程当作游戏规则
告诉大家，游戏结束后会自动得到一个大家都满意的婚姻匹
配。对于男性来说，从最喜欢的女孩儿开始追起是顺理成章的
事；对于女性来说，不断选择最好的男人也正好符合她的利
益。因此，大家会自动遵守游戏规则，不用担心有人虚报自己
的偏好。
    历史上，这样的“配对游戏”还真有过实际应用，并且更有意
思的是，这个算法的应用居然比算法本身的提出还早 10 年。
早在 1952 年，美国就开始用这种办法给医学院的学生安排工
作，这被称之为“全国住院医师配对项目”。配对的基本流程就
是，各医院从尚未拒绝这一职位的医学院学生中选出最佳人选
并发送聘用通知，当学生收到来自各医院的聘用通知后，系统
会根据他所填写的意愿表自动将其分配到意愿最高的职位，并
拒绝掉其它的职位。如此反复，直到每个学生都分配到了工
作。当然，那时人们并不知道这样的流程可以保证工作分配的
稳定性，只是凭直觉认为这是很合理的。直到 10 年之后，
Gale 和 Shapley 才系统地研究了这个流程，提出了稳定婚姻
问题，并证明了这个算法的正确性。

    用稳定性来评价配对方案的好坏的确很站得住脚，但有时候
我们也会遇到一些别的需求，它们又对应着算法世界中的诸多
其它问题。比方说，如果我们已经知道每一对男女之间的“相配
度”，如何寻找一种配对方案使得由此产生的总相配度最大？在
算法领域中，这被称为二分图的最大权值匹配问题。再比如，
如果不考虑性别的差异（比如同桌、搭档的匹配），问题就更
加复杂了，这通常被归入一般图匹配的范畴。这些问题现在都
已经找到了有效的算法，不过它们太复杂，已经超出本书的范
围了。生活中的算法应用随处可见。这本书要做的，就是带领
大家从身边熟悉的事物出发，一睹算法的无尽魅力。

——————————————————————-
(1) 这个排名的来源并不重要，它有可能是客户根据每位异性
的个人资料直接给出的，也有可能是通过客户提交的个人信息
推算出来的。

 

    算法中采用了男生主动追求女孩的形式。

    算法步骤描述：

        第一轮，每个男人都选择自己名单上排在首位的女人，并
向她表白。这种时候会出现两种情况：（1）该女士还没有被男
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生追求过，则该女士接受该男生的请求。（2）若该女生已经接
受过其他男生的追求，那么该女生会将该男士与她的现任男友
进行比较，若更喜欢她的男友，那么拒绝这个人的追求，否
则，抛弃其男友（囧）……

       第一轮结束后，有些男人已经有女朋友了，有些男人仍然
是单身。

       在第二轮追女行动中，每个单身男都从所有还没拒绝过他
的女孩中选出自己最中意的那一个，并向她表白，不管她现在
是否是单身。这种时候还是会遇到上面所说的两种情况，还是
同样的解决方案。直到所有人都不在是单身。

 

怎么证明这个算法肯定能够得到稳定的婚姻：

（1）随着轮数的增加，总有一个时候所有人都能配上对。因为
男生根据自己心目中的排名依次对女士进行表白，假如有一个
人没有配上对，那么这个人必定是向所有的女孩进行表白了。
但是女孩只要被表白过一次，就不可能是单身，也就是说此时
所有的女生都不是单身的，这与有一个人没有配上对是相悖
的。所以假设不成立。该算法一定会使得所有人都能够配对成
功。

（2）随着轮数的增加，男士追求的对象越来越糟，而女士的男
友则可能变得越来越好。假设男A和女1各有各自的对象，但是
比起现在的对象，男A更喜欢女1，所以，在此之前男A肯定已
经跟女1表白过的，并且女1拒绝了男A，也就是女1有了比男A
更好的男友，不会出现私奔的情况……。

 

#include <iostream> 

#include <cstdio> 

#include <cmath> 

#include <string> 

#include <cstring> 

#include <algorithm> 

#include <limits> 

#include <vector> 

#include <stack> 

#include <queue> 

#include <set> 

#include <map> 

#define lowbit(x) ( x&(-x) ) 

#define pi 3.141592653589793 

#define e 2.718281828459045 

#define INF 0x3f3f3f3f 

#define HalF (l + r)>>1 

javascript:void(0);
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#define lsn rt<<1 

#define rsn rt<<1|1 

#define Lson lsn, l, mid 

#define Rson rsn, mid+1, r 

#define QL Lson, ql, qr 

#define QR Rson, ql, qr 

#define myself rt, l, r 

using namespace std; 

typedef unsigned long long ull; 

typedef long long ll; 

const int maxN = 505; 

map<string, int> mp_B; 

map<string, int> mp_G; 

string str_boy[maxN], str_girl[maxN], str; 

int N, boy[maxN], girl[maxN], Index, b_love_g[maxN][maxN], 

g_deep_b[maxN][maxN];    //b_love_g表示第几男生第几喜欢的女生、
g_deep_b表示第几女生对第几男生的喜欢程度
int kth[maxN]; //对应的男生选到了第几个女孩纸了 
inline void marry_with_you() 

{ 

    for(int i=1; i<=N; i++) kth[i] = 1; //每个男孩子都想先选到
自己最喜欢的女孩纸 
    bool flag = false; 

    while(true) //不断的选自己稳定的婚姻
    { 

        flag = false; 

        for(int i=1; i<=N; i++) //男孩纸去选自己还能选到的女孩
        { 

            if(!boy[i]) //这个男孩子还处在待嫁的年纪
            { 

                int g = b_love_g[i][kth[i]++]; //男孩想去选的
女孩 
                if(!girl[g])    //这个女孩还没选其他的男孩纸
                { 

                    boy[i] = g; 

                    girl[g] = i; 

                    continue; 

                } 

                else if(g_deep_b[g][i] > g_deep_b[g]

[girl[g]])  //女孩觉得这个新的男孩更好，她抛弃了原先的男盆友，（雾
                { 

                    boy[girl[g]] = 0; 

                    boy[i] = g; 

                    girl[g] = i; 

                } 

                flag = true; 

            } 

        } 

        if(!flag) break;    //这时候已经没有能结婚的人了，他们都不
管是否美满已经结起来了
    } 

    for(int i=1; i<=N; i++) 

    { 

        cout << str_boy[i] << " " << str_girl[boy[i]] << 

endl;  //男孩和男孩配对的女孩纸
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0 0

    } 

} 

inline void init() 

{ 

    Index = 0; 

    mp_B.clear(); 

    mp_G.clear(); 

    for(int i=1; i<=N; i++) boy[i] = girl[i] = 0;   //他们都
仍然是独立的他们
} 

int main() 

{ 

    while(scanf("%d", &N) != EOF) 

    { 

        init(); 

        for(int i=1; i<=N; i++) //男孩喜欢的女生“们”（渣
        { 

            cin>>str_boy[i]; 

            mp_B[str_boy[i]] = i; 

            for(int j=1; j<=N; j++) 

            { 

                cin>>str; 

                if(!mp_G[str]) 

                { 

                    mp_G[str] = ++Index; 

                    str_girl[Index] = str; 

                } 

                b_love_g[i][j] = mp_G[str]; 

            } 

        } 

        for(int i=1; i<=N; i++) //处理女孩喜欢的男生“们”（也渣
        { 

            cin>>str; 

            int g = mp_G[str]; 

            for(int j=0; j<N; j++) 

            { 

                cin>>str; 

                g_deep_b[g][mp_B[str]] = N - j; //喜欢的程度，
越高表示的是越喜欢
            } 

        } 

        marry_with_you(); 

    } 

    return 0; 

}
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