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第一章 线性空间和线性算子

§1.1 第一讲 线性空间

教学目的:

本节介绍线性空间的定义,线性子空间,线性空间基与维数。

本节要点:

线性空间,线性相关与线性无关,由集合张成的子空间,基

§1.1.1 内容提要

定义 1.1.1 设 X 是一个非空集合, K 是数域.若存在一个 X×X→ X 的二元映射(称为

加法运算,记为”+”),使得对任意的 x, y ∈ X 都有 x + y ∈ X ,且满足性质:

(1). 对称性: x + y = y + x, ∀x, y ∈ X ;

(2). 结合律: (x + y) + z = x + (y + z), ∀x, y, z ∈ X ;

(3). 零元存在: 存在一个元 θ ∈ X (称为零元),使得对任意的 x ∈ X有 x + θ = x ;

(4). 负元存在: 对任意的 x ∈ X ,都存在一个元 (−x) ∈ X使得 x + (−x) = θ.

若存在一个在数域 K × X 到 X 的映射(称为数乘运算, 记为“ · ”), 使得对任意

的 x ∈ X, α ∈ K都有 α · x ∈ X ,并满足下列条件:

(5). 1 · x = x ;

(6). 结合律: α · (β · x) = (αβ) · x, ∀α, β ∈ K, x ∈ X ;

(7). 数乘对加法的分配律:

α · (x + y) = a · x + a · y.

(8). 分配律:

(α + β) · x = α · x + β · x.

则 (X,K,+, ·)称为数域 K 上的线性空间,当 K 是实数域 R时, X称为实线性空间；

K是复数域 C时, X称为复线性空间.

X上的加法运算和数乘运算统称为线性运算.

线性空间中的加法与数乘是一种抽象符号,尽管记号上与通常意义下的加法与数乘

相同,但必需记住它是两个映射,并不是真正意义上的加法与数乘.

1
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定义 1.1.2 设 (X,K,+, ·)是线性空间, Y ⊂ X是非空子集,如果 Y按照 X上的线性运算

也构成数域 K上的线性空间,即有

x + y ∈ Y, αx ∈ Y,

则称 Y是线性空间 X的线性子空间,简称为 X的子空间.

前面给出了一些具体的函数与数列空间(或者子空间),问题是如何从线性空间的一

个集合去构造一个线性子空间.

定义 1.1.3 设 X是数域 K上线性空间, x1, x2, · · · , xn ∈ X , α1, α2, · · · , αn ∈ K ,

n∑
k=1

αk xk := α1x1 + α2x2 + · · · + αnxn (1.1.1)

称为 x1, x2, · · · , xn的线性组合.

M ⊂ X是非空子集, M中的任意有限个元素的线性组合的全体

spanM :=

x =
m∑

k=1

λk xk
∣∣∣ λk ∈ K, xk ∈ M,m ∈ N

 (1.1.2)

称为由 M生成(张成)的子空间,记为 spanM .

命题 1.1.1 spanM是 X的包含 M的最小子空间.

定义 1.1.4 设 M1,M2是线性空间 X的两个子空间

(1). 记

M1 + M2 =
{
x1 + x2

∣∣∣ x1 ∈ M1, x2 ∈ M2
}
, (1.1.3)

M1 + M2称为 M1与 M2的和.

(2). 若对 ∀x ∈ M1 + M2 ,存在唯一的 x1 ∈ M1, x2 ∈ M2 使得

x = x1 + x2.

则称 M1与 M2的和为直和,记为 M1 ⊕ M2 .

特别地,当 X = M1 ⊕ M2时, M1 与 M2互称为补子空间.

若 M1 , M2 都是 X 的子空间时, M1 + M2 也是 X 的子空间,且可证 X 的子空

间 M1与 M2的和是直和充分必要条件是 M1 ∩ M2 = {0} .

定义 1.1.5 设 X是数域 K上的线性空间, x1, x2, · · · , xn ∈ X ,若

λ1x1 + λ2x2 + · · · + λnxn = θ, (λi ∈ K, i = 1, 2, · · · , n) (1.1.4)

仅当 λ1 = λ2 = · · · = λn = 0时才成立,则称 x1, x2, · · · , xn是线性无关的；

一般地,设 M 是线性空间 X的非空子集(不一定是有限集),若 M 的任何有限个元都

是线性无关的,则称集合 M 为线性无关的,若 M 不是线性无关的,则集合 M 称为线性相

关的.
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线性无关性与相关性说明了元之间的关系,利用线性无关性可以说明线性空间的生

成个数问题

定义 1.1.6 设 X是线性空间,若有一个正整数 n ,存在一组元 x1, x2, · · · , xn ∈ X它们是线
性无关的,任意 n + 1个元都是线性相关的,则这组元 {x1, x2, · · · , xn}称为 X的一个,称正

整数 n为 X的维数,记为 dimX = n .

规定 dim {θ} = 0 ,若 X的维数为正整数 n或 0时,则 X称为有限维的,若 X不是有限

维的,则称 X是无限维的,记为 dimX = ∞ .

下面的定理给出了有限维空间的基本性质.

定理 1.1.1 设 X是 n维线性空间, {x1, x2, · · · , xn} ⊂ X是 X的一组基,则

1)对任意的 x ∈ X ,存在唯一的一组数 a1, a2, · · · , an ∈ K使得 x =
n∑

k=1
ak xk ;

2) X的任何真子空间 Y的维数都小于 n .

定义 1.1.7 设X是数域K上的线性空间, B ⊂ X ,若 B是线性无关的,若对任意的 x ∈ X都
存在 B中的有限个元 x1, x2, · · · , xm 使得

x =
m∑

k=1

αk xk, αk ∈ K,

则称 B是 X的一个Hamel基,当 B为有限集时,称 B是有限基,否则称 B为无限基.

§1.1.2 常用的一些序列空间与函数空间

1). 所有有界数列组成的集合 ℓ∞ :

ℓ∞ = {{ξn}
∣∣∣ sup

n≥1
|ξn| < ∞}

2). 所有收敛数列组成的集合 c:

c = {{ξn}
∣∣∣ lim

n→∞
ξn = x∞}

3). 所有收敛于零的数列组成的集合 c0 :

c0 = {{ξn}
∣∣∣ lim

n→∞
ξn = 0}

4). 所有 p (0 < p < ∞)次可和数列组成的集合 ℓp :

ℓp =

{ξn}∞n=1

∣∣∣∣ ∞∑
n=1

|ξn|p < +∞
 .

5). 所有 n × m矩阵组成的空间Mn×m(K) :

Mn×m(K) = {A = (ai j)n×m
∣∣∣ ai j ∈ K}.
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6). 闭区间 [a, b]上的所有多项式组成的空间 P[a, b] :

P[a, b] = {p(x)
∣∣∣ p(x)在 [a, b]上是个多项式函数}.

7). 闭区间 [a, b]上的所有连续函数组成的空间 C[a, b] :

C[a, b] = { f (x)
∣∣∣ f (x)是 [a, b]上的连续函数}.

8). 闭区间 [a, b]上的所有有界变差函数组成的空间 BV[a, b] :

BV[a, b] = { f (x)
∣∣∣ f (x)是 [a, b]上的有界变差函数}.

9). 闭区间 [a, b]上的所有有界函数组成的空间 M[a, b] :

BM[a, b] = { f (x)
∣∣∣ f (x)是 [a, b]上的有界函数}.

10). 闭区间 [a, b]上的所有 p次幂 L可积函数组成的空间 Lp[a, b] :

Lp[a, b] =
{

f (x)
∣∣∣∣ f (x)是 [a, b]上的可测函数,且

∫ b

a
| f (x)|pdm < ∞

}
.

11).闭区间 [a, b]上的所有本性有界可测函数组成的空间 L∞[a, b] :

L∞[a, b] =
 f (x)

∣∣∣∣ f (x)在 [a, b]上可测,且存在零测集E, m(E) = 0, sup
[a,b]\E

| f (x)| < ∞
 .

12). 闭区间 [a, b]上的所有 n次连续可函数组成的空间 Cn[a, b] :

Cn[a, b] =
{

f (x)
∣∣∣∣ f (k)(x)在 (a, b)内存在,在左右端点单边极限都存在 k = 1, 2, · · · , n

}
.

§1.1.3 典型例题

线性空间是一个非空集合 X ,一个数域 K 以及两个映射:加法映射“ +”和数乘

映射“ ·”的综合体 (X,K,+, ·)。
1) 定义加法映射时应对所有的 x, y ∈ X , x + y在 X 中都有意义；

2) 定义数乘映射时，对所有的 α ∈ K , x ∈ X , α · x在 X 中都有意义；
3) 线性相关与线性无关是线性空间中的重要概念，特别是线性无关集以及基在实际

中有重要应用;

4) 由集张成的子空间

例 1.1.1 设 X = (0, 1)为基本集, 数域为实数域 R . 在 X上定义加法运算 ⊕ 和数乘运
算 ∗为

a ⊕ b :=
2
π

arctan(tan
aπ
2

tan
bπ
2

), ∀a, b ∈ X

k ∗ a :=
2
π

arctan(tan
aπ
2

)k, k ∈ R.

上面定义中的右端为通常数的运算。

验证: X按照上述定义构成线性空间。
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首先, 映射 ⊕ 对任何的 a, b ∈ X , a ⊕ b ∈ X都有意义, ∗对任何的 k ∈ R , a ∈ X ,

k ∗ a ∈ X .

加法运算 ⊕ :

(1) a ⊕ b := 2
π arctan(tan aπ

2 tan bπ
2 ) = b ⊕ a,

(2) a ⊕ b ⊕ c := 2
π arctan(tan aπ

2 tan bπ
2 tan cπ

2 ) = a ⊕ (b ⊕ c) .

(3)零元 θ = 1
2 : a ⊕ θ := 2

π arctan(tan aπ
2 tan π

4 ) = a,

(4)负元存在 (−a) = arctan( 1
tan aπ

2
) :

a ⊕ (−a) := 2
π arctan(tan aπ

2
1

tan aπ
2

) = 2
π arctan 1 = 1

2 = θ,

所以 ⊕是加法映射.

数乘运算 ∗ :

(1) 1 ∗ a := 2
π arctan(tan aπ

2 )1 = a,

(2) α ∗ (β ∗ a) := α ∗ ( 2
π arctan(tan aπ

2 )β) = 2
π arctan(tan aπ

2 )αβ = (αβ) ∗ a.

(3)分配律: α∗(a+b) = 2
π arctan(tan aπ

2 tan bπ
2 )α = 2

π arctan(tan aπ
2 )α(tan bπ

2 )α = α∗a+α∗b .

(4)分配律: (α + β) ∗ a = 2
π arctan(tan aπ

2 )α+β = 2
π arctan(tan aπ

2 )α(tan aπ
2 )β = α ∗ a + β ∗ a

所以 ∗是数乘映射. 因此, (X,R,⊕, ∗)是线性空间.

例 1.1.2 设平面上不在同一直线上三点 P1(x1, y1) , P2(x2, y2) , P3(x3, y3) ,构造一个函

数

Z = ax + by + c

使得 Z 在 Pk 点值为 hk, k = 1, 2, 3.

解解解 采用基函数方法构造问题的解。

1)构造基函数 e j(x, y), j = 1, 2, 3满足条件

ei(P j) = δi j, , i, j = 1, 2, 3.

设 ℓ1(x, y)是 P2 , P3 两点所确定的直线, ℓ2(x, y)表示由 P1 , P3 两点所确定的直线,

ℓ3(x, y) 是 P1 , P2 两点所确定的直线。由于 P1 , P2 , P3 不在同一直线上, ℓ1(P1) , 0 ,

ℓ1(P2) = ℓ1(P3) = 0 ,所以可构造函数

e1(x, y) =
ℓ1(x, y)
ℓ1(P1)

;

类似地, ℓ2(P2) , 0 , ℓ2(P1) = ℓ1(P3) = 0 ;可构造函数

e2(x, y) =
ℓ2(x, y)
ℓ2(P2)

;

以及 ℓ3(P3) , 0 , ℓ3(P2) = ℓ3(P1) = 0 ,可构造函数

e3(x, y) =
ℓ3(x, y)
ℓ3(P3)

.
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明显地, e j(x, y), j = 1, 2, 3是三个二元一次函数,线性无关,满足条件 ei(P j) = δi j.

2)构造满足条件的函数 Z = Z(x, y)。

函数 Z = Z(x, y)

Z = h1e1(x, y) + h2e2(x, y) + h3e3(x, y)

是一次函数,满足给定条件. �

§1.1.4 练习题一解答

1. 设 M = {(1, 1, 1), (0, 0, 2)} ,试说明 spanM的几何意义。

解解解 M是由两个向量组成的集合。记 a⃗ = (1, 1, 1) , b⃗ = (0, 0, 2) ,那么

spanM = {αa⃗ + βb⃗
∣∣∣ α, β ∈ R} = {(α, α, α + 2β)

∣∣∣ α, β ∈ R}
就是由这两个向量确定的平面. 在三维直角坐标系中, 其几何意义是由直线 x = y =

z与 z轴所确定的平面。 �

2. 证明线性空间 X的任意多个子空间的交仍然是 X的子空间。但是 X的两个子空间的

并不一定是 X的子空间,试举例说明.

证证证明明明 设 D是一非空指标集,对每个 i ∈ D , Xi是 X的子空间,为证

X0 =
∩
i∈D
Xi

也是 X是子空间,只而证明 X0关于 X中的线性运算是封闭的.

对任意的 x, y ∈ X0 , α ∈ K , 由于 x, y ∈ X0 =
∩
i∈D
Xi , 对每个 i ∈ D , x, y ∈ Xi ,

而 Xi是 X的线性子空间,则有

x + y ∈ Xi, αx ∈ Xi, ∀i ∈ D.

因此有

x + y ∈
∩
i∈D
Xi = X0, αx ∈

∩
i∈D
Xi = X0.

所以 X0也是 X的子空间,即任意多个子空间的交是 X的子空间.

但是 X 的两个子空间的并不一定是 X 的子空间. 例如设 X = R3 , 设 X1 = {x =
ξ(1, 0, 0)

∣∣∣ ξ ∈ R} , X2 = {y = ξ(0, 1, 0)
∣∣∣ ξ ∈ R} ,明显地,它们都是X的子空间.但X1∪X2不

是 X的子空间,这是因为 (ξ1, ξ2, 0) = ξ1(1, 0, 0) + ξ2(0, 1, 0) < X1 ∪ X2, ξ1, ξ2 , 0 . �

3. 集合 ℓ∞定义如下

ℓ∞ =

{
{xn}

∣∣∣∣ sup
n≥1
|xn| < ∞

}
.

在 ℓ∞上定义加法运算和数乘运算为通常序列的加法与数乘,验证 ℓ∞是线性空间。
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解解解对任意的 x = {xn}, y = {yn} ∈ ℓ∞ ,由于 |xn + yn| ≤ |xn| + |yn| ≤ supn |xn| + supn |yn| ,所以

x + y = {xn + yn} ∈ ℓ∞

对任意的数 α ∈ K ,

α{xn} = {αxn} ∈ ℓ∞

因此,加法映射和数乘映射限制在子集 ℓ∞ 是封闭的. 由于我们已经证明 M(N)加法映射

与数乘映射的性质. 所以 (ℓ∞,K,+, ·)是线性空间. �

4. 给定有限区间 [a, b] ,设 a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b是区间 [a, b]一组点,令

e0(x) =

 x1−x
x1−x0

, x ∈ [x0, x1]

0, x < [x0, x1],
en(x) =

 x−xn−1
xn−xn−1

, x ∈ [xn−1, xn]

0, x < [xn−1, xn]

ek(x) =


x−xk−1
xk−xk−1

, x ∈ [xk−1, xk]
xk+1−x
xk+1−xk

, x ∈ [xk, xk+1]

0, x < [xk−1, xk+1]

1 ≤ k ≤ n − 1.

证明函数组 {e0(x), e1(x), e2(x), · · · , en(x)}是线性无关的,并画出 f (x) ∈ span{e j(x), 1 ≤ j ≤
n}的曲线.

解解解设 e j(x)如上定义,设 α j ∈ R满足

α0e0(x) + α1e1(x) + · · · + αnen(x) = θ(x)

由于 θ(x)是零函数,所以上式对所有的 x都成立。

取 x = x j ,由上式得到 α j = 0 , j = 0, 1, 2, · · · , n . 所以函数组 {e0(x), e1(x), e2(x), · · · ,
en(x)}是线性无关的. f ∈ span{e0(x), e1(x), e2(x), · · · , en(x)} ,

f (x) = α0e0(x) + α1e1(x) + · · · + αnen(x)

其曲线为联结点 P j(x j, α j) , j = 0, 1, 2, · · · , n的折线.

5. 设 Y是线性空间 X的子空间. 对每一个 x ∈ X ,令

[x] = x + Y = {x + y
∣∣∣ y ∈ Y}

它称为 x的傍集(coset). 定义集合

X/Y = {[x]
∣∣∣ x ∈ X}.

在集合 X/Y上定义线性运算如下

[x1] + [x2] = [x1 + x2] = (x1 + x2) + Y
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a · [x] = ax + Y.

证明 X/Y按上述线性运算成为一个线性空间. 此空间称为 X关于 Y的商空间(quotient

space).

证证证明明明 只需验证 X/Y 按上述定义的运算成为一个线性空间. 注意到 Y 是线性空间,总

有 Y + Y = Y . 首先验证加法的性质:

(1). 交换性.

(x1 + Y) + (x2 + Y) = (x1 + x2) + Y = (x2 + x1) + Y = (x2 + Y) + (x1 + Y).

(2). 结合律:

((x1 + Y) + (x2 + Y)) + (x3 + Y)

= ((x1 + x2) + Y) + (x3 + Y) = (x1 + x2 + x3) + Y

= (x1 + Y) + ((x2 + x3) + Y) = (x1 + Y) + ((x2 + Y) + (x3 + Y)).

(3). 零元存在. 零元为 Y ,这是因为

(x1 + Y) + Y = (x1 + Y) + (0 + Y) = (x1 + Y).

(4). 负元存在. 对于任意的 x+Y ,加法逆元素为 −x+Y ,这时 (x+Y)+ (−x+Y) = Y ;

数乘法的性质：

(5). 结合律:

α(β(x + Y)) = α(βx + Y) = αβx + Y.

(6). 数1不变性：

1(x + Y) = 1x + Y = x + Y;

(7). 数乘对加法的分配律：

α((x1 + Y) + (x2 + Y)) = α((x1 + x2) + Y)

= α(x1 + x2) + Y = (αx1 + αx2) + Y

= α(x1 + Y) + α(x2 + Y).

(8). 分配律：

(α + β)(x + Y) = (α + β)x + Y

= (αx + βx) + Y = α(x + Y) + β(x + Y).

由上述验证可知 X/Y是一个线性空间. �
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注记 1.1.1 注意在商空间表示时，有时也采用下面的方式 ∀x ∈ X ,用 [x] 表示傍集

[x] := x + Y ,对任意的 x, z ∈ X ,

[x] = [z]⇔ x − z ∈ Y.

在这种记法之下商空间写成 X/Y = {[x]
∣∣∣ ∀x ∈ X} .

6. 设平面上四边形的四个顶点为 P1(x1, y1), P2(x2, y2), P3(x3, y3) , P4(x4, y4) ,构造一个二

次函数

Z = ax2 + by2 + cxy + dx + ey + f

使得 Z 在 Pk 点值为 hk, k = 1, 2, 3, 4.

解解解 由于要求的函数是二次函数,采用二次基函数方法构造问题的解。

1)构造二次基函数 e j(x, y), j = 1, 2, 3满足条件

ei(P j) = δi j, , i, j = 1, 2, 34.

设 ℓ23(x, y)是 P2 , P3两点所确定的直线, ℓ14(x, y)表示由 P1 , P4两点所确定的直线,

ℓ12(x, y)是 P1 , P2两点所确定的直线,设 ℓ34(x, y)是 P3 , P4两点所确定的直线,。

为获得两次函数,作直线的两两乘积

ℓ23(x, y)ℓ34(x, y), ℓ14(x, y)ℓ34(x, y), ℓ12(x, y)ℓ14(x, y), ℓ12(x, y)ℓ23(x, y)

两次函数 ℓ23(x, y)ℓ34(x, y)含有 P2 , P3 , P4的信息,但不含 P1的信息,所以

ℓ23(P2)ℓ34(P2) = ℓ23(P3)ℓ34(P3) = ℓ23(P4)ℓ34(P4) = 0

但 ℓ23(P1)ℓ34(P1) , 0。

所以可构造函数

e1(x, y) =
ℓ23(x, y)ℓ34(x, y)
ℓ23(P1)ℓ34(P1)

;

类似地, ℓ14(x, y)ℓ34(x, y) 含有 P1 , P3 , P4的信息,但不含 P2的信息,可构造函数

e2(x, y) =
ℓ14(x, y)ℓ34(x, y)
ℓ14(P2)ℓ34(P2)

;

ℓ12(x, y)ℓ14(x, y)含有 P1 , P2 , P4的信息,但不含 P3的信息,以及 ℓ3(P3) , 0 , ℓ3(P2) =

ℓ3(P1) = 0 ,设

e3(x, y) =
ℓ12(x, y)ℓ14(x, y)
ℓ12(P3)ℓ14(P3)

.

ℓ12(x, y)ℓ23(x, y)含有 P1 , P2 , P3的信息,但不含 P4的信息,设

e4(x, y) =
ℓ12(x, y)ℓ23(x, y)
ℓ12(P4)ℓ23(P4)

.
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明显地, e j(x, y), j = 1, 2, 3, 4是四个二次函数,线性无关,满足条件 ei(P j) = δi j.

2)构造满足条件的函数 Z = Z(x, y)。

函数 Z = Z(x, y)

Z = h1e1(x, y) + h2e2(x, y) + h3e3(x, y) + h4e4(x, y)

是满足给定条件的二次函数.

7. 设 Σ是 R3 中的一个无穷曲面. 假定存在一条直线 ℓ ,曲面 Σ与 ℓ平行的直线相交只有

一点. 在 Σ上定义线性运算(运算后依然在曲面 Σ上)使之成为线性空间.

解解解 选择直线 ℓ 作为 z轴,与 ℓ 垂直的平面作为 xy平面。 依假定条件,曲面 Σ与 ℓ 平行

的直线相交只有一点,则曲面 Σ可写成 z = z(x, y) ,且曲面上的点 (x, y, z(x, y))与平面上的

点 (x, y)一一对应。定义曲面上点的运算如下

加法映射 ⊕ : (x1, y1, z(x1, y1)) ⊕ (x2, y2, z(x2, y2)) := (x1 + x2, y1 + y2, z(x1 + x2, y1 + y2))

数乘映射 ∗： α ∈ R , α(x, y, z(x, y)) := (αx, αy, z(αx, αy)) .

直接验证可知映射 ⊕满足性质

(1) (x1, y1, z(x1, y1)) ⊕ (x2, y2, z(x2, y2)) = (x2, y2, z(x2, y2)) ⊕ (x1, y1, z(x1, y1)) ;

(2)

((x1, y1, z(x1, y1)) ⊕ (x2, y2, z(x2, y2))) ⊕ (x3, y3, z(x3, y3))

= (x1, y1, z(x1, y1)) ⊕ ((x2, y2, z(x2, y2)) ⊕ (x3, y3, z(x3, y3)))

(3) (0, 0, z(0, 0))是零元, (0, 0, z(0, 0)) ⊕ (x, y, z(x, y)) = (x, y, z(x, y)) ;

(4) (−x,−y, z(−x,−y))是 (x, y, z(x, y))的负元.

数乘映射 ∗满足性质

(5) 1 ∗ (x, y, z(x, y)) = (x, y, z(x, y))

(6) ∀α, β ∈ R , α ∗ (β ∗ (x, y, z(x, y))) = (αβ) ∗ (x, y, z(x, y)) ;

(7) α ∗ ((x1, y1, z(x1, y1)) ⊕ (x2, y2, z(x2, y2)) = α ∗ (x1, y1, z(x1, y1)) ⊕ α ∗ (x2, y2, z(x2, y2)) ;

(8) (α + β) ∗ (x, y, z(x, y)) = α ∗ (x, y, z(x, y)) ⊕ β ∗ (x, y, z(x, y)) = (x, y, z(x, y)) .

因此, (Σ,R,⊕, ∗)是一线性空间

注记 1.1.2 这里构造运算的主要依据是 Ψ : Σ → R2 , Ψ(x, y, z) = (x, y)是一一对应。由

此建立起 Σ与 R2的双射，通过已知空间R2上的线性运算,导出 Σ上的运算.
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§1.2 第二讲 线性算子与线性同构

教学目的:

本节研究一类特殊类型的映射–线性算子,线性同构映射.

本节要点:

线性算子的特性,线性同构观念的应用

§1.2.1 内容提要

定义 1.2.1 设 X 和 Y 是同一数域 K 上的两个线性空间, 若映射 T : X → Y 满足条
件: ∀x, y ∈ X, α ∈ K ,有

T (x + y) = T x + Ty,

T (αx) = αT x,
(1.2.1)

则称 T 是由 X到 Y的线性算子.当 Y = X时, T 称为线性变换,当 Y = K时, T 称为线性

泛函.

通常用 R(T )表示算子 T 的象集,即 R(T ) = {y ∈ Y
∣∣∣ y = T x,∀x ∈ X} . R(T )称为算

子 T 的值域.

显然,映射 T : X→ Y是线性算子,当且仅当

T (αx + βy) = αT x + βTy, ∀x, y ∈ X, ∀α, β ∈ K. (1.2.2)

线性算子的特点在于它保持空间 X中的运算到 Y中.

定义 1.2.2 设 X和 Y是同一数域 K上的线性空间, T : X→ Y是线性算子,记

N(T ) =
{
x ∈ X

∣∣∣ T x = 0
}

(1.2.3)

N(T )称为算子 T 的零空间(或算子 T 的核).

直接验证可知, 线性算子 T 的零空间 N(T ) 是 X 的线性子空间. 算子 T 的值

域 R(T )是空间 Y的线性子空间.

引理 1.2.1 设 T : X→ Y.若有映射 S : Y→ X满足

S T = IX, TS = IY,

则 T : X→ Y是双射,且 T−1 = S .

容易验证关于逆映射的如下运算性质成立。

引理 1.2.2 在下面的符号有意义的情况下

(1). (T−1)−1 = T ;

(2). (T2T1)−1 = T−1
1 T−1

2 .
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对于线性空间的线性算子 T ,由于它具有特殊的性质,它的逆算子存在的判定仅决

定于算子零空间 N(T ) . 这一结论包含在下面的引理中.

引理 1.2.3 设 X和 Y是在同一数域 K上的线性空间, T : X→ Y是线性算子,则

(1). T−1 : R(T )→ X存在,当且仅当若 T x = 0则 x = 0;

(2). 若 T−1存在,则 T−1是线性的.

作为上面结果的直接应用,有下面的结论.

命题 1.2.1 设 X 和 Y 是在同一数域 K 上的线性空间, T : X → Y 是线性算子,

则 T : X→ Y是双射的充要条件是 N(T ) = {θ} , R(T ) = Y .

定义 1.2.3 设 X和 Y是同一数域 K上的两个线性空间, T : X→ Y是一个映射.

(1). 若 T 是双射,又是线性算子,则 T 称为是 X到 Y的线性同构映射；

(2). 若存在一个 X到 Y的线性同构映射,则 X和 Y称为是线性同构的.

定理 1.2.1 在同一数域上两个有限维线性空间是线性同构的,当且仅当它们有相同的维

数.

§1.2.2 典型例题

线性算子是线性空间中一类特殊的映射,其重要特征是将空间 X 中的线性运算保持

到 Y 中。线性算子的零空间与值域在线性方程可解性理论中起重要作用。

线性同构是空间 X与 Y之间的一一对应,并保持线性运算.

例 1.2.1 已知平面上的点 (x0, 0), (x1, y1), (x2, y2), · · · (xn, yn), (xn+1, 0) ,证明,如果相邻两点

用直线段连结,则连结这些点的折线可表示成

y =
n∑

k=1

ykek(x)

其中

ek(x) =


x−xk−1
xk−xk−1

, x ∈ [xk−1, xk]
xk+1−x
xk+1−xk

, x ∈ [xk, xk+1]

0, x < [xk−1, xk+1]

证证证明明明 对任意两点 (xk, yk), (xk+1, yk+1), 它们间的连结折线方程为

y = yk +
yk+1 − yk

xk+1 − xk
(x − xk).

将其变形为

y = yk
xk+1 − x
xk+1 − xk

+ yk+1
x − xk

xk+1 − xk
= ykek(x) + yk+1ek+1(x).

因此有

y =
n∑

k=1

ykek(x), ∀x ∈ [x0, xn+1].
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在上面意义下,折线 y与数组 (y1, y2, · · · , yn)构成一一对应.从而映射

Φ(y) = (y1, y2, · · · , yn)

将成为 Rn与折线族的线性同构映射. �

§1.2.3 练习题二解答

1. 设 C[a, b]是实线性空间. 定义 C[a, b]到 C[a, b]的映射

T ( f )(x) =
∫ x

0
f 2(t)dt, f ∈ C[a, b]

T 不是是线性算子.

解解解 对任意的 f ∈ C[a, b] , 积分
∫ x

a f 2( f )dt 作为变上限的函数是连续函数, 所以 T ( f ) ∈
C[a, b] .

对任意的 f , g ∈ C[a.b] ,

T ( f + g) =
∫ x

a
( f (t) + g(t))2dt =

∫ x

a
f 2(t)dt +

∫ x

a
g2(t)dt + 2

∫ x

a
f (t)g(t)dt , T f (x) + T (g)(x)

所以 T 不是线性算子. �

2. 设 C[a, b]是实线性空间. t0 ∈ [a, b]是固定的一点,定义 C[a, b]到 R的映射

δ( f ) = f (t0), f ∈ C[a, b]

δ是线性算子(泛函).

解解解 对任意的 f ∈ C[a, b] , δ( f ) = f (t0)有意义,所以 δ( f )是 C[a, b]上定义的泛函。

对任意的 f , g ∈ C[a.b] , α, β ∈ K ,

δ(α f + βg) = (α f + βg)(t0)) = α f (t0) + βg(t0) = αδ( f ) + βδ(g)

所以 δ是线性泛函. �

3. 设 C[a, b]是实线性空间. 定义 C[a, b]到 C[a, b]的线性算子

T ( f )(x) =
∫ x

0
f (t)dt, f ∈ C[a, b]

确定算子 T 的零空间和值域.

解解解 对任意的 f ∈ C[a, b] , T ( f ) =
∫ x

a f (t)dt ∈ C[a, b] . 对任意的 f , g ∈ C[a.b] ,

T (α f + βg)(x) =
∫ x

a
(α f (t) + βg(t))dt = α

∫ x

a
f (t)dt + β

∫ x

a
g(t)dt = αT f (x) + βT (g)(x)
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所以 T 是线性算子. 其零空间为

N(T ) = { f ∈ C[a, b]
∣∣∣ T ( f ) = 0} = {0}

其值域为

R(T ) = {y =
∫ x

a
f (t)dt

∣∣∣ y(a) = 0, y连续可微}

�

4. 设 X是线性空间, f j是 X上的非零线性泛函, j = 1, 2, · · · ,m . 记

N( f j) = {x ∈ X
∣∣∣ f j(x) = 0}

证明 N( f j)是 X的子空间. 进一步证明
∩m

j=1N( f j)也是 X的子空间.

解解解 由于 f j是 X上的非零线性泛函, j = 1, 2, · · · ,m ,则存在 x j ∈ X 使得 f j(x j) = 1 .

1) N( f j)是 X的线性子空间;

事实上,若 x, y ∈ N( f j) , α, β ∈ K ,由泛函 f j的线性性有

f j(αx + βy) = α f j(x) + β f j(y) = 0,

所以 αx + βy ∈ N( f j) ,即 N( f j)是 X的线性子空间。

2)
∩m

j=1N( f j)也是 X的子空间.

对任意的 x, y ∈ ∩m
j=1N( f j) , α, β ∈ K ,则对所有的 j , f j(x) = f j(y) = 0。

对任意的 f j ,由线性性有

f j(αx + βy) = α f j(x) + β f j(y) = 0,

所以 αx + βy ∈ ∩m
j=1N( f j) ,即 N( f j)是 X的线性子空间。

5. 设 T 是线性空间 X到线性空间 Y的线性算子,证明

(1). T 的值域 R(T )是 Y的线性子空间;

(2). 若 dimX = n ,则 dimR(T ) ≤ n .

证证证明明明 对于任意 y1, y2 ∈ R(T ) , 总是存在 x1, x2 ∈ X 使得 T x1 = y1 , T x2 = y2 . 从而利

用 T 是线性算子有 T (x1 + x2) = T x1 + T x2 ∈ R(T ) 及 T (αx1) = αT (x1) ,所以由子空间定

义可得 R(T )是 Y的一个线性子空间.

下面证明当 dimX = n时有 dimR(T ) ≤ n . 取 {x1, x2, · · · , xn} ⊂ X 是一个线性无关
组，则对任何的 x ∈ X ,存在 αk ∈ K, k = 1, 2, · · · , n使得 x =

n∑
k=1

αk xk . 由于 T 是线性算

子,则有 T x = T (
n∑

k=1
αk xk) =

n∑
k=1

αkT (xk) ,因此

R(T ) ⊂ span{T x1, T x2, · · · , T xn}.

由于 span{T x1, T x2, · · · , T xn} ≤ n. 故 dimR(T ) ≤ n . �
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§2.1 第三讲 赋范线性空间与Banach空间

教学目的:

本节将向量的模的概念推广到一般线性空间,使线性空间上具有度量性质。进一步

引入收敛的概念,讨论点列的收敛性以及空间的完备性

本节要点:

赋范线性空间,收敛点列, Cauchy点列, Banach空间.

§2.1.1 内容提要

定义 2.1.1 设 X是数域 K上的线性空间. 在 X上定义实值泛函 φ : X → [0,+∞) ,对每

一个 x ∈ X其对应的值 φ(x)记为 ∥x∥ . 若 φ满足下列性质: 对任意的 x, y ∈ X, α ∈ K ,

(1)正定性: ∥x∥ ≥ 0 , ∥x∥ = 0当且仅当 x = θ ;

(2)绝对齐性: ∥αx∥ = |α|∥x∥ ;

(3)三角不等式: ∥x + y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥ ,

则称 ∥x∥为 x的范数(norm), (X, ∥ · ∥) 称为赋范线性空间(normed linear space)或者简称为

赋范空间(normed space). 条件(1)–(3)称为范数公理.

赋范线性空间是一个线性空间与一个范数的统称,一般提到赋范线性空间时应当指

明线性空间上范数的定义形式. 对于某些具体的空间,可能有约定的范数,在不至于混淆的

情况下,简记 (X, ∥ · ∥)为 X .

引理 2.1.1 对任意 f ∈ Lp[a, b] , g ∈ Lq[a, b] ,这里 p > 1, q > 1 ,且 1
p +

1
q = 1 ,则下面

的Hölder不等式 ∫ b

a
| f (x)g(x)|dx ≤

(∫ b

a
| f (x)|pdx

) 1
p
(∫ b

a
|g(x)|qdx

) 1
q

(2.1.1)

成立。由此可知 f g ∈ L1[a, b] ,即 || f g||1 ≤ || f ||p||g||q .

引理 2.1.2 对任意 f , g ∈ Lp[a, b](p ≥ 1) ,则有Minkowski不等式

(∫ b

a
| f (x) + g(x)|pdx

) 1
p

≤
(∫ b

a
| f (x)|pdx

) 1
p

+

(∫ b

a
|g(x)|pdx

) 1
p

(2.1.2)

成立。即有 || f + g||p ≤ || f ||p + ||g||p .

15
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定理 2.1.1 || · ||p是 Lp[a, b]上的范数,从而
(
Lp[a, b], || · ||p

)
是赋范线性空间.

定义 2.1.2 设 {xn}是赋范线性空间 X中的序列,若存在 x ∈ X ,使得 lim
n→∞
∥x − xn∥ = 0 ,则

称序列 {xn}是收敛的, x称为 {xn}的极限,记为 lim
n→∞

xn = x ,或者简记为 xn → x . 若对序

列 {xn} ,不存在这样的 x ∈ X ,则称 {xn}不收敛.

在赋范线性空间上,定义了序列的收敛概念,同时也定义了不收敛. 不收敛意味着不存

在元 x ∈ X ,使得 limn→∞ ||xn − x|| = 0 . 这里的不收敛还不同于数学分析中的发散,比如在

空间 P[0, 1]中,函数列

pn(t) =
n∑

k=0

tk

k!
, n ∈ N

有 pn ∈ P[0, 1] ,我们知道指数函数有级数展开式 et =
∞∑

k=0

tk
k! . 尽管有

lim
n→∞
||pn − et||∞ = lim

n→∞
max
t∈[0,1]

|pn(t) − et| = 0.

但由于 et < P[0, 1] ,所以也称 {pn}在 P[0, 1]中不收敛.

命题 2.1.1 设 (X, ∥ · ∥)是赋范线性空间,则

(1)若 {xn}是 X中收敛的序列,则它是有界点列,即 {||xn||}是有界数列;

(2)若 {xn}在 X中收敛,则其极限唯一.

定义 2.1.3 设 (X, || · ∥X), (Y, ∥ · ∥Y)是两个赋范线性空间, f : X→ Y是一映射.

(1)设 x0 ∈ X .若对任意 ε > 0 ,都存在 δ > 0 ,使得X中所有满足 ∥x−x0∥X < δ的 x有

∥ f (x) − f (x0)∥Y < ε

则称 f 在点 x0连续.

(2)若 f 在 X中的每一点连续,则称 f 在 X上连续.

命题 2.1.2 设 (X, ∥ · ∥)是赋范线性空间. 若在 X中 xn → x, yn → y ,则 ∥xn − yn∥ → ∥x− y∥ .

特别地,若 xn → x ,则 ∥xn − y∥ → ∥x − y∥ .

命题 2.1.3 设 (X, ∥ · ∥)是赋范线性空间,则 X上的线性运算是连续的.

定义 2.1.4 设 {xn}是 (X, ∥ · ∥)中的序列. 若对任给的 ε > 0 ,都存在正整数 N ,使得对一

切 m, n > N 都有

∥xm − xn∥ < ε, ∀n,m > N,

则称 {xn}是 X中的Cauchy序列,或称基本序列.

基本序列具有下面的性质.

命题 2.1.4 设 {xn}是 (X, ∥ · ∥)中的序列,则下面的结论成立:

(1)若 {xn}是 X中的收敛序列,则 {xn}是 X中的Cauchy序列；

(2)若 {xn}是 X中的Cauchy序列,则 {xn}是 X中的有界序列；

(3)若 {xn}是 X中的Cauchy序列,且存在 {xn}的一个子列收敛,则 {xn}是 X中的收
敛序列.
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定义 2.1.5 设 X为赋范线性空间,如果 X中的任意Cauchy序列都收敛,则称 X是完备的

赋范线性空间,简称 X为Banach空间.

定义 2.1.6 设 (X, || · ||) 是赋范线性空间,若 Y 是 X 的线性子空间, 若 Y 按照 X 中的范

数 || · ||成为赋范线性空间 (Y, || · ||) ,则称 Y为赋范线性空间 X 的子空间.

若 Y为赋范空间 (X, || · ||)子空间,且 (Y, || · ||)为Banach空间,则称 Y是 X的一个完备

子空间.

这里需要强调线性空间的子空间与赋范线性空间子空间的区别.赋范线性空间的子

空间,必须是依空间 X的范数而不是其它范数.

对于Banach空间 X , Y 是 X 的子空间是指 Y 作为赋范线性空间 X 的子空间. 因

此,Banach空间的子空间不必是完备的.而一个不完备的赋范线性空间可以存在完备的子

空间.

§2.1.2 常用的一些赋范线性空间

例 2.1.1 数域 R和 C都是Banach空间

例 2.1.2 空间 Rn(Cn) . 对 x = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈ Rn(Cn) ,通常范数定义如下

∥x∥p =
 n∑

i=1

|ξi|p


1
p

, 1 ≤ p ≤ ∞,

∥x∥∞ = max
1≤k≤n

|ξk|, p = ∞,

则 (Rn, || · ||p)(Cn, || · ||p)是Banach空间.

例 2.1.3 空间 ℓp(1 ≤ p < ∞) . 对 x = {ξk} ∈ ℓp ,范数定义如下

∥x∥p =
 ∞∑

k=1

|ξk|p


1
p

则 (ℓp, || · ∥p)(1 ≤ p < ∞)是Banach空间.

例 2.1.4 ℓ∞ 是所有有界(实或复)数列构成的线性空间,对 x = {ξn}∞n=1 ∈ ℓ∞ ,定义如下范

数

∥x∥∞ = sup
n∈N
|ξn|.

则 (ℓ∞, ∥ · ∥∞)是Banach空间.

例 2.1.5 C[a, b]是闭区间 [a, b]上的所有连续函数构成的线性空间. 对 x ∈ C[a, b] ,定义

如下范数:

∥x∥∞ = max
t∈[a,b]

|x(t)|.

则 (C[a, b], || · ∥∞)是Banach空间.
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例 2.1.6 在Lebesque测度 (m)意义下, p次幂可积函数空间,

Lp[a, b] =
{

f (x)
∣∣∣∣ ∫ b

a
| f (x)|pdm < ∞

}
, (1 ≤ p < ∞)

在通常函数的加法与数乘意义下成为线性空间.在 Lp[a, b]中规定:若 f (x) � g(x), (a.e.) (几

乎处处相等),则规定它们相等. 并定义泛函

|| f ||p =
(∫ b

a
| f (x)|pdm

)1/p

则 || f ||p是 Lp[a, b]上的一个范数. 从而 (Lp[a, b], || · ||p)是Banach空间.

例 2.1.7 L∞[a, b]是闭区间 [a, b]上所有本性有界可测函数构成集合,按照函数的加法与

数乘成为线性空间. 在 L∞[a, b]中规定:几乎处处相等为相等. 对 x ∈ L∞[a, b] ,定义如下范

数:

∥x∥∞ = ess sup
t∈[a,b]

|x(t)| = inf
E⊂[a,b],m(E)=0

sup
t∈[a,b]\E

|x(t)|.

则 (L∞[a, b], || · ||∞)是Banach空间.

例 2.1.8 闭区间 [a, b]上有界变差函数组成的空间 BV[a, b] :

BV[a, b] =

 f (x)
∣∣∣ b∨

a

( f ) < ∞
 ,

在通常函数的加法与数乘意义下成为线性空间. 在 BV[a, b]上定义泛函

|| f || = | f (a)| +
b∨
a

( f )

则 || f ||是 BV[a, b]上的一个范数. (BV[a, b], || · ||)是Banach空间.

不不不完完完备备备空空空间间间的的的例例例子子子

例 2.1.9 P[a, b]是闭区间 [a, b]上的所有多项式构成的线性空间. 对 x ∈ P[a, b] ,定义如

下范数:

∥x∥∞ = max
t∈[a,b]

|x(t)|.

则 (P[a, b], || · ||∞)是赋范线性空间,但不完备.

例 2.1.10 C[a, b]是闭区间 [a, b]上的所有连续函数构成的线性空间. 对 x ∈ C[a, b] ,定

义如下泛函

∥x∥1 =
∫ b

a
|x(t)|dt.

则 (C[a, b], ∥ · ∥1)也是赋范线性空间,但不完备.
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§2.1.3 典型例题

赋范线性空间是线性空间与满足范数公理的泛函的综合体,不同的范数代表不同的

度量意义。赋范线性空间的收敛性都是在特定范数意义下进行的。同理空间的完备

性也是在指定范数意义下的。

证明空间完备通常有三步：(1)对任给的基本点列,找出形式极限; (2)证明形式极限在

设定的空间中; (3)证明在指定范数意义下基本点列收敛于形式极限。

证明空间不完备也有三步： (1)找到一个基本点列; (2)其形式极限不在设定的空间

中; (3)证明在指定范数意义下基本点列收敛于形式极限。

在具体的函数空间中,不同的范数代表不同的度量意义,所以依不同的范数收敛也具

有不同的意义.

例 2.1.11 (C[a, b], || · ||∞)中的收敛性等价于函数列的一致收敛.

例 2.1.12 (Lp[a, b], || · ||p)中的收敛性可推出可测函数列的依测度收敛.

例 2.1.13 设线性空间 C[a, b] . x ∈ C[a, b] ,定义如下范数:

∥x∥∞ = max
t∈[a,b]

|x(t)|

则 (C[a, b], || · ||∞)是Banach空间.

证证证明明明 要证 X = C[a, b]是Banach空间,类似于前面,设 {xn} ⊂ X是一Cauchy列,需要找出它

的极限.

证明分成三步:第一步找出 {xn}的极限 x ;第二步证明 x ∈ C[a, b] ;第三步证明 {xn}收
敛于 x .

1).设 {xn} ⊂ C[a, b]是任一Cauchy列,即任给 ε > 0 ,存在 N 使得当 n,m > N 时,

||xn − xm||∞ <
ε

3
.

对每个 t ∈ [a, b] ,

|xn(t) − xm(t)| ≤ max
t∈[a,b]

|xn(t) − xm(t)| = ||xn − xm||∞ → 0, (n,m→ ∞).

这表明对每个 t ∈ [a, b] ,数列 {xn(t)}∞n=1 都是Cauchy列, 则存在一个数 x(t) 使得 xn(t) →
x(t) .数 x(t)依赖 t ∈ [a, b] ,从而定义 [a, b]上的一个函数.

2). 证明 x(t)是 [a, b]上的连续函数.

对任意的 t ∈ [a, b] , n,m > N 总有

|xn(t) − xm(t)| ≤ ||xn − xm||∞ <
ε

3
,

在上式中令 m→ ∞得到

|xn(t) − x(t)| ≤ ε

3
, ∀t ∈ [a, b], n > N.
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所以

max
t∈[a,b]

|xn(t) − x(t)| ≤ ε

3
, n > N.

对 t, s ∈ [a, b] ,由于

|x(t) − x(s)| ≤ |xn(t) − x(t)| + |xn(t) − xn(s)| + |xn(s) − x(s)|

≤ max
t∈[a,b]

|xn(t) − x(t)| + |xn(t) − xn(s)| + max
s∈[a,b]

|xn(s) − x(s)|

≤ 2
3
ε + |xn(t) − xn(s)|, n > N.

固定 n > N ,令 t → s得到

lim sup
t→s

|x(t) − x(s)| ≤ 2
3
ε.

由 ε > 0的任意性,有 lim
t→s
|x(t) − x(s)| = 0. 所以 x ∈ C[a, b] .

3). 表明 xn → x .

事实上对 n > N ,已经得到

||xn − x||∞ = max
t∈[a,b]

|xn(t) − x(t)| ≤ ε

3
< ε, n > N

所以 xn → x .因此 C[a, b]是Banach空间. �

例 2.1.14 (Lp[a, b], || · ||p)是Banach空间.

证证证明明明 设 { fn} 是 Lp[a, b] 中的基本列, 由定义知存在 nk ∈ N 使得当 m, n > nk 时,成立

|| fn − fm||p < 1
2k . 设 n1 < n2 < · · · < nk < nk+1 < · · · 为无穷列,于是有 || fnk − fnk+1 ||p < 1

2k ,

从而成立
∞∑

k=1

|| fnk − fnk+1 ||p <
∞∑

k=1

1
2k < ∞.

当 p = 1时,上式为
∞∑

k=1

∫ b

a
| fnk (x) − fnk+1(x)|dx < ∞.

当 p > 1时,由于 ∫ b

a
| fnk (x) − fnk+1(x)|dx ≤ || fnk − fNk+1 ||p(b − a)1/q,

所以当 p > 1也有
∞∑

k=1

∫ b

a
| fnk (x) − fnk+1(x)|dx < ∞.

依实变函数的Levi定理可知,
∞∑

k=1
| fnk (x) − fnk+1(x)|在 [a, b]上几乎处处收敛. 从而级数

fn1(x) +
∞∑

k=1

[ fnk (x) − fnk+1(x)]
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在区间 [a, b]上几乎处处收敛,即极限 lim
k→∞

fnk (x) = f (x)几乎处处存在. 依可测函数的性

质, f (x)是可测函数.

依基本列的性质,对充分大的 n及 nk 有,

|| fn − fnk ||p <
1
2
.

而函数列 {| fn(x) − f (xnk (x)|p}∞k=1非负可测,应用Fatou引理有,∫ b

a
lim
k→∞
| fn(x) − fnk (x)|pdx ≤ lim

k→∞

∫ b

a
| fn(x) − fnk |pdx ≤ lim sup

k→∞
|| fn − fnk ||

p
p ≤

1
2p .

即 ∫ b

a
| fn(x) − f (x)|pd ≤ 1

2p .

因此, fn − f ∈ Lp[a, b] ,从而 f = fn − ( fn − f ) ∈ Lp[a, b] .即 Lp[a, b]是完备空间. �

例 2.1.15 闭区间 [a, b]上有界变差函数组成的空间 BV[a, b] :

BV[a, b] =

 f (x)
∣∣∣ b∨

a

( f ) < ∞
 ,

在通常函数的加法与数乘意义下成为线性空间. 在 BV[a, b]上定义泛函

|| f || = | f (a)| +
b∨
a

( f )

则 || f ||是 BV[a, b]上的一个范数. (BV[a, b], || · ||)是Banach空间.

证证证明明明 设 { fn} 是 BV[a, b] 中的基本列, 由基本列的定义知,任给的 ε > 0 存在 N 使得当

m, n > N 时,成立

|| fn − fm|| = | fn(a) − fm(a)| +
b∨
a

( fn − fm) < ε.

对任意的 x ∈ [a, b] ,

| fn(x) − fm(x)| ≤ |( fn − fm)(x) − ( fn − fm)(a)| + | fn(a) − fm(a)| < || fn − fm|| < ε,

所以 { fn(x)}∞n=1是Cauchy数列,从而存在极限 lim
n→∞

fn(x) = f (x) .

下证 f ∈ BV[a, b] . 设 △: a = x0 < x1 < x2 < · · · < xk = b是区间 [a, b]的任一分割,由

于

k∑
j=1

|( f − fm)(x j) − ( f − fm)(x j−1)|

≤ lim
n→∞

k∑
j=1

|( fn − fm)(x j) − ( fn − fm)(x j−1)|

≤ lim sup
n→∞

|( fn − fm)(a)| +
b∨
a

( fn − fm)

 ≤ ε,
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于是有

sup
△

k∑
j=1

|( f − fm)(x j) − ( f − fm)(x j−1)| ≤ ε.

从而成立
b∨
a

( f − fm) < ∞.

故有 fm − f ∈ BV[a, b] ,从而 f = fm − ( fm − f ) ∈ BV[a, b] .即 BV[a, b]是Banach空间. �

例 2.1.16 线性空间 C[a, b] . 对 x ∈ C[a, b] ,定义如下范数:

∥x∥1 =
∫ b

a
|x(t)|dt

则 (C[a, b], ∥ · ∥1)不是Banach空间.

证证证明明明 要证 X = (C[a, b], || · ||1) 不是Banach空间, 需要找出一个序列 {xn} ⊂ X , 它是

一Cauchy列,但它在 C[a, b]无极限.

1).构造序列 {xn} ⊂ C[a, b]是一Cauchy列.

设

xn(t) =


1, t ∈

[
a, a+b

2 −
1
n

]
n
2 [(a + b) − 2t], t ∈

[
a+b

2 −
1
n ,

a+b
2 +

1
n

]
−1, t ∈

[
a+b

2 +
1
n , b

]
函数 xn(t)如图

@
@
@

@
@
@

- t. a
0

.
a + b − 1

n

.a + b .
a + b + 1

n .b

6
x

明显地 xn ∈ C[a, b] ,且 max
t∈[a,b]

|xn(t)| = 1 ,

∥xn − xm∥1 =
∫ b

a
|xn(t) − xm(t)|dt =

∫ a+b
2 +

1
n

a+b
2 −

1
n

|xn(t) − xm(t)|dt ≤ 2
n
, m > n.

即 {xn}∞n=1是Cauchy数列.

2). 存在函数 x(t) ,在范数意义下 xn → x .
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根据序列 {xn}的构造方式,可令

x(t) =


1, t ∈

[
a, a+b

2

)
0, t = a+b

2

−1, t ∈
(

a+b
2 , b

]
下面证明 xn → x . 注意到

||xn − x||1 =

∫ b

a
|xn(t) − x(t)|dt =

∫ a+b
2 +

1
n

a+b
2 −

1
n

|xn(t) − x(t)|dt

≤
∫ a+b

2 +
1
n

a+b
2 −

1
n

max
t∈[a,b]

|xn(t) − x(t)|dt ≤ 2
n
→ 0, n→ ∞

所以 xn → x .但 x < C[a, b] ,因此 (C[a, b], || · ||1)不是Banach空间. �

注记 2.1.1 可以证明:若 C[a, b]中定义范数

||x||p =
(∫ b

a
|x(t)|p

) 1
p

, ∀x ∈ C[a, b].

(C[a, b], || · ||p)是赋范线性空间,但不是Banach空间.

§2.1.4 练习题三解答

1. 设线性空间 C[a, b] ,对 x ∈ C[a, b]定义泛函

||x||p =
(∫ b

a
|x(t)|pdx

) 1
p

, 1 ≤ p < ∞.

证明 (C[a, b], || · ||p)是赋范线性空间(提示应用积分形式的Minkowski不等式).

解解解设 1 ≤ p < ∞ ,定义泛函

||x||p =
(∫ b

a
|x(t)|pdx

) 1
p

, ∀x ∈ C[a, b]

我们只需验证范数公理

1) 明显地, ||x||p ≥ 0 . 如果 ||x||p = 0 ,即∫ b

a
|x(t)|pdx = 0

由于 x ∈ C[a, b] ,所以必有 x(t) ≡ 0 .

2)对任意的 α ∈ K ,

||αx||p =
(∫ b

a
|αx(t)|pdt

) 1
p

= |α|||x||p
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3)对任意的 x, y ∈ C[a, b] ,积分形式的Minkowski不等式给出下面的三角不等式

||x + y||p ≤ ||x||p + ||y||p.

因此, ||x||p满足范数公理, (C[a, b], || · ||p)是赋范线性空间. �

2. 设 C1[a, b]为闭区间 [a, b]上所有一次连续可微函数组成的集合,按照通常函数的加法

与数乘成为线性空间. 对 x ∈ C1[a, b]定义泛函

||x||2 =
(∫ b

a
|x′(t)|2dt + |x(a)|2

) 1
2

.

证明 (C1[a, b], || · ||2)是赋范线性空间。

解解解对 x ∈ C1[a, b] ,定义泛函

||x||2 =
(∫ b

a
|x′(t)|2dt + |x(a)|2

) 1
2

我们只需验证范数公理

1) 明显地, ||x||2 ≥ 0 . 如果 ||x||2 = 0 ,即∫ b

a
|x(t)|2dx + |x(a)|2 = 0

由于 x ∈ C1[a, b] ,上式隐含 x′(t) ≡ 0 , x(a) = 0 . 由此得到 x(t) ≡ 0 .

2)对任意的 α ∈ K ,

||αx||2 =
(∫ b

a
|αx′(t)|pdt + |αx(a)|2

) 1
2

= |α|||x||2

3)对任意的 x, y ∈ C[a, b] ,积分形式的Minkowski不等式给出下面的三角不等式

||x + y||22 =

∫ b

a
|x′(t) + y′(t)|2dt + |x(a) + y(a)|2

≤
∫ b

a
(|x′(t)2 + |y′(t)|2 + 2x(t)y(t))dt + |x(a)|2 + |y(a)|2 + 2x(a)y(a)

应用Cauchy不等式

≤
∫ b

a
(|x′(t)2 + |y′(t)|2 + 2

(∫ b

a
|x′(t)|2dt

)1/2 (∫ b

a
|y′(t)|2dt

)1/2

+|x(a)|2 + |y(a)|2 + a|x(a)||y(a)|

= (|X|2 + |x(a)|2) + (|Y |2 + |y(a)|2) + 2(|X||Y | + |x(a)||y(a)|)

应用Cauchy不等式

≤ (|X|2 + |x(a)|2) + (|Y |2 + |y(a)|2) + 2
√
|X|2 + |x(a)|2

√
|Y |2 + |y(a)|2

= (
√
|X|2 + |x(a)|2 +

√
|Y |2 + |y(a)|2)2 = (||x||2 + ||y||2)2
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其中 |X| =
(∫ b

a |x
′(t)|2dt

)1/2
. 因此, ||x||2 满足范数公理, (C2[a, b], || · ||2) 是赋范线性空间.

�

3. 设 C1[a, b] 为闭区间 [a, b] 上所有一次连续可微函数组成的集合,按照通常函数的加

法与数乘成为线性空间. 对 x ∈ C1[a, b] 定义泛函

||x||(1) = max
t∈[a,b]

|x′(t)| + max
t∈[a,b]

|x(t)|.

证明 (C1[a, b], || · ||(1)) 是完备的赋范线性空间。

证证证明明明易见 ||x||(1) 满足范数公理,这里主要证明 (C1[a, b], || · ||(1)) 的完备性.

设 {xn} ⊂ C1[a, b] 满足条件

||xn − xm||(1) = max
t∈[a,b]

|x′n(t) − x′m(t)| + max
t∈[a,b]

|xn(t) − xm(t)| → 0, n,m→ ∞.

依照 (C[a, b], || · ||∞) 的完备性,存在 y(t) 及 y1(t) 使得

max
t∈[a,b]

|xn(t) − y(t)| → 0, max
t∈[a,b]

|x′n(t) − y1(t)| → 0, n→ ∞.

由于对任意的 t ∈ [a, b] ,

xn(t) − xn(a) =
∫ t

a
x′n(s)ds

两端取极限得

y(t) − y(a) =
∫ t

a
y1(t)dt

所以 y ∈ C[a, b] ,且 y′ = y1 . 因此,

||xn − y||(1) = max
t∈[a,b]

|x′n(t) − y′(t)| + max
t∈[a,b]

|xn(t) − y(t)| → 0, n→ ∞.

所以 (C1[a, b], || · · · ||(1)) 是完备的. �

4. 在 ℓ∞ 中,令

C00 =
{
x ∈ ℓ∞

∣∣∣ x = (ξ1, ξ2, · · · )}, ξi 中仅有有限个不为零
}
.

证明 C00 是 ℓ∞ 的不完备的子空间.

证证证明明明 明显地， C00 是 ℓ∞ 的一个子空间。令 xn = (1, 1
2 , · · · ,

1
n , 0, 0, · · · ), (n ∈ N) ,显

然 xn ∈ C00 , ||xn||∞ = 1 . 当 n < m 时,

||xn − xm||∞ = sup
n<k≤m

∣∣∣∣∣1k
∣∣∣∣∣ = 1

n + 1
,

从而 {xn} 是 C00 中的Cauchy列。 但是， xn → x = (1, 1
2 ,

1
3 , · · · · · · ) < C00 , 从而子空

间 C00 不完备. �
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5. 设 Y 是赋范线性空间 (X, ∥ · ∥) 的闭子空间,对于商空间 X/Y (见 § 1,习题 4)的元

素 x̂ ,定义

∥x̂∥0 = inf
x∈x̂
∥x∥.

验证 ∥ · ∥0 是 X/Y 中的范数.

证证证明明明 按照商空间的定义,设 x̂ ∈ X/Y ,则有

∥x̂∥0 = inf
y∈Y
∥x + y∥ ≥ 0.

若 ∥x̂∥0 = 0 ,则 inf
y∈Y
∥x + y∥ = 0 . 因为 Y 为闭子空间,存在 y0 ∈ Y 使得

∥x̂∥0 = ∥x + y0∥ = 0

从而 x + y0 = 0 ,即 x = −y0 ∈ Y . 所以有 x̂ = −y0 + Y = Y . x̂ = θ̂ = Y .

对任意的 α ∈ K, α , 0, 有 αY = Y ,

∥αx̂∥0 = inf
y∈Y
∥αx + y∥ = |α| · inf

y∈Y
∥x + 1

α
y∥

= |α| · inf
y∈Y
∥x + y∥ = |α|∥x̂∥0.

对于 x̂1, x̂2 ∈ X/Y , x̂1 = x1 + Y , x̂2 = x2 + Y ,

||x1 + y1 + x2 + y2|| ≤ ||x1 + y1|| + ||x2 + y2||, ∀y1, y2, ∈ Y,

所以

∥x̂1 + x̂2∥0 = inf
y∈Y
∥x1 + x2 + y∥ ≤ ||x1 + y1|| + ||x2 + y2||, ∀y1, y2, ∈ Y.

在上式中依次对 y1 ∈ Y , y2 ∈ Y 取下确界得到

∥x̂1 + x̂2∥0 ≤ inf
y1∈Y
∥x1 + y1∥ + inf

y2∈Y
∥x2 + y2∥ = ∥x̂1∥0 + ∥x̂2∥0.

因此 ||̂x||0 是范数， (X/Y, || · ||0) 是赋范线性空间. �

6. 设 X , Y 是同一数域上的赋范线性空间,在乘积空间 X × Y 上定义

||(x, y)|| = ||x|| + ||y||, ∀(x, y) ∈ X × Y

证明 (X×Y, || · · · ||) 是赋范线性空间。并进一步证明, (X×Y, || . . . ||) 是 Banach空间的充

条件是 X 与 Y 都是Banach空间.

证证证明明明 对任意的 (x, y) ∈ X × Y ,直接验证 ||(x, y)|| = ||x|| + ||y|| 满足范数公理,所以

(X × Y, || · · · ||) 是赋范线性空间。这里主要证明后一部分断言。

1) 假如 (X×Y, || . . . ||) 是 Banach空间,我们表明 X 与 Y 都是Banach空间. 设 {xn} ⊂
X , {yn} ⊂ Y 都是Cauchy列,即有 ||xn − xm|| → 0 , ||yn − ym|| → 0 , n,m→ ∞ ,从而

||(xn, yn) − (xm, ym)|| = ||xn − xm|| + ||yn − ym|| → 0, n→ ∞,
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所以 (xnyn) ∈ X × Y 是Cauchy列,依 (X × Y, || · ||) 是Banach空间,存在 (x, y) ∈ X × Y ,

即有 ||xn − x|| → 0 , ||yn − y|| → 0 ,所以 X 与 Y 都是完备的.

2) 假如 X 和 Y 都是Banach空间, (xnyn) ∈ X × Y 是Cauchy列,自然地, {xn} ⊂ X ,

{yn} ⊂ Y 都是Cauchy列,依假定存在 x ∈ X , y ∈ Y 使得 ||xn− x|| → 0 , ||yn−y||| → 0 ,易

见 ||(xn, yn) − (x, y)|| → 0 .所以 (X × Y, || . . . ||) 是 Banach空间。 �

7. 记 D = {z ∈ C
∣∣∣ |z| ≤ 1} , p ≥ 1 , D 上的解析函数集

Hp(D) =

 f (z) =
∞∑

n=0

anzn
∣∣∣ ∞∑

n=0

|an|p < ∞


按照通常函数的加法与数乘成为线性空间,定义

|| f (z)||p =
 ∞∑

n=0

|an|p


1
p

证明 (Hp(D), || · ||p) 是完备的赋范线性空间。

证证证明明明 我们定义映射

T f = (a0, a1, a2, · · · , an, an+1 · · · , ) ∀ f =
∞∑

n=0

anzn ∈ Hp(D)

由空间 Hp(D) 的定义, T 是 Hp(D) 到 ℓp 的映射,

1) T 是线性映射,

2) T 是双射,

3) T 是等距算子 ||T f |p| = || f ||p .

因此, Hp(D) 等距同构于 ℓp . 由于 ℓp 是Babach空间,所以 Hp(D) 也是Banach空

间。 �
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§2.2 第四讲 赋范线性空间中的级数与Schauder基

教学目的:

本节将 R中无穷级数概念推广到一般赋范线性空间,通过绝对收敛级数刻划空间的

完备性，借用无穷级数研究无穷维空间的Schauder基。

本节要点:

完备赋范线性空间,Schauder基.

§2.2.1 内容提要

定义 2.2.1 设 {xn}是赋范线性空间 X中的序列,
∞∑

n=1

xn := x1 + x2 + · · · + xn + · · ·

称为 X中的形式级数. 令 sn =
n∑

k=1
xk , {sn}称为 {xn}的部分和序列.

若存在 x ∈ X ,使得 lim
n→∞
∥sn − x∥ = 0, 则称级数

∞∑
n=1

xn是收敛的, x称为级数
∞∑

n=1
xn的

和,记为 lim
n→∞

sn = x =
∞∑

n=1
xn. 若 sm =

m∑
n=1

xn不收敛,则称级数
∞∑

n=1
xn不收敛.

若数值级数
∞∑

n=1
∥xn∥收敛,则称级数

∞∑
n=1

xn是绝对收敛的.

注记 2.2.1 抽象空间中的级数收敛与数值级数收敛不同,数值级数绝对收敛,则它一定收

敛,但对抽象空间中的级数,绝对收敛并不能保证级数收敛.比如 P[0, 1]中的多项式序列

xn(t) =
tn

n!
, ∥xn∥∞ =

1
n!
, n ∈ N0,

级数
∞∑

n=0
xn是绝对收敛的,但在 P[0, 1]中无极限,这是因为

∞∑
n=0

xn = et 不在 P[0, 1]中.

定理 2.2.1 设 X是赋范线性空间,则 X是完备空间的充要条件是: X中的任何绝对收敛

级数都收敛.

定义 2.2.2 若 {en; n ∈ N}是Banach空间 X中的序列,具有如下性质:对每个 x ∈ X 有唯一
的数列 {αn} ,使得 ∥∥∥∥∥∥∥

n∑
i=1

αiei − x

∥∥∥∥∥∥∥→ 0 (n→ ∞)

则 {en, n ∈ N}称为 X的Schauder基.级数
∞∑

n=1
αnen的和为 x ,此级数称为 x的展开式,记为:

x =
∞∑

n=1

αnen.

相应的数列 {αn}称为 x关于基 {en, n ∈ N}的展开系数.
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定义 2.2.3 设 X 是赋范线性空间, A ⊂ X 是一子集, 若 A = X ,则称 A 在 X 中稠密.

若 X中存在一个可数的稠密子集,即存在可数子集 B ⊂ X使得 B = X ,则称空间 X是可

分(separable).

由定义可以知道: A在X中稠密当且仅当,对每点 x ∈ X及每个 r > 0 , B(x, r)∩A , ∅ ;

X为可分空间,存在可数子集 M ⊂ X使得 ∀r > 0 ,
∪

x∈M B(x, r) = X .

定理 2.2.2 设 X是赋范线性空间,若 B ⊂ X是一可数集,且 spanB = X ,则 X是可分空间.

推论 2.2.1 具有Schauder基的Banach空间是可分空间.

定义 2.2.4 设 (X, ∥ · ∥), (Y, ∥ · ∥) 是同一数域 K 上的赋范线性空间, T : X → Y 是映射,

若T是线性算子又是双射,且满足

∥T x∥Y = ∥x∥, ∀x ∈ X,

则称 T 是 X到 Y的等距同构映射.

若存在 X到 Y的等距同构映射,则称 X和 Y是等距同构的。若两个空间 X和 Y是

等距同构的,则把它们看作是同一的.

定义 2.2.5 设 X是数域 K上的赋范线性空间, X̂是Banach空间. 如果存在 X̂的一个子空

间 Y使得

1). Y在 X̂中稠密;

2). X与 Y等距同构.

则称 X̂是空间 X的完备化空间.

定理 2.2.3 设 X = (X, || · ||)是任意一个赋范线性空间,则总存在完备化的赋范线性空间

X̂ = (X̂, || · ||1) ,且在等距意义下,空间 X̂是唯一的.

定义 2.2.6 设 X是赋范线性空间, A ⊂ X是一非空子集.

1)如果 A的闭包的内部 A
◦
是空集,则称 A在 X中是无处稠密集(nowhere dense),或

称 A为疏朗集(meager set)；

2)若 A是至多可数多个无处稠密集的并,则称 A为第一纲集；

3)若 A不是第一纲集,则称 A为第二纲集.

定理 2.2.4 (Barie纲定理)完备的赋范线性空间 X是第二纲集.

定理 2.2.5 设 X是完备赋范线性空间, {Ak}是 X中一列闭子集. 若 X =
∞∪

k=1
Ak, 则至少

存在一个集 Ak 包含一个 X的非空开集.

§2.2.2 常用空间的可分性与基

例 2.2.1 Q在 R中稠密, R是可分空间.

例 2.2.2 空间 (ℓp, ∥ · ∥p) ( 1 ≤ p < ∞ ),令

en = (0, 0, · · · , 0,
(n)
1 , 0 · · · ), n ∈ N,
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则 en ∈ ℓp ,序列 {en; n ∈ N}是 ℓp 的一个Schauder基.对每个 x = {xn} ∈ ℓp , x =
∞∑

n=1
xnen.

(ℓp, ∥ · ∥p)是可分Banach空间。

例 2.2.3 序列空间 c0 定义为 c0 = {x = {ξn}∞n=1

∣∣∣ lim
n→∞

ξn = 0} . c0 按照通常数列的线性运

算成为线性空间,在其上定义范数 ||x||∞ = supn∈N |ξn| ,则 c0是Banach空间,序列

en = (0, 0, · · · , 0,
(n)
1 , 0 · · · ), n ∈ N

是 c0的一个Schauder基.对每个 x = {xn} ∈ c0 , x =
∞∑

n=1
xnen.

c0是可分Banach空间。

例 2.2.4 空间 ℓ∞ ,范数定义为 ||x||∞ = sup
n∈N
|ξn| ,序列

en = (0, 0, · · · , 0,
(n)
1 , 0 · · · ), n ∈ N

对每个 n ∈ N , en ∈ ℓ∞ ,但 {en, n ∈ N}不是 ℓ∞的Schauder基. ℓ∞是不可分的Banach空间。

例 2.2.5 空间 P[a, b]和 C[a, b]都是可分的.

例 2.2.6 Lp[a, b](1 ≤ p < ∞) 是可分的.

例 2.2.7 线性空间 L∞[a, b] (本性有界可测函数空间),

L∞[a, b] = { f
∣∣∣ f 是 [a, b]上的可测函数,存在零测集 E使得 sup

x∈[a,b]\E
| f (x)| < ∞}.

对 f ∈ L∞[a, b] ,定义范数

|| f ||∞ = inf
E⊂[a,b],m(E)=0

sup
x∈[a,b]\E

| f (x)| := ess sup
x∈[a,b]

| f (x)|.

(L∞[a, b], || · ||∞)是不可分的Banach空间.

§2.2.3 典型例题

赋范线性空间具有基性质和可分性都是赋范线性空间的重要性质,他们主要体现在序

列的逼近性质。在函数空间中,这些性质体现在粗糙函数能否用光滑函数在范数意

义下逼近。

证明空间的可分性与不可分性都是重要内容.特别是在证明不可分时需要一些特殊

技巧。

例 2.2.8 序列空间 c0 定义为 c0 = {x = {ξn}∞n=1

∣∣∣ lim
n→∞

ξn = 0} . c0 按照通常数列的线性运

算成为线性空间,在其上定义范数 ||x||∞ = supn∈N |ξn| ,则 c0是Banach空间,序列

en = (0, 0, · · · , 0,
(n)
1 , 0 · · · ), n ∈ N

是 c0的一个Schauder基.对每个 x = {xn} ∈ c0 ,

x =
∞∑

n=1

xnen.
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证证证明明明 对每个 x ∈ c0 , x = (ξ1, ξ2, ξ3, · · · · · · ) ,定义 sn =
n∑

k=1
ξkek . 依 {en; n ∈ N}的定义形式

有

sn = (ξ1, ξ2, · · · , ξn, 0, 0, · · · ) ∈ c0.

于是有

lim
n→∞
||sn − x||∞ = lim

n→∞
sup
k>n
|ξk| = 0.

所以 x =
∞∑

n=1
ξnen .

其次,这个表达式是唯一的. 假如还有 x =
∞∑

n=1
αnen ,则

vn =

n∑
k=1

αkek → x.

对每个 k ∈ N ,

|ξk − αk| ≤ ||sn − vn||∞ ≤ ||sn − x||∞ + ||x − vn||∞ → 0, n→ ∞.

因此有 ξk = αk,∀k ∈ N . 故 {en; n ∈ N}是 c0的一个Schauder基. �

例 2.2.9 空间 ℓ∞ ,范数定义为 ||x||∞ = sup
n∈N
|ξn| ,序列

en = (0, 0, · · · , 0,
(n)
1 , 0 · · · ), n ∈ N

对每个 n ∈ N , en ∈ ℓ∞ ,但 {en, n ∈ N}不是 ℓ∞的Schauder基.

证证证明明明 明显地,对每个 n ∈ N , en ∈ ℓ∞ . 为证 {en, n ∈ N}不是 ℓ∞ 的Schauder基,只需找到一

个 x ∈ ℓ∞ ,它不能按照 {en, n ∈ N}展开.

设 x = (ξ1, ξ2, ξ3, · · · · · · ) ,其中 ξk = 0或者 1 . 明显地有 x ∈ ℓ∞ . 由前面的例子看到,如

果 x能够按照 {en, n ∈ N}展开,它的展开系数必为序列中的项,所以部分和为

sn =

n∑
k=1

ξkek = (ξ1, ξ2, · · · , ξn, 0, 0, · · · ) ∈ ℓ∞.

但对所取的 x ∈ ℓ∞ ,总有

||sn − x||∞ = sup
k>n
|ξk| = 1.

所以 x ,
∞∑

n=1
ξnen . 故 {en; n ∈ N}不是 ℓ∞的Schauder基. �

例 2.2.10 ℓ∞是不可分的.

证证证明明明 考虑 ℓ∞的一个子集

F = {x = {ηk} ∈ ℓ∞
∣∣∣ ηi = 0,或 1}

F 是 [0, 1]数的二进制表示,是一个不可数集.
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假如 ℓ∞是可分的,则存在可数集 {xk, k ∈ N}使得
∪

k∈N B
(
xk,

1
3

)
= ℓ∞ . 由于 F 是不可

数集,则至少有一个开球 B
(
xk,

1
3

)
中含有 F 中的两个点,这是不可能的,因为

∥x − y∥∞ = 1, x , y, x, y ∈ F.

因此 ℓ∞是不可分的. �

例 2.2.11 线性空间 L∞[a, b] (本性有界可测函数空间),

L∞[a, b] = { f
∣∣∣ f 是 [a, b]上的可测函数,存在零测集 E使得 sup

x∈[a,b]\E
| f (x)| < ∞}.

对 f ∈ L∞[a, b] ,定义范数

|| f ||∞ = inf
E⊂[a,b],m(E)=0

sup
x∈[a,b]\E

| f (x)| := ess sup
x∈[a,b]

| f (x)|.

(L∞[a, b], || · ||∞)是不可分的Banach空间.

证证证明明明 考虑 L∞[a, b]的一个子集

F = {x = χ[a,t] ∈ L∞[a, b]
∣∣∣ χ[a,t] 是区间 [a, t]的特征函数,∀t ∈ [a, b]}

F 是一个不可数集. 对 F 中任意两个不同的元 x1 , x2总有 ||x1 − x2||∞ = 1 .

假如 L∞[a, b]是可分的,则存在可数集 {xk, k ∈ N}使得
∪

k∈N B
(
xk,

1
3

)
= L∞[a, b] . 由

于 F 是不可数集,则至少有一个开球 B
(
xk,

1
3

)
中含有 F 中的两个点,这是不可能的. 因

此 L∞[a, b]是不可分的. �

§2.2.4 练习题四解答

1. c空空空间间间. c是收敛的实数(或者复数)列的全体组成的集合,按照通常数列的线性运算构

成线性空间,即

c = {x = (ξ1, ξ2, . . .)
∣∣∣数列{ξi}收敛}.

c中任意 x = {ξk}的范数定义为 ∥x∥∞ = supk∈N |ξk| . c可以看作 ℓ∞的子空间. 令

e∞ = (1, 1, · · · , 1 · · · ) ∈ c, en = (0, 0, · · · , 0,
(n)
1 , 0 · · · ), n ∈ N.

证明 {e∞, en; n ∈ N}是 c的一个Schauder基。对每个 x = {ξn} ∈ c , lim
n→∞

ξn = ξ ,

x = ξe∞ +
∞∑

n=1

(ξn − ξ)en.

证证证明明明对任意的 {xn} ∈ c ,设 x = limn→∞ xn ,令 zn = xn−x ,则 {zn} ∈ c0 ,利用 c0的Schauder基,

{zn}有展开式

{zn} =
∞∑

n=1

znen.
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于是

∥{xk} − xe∞ −
n∑

k=1

(xk − x)ek|| = sup
k≥n+1

|xk − x| → 0, n→ ∞.

因此,

{xk} = xe∞ +
∞∑

k=1

(xk − x)ek.

即 {e∞, en; n ∈ N}是 c的一个Schauder基。 �

2. 设 Hp(D)如前面定义,证明

1, z, z2, z3, · · · , zn, · · ·

是空间 (Hp(D), || · ||p)的Schauder基。

证证证明明明对任意的 f ∈ Hp(D) ,

f (z) =
∞∑

n=0

anzn

于是

|| f (z) −
n∑

k=0

akzk||pp =
∞∑

k=n+1

|ak|p → 0, n→ ∞

所以, 1, z, z2, z3, · · · , zn, · · · 是空间 (Hp(D), || · ||p)的Schauder基。 �

3. 证明 (P[a, b], || · ||∞)的完备化空间是 (C[a, b], || · ||∞)。

证证证明明明这里只证明 (P[0, 1], || · ||∞)的完备化空间是 (C[0, 1], || · ||∞)。

注意到二项式公式

(a + b)n =

n∑
k=0

Cn
k akbn−k

所以 1 =
∑n

k=0 Cn
k xk(1 − x)n−k . 对 f ∈ C[0, 1] , 由于 f 在 [0, 1] 上一致连续,即对任给

的 ε > 0存在 δ > 0使得当 |x − y| < δ , | f (x) − f (y)| < ε
2 .

对区间 [0, 1]进行 n等分,并使得 || f ||∞
nδ2 < ε ,等分点记为 xk =

k
n ,定义多项式

pn(t) =
n∑

k=0

f (xk)Ck
nxk(1 − x)n−k, x ∈ [0, 1]

其中 Ck
n是二项式系数. 明显地 ||pn||∞ ≤ || f ||∞.

注意恒等式

nx =
n∑

k=0

kCk
nxk(1 − x)n−k, ∀x ∈ [0, 1],

和

n(n − 1)x2 =

n∑
k=0

k(k − 1)Ck
nxk(1 − x)n−k, ∀x ∈ [0, 1].
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由此可得

nt(1 − x) =
n∑

k=0

(k − nt)2Ck
nxk(1 − x)n−k, ∀x ∈ [0, 1]

|pn(x) − f (x)| =
∣∣∣∣∣∣∣

n∑
k=0

f (xk)Ck
nxk(1 − x)n−k −

n∑
k=0

f (x)Ck
nxk(1 − x)n−k

∣∣∣∣∣∣∣
≤

n∑
k=0

| f (xk) − f (x)|Ck
nxk(1 − x)n−k

=
∑
|xk−x|<δ

| f (xk) − f (x)|Ck
nxk(1 − x)n−k +

∑
|xk−x|≥δ

| f (xk) − f (x)|Ck
nxk(1 − x)n−k

≤ ε

2

∑
|xk−x|<δ

Ck
nxk(1 − x)n−k + 2|| f ||∞

∑
| kn−x|≥δ

Ck
nxk(1 − x)n−k

≤ ε

2
+ 2|| f ||∞

∑
| kn−x|≥δ

(
(k − nx)

nδ

)2

Ck
nxk(1 − x)n−k

≤ ε

2
+ 2
|| f ||∞
(nδ)2

n∑
k=0

(k − nx)2Ck
nxk(1 − x)n−k

=
ε

2
+ 2
|| f ||∞
(nδ)2 nx(1 − x) ≤ ε

2
+

1
2
|| f ||∞
nδ2 < ε.

因此

||pn − f ||∞ < ε.

注记 2.2.2 本题就是蓍名的Weierstrass逼近定理

4. 证明 (C[a, b], || · ||p)的完备化空间是 (Lp[a, b], || · ||p)。

证证证明明明
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§2.3 第五讲 有限维赋范线性空间

教学目的:

n维实(或复)线性空间与 Rn(或 Cn) 是同构的,即具有相同的代数结构. 本节将进一

步指出 n‘维赋范线性空间与 Rn具有更多相似的性质.

本章要点: 有限维空间的特征性质。

§2.3.1 内容提要

引理 2.3.1 设 {x1, x2, . . . , xn}是赋范线性空间 X中的线性无关集,则存在一个数 c > 0 ,使

得对每一组数 α1, α2, . . . , αn都有

∥α1x1 + α2x2 + . . . + αnxn∥ ≥ c(|α1| + |α2| + . . . + |αn|) (2.3.1)

定理 2.3.1 赋范线性空间 X的每一个有限维子空间 Y是完备的. 特别地,每一个有限维

的赋范线性空间是完备的.

推论 2.3.1 赋范线性空间每一个有限维子空间都是闭的.

定义 2.3.1 设 ∥ · ∥1 与 ∥ · ∥2 是线性空间 X上的两个范数. 若存在正数 a, b使得对任意的

x ∈ X都有
a∥x∥2 ≤ ∥x∥1 ≤ b∥x∥2, ∀x ∈ X. (2.3.2)

则称范数 ∥ · ∥1 与 ∥ · ∥2 为等价的.

显然,若 ∥ · ∥1 与 ∥ · ∥2 等价,则 ∥ · ∥2 与 ∥ · ∥1 也等价. 等价范数有一个基本性质:若线性

空间 X上的范数 ∥ · ∥1 与 ∥ · ∥2 是等价的,范数 ∥ · ∥1 , ∥ · ∥2 在 X上导出的收敛性是相同的.

进一步, (X, ∥ · ∥1)与 (X, ∥ · ∥2)中的Cauchy列是相同的.所以 (X, ∥ · ∥1)与 (X, ∥ · ∥2)有相同

的完备性.

定理 2.3.2 在有限维线性空间中,任何两个范数 ∥ · ∥1 , ∥ · ∥2都是等价的.

定理 2.3.3 (有限维赋范空间的特征)设 M 是有限维赋范线性空间 X的子集,则 M 是紧

集的充分必要条件是 M 是有界闭集. 从而有限维赋范线性空间中的有界集一定是列紧

集.

引理 2.3.2 (Riesz引理) 设 Y 是赋范线性空间 X 的子空间. 若 Y 是 X 的闭子空间,

且 Y , X ,则对于任意的 β : 0 < β < 1 ,存在 x0 ∈ X使得 ∥x0∥ = 1 ,且对所有的 y ∈ Y都
有 ∥x0 − y∥ ≥ β.

定理 2.3.4 设 X是赋范线性空间,则 X是有限维的当且仅当 X的单位闭球 B(0, 1) = {x ∈
X

∣∣∣ ∥x∥ ≤ 1}是紧集.

推论 2.3.2 赋范线性空间 X为有限维的,当且仅当 X的每一个有界集都是列紧集.
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§2.3.2 典型例题

有限维赋范线性空间的性质：

(1)完备性;

(2)范数等价性;

(3)有界紧性。

实际应用中,赋范线性空间的等价范数是一种技巧,在适当选择等价范数可使问题简

单化.

例 2.3.1 在线性空间 C[a, b]上定义两个范数,

||x||∞ = max
t∈[a,b]

|x(t)|, ||x||1 =
∫ b

a
|x(t)|dt.

则范数 ||x||∞与 ||x||1不等价.

由于 (C[a, b], || · ||∞)是Banach空间, (C[a, b], || · ||p)是不完备空间,所以两个范数不等

价.

例 2.3.2 设集合

H2[a, b] = { f ∈ C1[a, b]
∣∣∣ f ′(x)在 [a, b]上绝对连续,且 f ′′ ∈ L2[a, b]}.

在 H2[a, b]上定义范数

|| f || =
(∫ b

a
(| f ′′(x)|2 + | f ′(x)|2 + | f (x)|2)dx

) 1
2

, ∀ f ∈ H2[a, b].

在 H2[a, b]上定义另一个范数

|| f ||u =
(∫ b

a
| f ′′(x)|2dx + | f (a)|2 + | f (b)|2

) 1
2

, ∀ f ∈ H2[a, b].

证明: || · ||u是与 || · ||等价的范数.

证证证明明明首先我们证明存在常数 M > 0使得下面不等式成立∫ b

a
| f ′′(x)|2dx + | f (a)|2 + | f (b)|2 ≤ M

∫ b

a
(| f ′′(x)|2 + | f ′(x)|2 + | f (x)|2)dx.

由于

f (x) = f (a) +
∫ x

a
f ′(s)ds, f (x) = f (b) −

∫ b

x
f ′(s)ds,

所以 | f (a)| ≤ | f (x)| +
∫ x

a | f
′(s)|ds , f (b)| ≤ | f (x)| +

∫ b
x | f (s)|ds . 于是

(b − a)| f (a)|2 ≤ 2
(∫ b

a
| f (x)|2dx +

(b − a)2

2

∫ b

a
| f ′(s)|2ds

)
,

(b − a)| f (b)|2 ≤ 2
(∫ b

a
| f (x)|2dx +

(b − a)2

2

∫ b

a
| f ′(s)|2ds

)
,
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因此,

∫ b

a
| f ′′(x)|2dx + | f (a)|2 + | f (b)|2

≤
∫ b

a
| f ′′(x)|2dx +

4
b − a

∫ b

a
| f (x)|2dx + 2(b − a)

∫ b

a
| f ′(x)|2dx

≤ M
∫ b

a
(| f ′′(x)|2 + | f ′(x)|2 + | f (x)|2)dx

其中 M = max{1, 4
b−a , 2(b − a)} .

其次证明存在常数 m > 0使得

∫ b

a
(| f ′′(x)|2 + | f ′(x)|2 + | f (x)|2)dx ≤ m

∫ b

a
| f ′′(x)|2dx + | f (a)|2 + | f (b)|2.

注意到

| f (x)|2 ≤ 2
(
| f (a)|2 +

∫ b

a
| f ′(x)|2dx

)

我们有 ∫ b

a
| f (x)|2 ≤ 2(b − a)

(
| f (a)|2 +

∫ b

a
| f ′(x)|2dx

)
.

利用中值定理存在 c ∈ [a, b]使得

f ′(c) =
f (b) − f (a)

b − a

于是

| f ′(x)|2 ≤ 2(| f ′(c)|2 +
∫ b

a
| f ′′(x)|2)

所以

∫ b

a
| f ′(x)|2dx ≤ 2(b − a)

(
| f ′(c)|2 +

∫ b

a
| f ′′(x)|2dx

)
≤ 2(b − a)

(
| f (b) − f (a)

b − a
|2 +

∫ b

a
| f ′′(x)|2dx

)
≤ 4

b − a
( f (b)|2 + | f (a)|2) + 2(b − a)

∫ b

a
| f ′′(x)|2dx
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于是 ∫ b

a
(| f ′′(x)|2 + | f ′(x)|2 + | f (x)|2dx ≤ 2(b − a)

(
| f (a)|2 +

∫ b

a
| f ′(x)|2dx

)
+

∫ b

a
| f ′(x)|2dx +

∫ b

a
| f ′′(x)|2dx

= 2(b − a)| f (a)|2 + [1 + 2(b − a)]
∫ b

a
| f ′(x)|2dx +

∫ b

a
| f ′′(x)|2dx

≤ 2(b − a)| f (a)|2 + [1 + 2(b − a)]
(

4
b − a

( f (b)|2 + | f (a)|2) + 2(b − a)
∫ b

a
| f ′′(x)|2dx

)
+

∫ b

a
| f ′′(x)|2dx

= [2(b − a) +
4(1 + 2(b − a))

b − a
]| f (a)|2 + 4[1 + 2(b − a)]

b − a
| f (b)|2

+[1 + 2(b − a)]
∫ b

a
| f ′′(x)|2dx

≤ m
(
| f (a)|2 + | f (b)|2 +

∫ b

a
| f ′′(x)|2dx

)
其中 m = max{[2(b − a) + 4(1+2(b−a))

b−a ], 4[1+2(b−a)]
b−a , [1 + 2(b − a)]} .

由上面两个不等式估计,我们得到

1
m

∫ b

a
(| f ′′(x)|2 + | f ′(x)|2 + | f (x)|2)dx ≤

∫ b

a
| f ′′(x)|2dx + | f (a)|2 + | f (b)|2

≤ M
∫ b

a
(| f ′′(x)|2 + | f ′(x)|2 + | f (x)|2)dx.

因此,这两个范数等价。 �

§2.3.3 练习题五解答

1. 设 ∥ · ∥1和 ∥ · ∥2是线性空间 X上的两个等价范数, {xn}是 X中的序列. 证明

(i) {xn}是 (X, ∥ · ∥1)中的Cauchy序列，当且仅当 {xn}是 (X, ∥ · ∥2)中的Cauchy序列.

(ii) {xn}在范数 ∥ · ∥1下收敛于 x0 ,当且仅当 {xn}在范数 ∥ · ∥2下收敛于 x0 .

证证证明明明 设 ∥ · ∥1 和 ∥ · ∥2 是线性空间 X上的两个等价范数。按照定义,存在常数 a, b > 0使

得对 ∀x ∈ X有不等式
a∥x∥2 ≤ ∥x∥1 ≤ b∥x∥2.

(i) ” ⇒ ” 设 xn 是 (X, ∥ · ∥1) 中的Cauchy序列, 对 ∀ε > 0, 存在 N ∈ N ,使得

当 n,m ≥ N 时,

∥xm − xn∥1 < aε.

这时

∥xm − xn∥2 <
1
a

aε = ε.
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从而 {xn}是也是赋范空间 (X, ∥ · ∥2)中的Cauchy序列.

”⇐ ” 设 xn 是 (X, ∥ · ∥2)中的Cauchy序列，对 ∀ε > 0, 存在 N ∈ N ,使得当 n,m ≥
N 时，

∥xm − xn∥2 <
ε

b
.

这时

∥xm − xn∥1 < b||xm − xn|| < ε.

从而 {xn}是也是赋范空间 (X, ∥ · ∥1)中的Cauchy序列.

(ii) 假设 {xn}在范数 ∥ · ∥1下收敛于 x0 . 利用范数等价性

a||xn − x0||2 ≤ ||xn − x0||1 ≤ b||xn − x0||2

所以当 lim
n→∞
||xn − x0||1 = 0时，有 lim

n→∞
∥xn − x0∥2 = 0. 即 {xn}在范数 ∥ · ∥2 下也收敛于 x0 .

反之亦然。 �

上面题目表明：等价范数具有相同的收敛性和完备性.

2. 在 ℓ∞中,取

en = (0, 0, · · · ,
nth

1 , 0 · · · ) ∈ ℓ∞, n ∈ N

证明: ||en||∞ = 1 , ||en − em||∞ = 1, n , m.

令

Y = {x = {ξk} ∈ ℓ∞
∣∣∣ 对每一个 i ∈ N, |ξi| ≤ 1},

则 Y是 ℓ∞中的有界集,但不是紧集.

证证证明明明 由于 en = {δk,n}∞k=1 ,直接计算

||en||∞ = sup
k
|δk,n| = 1

||en − em||∞ = sup
k
|δk,n − δk,m| = 1, n , m

{en} ⊂ Y 没有收敛的子列,所以 Y不是紧的。

这一题目也可利用有限维空间的特征证明。由 Y的定义可知 Y是 ℓ∞中的单位闭球.

如果 Y是紧集,由有限维空间的特征定理可知其所属空间 ℓ∞一定是有限维的,而 ℓ∞是无

限维的,矛盾. 所以 Y不是紧集. �

3. 在 ℓp(1 ≤ p < ∞)中,取

en = (0, 0, · · · ,
nth

1 , 0 · · · ) ∈ ℓp, n ∈ N

证明: ||en||p = 1 , ||en − em||p = 2
1
p , n , m.
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解解解 由于 en = {δk,n}∞k=1 ,直接计算 ||en||p = 1 , ||en − em||p = 2
1
p , n , m. 这说明由Riesz引理确

定的序列可以范数大于1。 �

4. 设 X 是赋范线性空间,若 Y 是 X 的有限维真子空间,则存在 x0 ∈ X满足 ∥x0∥ = 1 ,

且 inf
y∈Y
∥x0 − y∥ = 1 .

证证证明明明 由于 Y是有限维子空间，则 Y是完备的。取 v ∈ X\Y . 设 α = inf
y∈Y
∥v− y∥(> 0) . 由

下确界的定义，对 ∀n ∈ N存在 yn ∈ Y使得

α ≤ ∥v − yn∥ < α +
1
n
.

由此得到

||yn|| ≤ ||v|| + α +
1
n
, ∀n ∈ N.

Y是有限维空间, {yn} ⊂ Y为一有界点列,则 {yn}存在收敛的子列 {yni , i ∈ N}。假
设 yni → y0 ,由 Y是闭的,得到 y0 ∈ Y。于是由 α ≤ ∥v − yni∥ < α + 1

ni
得

α ≤ ∥v − y0∥ ≤ α

即 ∥v − y0∥ = α . 令 x0 =
v−y0
∥v−y0∥ . 则 ∥x0∥ = 1 ,且对 ∀y ∈ Y

∥x0 − y∥ = ∥ v − y0

∥v − y0∥
− y∥ = 1

∥v − y0∥
∥v − y0 − ∥v − y0∥∥y∥∥

≥ 1
∥v − y0∥

inf
y∈Y
∥v − y∥ = 1.

所以 inf
y∈Y
∥x0 − y∥ ≥ 1 . 由于 Y是 X的子空间,零元 0 ∈ Y，从而

inf
y∈Y
∥x0 − y∥ ≤ ∥x0 − 0∥ = ∥x0∥ = 1.

所以

inf
y∈Y
∥x0 − y∥ = 1.

讨讨讨论论论下下下面面面的的的证证证法法法是是是否否否正正正确确确?

证明：设 Y是赋范线性空间 X的有限维真子空间，则 Y是闭子空间. 由Riesz引理

可得,对 ∀n ∈ N ,存在 xn ∈ X\Y ,使得 ∥xn∥ = 1 且

d(xn,Y) ≥ 1 − 1
n
.

由于有限维空间中的单位闭球都是紧的, {xn} 有收敛的子序列 {xnk } ,设 xnk → x0 .

则 ∥x0∥ = 1 ,并由 d(·,Y)的连续性得到

d(x0,Y) = lim
k→∞

d(xnk ,Y) ≥ lim
k→∞

(1 − 1
nk

) = 1.

显然,零元 0 ∈ Y ,所以有

d(x0,Y) = inf
y∈Y
∥x0 − y∥ ≤ ∥x0 − 0∥ = ∥x0∥ = 1
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因此, d(x0,Y) = 1。

提示：如何保证 {xn}有收敛的子序列 {xnk }？ �

5. 证明无限维的Banach空间不能分解为可数个列紧集之并.

证证证明明明 在证明之前我们回顾Baire纲定理

Baire纲定理: 设 X是完备度量空间, {Ak}是 X中的一列闭集.若 X =
∪∞

k=1 Ak ,则至

少有一个 Ak 包含 X的非空开子集。

设 X是Banach空间，假若 X =
∪

n∈NXn ,其中 Xn 为列紧集。则必有 X =
∪

n∈NXn .

依照Baire纲定理,至少有一个 Xn 包含 X 中的非空开集， 比如 O(x0, r) 包含在 Xn0 .

而 Xn0 是紧集,所以 O(x0, r)是列紧集,从而 X中的单位球是列紧集。因此 X是有限维空

间，这与 X是无限维空间相矛盾。因此无限维Banach空间不能分解成可数个列紧集之

并. �

6. 设 X是无限维的Banach空间,证明 X中任何可数个向量 {en}都不能构成 X的Hamel基.

证证证明明明 利用反证法.设X是无限维Banach空间,假如存在可数个向量 {en}它构成X的Hamel基。

令 Xn = span{e1, e2, · · · , en} , 则 Xn 是有限维线性空间, 且 Xn ⊂ Xn+1 , 由假定条件，

成立等式 X =
∪∞

n=1Xn .

对每个 n ∈ N ,令

Mn,k = {x ∈ Xn
∣∣∣ ∥x∥ ≤ k}, (n, k ∈ N).

对于固定的 n , Xn =
∪

k∈N
Mn,k . 而 Mn,k 是 Xn 中的有界闭集,从而是 Xn 中的紧集, 也

是 X中的紧集. 于是有

X =
∪
n∈N
Xn =

∪
n∈N

∪
k∈N

Mn,k.

即 X可写成可数个列紧集的并集. 由上题的结论相矛盾. 从而无限维的Banach空间中的

任何可列个向量都不能构成Hamel基. �

这里要理解Hamel基与Shauder基的不同之处，Shauder基是一个元可表示成基的级

数形式，而Hamel基，每个空间中的元只是Hamel基中有限个元的线性组合。

7. 设集合

H2[a, b] = { f ∈ C1[a, b]
∣∣∣ f ′(x)在 [a, b]上绝对连续,且 f ′′ ∈ L2[a, b]}.

在 H2[a, b]上定义范数

|| f || =
(∫ b

a
(| f ′′(x)|2 + | f ′(x)|2 + | f (x)|2)dx

) 1
2

, ∀ f ∈ H2[a, b].
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在 H2[a, b]上定义另一个范数

|| f ||u =
(∫ b

a
(| f ′′(x)|2dx + | f (a)|2 + | f (b)|2

) 1
2

, ∀ f ∈ H2[a, b].

证明: || · ||u是与 || · ||等价的范数, (H2[a, b], || · ||)是Banach空间.

证证证明明明这里主要证明空间的完备性. 设 { fn} ⊂ H2(a, b)是Cauchy列,

|| fn − fm|| → 0, n,m→ ∞

由范数的等价性易见 { fn(a)}是Cauchy列,进一步,对每个 x ∈ [a, b] ,由

fn(x) − fn(a) =
∫ x

a
f ′n(s)ds

可知, { fn(x)}也是Cauchy列.

另一方面, || fn − fm|| → 0可推出∫ b

a
| f ′′n (x) − f ′′m (x)|2dx→ 0,

∫ b

a
| f ′n(x) − f ′m(x)|2dx→ 0,

∫ b

a
| fn(x) − fm(x)|2dx→ 0,

依 L2[a, b]的完备性,存在函数 f (x) , g1(x) , g2(x)使得∫ b

a
| fn(x) − f (x)|2dx→ 0,

∫ b

a
| f ′n(x) = g1(x)|2dx→ 0,

∫ |
f ′′n (x) − g2(x)|2dx→ 0.

由等式 fn(x) − fn(a) =
∫ x

a f ′n(x)dx得到∫ x

a
fn(s)ds − (x − a) fn(a) =

∫ x

a
dr

∫ r

a
f ′n(s)ds

取极限得 ∫ x

a
f (ds) − (x − a) f (a) =

∫ x

a
dr

∫ r

a
g1(s)ds

所以 f (x) − f (a) =
∫ x

a g1(s)ds , f ′(x) = g1(x) . 进一步,

fn(x) − fn(a) =
∫ x

a
f ′n(s)ds = (x − a) f ′n(x) −

∫ x

a
(s − a) f ′′n (s)ds

两端积分得∫ x

a
fn(s)ds − (x − a) fn(a) =

∫ x

a
(s − a) f ′n(s)ds −

∫ x

a
dr

∫ r

a
(s − a) f ′′n (s)ds

取极限得 ∫ x

a
f (s)ds − (x − a) f (a) =

∫ x

a
(s − a)g1(s)ds −

∫ x

a
dr

∫ r

a
(s − a)g2(s)ds

再求导数

f (x) − f (a) = (x − a)g1(x) −
∫ x

a
(s − a)g2(s)ds
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(x − a)g1(x) =
∫ x

a
(s − a)g2(s)ds

所以

f ′′(x) = g′1(x) = g2(x)

因此, f ∈ H2(a, b) . �





第三章 赋范线性空间上的有界线性算子

§3.1 第六讲 赋范线性空间上的有界线性算子

教学目的:

本节讨论一类特殊的线性算子–有界线性算子。对于线性算子,我们将表明有界性与

连续性是等价的.

本节要点:

有界线性算子;有界线性算子的范数;有界线性算子空间

§3.1.1 内容提要

定义 3.1.1 设 (X, || · ||)和 (Y, || · ||)是同一数域 K上的赋范线性空间, T : X → Y是线性
算子.若 T 将 X中的每个有界集都映成 Y中的有界集,则称 T 为有界线性算子(bounded

linear operator).

定理 3.1.1 设 (X, || · ||)和 (Y, || · ||)是同一数域 K上的赋范线性空间, T : X → Y是线性
算子. 则 T 为有界线性算子的充要条件是:存在正常数 c ,使得对所有的 x ∈ X都有

∥T x∥ ≤ c∥x∥. (3.1.1)

定义 3.1.2 设 X , Y是同一数域 K上的赋范线性空间, T : X→ Y的有界线性算子,令

∥T∥ = sup
x∈X,x,θ

∥T x∥
∥x∥ (3.1.2)

∥T∥称为算子 T 的范数.

注记 3.1.1 按照有界线性算子范数的定义,有

||T || = inf{c > 0
∣∣∣ ||T x|| ≤ c||x||,∀x ∈ X}.

当 T 是 X上的有界线性算子时,对每一个 x ∈ X都有

∥T x∥ ≤ ∥T∥ · ∥x∥. (3.1.3)

这个不等式表明 ||T ||是线性算子 T 对所有 x的最大放缩系数.

引理 3.1.1 设 X , Y是同一数域 K上的赋范线性空间, T : X→ Y的有界线性算子,则

∥T∥ = sup
x∈X,∥x∥=1

∥T x∥ = sup
x∈X,∥x∥≤1

∥T x∥. (3.1.4)

45



46 第三章 赋范线性空间上的有界线性算子

利用上面的引理,对于任意一个线性算子 T : D(T ) ⊂ X→ Y ,总可以定义数

||T || = sup
x∈D(T ),||x||=1

||T x||

如果 ||T || < ∞ ,则 T 是有界线性算子;若 ||T || = ∞ ,则 T 是无界线性算子.

定理 3.1.2 设 (X, || · ||)和 (Y, || · ||)是同一数域 K上的赋范线性空间, T : X → Y是线性
算子. 则下面的陈述成立

(1) T 在 X上连续的充要条件是 T 在某一点 x0 ∈ X处连续,特别地, T 在 θ处连续;

(2) T 是连续线性算子的充要条件是 T 是有界线性算子.

推论 3.1.1 设 (X, || · ||)和 (Y, || · ||)是同一数域 K上的赋范线性空间, T : X → Y是有界
线性算子,则下列结论成立.

(1)若 xn → x ,则 T xn → T x .

(2) T 的零空间 N(T )是闭的.

设 X和 Y是在同一数域 K上的赋范线性空间, B(X,Y)表示所有 X 到 Y的有界线

性算子组成的集合.对于任意 T, S ∈ B(X,Y) 和任意的数 α ∈ K ,定义线性运算:

(T + S )x := T x + S x

(αT )x := αT x

由于

||(T + S )x|| = ||T x + S x|| ≤ ||T x|| + ||S x|| ≤ (||T || + ||S ||)||x||

及

||(αT )x|| = ||αT x|| = α|||T x|| ≤ |α|||T ||||x||

所以 T + S ∈ B(X,Y), αT ∈ B(X,Y) ,并且按照上述加法运算和数乘运算 B(X,Y)构成一

个线性空间. 显然 B(X,Y)中的零元素就是 X到 Y的零算子.

在 B(X,Y)上赋予范数,即对 B(X,Y)中任一元素 T , T 的范数规定为算子范数 ∥T∥ ,

则有

1). ||T || ≥ 0, ||T || = 0,⇔ T = O.

2). ||αT || = |α|||T ||,

3). ||T + S || ≤ ||T || + ||S ||.
这样定义的范数满足范数公理. 综合上面的讨论,可以得到下面的定理.

定理 3.1.3 设 X和 Y是同一数域上的赋范线性空间, B(X,Y)是 X到 Y 的所有有界线

性算子组成的线性空间. B(X,Y)按照通常的算子范数即 T ∈ B(X,Y)

∥T∥ = sup
x∈X,x,θ

∥T x∥
∥x∥ = sup

x∈X,∥x∥=1
∥T x∥

成为赋范线性空间
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定理 3.1.4 若 X是赋范线性空间, Y是Banach空间,则 B(X,Y)是Banach空间.

关于有界线性算子的复合有如下结论.

定理 3.1.5 设 X,Y,U 都是赋范线性空间, T : X → Y, S : Y → U 都是有界线性算
子,则 T 与 S 的复合 S ◦ T : X→ U也是有界线性算子.

§3.1.2 典型例题

线性算子分为两类:有界线性算子与无界线性算子。有界线性算子是连续线性算

子,所以无界线性算子是不连续线性算子。线性算子的有界性估计需用到各种不等

式,特别是算子范数的计算需要各种技巧.

证明算子范数为某一值的方法,其基本步骤是：

1). 通过适当估计得到 ||T || ≤ M ;

2). 通过选择特殊元表明 ||T | ≥ M .

例 3.1.1 积分算子 T : C[a, b]→ C[a, b]定义为:

(T x)(t) =
∫ b

a
k(t, s)x(s)ds, ∀x ∈ C[a, b]

其中 k(t, s)是 [a, b] × [a, b]上定义的实值二元连续函数,则 T 是有界线性算子,且

||T || = max
t∈[a,b]

∫ b

a
|k(t, s)|ds.

证证证明明明 易见 T 是线性算子. 对任意 x ∈ C[a, b], ∥x∥∞ = 1有

∥T x∥∞ = max
a≤t≤b

|(T x)(t)| = max
a≤t≤b

∣∣∣∣∣∣
∫ b

a
k(t, s)x(s)ds

∣∣∣∣∣∣
≤ max

a≤t≤b

∫ b

a
|k(t, s)|ds max

s∈[a,b]
|x(s)| = max

a≤t≤b

∫ b

a
|k(t, s)|ds

所以 T 是有界的,且 ∥T∥ ≤ max
a≤t≤b

∫ b
a |k(t, s)|ds .

为证反向不等式,记 M = max
(t,s)∈[a,b]×[a,b]

|k(t, s)| . 注意到
∫ b

a |k(t, s)|ds 关于 t是 [a, b]的

连续函数,由连续函数的性质,存在一点 t0 ∈ [a, b]使得

max
a≤t≤b

∫ b

a
|k(t, s)|ds =

∫ b

a
|k(t0, s)|ds.

令

z(s) =

 1, k(t0, s) ≥ 0,

−1, k(t0, s) < 0.

则 z(s) 是有界可测函数,应用鲁津定理,对任意的 ε > 0 ,存在可测集 A , m(A) ≤ ε
2M ,

z(s) 在 [a, b]\A 上连续. 取 [a, b] 上的连续函数 x(s) 使得 |x(s)| ≤ 1 , x(s) = z(s), s ∈
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[a, b]\A .明显地 ||x|| = 1 ,且

max
a≤t≤b

∫ b

a
|k(t, s)|ds =

∫ b

a
|k(t0, s)|ds =

∫ b

a
k(t0, s)z(s)ds

=

∫ b

a
k(t0, s)(z(s) − x(s))ds +

∫ b

a
k(t0, s)x(s)ds

≤ 2m(A) max
s∈[a,b]

|k(t0, s)| + ||T x||

≤ ||T || + ε.

由 ε > 0的任意性,可得 max
a≤t≤b

∫ b
a |k(t, s)|ds ≤ ||T || . 因此,

||T || = max
a≤t≤b

∫ b

a
|k(t, s)|ds.

从而证明全部结论. �

例 3.1.2 设 C1[0, 1] 是 [0, 1] 上所有一阶连续可微函数组成的集合, 则 (C1[0, 1], || ·
||∞) 是 (C[0, 1], || · ||∞) 的子空间。考虑微分算子 D : C1[0, 1]→ C[0, 1] ,其定义为

Dx(t) =
dx(t)

dt
, ∀x ∈ C1[0, 1]

D 是无界线性算子.

事实上,取 xn ∈ C1[0, 1], xn(t) = tn, n ∈ N ,则对每一个 n ∈ N 有 ∥xn∥∞ = 1 且

∥Dxn∥∞ = max
0≤t≤1

|x′n(t)| = max
0≤t≤1

|ntn−1| = n.

明显地, sup
n≥1
∥Dxn∥=∞ ,故 D 是无界线性算子.

例 3.1.3 C1[0, 1] 是 [0, 1] 上一阶连续可微函数全体组成的线性空间,在 C1[0, 1] 中定

义

||x|| = max
a≤t≤b

|x(t)| + max
a≤t≤b

|x′(t)|

则 C1[0, 1] 是Banach空间. 考虑微分算子 D : C1[0, 1]→ C[0, 1] ,其定义为

Dx(t) =
dx(t)

dt
, ∀x ∈ C1[0, 1]

则 D 是有界线性算子,且 ||D|| ≤ 1 .

§3.1.3 练习题六解答

1. 设 T : R3 → R3 ,使得对 x = (ξ1, ξ2, ξ3) ∈ R3

T x = (ξ1, ξ2,−ξ1 − ξ2).

求 T 的值域 R(T ) ,零空间 N(T ) 以及 T 对应的矩阵.
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解解解 由题意可知

R(T ) = {(ξ1, ξ2, ξ3) ∈ R3
∣∣∣ −ξ1 − ξ2 = ξ3} = {(ξ1, ξ2, ξ3) ∈ R3

∣∣∣ ξ1 + ξ2 + ξ3 = 0}.

事实上就是平面 ξ1 + ξ2 + ξ3 = 0 . 下面来求 N(T ) ,由 T x = 0 可得
ξ1 = 0,

ξ2 = 0,

−ξ1 − ξ2 = 0.

计算可得

N(T ) = {(ξ1, ξ2, ξ3)
∣∣∣ ξ1 = ξ2 = 0} = {(0, 0, ξ3)|ξ3 ∈ R}

再求 T 对应的矩阵.设 e1 = (1, 0, 0)τ, e2 = (0, 1, 0)τ, e3 = (0, 0, 1)τ , e1, e2, e3 是 R
3 中

的一组基,则有 
Te1

Te2

Te3

 =


1 0 −1

0 1 −1

0 0 0




e1

e2

e3

 ,

所以 T 相应的矩阵为


1 0 0

0 1 0

−1 −1 0

 . �

2. 在 C[a, b] 中定义算子 f : C[a, b]→ R ,

f (x) =
∫ b

a
x(t)q(t)dt, ∀x ∈ C[a, b]

证明: f 是有界线性算子,且有 || f || =
∫ b

a |q(t)|dt.

证证证明明明 由积分的性质，易见 f 是线性泛函。对于任意的 x ∈ C[a, b] ,

| fq(x)| =
∣∣∣∣∣∣
∫ b

a
x(t)q(t)dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a
|q(t)|dt max

t∈[a,b]
|x(t)| =

∫ b

a
|q(t)|dt∥x∥∞

因此 fq 是有界的，且 ∥ fq∥ ≤
∫ b

a |q(t)|dt .

不妨假定 q . 0 .令

x0(t) = sign(q(t)) =


1, 当 q(t) > 0

0, 当 q(t) = 0

−1, 当 q(t) < 0

, t ∈ [a, b]

则 x0 是 [a, b] 上的可测函数, 应用鲁津定理，对于任意的 ε > 0 存在可测集 A ⊂
[a, b] 及 xε ∈ C[a, b] ,使得 mA < ε

2∥q∥ , ∥xε∥ = 1 ,并且 xε(t) = x0(t), ∀t ∈ [a, b]\A .
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于是在集合 A 上有 |xε(t) − x0(t)| ≤ 2 。从而有∫ b

a
|q(t)|dt =

∫ b

a
x0(t)q(t)dt ≤

∣∣∣∣∣∣
∫ b

a
xε(t)q(t)dt

∣∣∣∣∣∣ +
∣∣∣∣∣∣
∫ b

a
(xε(t) − x0(t))q(t)dt

∣∣∣∣∣∣
≤ ∥ fq∥ · ∥xε∥ +

∫
A
|xε(t) − x0(t)||q(t)|dt

≤ ∥ fq∥ +
ε

2∥y∥2∥q∥ = ∥ fq∥ + ε

由 ε 的任意性可得
∫ b

a |q(t)|dt ≤ ∥ fq∥ ,因此 ∥ fq∥ =
∫ b

a |q(t)|dt . �

3. 对于 x = (ξ1, ξ2, · · · ) ∈ ℓ2 ,定义 ℓ2 上的左移算子 An 为

Anx = (ξn+1, ξn+2, · · · ).

证明: An : ℓ2 → ℓ2 是有界线性算子,且 ∥An∥ = 1 .

证证证明明明 对任意的 x = (ξ1, ξ2, · · · ) ∈ ℓ2, x , 0 ,有

∥Anx∥ =
∞∑

k=n+1

|ξk|2 ≤
∞∑

k=1

|ξk|2 = ∥x∥.

因此, An 是有界的,并且 ∥An∥ ≤ 1 .

另一方面,令 x0 = (0, 0, · · · , 0, ξn+1, ξn+2, · · · ) ∈ ℓ2 , ||x0||22 =
∞∑

k=n+1
|ξk|2 ,从而有

∥Anx0∥ = ∥x0∥.

故 ∥An∥ ≥ 1 。综上讨论有 ∥An∥ = 1 . �

4. 设 X 是Banach空间, Y 是赋范线性空间, T : X → Y 是有界线性算子, 且存在正

数 b ,使得对一切 x ∈ X 都有
∥T x∥ ≥ b∥x∥,

则 R(T ) 是 Y 中的闭集.

证证证明明明 设 {yn} ⊂ R(T ) , yn → y . 由给定的不等式,存在唯一的点列 {xn} ⊂ X 使得

T xn = yn, n ∈ N

由于

||yn − ym|| = ||T (xn − x − m)|| ≥ b||xn − xm|| → 0, n,m→ ∞

所以 {xn} ⊂ X 是Cauchy列,由 X 的完备性存在 x ∈ X 使得 xn → x ,再由算子 T 的连

续性得到

T x = lim
n→∞

T xn = lim
n→∞

yn = y.

所以 y ∈ R(T ) ,即为闭集。 �
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5. 设 X,Y 是赋范线性空间, T : X→ Y 是有界线性算子,且 T 是满射. 若存在正数 b ,

使得对一切 x ∈ X 都有
∥T x∥ ≥ b∥x∥,

则 T−1 : Y→ X 也是有界线性算子,且 ∥T−1∥ ≤ 1
b .

证证证明明明 首先证明 T−1 : Y→ X 的存在性. 假设 T x = 0 ,由

0 = ∥T x∥ ≥ b∥x∥

及 b , 0 ,得到 x = 0 . 由上题可知 T−1 : Y→ X 存在,且 T−1 也是线性算子.

对任意的 y ∈ Y ,由于 T 为满射,存在 x ∈ X 使得 T x = y ,于是有

∥T−1y∥ = ∥T−1T x∥ = ∥x∥ ≤ 1
b
∥T x∥ = 1

b
∥y∥, ∀y ∈ Y.

所以 T−1 也是有界线性算子,并且 ∥T−1∥ ≤ 1
b . �

6. 设 (ai j) 是无穷矩阵,满足条件

sup
i∈N

∞∑
j=1

|ai j| < +∞.

对任意的 x = (ξ1, ξ2, · · · ) ∈ ℓ∞ ,定义算子 T : ℓ∞ → ℓ∞ 使得

T x = (η1, η2, · · · ), ηi =

∞∑
j=1

ai jξ j, ∀i ∈ N.

证明: T 是有界线性算子,且 ∥T∥ = sup
i∈N

∞∑
j=1
|ai j|.

证证证明明明 对 ∀x = (ξ1, ξ2, · · · , ) ∈ ℓ∞

T x = (η1, η2, · · · , ηn, · · · ) =

 ∞∑
j=1

a1 jξ j,

∞∑
j=1

a2 jξ j, · · · ,
∞∑
j=1

an jξ j, · · ·


依范数定义

∥T x∥∞ = sup
i∈N
|ηi| = sup

i∈N

∣∣∣∣∣∣∣∣
∞∑
j=1

ai jξ j

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

sup
i∈N

∞∑
j=1

|ai j|


sup

j∈N
|ξ j|


= sup

i∈N

∞∑
j=1

|ai j|∥x∥∞

所以 T 是有界的,并有

∥T∥ ≤ sup
i∈N

∞∑
j=1

|ai j|.



52 第三章 赋范线性空间上的有界线性算子

另一方面,记 M = sup
i∈N

∞∑
j=1
|ai j| . 由上确界定义,对 ∀ε > 0 ,存在某个 i0 ∈ N 使得

∞∑
j=1

|ai0 j| > M − ϵ.

取 x0 = (ξ(0)
1 , ξ(0)

2 , · · · ) ∈ ℓ∞ ,其中

ξ(0)
j = sign(ai0 j) =

 1, ai0 j ≥ 0

−1, ai0 j < 0

则 ∥x0∥∞ = 1 且

∥T x0∥∞ = sup
i∈N
|
∞∑
j=1

ai jξ
(0)
j | ≥ |

∞∑
j=1

ai0 jξ
(0)
j | =

∞∑
j=1

|ai0 j| > M − ε.

故 ∥T∥ ≥ sup
∥x0∥=1

∥T x0∥ ≥ M − ε . 由 ε 的任意性可得 ∥T∥ ≥ M . 综上所述，

∥T∥ = M = sup
i∈N

∞∑
j=1

|ai j|.

这样就证明了范数等式。 �

7.设 X 是赋范线性空间, Y 是Banach空间, X0 是 X 的稠密子空间算子 T : X0 → Y 是
有界线性算子,证明 T 可保范延拓到 X 上为有界线性算子.

证证证明明明 由于 T 是 X0 上的有界线性算子,则有

||T x|| ≤ ||T ||||x||, ∀x ∈ X0

对任意的 x ∈ X ,由 X0 的稠密性,存在 xn ∈ X0 , xn → x . 从而 T xn ∈ Y 是Cauchy

列,由 Y 的完备性, T xn 在 Y 中有极限,定义

T̂ x = lim
n→∞

T xn.

1) T̂ x 的定义与 xn 的选择无关;这是因为若 zn ∈ X0 , zn → x ,则 xn − zn → 0 ,从

而 T (xn − zn)→ 0 . 特别当 x ∈ X0 时,还有 T̂ x = T x .

2)利用极限的保序性可得 ||T̂ x|| ≤ ||T ||||x||,∀x ∈ X .因此, ||T̂ || ≤ ||T || .

注意到

||T̂ || = sup
||x||=1,x∈X

||T̂ x|| ≥ sup
x∈X0,||x||=1

||T x|| = ||T ||

所以 ||T̂ || = ||T || . �

8.设 X , Y 是赋范线性空间, T ∈ B(X,Y) ,则 N(T ) 是 X 的闭子空间. X/N(T ) 表

示相应的商空间, ||[x]|| 是相应的范数. 在商空间上定义

T̂ [x] = T x, ∀x ∈ X.



第一节 第六讲 赋范线性空间上的有界线性算子 53

则算子 T̂ : X/N(T )→ Y 是有界线性算子.

证证证明明明 由于 T 连续, N(T ) 是 X 的闭子空间. 作商空间 X/N(T ) ,其上的范数为

||[x]|| = inf
z∈N(T )

||x − z||

在商空间上定义

T̂ [x] = T x, ∀x ∈ X.

于是

||T̂ [x]|| = ||T x|| = ||T (x − z)|| ≤ ||T ||||x − z||, ∀z ∈ N(T ).

所以

||T̂ [x]|| = ||T x|| ≤ ||T || inf
z∈N(T )

||x − z|| = ||T ||||[x]||,

即有 ||T̂ || ≤ ||T || . �
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§3.2 第七讲 有界线性算子代数B(X)与应用

教学目的:

本节主要讨论有界线性算子空间中的特殊情况B(X,X),讨论空间的性质与新的算子

的构造.作为构造有界线性算子的一种方法,我们介绍算子值函数.

本节要点:

Banach算子代数,谱半径公式,算子值函数.

§3.2.1 内容提要

设 X 是数域 K 上的赋范线性空间, 记 B(X) = B(X,X) 表示所有 X 到 X 的有界

线性算子组成的集合. 在 B(X) 上除线性运算外,任意的 T, S ∈ B(X) 还有复合运算. 并

且 B(X)中的零元素就是 X到 X的零算子. 此外, X上的恒同算子 I 还具有性质

T ◦ I = I ◦ T = T, ∀T ∈ B(X).

如果将复合运算简单地记为 TS := T ◦ S ,它可以看作是算子间的乘法,此时恒同算子起

着数 1的作用,称 I 为单位算子. 依算子复合的性质,我们有

||TS || ≤ ||T || · ||S ||

这一表达式表明算子的乘法依算子范数是连续的。上式称为算子乘法范数的次可乘性。

对算子 T ,如果存在算子 S ∈ B(X)使得

TS = S T = I

则称 S 为算子 T 的逆算子, 记为 S = T−1 . 称 B(X)为具有单位元的赋范算子代数. 如

果 X还是Banach空间,此时称 B(X)为Banach算子代数.

定理 3.2.1 设 X是Banach空间, T ∈ B(X) . 则

lim
n→∞

n
√
||T n|| = inf

n∈N
n
√
||T n||. (3.2.1)

定义 3.2.1 设 X是Banach空间, T ∈ B(X) . 记 r(T ) = lim
n→∞

n√||T n|| ,数 r(T )称为算子 T 的

谱半径.

下面定理给出算子谱半径的意义.

定理 3.2.2 设 X是Banach空间, T ∈ B(X) . 若 r(T ) < 1 ,则 (I − T )−1 也是 X上的有界线

性算子,且 (I − T )−1由下式给出

(I − T )−1 =

∞∑
n=0

T n, T 0 = I. (3.2.2)
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利用已知的有界线性算子去构造新的有界线性算子,或有界线性算子族. 其基本想法

是利用复变函数中的幂级数展开式.

定义 3.2.2 设 X是复的Banach空间, T 为 X上的有界线性算子, r(T )为 T 的谱半径. 设

复值函数 f (z)有幂级数展开式

f (z) =
∞∑

n=0

anzn

其收敛半径 r > r(T ) . 定义算子 f (T ) :

f (T ) =
∞∑

n=0

anT n.

首先,算子 f (T )是有意义的,且是有界线性算子. 因为对任意的 r(T ) < c < r, 及充分

大的 k ,有 ||T k|| 1k < c. 而级数
∞∑

n=0
|an|cn收敛,从而

∞∑
n=0
|an|||T n||收敛. 而 B(X)是Banach空间,

因此
∞∑

n=0
anT n在算子范数意义下收敛,且为有界线性算子.

其次, f (T )与算子 T 是可交换的,即 f (T ) · T = T · f (T ) . 这一性质可由定义直接得到.

从而,对两个函数 f (z)和 g(z) ,若 f (T )与 g(T )可定义,则也有

f (T ) · g(T ) = g(T ) · f (T ).

特别地,当两个函数在其收敛域上满足关系 g(z) f (z) = 1时,我们还有

g(T ) · f (T ) = f (T ) · g(T ) = I.

于是算子 f (T )的算子为 g(T ) .

定义 3.2.3 设 X是Banach空间, u : (a, b)→ X是抽象值函数.设 s ∈ (a, b) ,若存在 y ∈ X使
得

lim
h→0

∥∥∥∥∥u(s + h) − u(s)
h

− y
∥∥∥∥∥ = 0,

则称 u(t)在 s处可微, y称为 u(t)在 s处的导数,记为 u′(s) .

如果 u(t)在 (a, b)中的每一点可微,则称 u(t)在 (a, b)中可微, du(t)
dt (或 u′(t) )称为 u(t)的

导函数.

§3.2.2 典型例题

Banach空间自身上的有界线性算子构成一个非较换算子代数。有界线性算子在线性

方程可解性理论中起重要作用。

算子值函数与抽象微分方程相联系.

例 3.2.1 积分算子 T : C[a, b]→ C[a, b]定义为:

(T x)(t) =
∫ b

a
k(t, s)x(s)ds, (x ∈ C[a, b])
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其中 k(t, s)是 [a, b] × [a, b]上定义的实值二元连续函数. 若 r(T ) < 1 ,则积分方程

x(t) −
∫ b

a
k(t, s)x(s)ds = y(t), y ∈ C[a, b]

存在唯一解.

例 3.2.2 设 T (x) 是 [a, b] 上的正连续函数, q(x) 是 [a, b] 上的非负连续函数,满足∫ b
a q(x)dx

∫ x
a

dt
T (t) < 1 .设 f ∈ C[a, b] ,考虑常微分方程 d

dx

(
T (x) dy(x)

dx

)
− q(x)y(x) = f (x), x ∈ [a, b]

y(a) = 0, y′(b) = 0.

则微分方程存在唯一解.

证证证明明明 两端对 x积分得到

T (b)y′(b) − T (x)y′(x) −
∫ b

x
q(s)y(s)ds =

∫ b

x
f (s)ds

所以

y′(x) − 1
T (x)

∫ b

x
q(s)y(s)ds =

1
T (x)

∫ b

x
f (s)ds.

再积分得到

y(x) −
∫ x

a

dt
T (t)

∫ b

t
q(s)y(s)ds =

∫ x

a

dt
T (t)

∫ b

t
f (s)ds

写成积分方程为

y(x) −
∫ b

a
k(x, s)y(s)ds =

∫ b

a
k1(x, s) f (s)ds

其中 k(x, s) = k1(x, s)q(s) ,

k1(x, s) =


∫ s

a
dt

T (t) , a ≤ s ≤ x∫ x
a

dt
T (t) , x ≤ s ≤ b

直接计算有

max
x∈[a,b]

∫ b

a
|k(x, s)|ds =

∫ b

a
q(s)

∫ s

a

dt
T (t)

< 1.

因此,在 C[a, b]上积分方程存在唯一解,从而微分方程存在唯一解. �

例 3.2.3 设 X是复的Banach空间, A是 X上的有界线性算子,定义算子值指数函数

eAt =

∞∑
n=0

tnAn

n!
, t ∈ R. (3.2.3)

则算子值三角函数可表示为

sin At =
eiAt − e−iAt

2i
; cos At =

eiAt + e−iAt

2
.

进一步还有

d
dt

eAt = AeAt,
d
dt

sin At = A cos At,
d
dt

cos At = −A sin At.
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算子值指数函数的引入对于求解微分方程是很有帮助的.大家知道,常微分方程

dx(t)
dt
= ax(t), x(0) = x0

其中 a是常数,其解 x(t)为 x(t) = eat x0 .

若 X是一个Banach空间, A ∈ B(X) ,空间 X上的方程 dx(t)
dt = Ax(t), t > 0,

x(0) = x0.
(3.2.4)

其中 x(t)是 [0,+∞)上定义在 X中取值的抽象函数. 可直接验证,它的解为 x(t) = eAt x0.

这一结果在求解微分方程中有重要的应用.

例 3.2.4 求解下述齐次 n阶常系数常微分方程初值问题:

y(n)(t) + a1y(n−1)(t) + a2y(n−2)(t) + · · · + an−1y′(t) + any(t) = 0,

y(0) = y0, y′(0) = y1, · · · y(n−1)(0) = yn−1.

解解解 首先,将高阶微分方程化为一阶微分方程组.令

x1(t) = y(t), x2(t) = y′(t), · · · , xn(t) = y(n−1)(t).

则

d
dt



x1(t)

x2(t)

· · ·
xn−1(t)

xn(t)


=



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 1

−an −an−1 −an−1 · · · −a1





x1(t)

x2(t)

· · ·
xn−1(t)

xn(t)


,

(x1(0), x2(0), · · · , xn(0))τ = (y0, y1, · · · , yn−1)τ.

为使上述方程组具有(3.2.4 )的形式. 取空间 X = Cn, 则 X是Banach空间.令

A =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 1

−an −an−1 −an−1 · · · −a1


X(t) = (x1(t), x2(t), · · · , xn(t))τ,

X0 = (y0, y1, · · · , yn−1)τ,



58 第三章 赋范线性空间上的有界线性算子

A是有界线性算子.则原方程化为与之等价的向量值微分方程 dX(t)
dt = AX(t), t > 0,

X(0) = X0.

从而方程的解为

X(t) = eAtX0.

因此,原方程的解 y(t)即为 X(t)的第一分量. �

例 3.2.5 考虑 M/M/1经典排队模型: dp0(t)
dt = −λp0(t) + µp1(t),

dpn(t)
dt = λpn−1(t) − (µ + λ)pn(t) + µpn+1(t), n ≥ 1,

(3.2.5)

其中 pn(t)是时刻 t系统中有 n个顾客的概率, λ > 0是顾客的到达率, µ > 0是系统的完成

率.初始条件为

p0(0) = 1, pn(0) = 0, ∀n ∈ N. (3.2.6)

这是一个无穷方程组.为解方程,根据问题的实际背景选择空间 X = ℓ1 . 并记

P(t) = (p0(t), p1(t), p2(t), · · · , pn(t), pn+1(t), · · · )τ

A =



−λ µ 0

λ −(λ + µ) µ 0

0 λ −(λ + µ) µ 0

0 λ −(λ + µ) µ 0

0
. . .

. . .
. . . 0

0
. . .

. . .
. . . 0


∞×∞

则方程(3.2.5 )–(3.2.6 )可写成空间 X中抽象发展方程:
dP(t)

dt
= AP(t), t > 0,

P(0) = P0 = (1, 0, 0, · · · , · · · )τ.
(3.2.7)

关于方程(3.2.7 )的可解性以及解的表达,有下面的结果.

命题 3.2.1 算子 A是 X中的有界线性算子,从而方程(3.2.7 )的解为 P(t) = eAtP0 .

证证证明明明 对任意的 x = {xn}∞n=0 ∈ X = ℓ1 ,有

Ax = y, y = (y0, y1, y2, · · · , yn, yn+1, · · · )

其中

y0 = −λx0 + µx1, yn = λxn−1 − (λ + µ)xn + µxn+1, n ≥ 1.
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易见 A是线性算子. 进一步有

||Ax||1 =

∞∑
n=0

|yn| = | − λx0 + µx1| +
∞∑

n=1

|λxn−1 − (λ + µ)xn + µxn+1|

≤ λ|x0| + µ|x1| + λ
∞∑

n=1

|xn−1| + (λ + µ)
∞∑

n=1

|xn| + µ
∞∑

n=1

|xn+1|

≤ 2λ
∞∑

n=0

|xn| + 2µ
∞∑

n=0

|xn|

= 2(λ + µ)||x||1

所以 A是有界线性算子,且 A的范数有估计 ||A||1 ≤ 2(λ + µ) .因此方程(3.2.7 )有解,且解由

P(t) = eAtP0给出. �

§3.2.3 练习题七解答

1.在 Rn中考虑微分方程

ÿ = Aẏ + By, y(0) = y0, ẏ(0) = y1

其中 A , B是 n阶方阵. 证明方程存在唯一解,并给出解公式.

证证证明明明 设 z(t) = ẏ(t) ,定义矩阵

A =
 0 I

B A


则原来的二阶方程写成 R2n中的一阶方程为

d
dt

 y(t)

z(t)

 =
 0 I

B A


 y(t)

z(t)

 = A
 y(t)

z(t)


利用矩阵指数函数给出一阶方程的解 y(t)

z(t)

 = eAt

 y0

y1

 .
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§3.3 第八讲 赋范线性空间上的有界线性泛函

教学目的:

给出了有界线性泛函空间 B(X,C) ,在同构意义下给出泛函表示.

本节要点:

某些空间的有界线性泛函表示.

§3.3.1 内容提要

设 X是数域 K上的赋范线性空间,若 f : X → K是有界线性算子,则 f 称为 X上有

界线性泛函(bounded linear functional),按照定义3.1.1,若 f 是 X上的有界线性泛函,则存

在常数 c > 0 ,使得对所有 x ∈ X都有

| f (x)| ≤ c∥x∥.

并且按照定义3.1.2, f 的范数 ∥ f ∥定义为

∥ f ∥ = sup
x∈X,x,θ

| f (x)|
∥x∥ .

同样的还可以得到

∥ f ∥ = sup
x∈X,∥x∥=1

| f (x)| = sup
x∈X,∥x∥≤1

| f (x)|.

这时,对每一个 x ∈ X都有

| f (x)| ≤ ∥ f ∥ · ∥x∥.

由定理3.1.1可知下面结论成立.

定理 3.3.1 设 f 是赋范线性空间 X上的线性泛函,则 f 在 X上连续,当且仅当 f 在 X上

是有界的.

引理 3.3.1 赋范线性空间 X上非零线性泛函 f 不连续(无界)的充要条件是N( f ) 在 X中

稠密.

定义 3.3.1 设 X是数域 K上的赋范线性空间, X上所有有界线性泛函组成的赋范线性

空间 B(X,K)称为 X的对偶空间或者称为共轭空间,记为 X∗ ,即 X∗ = B(X,K) . 对每一

个 f ∈ X∗, f 的范数定义为:

∥ f ∥ = sup
x∈X,x,θ

| f (x)|
∥x∥ = sup

x∈X,∥x∥=1
| f (x)|.

定理 3.3.2 赋范线性空间 X的对偶空间 X∗是Banach空间.



第三节 第八讲 赋范线性空间上的有界线性泛函 61

定义 3.3.2 设 (X, ∥ · ∥), (Y, ∥ · ∥)是同一数域 K上的赋范线性空间, T : X → Y是映射,

若T是线性算子又是双射,且满足

∥T x∥Y = ∥x∥, ∀x ∈ X,

则称 T 是 X到 Y的等距同构映射.

若存在 X到 Y的等距同构映射,则称 X和 Y是等距同构的. 若两个空间 X和 Y是等

距同构的,则把它们看作是同一的.

§3.3.2 常见空间的对偶空间–泛函表示定理

例 3.3.1 (Rn, ||·||2)的对偶空间是 (Rn, ||·||2) ,即 (Rn, ||·||2)∗ = (Rn, ||·||2) .对个 f ∈ (Rn, ||·||2)∗ ,

f (x) =
n∑

k=1

xkβk, x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn, βk = f (ek) (3.3.1)

f → ( f (e1), f (e2), · · · , f (en))是泛函表示。

例 3.3.2 ℓ1 的对偶空间是 ℓ∞ , 即 (ℓ1)∗ = ℓ∞ . 对任意 x = {ξn} ∈ ℓ1 , x =
∞∑

k=1
ξkek.

令 αk = f (ek)(k ∈ N) ,则对任意 x = {ξn} ∈ ℓ1 ,

f (x) =
∞∑

k=1

ξk f (ek) =
∞∑

k=1

ξkαk (3.3.2)

f → ( f (e1), f (e2), · · · , ) ∈ ℓ∞是泛函表示。

例 3.3.3 ℓp的对偶空间是 ℓq
(
1 < p < ∞, 1

p +
1
q = 1

)
,即 (ℓp)∗ = ℓq .对任意 x = {ξn} ∈ ℓp ,

x =
∞∑

k=1

ξkek.

利用 f 是有界线性泛函,

f (x) =
∞∑

k=1

ξk f (ek) =
∞∑

k=1

ξkαk (3.3.3)

令 α = {αn}∞n=1 , α ∈ ℓq由 f 唯一确定,是泛函表示。

例 3.3.4 c∗0 = ℓ
1 .这里 c0 是收敛于零的序列的全体,按照上确界范数成为 Banach空间.

取 c0 的 Schauder基 {en} ,对每个 x = {ξn} ∈ c0 , x有唯一的表示形式 x =
∞∑

i=1
ξiei。

对 f ∈ c∗0 ,令 αi = f (ei)(i ∈ N) ,则在等距同构映射下,每一个 f ∈ c∗0 对应于 α = {αn} ∈
ℓ1 ,使得

f (x) =
∞∑

i=1

ξiαi, ∀x = {ξn} ∈ c0 (3.3.4)

并且 ∥ f ∥ = ∥α∥1 =
∞∑

i=1
|αi| .
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例 3.3.5 (Lp[a, b]])∗ = Lq[a, b]
(
1 < p < ∞, 1

p +
1
q = 1

)
. 在等距同构映射下,每一个 f ∈

(Lp[a, b])∗ 都存在唯一的 f̃ ∈ Lq[a, b] 使得

f (x) =
∫ b

a
x(t) f̃ (t)dt, ∀x ∈ Lp[a, b], (3.3.5)

并且 ∥ f ∥ = ∥ f̃ ∥q =
(∫ b

a | f̃ (t)|qdt
) 1

q
.

例 3.3.6 (L[a, b])∗ = L∞[a, b] . 在等距同构映射下,每一个 f ∈ (L[a, b])∗ ,对应于 f̂ ∈
L∞[a, b]使得

f (x) =
∫ b

a
x(t) f̂ (t)dt, ∀x ∈ L[a, b]. (3.3.6)

并且 ∥ f ∥ = ∥ f̂ ∥∞ ,这里

∥ f̂ ∥∞ = inf
m(E)=0,E⊂[a,b]

sup
t∈[a,b]\E

| f̂ (t)|

L∞[a, b]中的元素 f̂ 称为本性有界可测函数,即除去一个零测度集 E 以外, f̂ (t)在 [a, b] \
E上是有界的.

例 3.3.7 (C[a, b])∗ = NBV[a, b] . 空间 BV[a, b]表示 [a, b]上所有有界变差函数组成的空

间,用 NBV[a, b]表示 BV[a, b]中满足规范化条件的元组成的集合

NBV[a, b] = { f ∈ BV[a, b]
∣∣∣ f (a) = 0, f (t) = lim

s→t+
f (s)}.

即右连续,左端点为零的所有的有界变差函数. NBV[a, b]是 BV[a, b]的闭子空间.

在等距同构映射下,每个 f ∈ (C[a, b])∗ 对应于 f̂ ∈ NBV[a, b] ,使得对任意的 x ∈
C[a, b] ,泛函 f 仍然可以由 f̂ 按

f (x) =
∫ b

a
x(t)d f̂ (t), (3.3.7)

的形式表达出来,上式积分为Riemann-Stieltjes积分. 并且 ∥ f ∥ =
b∨
a

( f̂ ) .

§3.3.3 典型例题

有界线性泛函是有界线性算子的一种特殊形式, 有界线性泛函空间称为对偶空间。

在等距同构意义下给出有界线性泛函的表示。

对于具体的空间找出对偶空间的表现形式-泛函表示具有实际意义.

例 3.3.8 在闭区间 [a, b]上取一固定点 t0 ,定义泛函 f : C[a, b]→ R (这里 (C[a, b], ||·||∞)是

实空间),使得对每一个 x ∈ C[a, b]

f (x) = x(t0)

显然 f 是线性的,由

| f (x)| = |x(t0)| ≤ ∥x∥∞
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得到 f 是有界的,且 ∥ f ∥ ≤ 1 .另一方面,取 x0(t) ≡ 1 ,则 x0 ∈ C[a, b] ,且

| f (x0)| = |x0(t0)| = 1 = ∥x0∥∞.

于是 ∥ f ∥ ≥ 1 ,综上所述可得 ∥ f ∥ = 1 .

例 3.3.9 在闭区间 [a, b]上取一固定点 t0 ,定义泛函 f : (C[a, b], || · ||1)→ R 使得

f (x) = x(t0), ∀x ∈ (C[a, b], || · ||1)

显然 f 是线性的,但 f 是无界泛函.

证证证明明明 考虑函数列

xn(t) =

 0, t ∈
[
a, t0 − 1

n

]∪ [
t0 + 1

n , b
]
,

n − n2|t − t0|, t ∈
[
t0 − 1

n , t0 +
1
n

]
,

n ∈ N.

直接计算有

||xn||1 =
∫ b

a
|xn(t)|dt = 1, ∀n ∈ N,

f (xn) = xn(t0) = n, ∀n ∈ N.

因此,有 sup
||x||1=1

| f (x)| = ∞ . �

例 3.3.10 设 X1,X2 是同一数域上的赋范线性空间,乘积空间 X1 × X2 上取范数为

||(x1, x2)|| = ||x1|| + ||x2|| ,则
(X1 × X2)∗ = X∗1 × X∗2

其中 X∗1 × X∗2上的范数定义为 ||( f1, f2)|| = max{|| f1||, || f2||} .

证证证明明明 对每个 ( f1, f2) ∈ X∗1 × X∗2 ,任意的 (x1, x2) ∈ X1 × X2 ,定义泛函 F 如下

F(x1, x2) := f1(x1) + f2(x2)

易见, |F(x1, x2)| ≤ max{|| f1||, || f2||}||(x1, x2)|| ,所以 F是有界线性泛函,且 ||F|| ≤ max{|| f1||, || f2||} .

对任意的 F ∈ (X1 × X2)∗ ,记 f1(x1) = F(x1, θ) , f2(x2) = F(θ, x2) ,则有

| f1(x1)| ≤ ||F||||(x1, θ)||, | f2(x2)| ≤ ||F||||(θ, x2)||

所以 f1, f2分别是 X1 , X2上的有界线性泛函,且有 || f1|| ≤ ||F||, || f2|| ≤ ||F|| .

进一步, (x1, x2) = (x1, θ) + (θ, x2) ,

F(x1, x2) = F(x1, θ) + F(θ, x2) = f1(x1) + f2(x2).

因此,对任意的 F ∈ (X1 × X2)∗ ,我们得到表示 F = ( f1, f2) ,且有 ||F|| = max{|| f1||, || f2||} . 所

以 (X1 × X2)∗ = X∗1 × X∗2 . �
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例 3.3.11 (L[a, b])∗ = L∞[a, b] . 在等距同构映射下,每一个 f ∈ (L[a, b])∗ ,对应于 f̂ ∈
L∞[a, b]使得

f (x) =
∫ b

a
x(t) f̂ (t)dt, ∀x ∈ L[a, b].

并且 ∥ f ∥ = ∥ f̂ ∥∞ ,这里

∥ f̂ ∥∞ = inf
m(E)=0,E⊂[a,b]

sup
t∈[a,b]\E

| f̂ (t)|

L∞[a, b]中的元素 f̂ 称为本性有界可测函数,即除去一个零测度集 E 以外, f̂ (t)在 [a, b] \
E上是有界的.

证证证明明明 设 s ∈ [a, b] ,函数 χ[a,s](t) 是 [a, s] 的特征函数.明显地, χ[a,s] ∈ L[a, b] ,对任意

的 a ≤ s < r ≤ b ,

χ[s,r](t) = χ[a,r](t) − χ[a,s](t)

且

||χ[s,r]||1 =
∫ b

a
|χ[s,r](t)|dt = (r − s)

设 f ∈ (L[a, b])∗ ,考虑

g(s) = f (χ[a,s]), s ∈ [a, b].

上式定义一个作为 s的函数,对任意的 a ≤ s < r ≤ b ,

|g(r) − g(s)| = | f (χ[s,r]| ≤ || f ||||χ[[s,r]||1 = || f ||(r − s)

所以 g(s)是Lipschitz连续函数(绝对连续),从而几乎处处可微,并且在可微点处的导数满足

|g′(s)| ≤ || f || . 令 f̂ (s) = g′(s) ,所以 f̂ (s)是本性有界函数,且

|| f̂ ||∞ ≤ || f ||.

对任意的 x ∈ L[a, b] ,依可积函数的性质,存在阶梯函数列 {xn(t)} ⊂ L[a, b] ,

xn(t) =
Nn∑

k=1

x(n)
k χ[s(n)

k−1,s
(n)
k ](t)

使得 ||xn − x|| → 0, (n→ ∞) ,于是 f (x) = lim
n→∞

f (xn) .

另一方面,由 f 是线性泛函,

f (xn) =
Nn∑

k=1

x(n)
k f (χ[s(n)

k−1,s
(n)
k ]) =

Nn∑
k=1

x(n)
k [g(s(n)

k ) − g(s(n)
k−1)]

=

Nn∑
k=1

x(n)
k g′(ξ(n)

k )∆s(n)

=

Nn∑
k=1

x(n)
k f̂ (ξ(n)

k )∆s(n)
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于是,

f (x) = lim
n→∞

Nn∑
k=1

x(n)
k f̂ (ξ(n)

k )∆s(n) =

∫ b

a
x(t) f̂ (t)dt.

现对任意的 f̂ ∈ L∞[a, b] ,定义泛函

f (x) =
∫ b

a
x(t) f̂ (t)dt, ∀x ∈ L[a, b].

积分有意义,且关于 x是线性的,进一步有

| f (x)| ≤
∫ b

a
|x(t)| f̂ (t)|dt ≤ || f̂ ||∞

∫ b

a
|x(t)|dt = || f̂ ||∞||x||1.

由此得到 || f || ≤ || f̂ ||∞ .

注意到映射 T : (L[a, b])∗ → L∞[a, b] ,由下式定义

T f = f̂ (t) = g′(t), g(t) = f (χ[a,t])

是线性算子,且 ||T f ||∞ = || f̂ ||∞ = || f || .因此, (L[a, b])∗ = L∞[a, b] . �

§3.3.4 练习题八解答

1. 设 X是 n维线性空间, Y是 X的真子空间,取一固定点 x0 ∈ X\Y . 证明在 X上存在一

个线性泛函 f ,使得 f (x0) = 1 ,且对一切 x ∈ Y有 f (x) = 0 .

证证证明明明 由于 X 是 n 维线性空间, Y 是其真子空间, 所以 Y 是有限维的，设其维数

为 m(m < n) , e1, e2, · · · , em为 Y中的一组基,它在 X中也是一线性无关组. 由于 x0 < Y ,

e1, e2, · · · , em, x0

也是一线性无关组,记 em+1 = x0 . e1, e2, · · · , em, em+1 可扩充为 X 的一组基, 设其

为 e1, e2, · · · , em, em+1, · · · en . 对任意的 x ∈ X ,存在数组使得 x =
n∑

i=1
ξiei . 在 X上按如下定

义泛函

f (x) =
n∑

i=m+1

ξi, ∀x =
n∑

i=1

ξiei,

下面证明 f 为一线性泛函.

对于任意的 x, y ∈ X ,可设 x =
n∑

i=1
ξiei, y =

n∑
i=1
αiei ,依 f 的定义有

f (x + y) = f

 n∑
i=1

(ξi + αi)ei

 = n∑
i=m+1

(ξi + αi) =
n∑

i=m+1

ξi +

n∑
i=m+1

αi = f (x) + f (y)

并且

f (βx) = f

 n∑
i=1

βξiei

 = n∑
i=m+1

βξi = β

n∑
i=m+1

ξi = β f (x)
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所以 f 为 X上的一个线性泛函. 由于 Y = span{e1, e2, · · · , em} ,依 f 的定义有

f (y) = 0, ∀y =
m∑

j=1

ξ je j,

以及 f (x0) = 1 . �

2.设 f 是 n维线性空间 X上的非零线性泛函. 证明 f 的零空间 N( f )是 n − 1维的.

证证证明明明 设 {e1, e2, · · · , en}是 X的基.令 β1 = f (e1), β2 = f (e2), · · · , βn = f (en) ,由于 f , 0 ,

则有 β1, β2, · · · , βn不全为零,不妨设 βn , 0 . 令

γ1 = e1 − β1
βn

en,

γ2 = e2 − β2
βn

en

· · · · · ·
γi = ei − βi

βn
en

· · · · · ·
γn−1 = en−1 − βn−1

βn
en.

则它们是 n−1个线性无关向量.且 f (γi) = βi− βi
βn
βn = 0 ,所以 γi ∈ N( f ), i = 1, 2, · · · n−1 ,

从而有 dimN( f ) ≥ n − 1 .另一方面

X = span{en} +N( f ).

所以 dimN( f ) ≤ n ,因此可得 dimN( f ) = n − 1 . �

3. 求 (Rn, ∥ · ∥∞)的对偶空间,这里

∥x∥∞ = max
1≤i≤n

|ξi|, (x = (ξ1, ξ2, · · · , ξn) ∈ Rn)

解解解 设 {e1, e2, · · · , en}是 Rn 的一个基, x = {ξk} ∈ Rn , x =
n∑

k=1
ξkek ,在 (Rn, ∥ · ∥∞)的对偶

空间中任取一元素 f ,

f (x) =
n∑

k=1

ξk f (ek), ∀x = (ξ1, ξ2, · · · , ξn) ∈ Rn.

令 αi = f (ei), (i = 1, 2, · · · , n) ,并令 a = (α1, α2, · · · , αn) ,则 a ∈ Rn .

| f (x)| ≤
n∑

k=1

|ξk||αk| ≤ max
1≤k≤n

|ξk|
n∑

k=1

|αk| = ||x||∞
n∑

k=1

|αk|.

所以 || f || ≤
n∑

k=1
|αk| .

特别取 x0 = (sign(α1), sign(α2), · · · , sign(αn)) ∈ Rn , 则有 ||x0||∞ = 1 , 且 f (x0) =
n∑

k=1
|αk| .所以 || f || ≥

n∑
k=1
|αk| . 因此 || f || =

n∑
k=1
|αk| .
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定义

T f = α = { f (e1), f (e2), · · · , f (en))}

α 可由 f 唯一确定, T 是线性的单射并且是满射. 这是因为 对每个 α ∈ Rn , ∀x =
n∑

i=1
ξiei ∈ Rn ,

fα(x) =
n∑

i=1

ξiαi

是 Rn上的线性泛函。且 ∥ fα∥ =
n∑

i=1
|αi| = ∥a∥1 . T 是 (Rn, || · ||∞)∗ → (Rn, || · ||1)的等距同构

映射。因此在等距同构意义下有 (Rn, ∥ · ∥∞)∗ = (Rn, ∥ · ∥1) . �

4. 证明 c0的对偶空间是 ℓ1 .

证证证明明明 设 {en}, en = {δni}∞i=1 . 则 {en}∞n=1是 c0的Schauder基.即对于 ∀η ∈ c0 , η = {ηi}∞i=1 ,那

么有表示式 η =
∞∑

i=1
ηiei .

对于任意的 f ∈ (c0)∗ , f 是连续线性泛函，于是有

f (η) =
∞∑

k=1

ηk f (ek).

设 αn = f (en) ,并令 α = {αn}∞n=1 ,下面证明 α = {αk}∞k=1 ∈ ℓ1 .

对任意的自然数 n ,定义 ξ = (ξ1, ξ2, · · · , ξk, · · · )，其中

ξk =

 sign(αk), k ≤ n

0, k > n

由定义可知 ξ ∈ c0 ,且 ∥ξ∥∞ = 1 ,则有

f (ξ) =
n∑

i=1

ξi f (ei) =
n∑

i=1

ξiαi =

n∑
i=1

|αi| ≤ || f ||||ξ||∞ = || f ||.

对于任意的 n > 0 ,
n∑

i=1

|αi| ≤ ∥ f ∥.

所以 ∥α∥1 ≤ ∥ f ∥ ,即有 α ∈ ℓ1 .

其次，对于任意的 β = {βi} ∈ ℓ1 ,定义泛函

fβ(x) =
∞∑

n=1

xnβn, x = {xi} ∈ c0,

则有

| fβ(x)| ≤
∞∑

i=1

|xn||βn| ≤ max |xn|
∞∑

n=1

|βn| < +∞.
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所以 fβ(x)对 ∀x ∈ c0都有意义.特别地 fβ还是线性泛函,因为

fβ(ax + by) =
∞∑

i=1

(axn + byn)βn = a f (x) + b f (y),

所以 fβ是有界线性泛函， || fβ|| ≤ ||β||1 . 两部分证明综合起来有 ∥ f ∥ = ∥α∥1 .

定义算子 T : (c0)∗ → ℓ1 , T f = (α1, α2, · · · , ) = α ∈ ℓ1 ,显然 α由 f 唯一确定, T 是单

射. ∀β ∈ ℓ1 , fβ ∈ (c0)∗ , T fβ = β ,所以 T 是满射,而

T (b1 f1 + b2 f2) = {(b1 f1(en) + b2 f2(en)}∞n=1

= b1{ f1(en)}∞n=1 + b2{ f2(en)}∞n=1

= b1T f1 + b2T f2.

所以 T 是线性映射,并且 ∥T f ∥ = ∥ f ∥。因此 (c0)∗ = ℓ1 . �

5. 在实空间 C[a, b]上定义泛函 f :对每个 x ∈ C[a, b] ,

f (x) =
n∑

i=1

λix(ti),

其中 t1, t2, · · · , tn 是 [a, b] 中 n 个不同的固定点, λ1, λ2, · · · , λn 是一组固定的实数. 证

明 f 是有界的,并求出 f 的范数.

证证证明明明 明显地， f 是线性泛函. 对任意的 x ∈ C[a, b] ,

| f (x)| = |
n∑

i=1

λix(ti)| ≤ (
n∑

i=1

|λi|) max
t∈[a,b]

|x(t)| ≤
 n∑

i=1

|λi|
 ∥x∥∞,

所以 f 是有界线性泛函，且 ∥ f ∥ ≤
n∑

i=1
|λi| .

另一方面，可构造一个 [a, b]上的连续函数 x0如下

x0(t) =

 sign(λi), 当 t = ti
相邻两点线性连结, 当 t , ti

于是有

f (x0) =
n∑

i=1

λix(ti) =
n∑

i=1

|λi|.

因此 ∥ f ∥ =
n∑

i=1
|λi|. �

5. 设 t0 ∈ (a, b) ,定义 [a, b]上的函数

H(t − t0) =

 1, t ≥ t0,

0, t < t0.

证明 H(t) ∈ NBV[a, b] ,且对任何的 x ∈ C[a, b] ,

x(t0) =
∫ b

a
x(t)dH(t).
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§3.4 第九讲 有界线性算子的构造

教学目的:

本节主要应用有界线性泛函构造线性算子,并给出有限维空间上线性算子的性质.

本节要点:

有限秩算子的构造,有限维空间上线性算子的性质.

§3.4.1 内容提要

作为有界线性泛函的一个应用,我们构造非零有界线性算子.

设 X , Y是同一数域 K 上的赋范线性空间,假定 X∗ 存在非零元. 设 y1, y2, · · · , ym ∈
Y是一组元, f1, f2, · · · , fm ∈ X∗ 是一组有界线性泛函,定义算子 T : X→ Y ,

T x =
m∑

k=1

fk(x)yk, ∀x ∈ X. (3.4.1)

对任意的 α, β ∈ K, x1, x2 ∈ X ,有 T (αx1 + βx2) = αT x1 + βT x2 ,且

||T x|| =
∥∥∥∥∥∥∥

m∑
k=1

fk(x)yk

∥∥∥∥∥∥∥ ≤
m∑

k=1

| fk(x)|∥yk∥ ≤
 m∑

k=1

∥ fk∥∥yk∥
 ||x||, ∀x ∈ X.

这表明 T 是有界线性算子. 特别地, T 的值域 R(T )的维数不超过 m .

定义 3.4.1 设 X , Y是同一数域 K上的赋范线性空间, T ∈ B(X,Y) . 如果 R(T )是有限维

的,则称 T 为有限秩算子.

定理 3.4.1 设 X , Y 是同一数域 K上的赋范线性空间, T ∈ B(X,Y) . 如果 dimR(T ) =

m , 则存在 Y 中的一个线性无关组 {y1, y2, · · · , ym} ⊂ Y 以及有限个有界线性泛函
f1, f2, · · · , fm ∈ X∗ 使得

T x =
m∑

k=1

fk(x)yk, ∀x ∈ X. (3.4.2)

单纯的值域有限维并不能保证算子 T 的有界性. 请看下面例子.

例 3.4.1 设空间为 (C[a, b], || · ||1) . 设 s0, s1, s2, · · · , sn ∈ (a, b) 是一组互异的点. 定

义 (C[a, b], || · ||1)到 (C[a, b], || · ||∞)中的线性算子 T 如下

T f (x) =
n∑

k=0

f (sk)xk, ∀ f ∈ C[a, b].

T 是 (C[a, b], || · ||1)上定义的线性算子,值域是有限维空间 (Pn[a, b], || · ||∞) . 但 T 是无界线

性算子.
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设 X,Y 是在同一数域 K 上的有限维线性空间,设 dimX = n , dimY = m. 并

设 E = {e1, e2, . . . , en} 是 X 中选定的一个基, B = {b1, b2, . . . , bm} 是 Y 中选定的一个基,

且 E和 B中的基元保持固定地秩序.

考虑任意的线性算子 T : X→ Y . 每一个 x ∈ X ,在基 E下有唯一表示

x = ξ1e1 + ξ2e2 + · · · + ξnen. (3.4.3)

由于 T 是线性的,元 x在映射 T 下的像为

y = T x = T

 n∑
k=1

ξkek

 = n∑
k=1

ξkTek (3.4.4)

由于表达式(3.4.3 )是唯一的,可见 T 完全有 Te1,Te2, . . . , Ten唯一确定.

另一方面,元 x在 T 下的像 y以及每一个 Tek 在 Y的基 B下有唯一的表示

T x = y =
m∑

j=1

η jb j,

Tek =

m∑
j=1

t jkb j, (k = 1, . . . , n).

把上面二式代入(3.4.4 ),得到
m∑

j=1

η jb j = y =
n∑

k=1

ξkTek =

n∑
k=1

ξk

m∑
j=1

t jkb j =

m∑
j=1

 n∑
k=1

t jkξk

 b j.

因为 {b1, b2, . . . , bm}线性无关,所以各个 b j的系数相等,即

η j =

n∑
k=1

t jkξk ( j = 1, 2, . . . ,m) (3.4.5)

于是, x =
n∑

k=1
ξkek 在 T 下的像 y = T x =

m∑
j=1
η jb j由(3.4.5 )式确定.

等式(3.4.5 )可以写为矩阵运算的形式
η1

η2
...

ηm


=


t11 t12 . . . t1n

t21 t22 . . . t2n
...

... · · ·
...

tm1 tm2 . . . tmn




ξ1

ξ2
...

ξn


, (3.4.6)

这个等式给出了 x在基 E下的系数与 T x在基 B下系数之间的关系.

记

TEB =


t11 t12 . . . t1n

t21 t22 . . . t2n
...

... · · ·
...

tm1 tm2 . . . tmn


(3.4.7)

则 n维线性空间 X到 m维线性空间 Y的线性算子 T 对应于一个矩阵 TEB . 反过来,每一

个 m行 n列的矩阵 TEB决定了一个 X到 Y的线性算子 T .
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定理 3.4.2 设 X 是 n 维赋范线性空间, Y 是 m 维赋范线性空间, 则 L(X,Y) 与

Mm×n(C)线性同构,其中 L(X,Y)表示所有 X到 Y的线性算子组成的线性空间.

定理 3.4.3 设 X 是有限维赋范线性空间, Y 是赋范线性空间, T : X → Y 是线性算
子,则 T 是有界的.

§3.4.2 典型例题

有限秩算子是有界线性算子中较简单的一种,当空间 X与 Y都是有限维空间时,线性

算子可表示成矩阵形式。

这里强调算子 T 确定的矩阵 T 是系数间的转换矩阵是基底转换矩阵的转置。

例 3.4.2 设 T : R2 → R3 ,使得对 x = (ξ1, ξ2) ∈ R2

T x = (ξ1, ξ2,−ξ1 − ξ2)T .

求 T 的值域 R(T ) ,零空间 N(T )以及 T 对应的矩阵.

解解解 我们先求算子 T 对应的矩阵

T x = (ξ1, ξ2,−ξ1 − ξ2)T =


1 0

0 1

−1 −1


 ξ1

ξ2


所以

R(T ) = {(ξ1, ξ2,−ξ1 − ξ2)
∣∣∣ ξ1, ξ2 ∈ R} = {ξ1 + ξ2 + ξ3 = 0

∣∣∣ ξ1, ξ2 ∈ R}

即值域在 R3中的平面 ξ1 + ξ2 + ξ3 = 0上.

N(T ) = {(ξ1, ξ2) ∈ R2
∣∣∣ T x = 0} = {(0, 0)}.

即零空间只有原点. �

§3.4.3 练习题九解答

1. 设空间 (C[a, b], || · ||) ,区间 [a, b]的节点 a = x0 < x1 < x2 < · · · , < xn = b ,构造有界线

性算子 T 满足下面条件

(1) T f 是 n次多项式;

(2) T f (x j) = f (x j), j = 0, 1, 2 · · · , n.

解解解 这里我们采用直接构造基的方法

第一步：构造基函数

e0(x) =
n∏

j=1

(
x − x j

x0 − x j

)
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ek(x) =
n∏

j=1, j,k

(
x − x j

xk − x j

)
, k = 1, 2, · · · , n.

对于上面构造的函数每个是 n次多项式,满足性质

ek(xk) = 1, ek(x j) = 0, j , k

则

T f (x) =
n∑

k=0

f (xk)ek(x)

满足要求的条件. �

2. 设 (Rn, || · ||1) , A = (ai j)是 n × n实矩阵,定义线性算子 A : Rn → Rn , y = Ax . 证明算

子 A的范数

||A|1 = max
1≤ j≤n

n∑
i=1

|ai j|.

证证证明明明 对 x ∈ Rn ,其范数为

||x||1 =
n∑

k=1

|xk|.

于是

||Ax||1 =

n∑
i=1

∣∣∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

ai jx j

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

n∑
i=1

n∑
j=1

|ai j||x j| =
n∑

j=1

 n∑
i=1

|ai j|
 |x j|

≤ max
1≤ j≤n

n∑
i=1

|ai j|||x||1

所以 ||A||1 ≤ max
1≤ j≤n

n∑
i=1
|ai j|.

设
n∑

i=1

|aik| = max
1≤ j≤n

n∑
i=1

|ai j|

我们考虑基向量 ek , ||ek||1 = 1 ,

Aek = (a1k, a2k, · · · , ank),

||Aek||1 =
n∑

i=1

|aik| = max
1≤ j≤n

n∑
i=1

|ai j| ≤ ||A||1||ek||1
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所以 ||A||1 ≥ max
1≤ j≤n

n∑
i=1
|ai j| . 两个不等式一起得到

||A||1 = max
1≤ j≤n

n∑
i=1

|ai j|.

注意到这个范数是先对列相加再取最大值,所以也称其是列范数. �

3. 设 (Rn, || · ||∞) , A = (ai j) 是 n × n 实矩阵,定义线性算子 A : Rn → Rn , y = Ax . 求算

子 A的范数 ||A||∞ .

证证证明明明 对 x ∈ Rn ,其范数为

||x||∞ = max
1≤k≤n

|xk|

在此范数下

||Ax||∞ = max
1≤i≤n

∣∣∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

ai jx j

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ max
1≤i≤n

n∑
j=1

|ai j||x j|

≤ max
1≤i≤n

n∑
i=1

|ai j|||x||∞

所以 ||A||∞ ≤ max
1≤i≤n

n∑
j=1
|ai j|.

另一方面，设
n∑

j=1

|ak j| = max
1≤i≤n

n∑
j=1

|ai j|

取向量

x∗ = (sign(ak1), sign(ak2), · · · , sign(akn))

则 ||x∗||∞ = 1 ,

Ax∗ =

 n∑
j=1

a1 jsign(ak j),
n∑

j=1

a2 jsign(ak j), · · · ,
n∑

j=1

an jsign(ak j)


T

||Ax∗||∞ = max
1≤i≤n

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

i=1

ai jsign(ak j)

∣∣∣∣∣∣∣ =
n∑

j=1

|ak j| ≤ ||A||∞||x∗||∞.

因此,

||A||∞ = max
1≤i≤n

n∑
j=1

|ai j|

这个范数是先对行相加然后取最大,所以也称其为行范数。 �
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§3.5 第十讲 紧线性算子

教学目的:

本节将介绍Banach空间中一类特殊的有界线性算子–紧线性算子. 主要讨论紧线性算

子的性质,并进一步讨论紧算子在空间嵌入中的应用.

本节要点:

紧线性算子的基本性质,紧线性算子空间.

§3.5.1 内容提要

定义 3.5.1 设 X 是赋范线性空间, Y 是Banach空间. T : X → Y 映射(或称算子), 如

果 T 将 X中的每个有界集映为 Y中的列紧集,则称 T 为紧算子(compact operator).

如果 T 是线性算子,且为紧算子,则称 T 为紧线性算子(compact linear operator).

用 K(X,Y)表示所有由 X到 Y的紧线性算子组成的集合,称其为紧线性算子空间.

由于列紧集是有界集,所以紧算子一定是有界算子,从而紧线性算子必为有界线性算

子,所以 K(X,Y) ⊂ B(X,Y) . 下面的结果表明,集 K(X,Y)是非空集.

定理 3.5.1 设 X,Y是Banach空间, T ∈ B(X,Y)是有限秩算子,则 T 是紧线性算子

定理 3.5.2 设 X,Y是Banach空间,则 K(X,Y)是 B(X,Y)的一个闭子空间.

推论 3.5.1 设 X,Y,U是Banach空间,设 Tn ∈ B(X,Y)是有限秩算子, T ∈ B(X,Y) ,如果

依算子范数 Tn → T ,则 T 是紧算子.

下面的定理给出了有界线性算子与紧线性算子的复合的性质.

定理 3.5.3 设 X,Y,U是Banach空间,设 T ∈ B(X,Y) , S ∈ B(Y,U) ,如果算子 T 和 S 中

有一个是紧算子,则 S T 也是紧算子.

定理 3.5.4 设 X,Y是Banach空间, T ∈ K(X,Y) ,则 T 的值域 R(T )是 Y中的可分子空

间.

定义 3.5.2 设 (X, || · ||X) , (Y, || · ||Y)是同一数域 K上的两个赋范线性空间. 假定作为数

域 K上的线性空间时有 Y ⊂ X . 定义算子 E : Y→ X ,

Ex = x, ∀x ∈ Y. (3.5.1)

如果 E ∈ B(Y,X) ,则称 E 是有界嵌入算子. 此时也称赋范线性空间 Y有界嵌入到赋范线

性空间 X中. 如果 E ∈ K(Y,X) ,则称 E 为紧嵌入算子.此时也称赋范线性空间 Y 紧嵌入

到赋范线性空间 X中.

§3.5.2 算子理想 K(X)

定义 3.5.3 设A是一个代数, R是A中的子集,如果对任意的 a ∈ A , b ∈ R , ab ∈ R ,则
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称 R为代数A的左理想;如果对任意的 a ∈ A , b ∈ R , ba ∈ R ,则称 R为代数A的右理
想;如果 R既为代数A的左理想,又为A的右理想,则称 R为A的双边理想,简称理想.

设 X是Banach空间,算子代数 B(X)是Banach代数,依定理3.5.2, K(X)是 B(X)中的

闭子空间. 定理3.5.3表明对任意的 S ∈ B(X) , T ∈ K(X) , S T,TS ∈ K(X) . 因此有下面结

论.

定理 3.5.5 设 X是Banach空间,则 K(X)是 B(X)的一个完备的(双边)理想.

§3.5.3 典型例题

紧线性算子是有界线性算子中一类特殊的映射, 其特征是将空间 X 中有界集映

为 Y 的列紧集(完全有界集)。

证明有界线性算子是紧线性算子需要知道相关空间紧集的特征.

例 3.5.1 Fredholm积分算子 T : C[a, b]→ C[a, b]定义为

T x(t) =
∫ b

a
k(t, s)x(s)ds, ∀ x ∈ C[a, b],

其中 k(t, s)在 [a, b] × [a, b]上连续,则 T 是紧线性算子.

证证证明明明 显然, T : C[a, b] → C[a, b] 是线性算子.设 M 为 C[a, b] 中的有界集,故存在常

数 c > 0, 使得 ||x|| ≤ c,∀x ∈ M.于是,对任意的 x ∈ M ,

|T x(t1) − T x(t2)| ≤
∫ b

a
|k(t1, s) − k(t2, s)| · |x(s)|ds ≤ c

∫ b

a
|k(t1, s) − k(t2, s)|ds.

注意到 k(t, s)在 [a, b] × [a, b]上连续,因此是一致连续的. 即 ∀ε > 0, 存在 δ > 0, 使得对任

意的 t1, t2 ∈ [a, b], 只要有 |t1 − t2| < δ, 就有

|k(t1, s) − k(t2, s)| < ε

c(b − a)
, ∀ s ∈ [a, b],

从而

|T x(t1) − T x(t2)| < c · ε

c(b − a)
(b − a) = ε, ∀ x ∈ M.

即 T (M)是等度连续的.另外,对 ∀ x ∈ M, 有

||T x|| = max
a≤t≤b

∣∣∣∣∣∣
∫ b

a
k(t, s)x(s)ds

∣∣∣∣∣∣
≤ ||x|| · max

a≤t≤b

∫ b

a
|k(t, s)|ds

≤ c max
a≤t≤b

∫ b

a
|k(t, s)|ds

知 T (M)是 C[a, b]中的有界集. 根据Arzela-Ascoli定理知, T (M)是 C[a, b]中的列紧集. 因

此, T 是紧算子. �

例 3.5.2 空间 (C[a, b], || · ||∞)有界嵌入到空间 (Lp[a, b], || · ||p)中.
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这是因为

||Ex||p =
(∫ b

a
|x(t)|pdt

)1/p

≤ (b − a)1/p||x||∞.

所以 E是有界嵌入算子.

例 3.5.3 设函数集合 Cn[a, b]

Cn[a, b] =
{
f ∈ C[a, b]

∣∣∣ f (x)在 [a, b]上 n次连续可微
}
. (3.5.2)

按照函数的线性运算 Cn[a, b]是线性空间. 在 Cn[a, b]上定义范数

|| f ||[n] =

n∑
k=0

max
x∈[a,b]

| f (k)(x)|, f (0) = f . (3.5.3)

则 (Cn[a, b], || · ||[n])成为Banach空间. 对 n ≥ 1 ,空间 (Cn[a, b], || · ||[n])紧嵌入到赋范线性空

间 (C[a, b], || · ||∞)中.

例 3.5.4 设函数集合W1,p[a, b]

W1,p[a, b] =
{
f ∈ C[a, b]

∣∣∣ f (x)可微,且 f ′(x) ∈ Lp[a, b]
}
. (3.5.4)

按照通常函数的线性运算 W1,p[a, b]成为线性空间. 在W1,p[a, b]上定义范数

|| f ||1,p =
(∫ b

a
| f ′(x)|pdx +

∫ b

a
| f (x)|pdx

)1/p

(3.5.5)

则 (W1,p[a, b], || · ||1,p) 成为Banach空间(称为一阶Sobolev空间). 此外,空间 (W1,p[a, b], || ·
||1,p)紧嵌入到赋范线性空间 (Lp[a, b], || · ||p)中.

§3.5.4 练习题十解答

1. 设 {λn}∞n=1是有界数列,满足条件 lim
n→∞

λn = 0 . 在 ℓ2定义算子 T :

T {an} = {λnan}, ∀{an} ∈ ℓ2.

则 T : ℓ2 → ℓ2是紧线性算子.

证证证明明明 设 {en}n∈N 是 ℓ2 的Schauder基,对每个 x = {ξn} ∈ ℓ2 ,

x =
∞∑

n=1

ξnen, ||x||2 =
∞∑

n=1

|ξn|2.

定义有限秩算子

Tmx =
m∑

k=1

λkξkek,

则有

||T x − Tmx||2 =
∞∑

k=m+1

|λk|2|ξk|2 ≤ sup
k≥m+1

|λk|2
∞∑

k=1

ξ2
k
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所以

||T − Tm|| ≤ sup
k≥m+1

|λk|

由假定 limn→∞ λn = 0 ,所以

lim
m→∞

||T − Tm|| = 0.

依定理3.5.2, T 是紧算子。 �

2. 设 X , Y都是Banach空间,则 Y紧嵌入 X的充要条件是 Y中的单位球是 X中的列紧

集。

证证证明明明 设 X , Y都是Banach空间,定义映射 E : Y→ X

Ey = y, ∀y ∈ Y.

若 Y紧嵌入 X ,则 E : Y→ X是紧线性算子,所以 BY(θ, 1) ⊂ Y在 X 中是列紧集.

反过来,若 Y 中的单位球是 X 中的列紧集, 则映射 E : Y → X 是紧线性算子，所
以 Y紧嵌入 X . �

3. 设函数空间 W1,p[a, b] 如前定义,证明 空间 (W1,p[a, b], || · ||1,p) 紧嵌入到赋范线性空

间 (Lp[a, b], || · ||p)中.

证证证明明明 对任意的 f ∈ (W1,p[a, b], || · ||1,p) ,

f (x + h) − f (x) =
∫ x+h

x
f ′(s)ds =

∫ h

0
f ′(x + s)ds

所以

|| f (·+h)− f (·)||pp =
∫ b

a

∣∣∣∣∣∣
∫ h

0
f ′(x + s)ds

∣∣∣∣∣∣p dx ≤ |h|
p
q

∫ b

a

∫ h

0
| f ′(x+s)|pdsdx ≤ |h|

p
q+1

∫ b

a
| f ′(x)|pdx

由此得到

|| f (· + h) − f (·)||p ≤ |h||| f ′||p ≤ |h||| f ||W1,p[a,b]

对 (W1,p[a, b], || · ||1,p)单位球 BW(θ, 1) ,当 f ∈ BW(θ, 1) ,

|| f (· + h) − f (·)||p ≤ |h|

即在 L2[a, b]中是等度连续的,所以是 L2[a, b]是的列紧集。 利用习题2， (W1,p[a, b], || ·
||1,p)紧嵌入到 (Lp[a, b], || · ||p)中. �

注记 3.5.1 这一习题主要利用 (Lp[a, b], || · ||p)空间紧集的充要条件。

4. 设空间 ℓ2 ,无穷矩阵 a = (ai j)满足条件

∞∑
i=1

∞∑
j=1

|ai j|2 < ∞.
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定义算子 A : ℓ2 → ℓ2 , y = Ax .证明算子 A是紧线性算子。

证证证明明明: 明显地, A是线性算子。对任意的 x = {x j} ∈ ℓ2 ,

||Ax||2 =

∞∑
i=1

|
∞∑
j=1

ai jx j|2

≤
∞∑

i=1

∞∑
j=1

|ai j|2
∞∑
j=1

|x j|2 (Cauchy不等式)

=

∞∑
i=1

∞∑
j=1

|ai j|2||x||2

所以 A是有界线性算子,且 ||A||2 ≤
∞∑

i, j=1
|ai j|2。

现定义有限秩算子

Anx =

 ∞∑
j=1

a1 jx j,

∞∑
j=1

a2 jx j, · · · ,
∞∑
j=1

an jx j, 0, · · ·

 , x = {x j} ∈ ℓ2

则 An是紧线性算子。

对任意的 x = {x j} ∈ ℓ2 ,

||(A − An)x||2 ≤
∞∑

i=n+1

∞∑
j=1

|ai j|2||x||,

所以 ||A − An|| ≤
∞∑

i=n+1

∞∑
j=1
|ai j|2 ,从而 lim

n→∞
||A − An|| = 0 . 依推论3.5.1, A是紧线性算子.
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算子

§4.1 第十一讲 线性泛函的延拓定理

教学目的:

介绍线性泛函的延拓方法,分析保证受控条件的选择,有界线性泛函的保范扩张定理.

本节要点:

线性泛函的延拓定理,有界线性泛函的保范扩张定理.

§4.1.1 内容提要

定义 4.1.1 设 X是数域 K上线性空间, p是定义在 X上的实值泛函.

1) 若对任何 x, y ∈ X,
p(x + y) ≤ p(x) + p(y),

则称 p是次可加的(subadditive);

2) 若对任何 λ ≥ 0,

p(λx) = λp(x),

则称 p是正齐性的(positive-homogeneous);

3) 若对数域 K中的任何数 λ ,

p(λx) = |λ|p(x)

则称 p是绝对齐性的(absolute-homogeneous).

定理 4.1.1 (Hahn-Banach定理)设 X是实线性空间, p是定义在 X上的次可加正齐性泛

函. 若 f 是定义在 X的线性子空间 Y上的实线性泛函,且满足条件

f (x) ≤ p(x), ∀x ∈ Y.

则存在一个定义在 X上实线性泛函 f̃ ,满足

(1) f̃ 是 f 的扩张,即 f̃ (x) = f (x), ∀x ∈ Y;

(2) f̃ (x) ≤ p(x), ∀x ∈ X.

79
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定理 4.1.2 ( Bohnenblust-Sobczyk定理)设 X是实的或复的线性空间, p是定义在 X上

的次可加绝对齐性泛函. 若 f 是定义在 X的线性子空间 Y上的线性泛函,且满足条件

| f (x)| ≤ p(x) ∀x ∈ Y, (4.1.1)

则存在一个定义在 X上的线性泛函 f̃ ,满足

1) f̃ 是 f 的扩张,即 f̃ (x) = f (x),∀x ∈ Y;

2) | f̃ (x)| ≤ p(x), ∀x ∈ X.

定理 4.1.3 (Hahn-Banach定理) 设 X 是赋范线性空间. 若 f 是定义在 X 的线性子空

间 Y上的有界线性泛函,则存在一个定义在 X上的有界线性泛函 f̃ ,满足

1) f̃ 是 f 的扩张,即 f̃ (x) = f (x),∀x ∈ Y;

2) ∥ f̃ ∥X = ∥ f ∥Y, 这里 ∥ f̃ ∥X为 f̃ 在 X上的范数, ∥ f ∥Y为 f 在 Y上的范数.

§4.1.2 典型例题

Hahn-Banach定理主要是有界线性泛函的扩张定理,任何子空间上的有界线性泛函可

以保范扩张到全空间.

例 4.1.1 设 X = (R2, || · ||1) ,子空间 M = {((x1, 0)
∣∣∣ x1 ∈ R} .泛函 f (x1, 0) = x1 是 M 上的

有界线性泛函,且 || f || = 1 . 确定 f 的所有有界扩张.

解解解 假如 f̂ 是 f 的一个有界扩张,对任意的 (x1, x2) = (x1, 0) + (0, x2)

f̂ (x1, x2) = f̂ (x1, 0) + f̂ (0, x2) = x1 + x2 f̂ (0, 1)

令 f̂ (0, 1) = β ,并记这个泛函为

fβ(x1, x2) = x1 + βx2

明显地,

| fβ(x1, x2)| ≤ |x1| + |β||x2| ≤ max{1, |β|}||(x1, x2)||1

所以

|| f ||β ≤ max{1, |β|}

因此, f 的有界扩张组成集合 { fβ
∣∣∣ β ∈ R} . 对任意的 |β| ≤ 1 , fβ 都是 f 的保范扩张. �

§4.1.3 练习题十一解答

1. 设 X是赋范线性空间, Y ⊂ X是线性子空间, f 是 Y上的有界线性泛函,则 f 可唯

一地延拓成 Y上的有界线性泛函.

证证证明明明 设 x ∈ Y ,则存在 xn ∈ Y 使得 xn → x . 现定义

f (x) = lim
n→∞

f (xn).
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1) f (x)与 {xn} ⊂ Y的选择无关.

假如 {zn} ⊂ Y也满足 zn → x ,则 γn = zn − zn → 0 ,由于 f 是有界线性泛函，

| f (zn) − f (xn)| = | f (γn)| ≤ || f ||||γn|| → 0

所以 f (x)是唯一确定的。

2) f 是有界线性泛函.

这是因为

| f (x)| = lim
n→∞
| f (xn)| ≤ || f || lim

n→∞
||xn|| = || f ||||x||,∀x ∈ Y.

由于 f (x)是唯一确定的,所以延拓是唯一的. �

(上面习题表明从子空间到闭子空间的延拓是唯一的,所以在Hahn-Banach定理中通

常假定 Y是闭子空间)
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§4.2 第十二讲 有界线性泛函存在定理

教学目的:

给出有界线性泛函的存在定理,并给出几个重要的推论.

本节要点:

有界线性泛函存在性,几个重要推论,几何意义。

§4.2.1 内容提要

定理 4.2.1 (有界线性泛函的存在定理)设 X是赋范线性空间, X∗ 是其对偶空间,则对每

个 x ∈ X , x , θ ,都存在一个 f ∈ X∗ ,使得 || f || = ||x|| , f (x) = ||x||2 .

推论 4.2.1 设 X是赋范线性空间,对每个 x ∈ X ,定义集合

F (x) = { f ∈ X∗
∣∣∣ f (x) = || f ||2 = ||x||2}. (4.2.1)

则 F (x)是非空凸集.

定理 4.2.2 设 M是赋范线性空间 X的子空间, x0 ∈ X\M . 若

h = d(x0,M) = inf
x∈M
∥x0 − x∥ > 0,

则必存在 f ∈ X∗ 满足下列条件:

(i) 对每一个 x ∈ M , f (x) = 0;

(ii) f (x0) = h;

(iii) ∥ f ∥ = 1.

推论 4.2.2 设 X是赋范线性空间, x0 ∈ X , x0 , θ ,则在 X上存在有界线性泛函 f 满足

下列条件:

(i) f (x0) = ∥x0∥;

(ii) ∥ f ∥ = 1.

推论 4.2.3 设 M 是赋范线性空间 X的子空间,则 x0 ∈ M 的充分必要条件是, X上任何

满足 f (x) = 0(x ∈ M)的有界线性泛函 f 必有 f (x0) = 0.

推论 4.2.4 设 X是赋范线性空间,则对每一个 x ∈ X , x的范数可表示为

∥x∥ = sup
f∈X∗, f,0

| f (x)|
∥ f ∥ (4.2.2)

因此,若对 X上的一切有界线性泛函 f 都有 f (x) = 0 ,则 x = θ .

设 f 是线性空间 X上的线性泛函.对于固定的常数 c ,集合

H( f , c) = {x ∈ X
∣∣∣ f (x) = c}
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称为 X中的一个超平面(hyperplane).

若取一点 x0 ∈ H( f , c) ,就有 f (x0) = c ,则

H( f , c) = N( f ) + x0,

其中 N( f ) = {x ∈ X
∣∣∣ f (x) = 0}是 f 的零空间.

若 X 是实线性空间, 则 f 是实线性泛函,满足 f (x) ≤ c 的点 x 可认为都位于超

平面 H( f , c) 的一侧,而满足 f (x) ≥ c 的 点 x 可认为都位于超平面 H( f , c) 的另一侧.

若 X 的子集 A 位于超平面 H( f , c) 的一侧, 并且有一点 x0 ∈ A
∩

H( f , c), 这时说超平

面 H( f , c)在 x0处支撑着 A .

若 f 是赋范线性空间 X 上的有界线性泛函,零空间 N( f ) 是闭的, 因而超平

面 H( f , c)是闭的.

定理4.2.2的几何意义:若 x0 到子空间 M 的距离为 h > 0, 则在 X中存在一个闭超平

面(例如可取 H( f , c) ,其中 0 < c < h , f 为定理4.2.2中满足条件 (i),(ii),(iii)的有界线性泛

函),使得 M与 x0 分别位于此闭超平面的两侧.

设 x0 是赋范线性空间 X中的某一非零元,记 r = ∥x0∥ . 推论4.2.2表明: 在 X中存在一

个在 x0处支撑着闭球 B(θ, r) = {x ∈ X
∣∣∣ ∥x∥ ≤ r} 的闭超平面 H( f , r) (其中 f 是推论4.2.2中

满足条件(i),(ii)的有界线性泛函). 这是因为对每一个 x ∈ B(θ, r)

f (x) ≤ ∥ f ∥ · ∥x∥ = ∥x∥ ≤ r,

并且 x0 ∈ B(θ, r)
∩

H( f , r) .

下面的定理表明线性泛函在几何方面方向的分辨性.

定理 4.2.3 设 X 是赋范线性空间, {x1, x2, · · · , xn} ⊂ X 是一线性无关组,则存在一组泛

函 f1, f2, · · · fn ∈ X∗ ,使得

f j(xk) =

 1, k = j

0, k , j
i, j = 1, 2, · · · , n.

注记 4.2.1 在上面定理中,当 {x1, x2, · · · , xn}是线性无关组,满足性质 f j(xk) = δ jk 的泛函

组 { f1, f2, · · · , fn} ⊂ X∗也是线性无关的. 这一结果表明 X∗的维数不小于 X的维数.

定理 4.2.4 设 X是赋范线性空间,如果 X∗是可分的,则 X也是可分的.

§4.2.2 典型例题

有界线性泛函的存在定理给出赋范线性空间的对偶空间非平凡性。

1)有限维同赋范线性空间的对偶空间是有限维空间;

2)无限维空间的对偶空间是无限维空间;

3) X∗的维数不小于 X的维数。

例 4.2.1 设 X是有限维赋范线性空间, dimX = n ,则 X∗也是 n维赋范线性空间。
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证证证明明明由于 X是 n维线性空间,设 x1, x2, · · · , xn 是 X中的线性无关组,对任意的 x ∈ X ,存

在数组 ak, k = 1, 2, · · · , n使得

x =
n∑

k=1

akxk.

依定理 4.2.3,存在 f j ∈ X∗, j = 1, 2, 3, · · · , n 使得 f j(xk) = δ jk . 于是可得 x 的系数表

示 ak = fk(x) ,因此

x =
n∑

k=1

fk(x)xk.

首先,泛函组 { fk}nk=1 是线性无关的. 事实上,若

α1 f1 + α2 f2 + · · · + αn fn = 0

将其作用于元 x j ,得到 α j = 0 , j = 1, 2, · · · , n .所以它们线性无关.

现对任意的 f ∈ X∗ , x =
n∑

k=1
fk(x)xk ,

f (x) =
n∑

k=1

fk(x) f (xk) =

 n∑
k=1

f (xk) fk

 (x).

所以 f =
n∑

k=1
f (xk) fk . 因此, X∗也是 n维赋范线性空间。 �

例 4.2.2 设 X是无限维赋范线性空间,则 X∗也是无限维赋范线性空间

证证证明明明 设 M 是 X中的线性无关集,且为无穷集. 设 {x1, x2, · · · , xn}是 M 中有限集,依定理

4.2.3,存在 f j ∈ X∗, j = 1, 2, 3, · · · , n使得 f j(xk) = δ jk . 明显地,泛函组 { fk}nk=1 是线性无关

的.

由于线性无关组 {x1, x2, · · · , xn}中元的个数 n无上界,所以泛函 { fk}nk=1 无关组的个数

也无上界。因此, X∗也是无穷维赋范线性空间。 �

§4.2.3 练习题十二解答

1. 设 X是赋范线性空间, x0 ∈ X, x0 , θ ,则存在 f ∈ X∗ ,使得 f (x0) = 1且 ∥ f ∥ = 1
∥x0∥ .

证证证明明明 设 x0 ∈ X, x0 , 0 ,设 Y = span{x0}是一维子空间. 定义 Y上泛函

g(αx0) = α, ∀x = αx0 ∈ Y.

它是 Y上的有界线性算子. 事实上，对于任意的 y1 = α1x0, y2 = α2x0 ,

g(αy1 + βy2) = g(αα1x0 + βα2x0) = αα1 + βα2 = αg(α1x0) + βg(α2x0) = αg(y1) + βg(y2),

g(x0) = 1 并且

∥g∥ = sup
x∈Y.x,0

∥g(x)∥
∥x∥ = sup

x∈Y

|α|
∥αx0∥

=
1
||x0||

.
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由Hahn-Banach定理可得,存在一个 f ∈ X∗使得

1) f (y) = g(y), y ∈ Y ,特别地, f (x0) = g(x0) = 1 ;

2) ∥ f ∥X = ∥g∥Y = 1
∥x0∥ . �

2. 设 X 是赋范线性空间, x0 ∈ X . 若对 X 上一切范数为1的有界线性泛函 f 都有

| f (x0)| ≤ c (常数),则 ∥x0∥ ≤ c .

证证证明明明 定义子空间 Y = {x
∣∣∣ x = αx0, α ∈ K} ,在 Y上定义泛函 f (x) = α∥x0∥, x ∈ Y . 它是子

空间 Y上的线性算子. 事实上,对于任意的 y1 = α1x0, y2 = α2x0 ,

f (αy1 + βy2) = f (αα1x0 + βα2x0) = (αα1 + βα2)∥x0∥ = αα1∥x0∥ + βα2∥x0∥ = α f (y1) + β f (y2).

进一步

∥ f ∥Y = sup
y∈Y,y,0

| f (x)|
∥x∥Y

= sup
y∈Y

|α|∥x0∥
|α|∥x0∥

= 1,

并且 | f (x0)| = ∥x0∥ .由假定条件有 ||x0|| ≤ c . �

3. 设 Y是赋范线性空间 X的闭子空间,具有如下性质: 对每一个 f ∈ X∗ ,若 f (x) = 0(x ∈
Y) ,则必有 f (x) = 0(x ∈ X) ,证明 Y = X .

证证证明明明 假若 Y , X ,由于 Y是 X中的闭子空间,取 x0 ∈ X\Y ,则有 d(x0,Y) = h > 0 . 利

用推论1.2,必存在 f ∈ X∗ 使得 f (x0) = h 及 f (x) = 0, ∀x ∈ Y . 这与题设相矛盾. 所以

Y = X . �

4. 设 X 是赋范线性空间, M ⊂ X . 证明 x0 ∈ spanM , 当且仅当对每一个 f ∈ X∗ ,

若 f |M = 0 ,则必有 f (x0) = 0 .

证证证明明明: ”⇒ ”对 ∀ f ∈ X∗ ,若 f |M = 0 ,即 ∀x ∈ M都有 f (x) = 0 . 对 ∀x̂ ∈ spanM, 有

x̂ = α1x1 + α2x2 + · · · + αnxn, xi ∈ M, αi ∈ K, i = 1, 2, · · · , n

利用 f 的线性性可得 f (x̂) = 0 . 若 x0 ∈ spanM , 依闭包性质存在一列 yi ∈ spanM, i =

1, 2, · · · ,使得 yi → x0 . 而 f (yi) = 0 , f ∈ X∗ ,由 f 的连续性可得 lim
i→∞

f (yi) = f (x0) = 0 .

”⇐ ”假若 x0 < spanM ,则 h = d(x0, spanM) > 0 ,由Hahn-Banach可知:存在 f ∈ X∗使
得 f (x0) = h且 f (x) = 0, x ∈ spanM ,显然 M ⊂ spanM ,所以 f |M = 0 但 f (x0) , 0 ,这与

假定相矛盾的. 所以必有 x0 ∈ spanM . �

5. 设 X是赋范线性空间, x1, x2, · · · xn 是一组线性无关元. a1, a2, · · · , an 是任意给定的一组

数,证明存在 f ∈ X∗使得 f (xk) = ak, k = 1, 2 · · · , n .

证证证明明明: 令 M = span{x1, x2, · · · xn} ,则对 ∀y ∈ M ,存在数组 β j ∈ K , j = 1, 2, · · · , n ,使得

y =
n∑

j=1

β jx j
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设 a1, a2, · · · , an是任意给定的一组数,定义 M上的泛函 f 如下

f (y) =
n∑

j=1

β ja j

明显地, f 是线性泛函,并有不等式

| f (y)| ≤
n∑

j=1

|β j||a j| ≤ max
1≤ j≤n

|a j|
n∑

j=1

|β j|.

应用引理2.3.1,存在 c使得对任意的 y ∈ M

||y|| = ||
n∑

j=1

β jx j|| ≥ c
n∑

j=1

|β j|.

因此,

| f (y)| ≤
max
1≤ j≤n

|a j|

c
||y||.

上式表明 f 是 M 上的有界线性泛函.依照Hahn-Banach泛函延拓定理存在全空间上的有

界线性泛函仍记为 f 当在 M上时有

f (y) =
n∑

j=1

β ja j.

依照上面泛函的表达形式可知: f (xk) = ak, k = 1, 2, · · · , n. �

6. 设 X是Banach空间, B(X)是 X上有界线性算子空间. 证明： [B(X)]∗含有非零元.

证证证明明明 X 是Banach空间,依泛函存在定理, X∗ 中含有非零元。设 x ∈ X , f ∈ X∗ . 对任意

的 T ∈ B(X) ,定义泛函

ρ f ,x(T ) = f (T x),∀T ∈ B(X).

1) ρ f ,x(T )是线性泛函；

这是因为对任意的 T, S ∈ B(X) , α, β ∈ K ,

ρ f ,x(αT + βS ) = f ((αT + βS )x) = α f (T x) + β f (S x) = αρ f ,x(T ) + βρ f ,x(S ).

2) ρ f ,x(T )是有界线性泛函;

直接估计有

|ρ f ,x(T )| = | f (T x)| ≤ || f ||||x||||T ||, ∀T ∈ B(X).

上式蕴含 ||ρ f ,x|| ≤ || f ||||x|| .

3) [B(X)]∗中存在非零线性泛函;

对 x ∈ X , x , θ ,取 f ∈ F (x) (见推论4.2.1),则 ρ f ,x(I) = f (x) = ||x||2 , 0 ,所以这样的

泛函都是非零元。 �
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§4.3 第十三讲 自反空间和伴随算子

教学目的:

给出自反空间和有界线性算子的伴随算子的概念，将伴随看作一种运算,讨论伴随算

子的基本性质。并进一步讨论算子的值域与伴随算子零空间的关系.

本节要点:

自反空间,伴随算子,伴随运算的性质。

§4.3.1 内容提要

设 X是赋范线性空间. 当 X , {θ}时, X的对偶空间 X∗ 中含有充分多的非零元素,

X∗ 是Banach空间. 对空间 X∗ ,它也有对偶空间 (X∗)∗ . 把 X∗ 的对偶空间 (X∗)∗ 称为 X的

二次对偶空间(second dual space或bidual space),记为 X∗∗ ,即 X∗∗ = (X∗)∗ . 类似的,可以定

义 X的三次,四次, · · · 对偶空间,并且分别记为 X∗∗∗,X∗∗∗∗, · · · .

现在讨论 X与 X∗∗之间的关系.对任意的 f ∈ X∗ , x ∈ X ,记

f (x) = ⟨ f , x⟩. (4.3.1)

这种形式称为对偶积. 对偶积(4.3.1 )可以看作是一个二元函数,它可以从两个角度考

虑.当固定 f 让 x 在 X中变动,则在(4.3.1 )式中 f 看作为 X上的有界线性泛函； 若固

定 x让 f 在 X∗ 中变动,则在(4.3.1 )式中 x可看作为 X∗ 上的线性泛函,或者更严格地说,

x对应 X∗上的线性泛函 Fx ,这里 Fx 的定义为

Fx( f ) = ⟨ f , x⟩, ∀ f ∈ X∗. (4.3.2)

若从记号上,应有 Fx( f ) = ⟨Fx, f ⟩ = ⟨x, f ⟩ . 此时,不必区分谁是变量,谁是泛函,也不必区分

谁是第一个变元谁是第二个变元.从这个意义上,对偶积的记法具有一定和优越性. 明显

地,对偶积关于两个变元都是线性的.

引理 4.3.1 对赋范线性空间 X上每一个固定的点 x ,由(4.3.2 )式定义的泛函 Fx 是 X∗上

的有界线性泛函,即 Fx ∈ X∗∗, 并且 ∥Fx∥ = ∥x∥.

于是可定义一个映射

Φ : X→ X∗∗, Φ(x) = Fx, ∀x ∈ X

Φ 称为 X 到 X∗∗ 的典范映射(canonical mapping)或称为自然映射(natural mapping). 映

射 Φ是线性的.

定理 4.3.1 赋范线性空间 X到 X∗∗ 的典范映射 Φ是 X到 X∗∗ 的一个子空间 Φ(X) 上的

等距同构映射.
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定义 4.3.1 设 X和 Y是同一数域上的两个赋范线性空间,若 X与 Y的某个子空间等距

同构(即存在等距同构映射 Φ : X→ Φ(X) ⊂ Y ),则称 X可等距嵌入 Y中(embeddable).

定义 4.3.2 若赋范线性空间 X上的典范映射 Φ是满射,即 Φ(X) = X∗∗, 则 X称为是自

反的空间(reflexive space).

设 T 是赋范线性空间 X到赋范线性空间 Y的有界线性算子. 任取 g ∈ Y∗, 对于每
个 x ∈ X, 则映射 x 7−→ g(T x) . 定义了一个 X上的线性泛函(因为 g和 T 都是线性的),记

为 ĝ ,即 ĝ(x) = g(T x)(x ∈ X) ,或者说 ĝ = gT. 因为

|̂g(x)| = |g(T x)| ≤ ∥g∥∥T x∥ ≤ ∥g∥∥T∥∥x∥,

所以 ĝ是有界的,从而 ĝ ∈ X∗, 并且

∥̂g∥ ≤ ∥g∥∥T∥. (4.3.3)

进一步,对任意的 g ∈ Y∗, 定义映射 g 7−→ ĝ = gT. 此映射是一个从 Y∗ 到 X∗ 的算子,记

为 T ∗ : Y∗ → X∗, 即 T ∗g = ĝ = gT, 或者说,对于每个 x ∈ X , (T ∗g)(x) = (gT )(x) = g(T x).

定义 4.3.3 设X和Y是赋范线性空间, T : X→ Y是有界线性算子.定义 T ∗ : Y∗ → X∗为

T ∗g = gT, ∀g ∈ Y∗, 或者 T ∗g(x) = g(T x), ∀x ∈ X. (4.3.4)

则 T ∗称为 T 的伴随算子(adjoint operator)或称共轭算子.

定理 4.3.2 设 X和 Y是赋范线性空间. 有界线性算子 T : X→ Y的伴随算子 T ∗ : Y∗ →
X∗也是有界线性算子,且 ∥T ∗∥ = ∥T∥.

定理 4.3.3 设 X,Y和 Z是同一数域 K上的赋范线性空间,则下面陈述成立

(1)若 S ,T ∈ B(X,Y) , α, β ∈ K, 则 (αS + βT )∗ = αS ∗ + βT ∗ .

(2)若 T ∈ B(X,Y), S ∈ B(Y,Z), 则 (S T )∗ = T ∗S ∗.

(3)若 T ∈ B(X,Y),T−1存在且 T−1 ∈ B(Y,X), 则 (T ∗)−1存在,且 (T ∗)−1 = (T−1)∗.

定理 4.3.4 设 X和 Y是赋范线性空间, T ∈ B(X,Y), 则 ∥T ∗∗∥ = ∥T∥ ,且 T ∗∗x = T x,∀x ∈
X成立.

若将 X看作为 X∗∗的子空间,则 T ∗∗可看作是 T 的扩张.

设 X,Y是同一数域上的赋范线性空间, T ∈ B(X,Y) ,则 T ∗ ∈ B(Y∗,X∗) .

定义 4.3.4 设 X是赋范线性空间, A ⊂ X是非空子集,记

A⊥ = { f ∈ X∗
∣∣∣ f (x) = 0,∀x ∈ A} (4.3.5)

X∗中的集合 A⊥称为集 A的零化子(annihilator).

设 M ⊂ X∗ ,记集合
⊥M = {x ∈ X

∣∣∣ f (x) = 0,∀ f ∈ M} (4.3.6)

X中的集合 ⊥M称为集 M的零化子(annihilator).
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定理 4.3.5 设 X是赋范线性空间, X∗ 是其对偶空间.设 A ⊂ X , M ⊂ X∗ ,则 A⊥ , ⊥M 分

别是 X , X∗中的闭子空间,此外,还有关系

⊥(A⊥) = spanA, spanM ⊂ (⊥M)⊥; (4.3.7)

当 X是自反空间时,

(⊥M)⊥ = spanM. (4.3.8)

定理 4.3.6 设 X,Y是赋范线性空间, T ∈ B(X,Y) ,则有

R(T )⊥ = N(T ∗), ⊥R(T ∗) = N(T ),

⊥N(T ∗) = R(T ), R(T ∗) ⊂ N(T )⊥.

§4.3.2 典型例题

给定赋范线性空间 X ,利用对偶空间方法可以生成一系列空间, X , X∗ , X∗∗ , X∗∗∗ ,

X∗∗∗∗, · · · ；在嵌入意义下
X ⊂ X∗∗ ⊂ X∗∗∗∗ ⊂ · · ·

X∗ ⊂ X∗∗∗ ⊂ X∗∗∗∗∗ ⊂ · · · .

赋范线性空间 X , Y 之间的有界线性算子,利用伴随算子方法可生成一系列算子 T ,

T ∗ , T ∗∗ , T ∗∗∗ , T ∗∗∗∗, · · · ;在扩张意义下

T ⊂ T ∗∗ ⊂ T ∗∗∗∗ ⊂ · · ·

T ∗ ⊂ T ∗∗∗ ⊂ T ∗∗∗∗∗ ⊂ · · · .

求算子的伴随算子,通常需要知道对偶空间和泛函表示。利用对偶积表示为

⟨ f , T x⟩ = ⟨T ∗ f , x⟩.

自反空间一定是Banach空间,但Banach空间不必是自反空间.

例 4.3.1 (Rn, || · ||2)的对偶空间仍然是 (Rn, || · ||2) ,因此 (Rn, || · ||2)是自反的. 每一个有限

维的赋范线性空间都是自反的.

例 4.3.2 ℓp 和 Lp[a, b](1 < p < ∞)也都是自反的. C[a, b] , c0 , (c) , ℓ1 , ℓ∞ , L1[a, b]以

及 L∞[a, b]等都不是自反的.

例 4.3.3 设 S : Rn → Rm 是一个线性算子.令 {e1, e2, · · · , en}是 Rn 中的一个基,同时也

是 (Rn)∗中的一个基.设 {ẽ1, ẽ2, · · · , ẽm}是 Rm中的一个基,同时也是 (Rm)∗中的一个基.在
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上述给定的基下, S 对应于唯一的 m × n矩阵
t11 t21 · · · tn1

t12 t22 · · · tn2
... · · · · · ·

...

t1m t2m · · · tnm


.

则 S ∗ : (Rm)∗ → (Rn)∗在相应基下的矩阵为
t11 t12 · · · t1m

t21 t22 · · · t2m
... · · · · · ·

...

tn1 tn2 · · · tnm


= S T .

即 S = (ti j)m×n , S ∗ = (t ji)n×m = S T .

从这个例子看到,伴随算子的定义可理解为转置矩阵的概念的推广.

例 4.3.4 设函数 k(s, t)是矩形域 [a, b] × [a, b]上的可测函数,且满足条件∫ b

a

(∫ b

a
|k(s, t)|qdt

)p/q

ds < ∞, 1
p
+

1
q
= 1.

则算子

T f (s) =
∫ b

a
k(s, t) f (t)dt, ∀ f ∈ Lp[a, b]

是 Lp[a, b]到 Lp[a, b]中的有界线性算子,其伴随算子为

T ∗g(t) =
∫ b

a
k(s, t)g(s)ds, ∀g ∈ Lq[a, b].

证证证明明明 我们分成两步来证明.

Step 1. T 是有界线性算子.

对任意的 f ∈ Lp[a, b] ,依范数定义有

||T f ||pp =

∫ b

a
|T f (s)|pds =

∫ b

a

∣∣∣∣∣∣
∫ b

a
k(s, t) f (t)dt

∣∣∣∣∣∣p ds (应用Hölder不等式)

≤
∫ b

a

(∫ b

a
|k(s, t)|qdt

)p/q (∫ b

a
| f (t)|pdt

)
ds

= || f ||pp
∫ b

a

(∫ b

a
|k(s, t)|qdt

)p/q

ds

所以 T 是有界线性算子,且

||T || ≤
∫ b

a

(∫ b

a
|k(s, t)|qdt

)p/q

ds

1/p

.
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Step 2. T 的伴随算子为

T ∗g(t) =
∫ b

a
k(s, t)g(s)ds, ∀g ∈ Lq[a, b].

对任意的 g ∈ (Lp[a, b])∗ = Lq[a, b] ,依泛函表示有

g( f ) =
∫ b

a
f (t)g(t)dt, ∀ f ∈ Lp[a, b].

于是

g(T f ) =
∫ b

a
T f (s)g(s)ds =

∫ b

a
g(s)ds

∫ b

a
k(s, t) f (t)dt

=

∫ b

a

(∫ b

a
k(s, t)g(s)ds

)
f (t)dt = T ∗g( f ), ∀ f ∈ Lp[a, b].

再次利用泛函表示定理得到

T ∗g(t) =
∫ b

a
k(s, t)g(s)ds, ∀g ∈ Lq[a, b].

上式是伴随算子表示. �

例 4.3.5 设函数 k(s, t)是矩形域 [a, b] × [a, b]上的连续函数,积分算子

T f (s) =
∫ b

a
k(s, t) f (t)dt, ∀ f ∈ C[a, b]

是 C[a, b]到其自身的有界线性算子,其伴随算子为

T ∗g(t) =
∫ t

a
dr

∫ b

a
k(s, r)g(s)ds, ∀g ∈ NBV[a, b].

证证证明明明 首先, T 是有界线性算子. 对任意的 g ∈ (C[a, b])∗ = NBV[a, b]有泛函表示

g( f ) =
∫ b

a
f (s)dg(s), ∀ f ∈ C[a, b].

由于对每个 t ∈ [a, b] , k(s, t)是 [a, b]上关于 s的连续函数,所以
∫ b

a k(s, t)dg(s)有意义.于

是

g(T f ) =
∫ b

a
T f (s)dg(s) =

∫ b

a
dg(s)

∫ b

a
k(s, t) f (t)dt

=

∫ b

a

(∫ b

a
k(s, t)dg(s)

)
f (t)dt

=

∫ b

a
f (t)d

(∫ t

a
dr

∫ b

a
k(s, r)dg(s)

)
= T ∗g( f ), ∀ f ∈ C[a, b].

再次利用泛函表示得到

T ∗g(t) =
∫ t

a
dr

∫ b

a
k(s, r)dg(s), ∀g ∈ NBV[a, b].

上式是共轭空间 NBV[a, b]上伴随算子的表示. �



92 第四章 线性泛函存在与延拓定理,有界线性算子伴随算子

例 4.3.6 设空间 X = L1[a, b] ,则 X∗ = L∞[a, b] . 取集 M = C[a, b] ⊂ L∞[a, b] ,则

⊥M =
{

g ∈ L1[a, b]
∣∣∣ f (g) =

∫ b

a
f (t)g(t)dt = 0,∀ f ∈ C[a, b]

}
= {θ}

但有真包含关系

M ⊂ (⊥M)⊥ = L∞[a, b].

注记 4.3.1 值域关系式 R(T )⊥ = N(T ∗) 在有限维空间时有明确的意义,它与代数方

程 T x = y 的可解性紧密相关. T ∗ = T τ , N(T ∗) = { f ∈ Rn
∣∣∣ T τ f = 0} . R(T ) = R(T )。

T x = y可解,充要条件是 f (y) = 0 , f ∈ N(T ∗) .

§4.3.3 练习题十三解答

1. 证明自反空间是Banach空间.

证证证明明明 设 X是自反空间，由定义可知 X = X∗∗ = (X∗)∗ . 由于 (X∗)∗ 是Banach空间, 从

而 X是 Banach空间. �

2. 证明Banach空间 X是自反的充分必要条件是 X的任一闭子空间是自反的.

证证证明明明 ”⇒ ”假设 X自反空间， Y是 X任一闭子空间,对任意的 f ∈ X∗ ,定义 Y上的线

性泛函 fY
fY (x) = f (x), x ∈ Y,

而 | fY (x)| = | f (x)| ≤ ∥ f ∥∥x∥ ,所以 fY ∈ Y∗ ,也就是 Y∗ ⊃ X∗ . 因此 Y∗∗ ⊂ X∗∗ .

注意到总有 Y ⊆ Y∗∗ ⊆ X∗∗ = X ,所以 Y∗∗是 X的一子空间。为证 Y = Y∗∗，定义有

界线性算子 T : X∗ → Y∗, T ( f ) = fY ,此时有 T ∗ : Y∗∗ → X∗∗ = X . 对每个 y∗∗ ∈ Y∗∗ ,

T ∗y∗∗ = xy存在,且 xy ∈ X = X∗∗ . 由于 T ∗y∗∗ ∈ X∗∗ ,对任意的 f ∈ X∗ ,

f (xy) = T ∗y∗∗( f ) = y∗∗(T f ) = y∗∗( fY ), ∀ f ∈ X∗.

如果 xy < Y ,由 Hahn-Banach定理可知：存在 f 1 ∈ X∗ 使得 f 1(x) = 0, x ∈ Y ,且 f 1(xy) =

1 . 所以有 T f 1 = f 1
Y = 0 . 另一方面，依照前面的等式有

1 = f 1(xy) = T ∗y∗∗( f 1) = y∗∗(T f 1) = y∗∗( f 1
Y ) = 0,

这是一个矛盾. 因此 Y = Y∗∗ .

” ⇐ ”假定 X 的任一闭子空间是自反的. 取 x0 ∈ X, x0 , 0 , 存在 f0 ∈ X∗ 使
得 f0(x0) = 1。考虑 f 的零空间

N( f0) = {x ∈ X
∣∣∣ f0(x) = 0}.

由于 f 连续, N( f0)是 X的闭子空间. 则对任意的 x ∈ X , x可以写成如下形式

x = f0(x)x0 + y, y ∈ N( f0).
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对任意的 f ∈ X∗ ,

f (x) = f0(x) f (x0) + f (y) = ( f (x0) f0)(x) + f
∣∣∣N( f0)(y),

所以 f = f (x0) f0 + f1 ,这里 f1 = f
∣∣∣N( f0) 表示泛函 f 在子空间 N( f0) 上的限制. 注意

到 N( f0) ⊂ X ,则有 X∗ ⊂ [N( f0)]∗ (见第一部分证明). 由题意可知 N( f0) = [N( f0)]∗∗ . 因

此对任意的 x∗∗ ∈ X∗∗ ,使得

x∗∗( f ) = x∗∗( f (x0) f0 + f1) = f (x0)x∗∗( f0) + x∗∗( f1).

由于 N( f0)自反性，存在 y ∈ N( f0)使得

f1(y) = x∗∗( f1), ∀ f1 ∈ N( f0)∗ ∩ X∗.

因此

x∗∗( f ) = x∗∗( f0) f (x0) + f1(y) = f (x∗∗( f0)x0 + y), ∀ f ∈ X∗,

即

x∗∗ = x∗∗( f0)x0 + y ∈ X, y ∈ N( f0).

特别地还有 f0(x∗∗) = x∗∗( f0) . 因此, X∗∗ = X ,且

x∗∗ = f0(x∗∗)x0 + y, y ∈ N( f0).

明显地, Jx = x∗∗是 X到 X∗∗的等距同构映射. �

3. 证明 Banach空间 X是自反的充分必要条件是 X∗是自反的. (提示:可利用上题的结论)

证证证明明明 : ”⇒ ”由于 X自反，有 X = X∗∗ ,从而 X∗ = (X∗∗)∗ = X∗∗∗ = (X∗)∗∗ ,必要性得证;

” ⇐ ” 由于 X∗ 是自反的, 所以有 X∗ = (X∗)∗∗ . 此时 (X∗)∗ = X∗∗ = X∗∗∗∗ , 所以

有 X∗∗ 是自反的. 而 X 在等距同构意义下 X ⊂ X∗∗ , 并且由于 X 是Banach空间，所

以 X 是 X∗∗的闭子空间，利用上题可知 X是自反的. �

4.证明无限维赋范空间的对偶空间也是无限维空间.

证证证明明明 对任意的 n ∈ N ,由于 X是无限维的,则存在一个线性无关组

e1, e2, · · · en ∈ X.

令 Y = span{e1, e2, · · · , en} , Y是 X的有限维子空间,应用Hahn-Banach定理， 存在有界

线性泛函 f1, f2, · · · fn ∈ X∗使得

fi(e j) = δi j =

 1, i = j;

0, i , j.

则 f1, f2, · · · , fn是空间 X∗中一线性无关组. 事实上,若
n∑

i=1

βi fi(x) = 0, ∀x ∈ X,
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此时取 x = e j ,就有

β j =

n∑
i=1

βi fi(e j) = 0, j = 1, 2. · · · , n.

因此 { f1, f2, · · · , fn} ⊂ X∗ 是线性无关组. 由 n ∈ N的任意性，所以 X∗是无限维空间. �

5. 证明 ℓ1不是自反空间.(提示:可利用习题3结论.)

证证证明明明 利用反证法。假如 ℓ1是自反空间，即 (ℓ1) = (ℓ1)∗∗ . 由于 ℓ1是可分的,即 (ℓ1)∗∗可

分,由上题可知 (ℓ1)∗ = ℓ∞ 是可分的。但 ℓ∞是不可分的,矛盾。因此, ℓ1不是自反空间.

�

6. ℓ2上的左移算子 A : ℓ2 → ℓ2定义为

Ax = (ξn+1, ξn+2, · · · ), x = (ξ1, ξ2, · · · ) ∈ ℓ2.

求算子 A的伴随算子 A∗ .

7. 算子 T : L2[a, b]→ L2[a, b]定义如下

T f (t) =
∫ t

a
q(s) f (s)ds, ∀ f ∈ L2[a, b]

其中 q ∈ L2[a, b] ,求算子 T 的伴随算子 T ∗ .

解解解 对任意的 g ∈ L2[a, b] =
(
L2[a, b]

)∗
,依泛函表示定理,

⟨g,T f ⟩ =
∫ b

a
g(t)dt

∫ t

a
q(s) f (s)ds =

∫ b

a
f (s)q(s)ds

∫ b

s
g(t)dt = ⟨T ∗g, f ⟩

由泛函表示定理得到

T ∗g(s) = q(s)
∫ b

s
g(t)dt.
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§4.4 第十四讲 特殊算子的伴随算子

教学目的:

主要讨论两类算子: 紧线性算子和具有闭值域的算子. 作为伴随算子的特殊形式,讨

论子空间的对偶空间与商空间的对偶空间.

本节要点:

紧算子的伴随算子的性质,闭值域算子伴随算子的性质,子空间的对偶空间,商空间

的对偶空间。

§4.4.1 内容提要

定理 4.4.1 有限秩线性算子的伴随算子是有限秩线性算子.

定理 4.4.2 设 X 和 Y 是同一数域 K 上的赋范线性空间, T ∈ K(X,Y) ,那么 T ∗ ∈
K(Y∗,X∗) .

定义 4.4.1 设 X,Y是Banach空间, T ∈ B(X,Y) . 如果 R(T )是 Y中的闭集，则称 T 为具

有闭值域的算子,简称闭值域算子.

定理 4.4.3 设 X,Y是Banach空间, T ∈ B(X,Y) . 如果 T 是闭值域算子,则存在常数 m >

0使得对每个 y ∈ R(T ) ,存在相应的一个 x ∈ X使得 T x = y ,且 ||x|| ≤ m||y|| .

定理 4.4.4 设 X,Y是Banach空间, T ∈ B(X,Y) . 如果 T 是闭值域算子,则伴随算子 T ∗ 也

是闭值域算子,并且 R(T ∗) = N(T )⊥ .

定理 4.4.5 (Dieudonné定理) 设 X 是Banach空间, M ⊂ X 是闭子空间. 那么 M∗ 与

X∗/M⊥等距同构.

定理 4.4.6 (Dieudonné定理) 设 X 是Banach空间, M ⊂ X 是闭子空间. 那么 [X/M]∗ 与

M⊥等距同构.

§4.4.2 典型例题

紧线性算子与具有闭值域的有界线性算子是两类具有特殊性质算子,它们在伴随运

算下仍属于同一类。

例 4.4.1 设 X,Y是赋范线性空间,且 X紧嵌入 Y) ,则 Y∗紧嵌入 X∗

证证证明明明我们考虑嵌入映射 E : X→ Y

Ex = x, ∀x ∈ X

||Ex||Y ≤ ||E||||x||X
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对任意的 g ∈ Y∗ , x ∈ X ,

g(Ex) = g(x) = E∗g(x), ∀x ∈ X

即 E∗g = g,∀g ∈ Y∗ ,所以 E∗ : Y∗ → X也是嵌入映射。由于 X紧嵌入 Y) , E是紧线性算

子,依定理 4.4.2, E∗ : Y∗ → X∗也是紧线性算子。所以, Y∗紧嵌入 X∗ . �

例 4.4.2 设 X,Y是赋范线性空间, T ∈ B(X,Y)是单射,且具有闭值域.则

||x||T = ||T x||Y, ∀x ∈ X

是 X上的一个等价范数.

证证证明明明我们先验证 ||x||T 满足范数公理.

1) 对任意的 x ∈ X , ||x||T ≥ 0 . 如果 ||x||T = ||T x||Y = 0 ,则 T x = θ ,由于 T 是单射,必

有 x = θ .

2) 对任意的 α ∈ K ,

||αx||T = ||T (αx)||Y = |α||T x||Y = |α|||x||T

3) 对任意的 x, z ∈ X ,

||x + z||T = ||T x + Tz||Y ≤ ||T x||Y + ||Tz||Y = ||x||T + ||z||T .

所以 ||x||T 是 X上定义的一个范数.

明显地, ||x||T ≤ ||T ||||x|| ,依定理4.4.3,存在 m > 0使得 ||T x|| ≥ 1
m ||x|| . 由此得到

1
m
||x|| ≤ ||x||T ≤ ||T ||||x||, ∀x ∈ X

所以 ||x||T 是 X上的一个等价范数。 �

如果 T 不是单射,如上证明 ||x||T 是商空间 X/N(T )上的一个等价范数。

§4.4.3 练习题十四解答

1. 设 X是数域 K上的赋范线性空间. 设 y1, y2, · · · , yn 是 X中的线性无关组, 泛函 fk ∈
X∗, k = 1, 2, · · · , n满足条件 fk(x j) = δk j,∀ j, k ∈ {1, 2, · · · , n} ,其中 x1, x2, · · · , xn 是 X中的

另一线性无关组. 证明有限秩算子

T x =
n∑

k=1

fk(x)yk, x ∈ X

的伴随算子的值域 R(T ∗)也是 n维的.

证证证明明明 设 y1, y2, · · · , yn 是 X 中的线性无关组, 泛函 fk ∈ X∗, k = 1, 2, · · · , n 满足条件
fk(x j) = δk j,∀ j, k ∈ {1, 2, · · · , n} ,其中 x1, x2, · · · , xn是 X中的另一线性无关组.

T x =
m∑

k=1

fk(x)yk, ∀x ∈ X.
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首先我们证明 R(T )是 n维空间. 由于对每个 x j ,

T x j =

m∑
k=1

fk(x j)yk = y j, j = 1, 2, · · · , n.

所以 R(T ) = span{y1, y2, · · · , yn} .

对任意的 g ∈ Y∗ ,依伴随算子的定义有

T ∗g(x) = g(T x) =
m∑

k=1

fk(x)g(yk) =

 m∑
k=1

g(yk) fk

 (x), ∀x ∈ X.

因此

T ∗g =
m∑

k=1

g(yk) fk.

这表明 R(T ∗) ⊂ span{ f1, f2, · · · , fm} ,所以 F∗ 也是有限秩算子. 依定理4.2.3,存在泛函 g j ∈
X∗使得 gk(y j) = δk j,∀ j, k ∈ {1, 2, · · · , n} . 所以 T ∗g j = f j ,于是 R(T ∗) = span{ f1, f2, · · · , fn} .
由于 { f1, f2, · · · , fn}是线性无关的,所以 R(T ∗)也是 n维的. �

注记 4.4.1 泛函 fk ∈ X∗, k = 1, 2, · · · , n满足条件 fk(x j) = δk j,∀ j, k ∈ {1, 2, · · · , n} ,实际上

已经蕴含 x1, x2, · · · , xn 是 X的线性无关性. 同时也蕴含 { f1, f2, · · · , fn}的线性无关性. 没

有这个条件,不能保证算子 T 的值域是 n维的.

2. 设 X是Banch空间. T : X→ X是紧线性算子,证明

1) N(I − T )是有限维的;

2) R(I − T )是闭的.

证证证明明明 我们依序证明.

(1) 算子 I − T 的零空间,

N(I − T ) = {x ∈ X
∣∣∣ (I − T )x = 0}

如果N(I − T ) = {θ} ,结论成立。假定N(I − T ) , {θ} ,则其是 X的闭子空间,设 SN (0, 1)表

示 N(I − T ) 中的单位球面 则有 SN (0, 1) = TSN (0, 1) ,由于 T 是紧线性算子, 所

以 TSN (0, 1)是列紧集,由有限维空间的特征性质可知 N(I − T ) 是有限维空间。

(2) 设 {yn} ⊂ R(I − T ) ,且 yn → y . 则存在点列 xn ∈ X使得

yn = (I − T )xn, ∀n ∈ N.

不妨假定 {xn}是有界点列, 则 {T xn}是列紧的,存在收敛的子列 {T xn j} ,设 T xn j → z, j →
∞ ,于是

xn j = T xn j + yn j → z + y, j→ ∞.

再利用算子 (I − T )的连续性, (I − T )xn j = (I − T )(z + y) ,于是有

y = lim
j→∞

yn j = (I − T )xn j = (I − T )(z + y)

所以 y ∈ R(I − T ) ,即 R(I − T )是闭的. �
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注记 4.4.2 在前面的证明中,我们假定 {xn}是有界点列. 如果要更完整地证明这个结论,

我们还需证明

(1)对每个 y ∈ R(I − T ) ,其解集

S (y) = {x ∈ X
∣∣∣ (I − T )x = y}

存在一个元 x(y) ∈ S (y)达到最小范数,即

||x(y)|| = inf
x∈S (y)

||x||.

(2)存在常数 m > 0使得

||x(y)|| ≤ m||y||| ∀y ∈ R(I − T ).

第一个陈述容易证明,关于第二个陈述,可利用反证法. 假如这样的 m不存在,对每

个 n存在 yn ∈ R(I − T )

||x(yn)|| ≥ n||yn||

则 ||yn ||
||x(yn)|| → 0 ,

x(yn)
||x(yn)|| = T

x(yn)
||x(yn)|| +

yn

||s(yn)||

由于 T x(yn)
||x(yn)|| 存在收敛的子列,可设 T x(yn)

||x(yn)|| → z ,由上面可得 x(yn)
||x(yn)|| → z ,再利用算子的

连续性得 (I − T )z = 0 . 于是

(I − T )(x(yn) − ||x(yn)||z) = yn

利用第一个断言应有

||x(yn)|| ≤ ||x(yn) − ||x(yn)z||.

由此得到 ∥∥∥∥∥ x(yn)
||x(yn)|| − z

∥∥∥∥∥ ≥ 1

这与 x(yn)
||x(yn)|| → z 相矛盾. 因此, 第二个陈述也成立. 按照定理4.4.3, 这实际上已经证

明, R(I − T )是闭的.

由于这两个断言的证明要求技巧太强,所以可假定 {xn}是有界点列.
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§5.1 第十五讲 一致有界定理–共鸣定理

教学目的:

介绍Banach空间上有界线性算子列的一致有界性原理,讨论有界线性算子列收敛的充

要条件。

本节要点:

有界线性算子一致有界性定理,有界性算子列的收敛定理

§5.1.1 内容提要

有界算子序列的两种有界性的概念.

定义 5.1.1 设 X和 Y是赋范线性空间, Tn ∈ B(X,Y), (n ∈ N).

1) 若对每个 x ∈ X 序列 {∥Tnx∥} 是有界的,即存在(仅与 x 有关的) 常数 Mx, 使

得 ∥Tnx∥ ≤ Mx,∀n ∈ N, 则称算子序列 {Tn}是强有界的(strongly bounded).

2) 若序列 {∥Tn∥} 是有界的,即存在常数 M, 使得 ∥Tn∥ ≤ M,∀n ∈ N, 则称算子序
列 {Tn}是一致有界的(uniformly bounded).

引理 5.1.1 设 X 是Banach空间, fn 是 X 上的连续泛函 (n ∈ N). 若对每个 x ∈ X , 序

列 { fn(x)}是有界的,则序列 { fn(x)}必在某一闭球上一致有界,即存在 M > 0, 使得对此闭

球中的一切点 x及 n ∈ N 都有 | fn(x)| ≤ M .

定理 5.1.1 (一致有界定理, Banach-Steinhaus定理) 设 X是Banach空间, Y是赋范线性

空间, Tn ∈ B(X,Y), (n ∈ N). 若对每个 x ∈ X, 序列 {∥Tnx∥}是有界的,则数列 {∥Tn∥}是有
界的. 即如果对每个 x ∈ X ,

sup
n∈N
||Tnx|| < ∞, (5.1.1)

则必有

sup
n∈N
||Tn|| < ∞. (5.1.2)

推论 5.1.1 设X是Banach空间,Y是赋范线性空间, Tn ∈ B(X,Y), (n ∈ N). 如果 sup
n∈N
||Tn|| =

∞ ,则至少存在一点 x0 ∈ X使得 sup
n∈N
||Tnx0|| = ∞.

定理 5.1.2 设 X 是Banach空间, Y 是赋范线性空间, Tn ∈ B(X,Y), (n ∈ N). 若对每

个 x ∈ X , 序列 {Tnx} 都收敛 T x ,即 T x = lim
n→∞

Tnx, (x ∈ X) ,则有 T ∈ B(X,Y) ,且 ∥T∥ ≤
lim inf

n→∞
∥Tn∥.

99
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定理 5.1.3 (算子列收敛定理) 设 X和 Y都是Banach空间, Tn ∈ B(X,Y), (n ∈ N). 则存

在 T ∈ B(X,Y)使得对每个 x ∈ X都有 lim
n→∞

Tnx = T x, 当且仅当下列两个条件同时成立:

(1) {∥Tn∥, n ∈ N}是有界的;

(2)在 X的某个稠密集 A的每个元素 x上,序列 {Tnx}收敛.

§5.1.2 典型例题

一致有界定理的本质是：在Banach空间点点有界蕴含一致有界。其反面是：如果不

一致有界,则必在某一点上无界。这一结果给出有界性的充分条件,同时给出判定有

界与无界的方法。

算子列的收敛性定理给出有界线性算子列的极限仍为有界线性算子的充要条件。利

用这一结果,可用来研究算子的有界性,通常作法是将其视为某个算子列的极限。

例 5.1.1 设 1 < p < ∞ 且 1
p +

1
q = 1. 若 a = {ak} 满足如下条件:对每个 x = {ξk} ∈ ℓp

皆有
∞∑

k=1
αkξk < ∞, 则 a ∈ ℓq.

证证证明明明 对每个 n ∈ N ,定义泛函

fn(x) =
n∑

k=1

αkξk, x = {ξk} ∈ ℓp.

明显地, fn是线性泛函. 由Hölder不等式

| fn(x)| ≤
 n∑

k=1

|αk|q


1
q
 n∑

k=1

|ξk|p


1
p

≤
 n∑

k=1

|αk|q


1
q

∥x∥,

故 fn ∈ (ℓp)∗, (n ∈ N).

对每个 x ∈ ℓp, 定义 ℓp上的线性泛函 f ,

f (x) =
∞∑

k=1

αkξk, ∀x = {ξx} ∈ ℓp. (5.1.3)

依假定条件, f 对每个 x ∈ ℓp 有意义.显然 lim
n→∞

fn(x) = f (x) . 而 ℓp 是Banach空间,应用定

理5.1.2得到 f ∈ (ℓp)∗ = ℓq.

取 en = (0, 0, 0, · · · ,
nth

1 , 0, · · · ) , 则有 f (en) = αn(n ∈ N).在 (ℓp)∗ 与 ℓq 的等距同构下

f 对应于 a = (α1, α2, · · · ), 故 a ∈ ℓq. �

注记 5.1.1 在上面例子中,由(5.1.3 )定义的线性泛函 f ,由于不知道 α = (α1, α2, · · · )的性
质,所以不能直接断定 f 是有界线性泛函. 这里是把它看作是一列有界线性泛函的极限来

得到 f 的有界性.

作为一致有界定理在实际问题中的应用,讨论两个例子,重点在于如何将实际问题与

抽象理论相结合。
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例 5.1.2 在在在Fourier级级级数数数理理理论论论中中中的的的应应应用用用

以 2π为周期的连续函数 x(t)可展成Fourier级数

x(t) ≈ a0

2
+

∞∑
n=1

(an cos nt + bn sin nt), (5.1.4)

其中Fourier系数 
an =

1
π

∫ 2π
0 x(t) cos ntdt, n = 0, 1, 2, · · ·

bn =
1
π

∫ 2π
0 x(t) sin ntdt, n = 1, 2, · · · .

(5.1.5)

对每个连续数 x(t) ,它的Fourier级数是否处处收敛?

定理 5.1.4 任给 t0 ∈ [0, 2π] ,则存在实值连续函数,它的Fourier级数在 t0 发散.从而函

数 x(t)的连续性不能推出 x(t)的Fourier级数处处收敛性.

证证证明明明 记 C2π 为以 2π为周期的实值连续函数的全体组成的集合.按通常函数的线性运算

及范数

∥x∥∞ = max
0≤t≤2π

|x(t)|,

C2π是一个Banach空间.由于 C2π中的元素皆以 2π为周期,所以不失一般性可设 t0 = 0.

对每个 x ∈ C2π , 令 fn(x) 为 x 的Fourier级数的前 n 项部分和在 t = 0 点的值。

由(5.1.4 )和(5.1.5 ),并且注意到当 t = 0时正弦项为0而余弦项为1,于是得到

fn(x) =
1
2

a0 +

n∑
k=1

ak =
1
π

∫ 2π

0
x(t)

1
2
+

n∑
k=1

cos kt

 dt. (5.1.6)

为简化上式,直接计算得到

2 sin
1
2

t
n∑

k=1

cos kt =
n∑

k=1

[
− sin

(
k − 1

2

)
t + sin

(
k +

1
2

)
t
]

= − sin
1
2

t + sin
(
n +

1
2

)
t.

上式两边同除以 sin 1
2 t再加1,得到

1 + 2
n∑

k=1

cos kt =
sin

(
n + 1

2

)
t

sin 1
2 t

.

令 qn(t) = sin (n+ 1
2 )t

sin 1
2 t

,当 t = 0时,定义 qn(0) = lim
t→0

q(t) = 2n + 1. 则 qn ∈ C2π . 这时(5.1.6 )式

变形为

fn(x) =
1

2π

∫ 2π

0
x(t)qn(t)dt. (5.1.7)

可以证明,对每个 n ∈ N ,泛函 fn是 C2π上的有界线性泛函,且

∥ fn∥ =
1

2π

∫ 2π

0
|qn(t)|dt.
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当 t ∈ (0, 2π]时,有
∣∣∣sin 1

2 t
∣∣∣ < 1

2 t. 令 v =
(
n + 1

2

)
t, 则

∥ fn∥ =
1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣∣∣∣∣∣
sin

(
n + 1

2

)
t

sin 1
2 t

∣∣∣∣∣∣∣∣ dt >
1
π

∫ 2π

0

∣∣∣∣sin
(
n + 1

2 t
)∣∣∣∣

t
dt

=
1
π

∫ (2n+1)π

0

| sin v|
v

dv =
1
π

2n∑
k=0

∫ (k+1)π

kπ

| sin v|
v

dv

≥ 1
π

2n∑
k=0

1
(k + 1)π

∫ (k+1)π

kπ
| sin v|dv

=
2
π2

2n∑
k=0

1
k + 1

→ ∞ (n→ ∞).

至此证明了:(i) C2π是Banach空间; (ii) sup
n≥1
∥ fn∥ = ∞.

依照推论5.1.1, 必存在 x0 ∈ C2π 使得 { fn(x0)} 发散. 这就证明了 C2π 中有一

元 x0的Fourier级数在 t = 0处发散. �

例 5.1.3 机机机械械械求求求积积积公公公式式式的的的收收收敛敛敛问问问题题题在定积分的数值计算中,提出的问题是如何计算定

积分
∫ b

a x(t)dt. 依定积分定义,可取区间 [a, b]上一组分点,即

a = t(n)
0 < t(n)

1 < · · · < t(n)
n = b.

在每个小区间上 [xk−1, x − k] , 取 ξ(n)
k , 作和

n∑
k=1

x(ξ(n)
k )∆xk 。 如果 x 是Riemann可积的,

当 n充分大时,逼近于
∫ b

a x(t)dt . 前面的和式是矩形近似代替,也可用梯形法作近似代替

求积.求积分问题一般化归结为:

在实Banach空间 C[a, b]中,对每个 n ∈ N ,定义泛函 fn ,对每个 x ∈ C[a, b]

fn(x) =
n∑

k=0

α(n)
k x(t(n)

k ), (n ∈ N), (5.1.8)

这里 α(n)
0 , α(n)

1 , · · · , α(n)
n 是 n + 1个实数, t(n)

0 , t(n)
1 , · · · , t(n)

n 是区间 [a, b] 的分划

a ≤ t(n)
0 ≤ t(n)

1 ≤ · · · ≤ t(n)
n ≤ b.

在实际计算中,选定系数 α(n)
0 , α(n)

1 , · · · , α(n)
n , fn(x)作为定积分的近似值.公式(5.1.8 )称为

机械求积公式.

问题是: 当系数 {α(n)
k } 满足什么条件时, 由公式(5.1.8 )中定义的泛函 fn 对每个 x ∈

C[a, b] , fn(x) 收敛于定积分
∫ b

a x(t)dt.

下面的定理给出了机械求积公式收敛的充要条件.

定理 5.1.5 对任意的 x ∈ C[a, b] (实空间), 由(5.1.8 )式定义的机械求积公式 fn(x) 收敛

于
∫ b

a x(t)dt的充分必要条件是下列二条件成立:

(i). 存在常数 M > 0, 使得
n∑

k=0
|α(n)

k | ≤ M(n ∈ N);

(ii). 对每一个多项式 p ∈ P[a, b] , fn(p)→
∫ b

a p(t)dt, (n→ ∞).
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证证证明明明 对于任意的实数 α(n)
0 , α(n)

1 , · · · , α(n)
n 及

a ≤ t(n)
0 ≤ t(n)

1 ≤ · · · ≤ t(n)
n ≤ b.

首先,由(5.1.8 )式定义的泛函 fn是 C[a, b]上的有界线性泛函,且

∥ fn∥ =
n∑

k=0

|α(n)
k |. (5.1.9)

事实上,明显地有

| fn(x)| ≤
 n∑

k=0

|α(n)
k |

 ∥x∥, ∀x ∈ C[a, b],

故 fn 是有界的,且 ∥ fn∥ ≤
n∑

k=0
|α(n)

k |. 另一方面,对每一个 n ∈ N, 可选取 [a, b]上的连续函

数 xn(t), 使得 ∥xn∥ = 1且

xn(t(n)
k ) = sign(α(n)

k ), k = 0, 1, · · · , n,

于是 | fn(x)| =
n∑

k=0
|α(n)

k |, 故 ∥ fn∥ ≥
n∑

k=0
|α(n)

k |.因此(5.1.9 )成立.

其次,泛函 f :

f (x) =
∫ b

a
x(t)dt, ∀x ∈ C[a, b]

是有界线性泛函.

由Weierstrass逼近定理知, P[a, b]在 C[a, b]中稠密.对泛函 fn, f 应用定理5.1.3,可得

要求的结果. �

§5.1.3 练习题十五解答

1.若 {xn} 是 Banach空间 X 中的序列, 使得对每个 f ∈ X∗ , { f (xn)} 是有界数列, 则

{∥xn∥}是有界的.

证证证明明明 对每个 n ∈ N ,定义泛函

Fxn( f ) := f (xn), ∀ f ∈ X∗.

则有 Fxn ∈ X∗∗ ,且 ||Fxn || = ||xn|| . 由假设， ∀ f ∈ X∗ ,都有 f (xn) = Fxn( f )是有界的,从而

sup
n≥1
|Fxn( f )| < ∞

X∗ 是Banach空间，由一致有界原理可得 sup
n≥1
∥Fxn∥ < ∞ 有界。而 ∥xn∥ = ∥Fxn∥ , 所以

{||xn||}是有界的. �

对每个 f ∈ X∗ ,集 { f (xn)}是有界的,称为弱有界性; {||xn||}有界，称为强有界,此题

表明弱有界与强有界是等价的.
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2. 设 a = {ak} . 若对每个 x = {ξk} ∈ c0皆有
∞∑

i=1
ξiai < ∞ ,则 a ∈ ℓ1 .

证证证明明明 定义 c0上的泛函

fn(x) =
n∑

k=1

ξkak, x = {ξk} ∈ c0,

易见，

| fn(x)| ≤
n∑

k=1

|ak| max
1≤k≤n

|ξk| ≤
n∑

k=1

|ak|∥x∥∞,

所以 fn是 c0上的有界线性泛函,进一步还有 || fn|| =
n∑

k=1
|ak| .

由假定，对每一个 x = {xik} ∈ c0皆有
∞∑

n=1
ξnan < ∞ ,定义一个 c0上的线性泛函

f (x) =
∞∑

i=1

ξiai, x = {ξk}.

而对每个 x ∈ c0都有

f (x) =
∞∑

i=1

ξiai = lim
n→∞

fn(x),

利用一致有界原理可得 || f || ≤ lim inf
n→∞

|| fn|| ,即 f ∈ (c0)∗ = ℓ1 . 由泛函表示可知, f 对应

于 a = {ak} ,从而 a ∈ ℓ1 . �

3. 设 X和 Y是Banach空间, Tn ∈ B(X,Y)(n ∈ N) ,则下列各条等价:

(i) {||Tn||}是有界的.

(ii) 对每一个 x ∈ X , {Tnx}是有界的.

(iii) 对每一个 x ∈ X及每一个 g ∈ Y∗ , {g(Tnx)}是有界的.

证证证明明明 (i)⇒ (ii) 因为 {∥Tn∥}是有界的,所以对任意 x ∈ X ,有

∥Tnx∥ ≤ ∥Tn∥∥x∥ ≤ M∥x∥,

即 {∥Tnx∥}是有界的.

(ii)⇒ (iii) 对于任意的 g ∈ Y∗ ,有 ∥g∥ ≤ M . 由于对任意的 x ∈ X ,都有 {∥Tnx∥}是
有界的,即 ∥Tnx∥ < N . 从而有

|g(Tnx)| ≤ ∥g∥∥Tnx∥ ≤ MN,

从而 {|g(Tnx)|}是有界的.

(iii)⇒ (i) 对任意的 x ∈ X ,及每一 g ∈ Y∗ ,都有

g(Tnx) = T ∗ng(x),∀x ∈ X.

由假定

sup
n≥1
||T ∗ng(x)|| = sup

n≥1
|g(Tnx)| < ∞.
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利用一致有界原理可得

sup
n≥1
∥T ∗ng∥ < ∞

对每个 g ∈ Y∗ ,再一次应用一致有界原理得 sup
n≥1
∥T ∗n∥ < ∞. 注意到等式 ||T ∗n || = ||Tn||，因

此 {∥Tn∥}是有界的. �

对算子列而言，(i)表示算子列一致有界， (ii)表示强有界， (iii)表示弱有界。上题

表明三个有界性是一致的.

4. 设 f (x) 是 [a, b] 上的可测函数,若对任意的 g ∈ L2[a, b] , 积分
∫ b

a f (x)g(x)dx 有限,证

明 f ∈ L2[a, b] .

证证证明明明 定义函数列

[ f ]n(x) = {
f (x), | f (x)| < n

n, f (x) ≥ n

−n, f (x) ≤ −n

明显地, [ f ]n(x)是 [a, b]上的有界可测函数,且

lim
n→∞

[ f ]n(x) = f (x), a.e.,

定义有界线性泛函

Fn(g) =
∫ b

a
[ f ]n(x)g(x)dx, ∀g ∈ L2[a, b]

对每个固定的 n

||Fn||2 =
∫ b

a
|[ f ]n(x)|2dx

对每个固定的 g ∈ L2[a, b] , Fatu引理表明

lim
n→∞

Fn(g) =
∫ b

a
f (x)g(x)dx.

即有

sup
n
|Fn(g)| < ∞.

L2[a, b]是完备空间,应用一致有界定理表明

sup
n
||Fn|| < ∞.

进一步应用算子列收敛定理,

F(g) =
∫ b

a
f (x)g(x)dx,∀g ∈ L2[a, b]

是有界线性泛函.由泛函表示定理 , f ∈ L2[a, b]. �
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§5.2 第十六讲 几种收敛性

教学目的:

介绍赋范线性空间中元列,算子列和泛函列的几种收敛性概念。各种不同的收敛性

及其关系是泛函分析研究的重要内容,在理论研究和应用上都十分重要。

本节要点:

元列的收敛性,算子列的收敛性,泛函列的收敛性,弱收敛性。

§5.2.1 内容提要

对于赋范线性空间中元素的序列,有下面两种收敛的概念.

定义 5.2.1 设 X是赋范线性空间, {xn}是 X中的序列.

(1) 若存在 x ∈ X ,使得 lim
n→∞
∥xn − x∥ = 0, 则称序列 {xn} 是强收敛的(strongly

convergent),记为 lim
n→∞

xn = x , 或 xn
s→ x. 这时, x称为 {xn}的强极限,并且称 {xn}强收敛

于 x .

(2) 若存在 x ∈ X, 使得对每个 f ∈ X∗ 都有 lim
n→∞

f (xn) = f (x) .则称序列 {xn}为弱收

敛的(weakly convergent),记为 (w) lim
n→∞

xn = x . 或 xn
w→ x. 这时, x称为 {xn}的弱极限,并且

称 {xn}弱收敛于 x .

序列 {xn}的强收敛实际上是序列 {xn}在空间范数下的收敛. 对于弱收敛的序列,有下

面的性质.

定理 5.2.1 若赋范线性空间 X中的序列 {xn}弱收敛于 x ,则

(1) {xn}的弱极限 x是唯一的;

(2) 序列 {∥xn∥}是有界的.

推论 5.2.1 设 {xn} 是赋范线性空间 X 中的序列. 若对每个 f ∈ X∗ , supn | f (xn)| <
∞ ,则 supn ||xn|| < ∞ .

关于序列的强收敛与弱收敛的关系,有下面的定理.

定理 5.2.2 设 {xn}是赋范线性空间 X中的序列.

(1) 若 {xn}强收敛于 x ,则 {xn}弱收敛于 x .

(2) 若 X是有限维的, {xn}弱收敛于 x ,则 {xn}强收敛于 x .

如果序列强收敛,则其必弱收敛,并且强极限与弱极限是一致的;下面的定理表明强

和弱收敛点列的性质在有界线性算子映射下的不变性.

定理 5.2.3 设 X,Y是同一数域 K上的赋范线性空间, T ∈ B(X,Y) .

(1) 若 {xn} ⊂ X是强收敛的,则 {T xn} ⊂ Y也是强收敛的；



第二节 第十六讲 几种收敛性 107

(2) 若 {xn} ⊂ X是弱收敛的,则 {T xn} ⊂ Y也是弱收敛的.

当算子具有特殊性质时,收敛性可能发生变化.

定理 5.2.4 设 X是赋范线性空间, Y是Banach空间, T ∈ K(X,Y) . 若 {xn}是弱收敛的,

则 {T xn}是强收敛的.

当空间具有某些特殊性质时,元列的性质也可能发生变化.

定理 5.2.5 (Schur定理)在 ℓ1中,强收敛与弱收敛等价.

算子序列有三种收敛概念.

定义 5.2.2 设 X和 Y是赋范线性空间, {Tn} ⊂ B(X,Y) , T 是 X上的线性算子.

(1) 若 {Tn}在算子范数下收敛于 T ,即 ∥Tn − T∥ → 0, 则称算子序列 {Tn}是一致收敛
的(uniformly convergent),记为 limn→∞ Tn = T,或 Tn

u→ T.

(2) 若对每个 x ∈ X, 序列 {Tnx}在 Y中强收敛于 T x, 则称算子序列 {Tn}是强收敛
的(strongly convergent),记为 (s) limn→∞ Tn = T, 或 Tn

s→T.

(3) 若对每个 x ∈ X序列 {Tnx}在 Y中弱收敛于 T x, 则称算子序列 {Tn}是弱收敛
的(weakly convergent),记为 (w) limn→∞ Tn = T, 或 Tn

w→T.

定理 5.2.6 设 X和 Y是赋范线性空间, Tn ∈ B(X,Y), (n ∈ N) , T 是 X上的线性算子.

(1) 若 {Tn}一致收敛于 T ,则 T ∈ B(X,Y) ;

(2) 若 {Tn}一致收敛于 T ,则 {Tn}强收敛于 T ;

(3)若 {Tn}强收敛于 T ,则 {Tn}弱收敛于 T .

下面的定理给出算子列弱收敛于 T ,并保障 T 是有界线性算子的条件.

定理 5.2.7 设 X 是Banach空间, Y 是赋范线性空间, Tn ∈ B(X,Y)(n ∈ N) . 若 Tn
w→T ,

则 T ∈ B(X,Y) .

注记 5.2.1 算子列的一致收敛性大多能保持算子的一些性质,比如紧算子列的一致极

限是紧算子,但强收敛的的算子列并不能保持这种性质. 紧算子列的强极限不必是紧算

子,比如具有Schauder基的空间,其部分和算子总是有限秩算子,从而是紧算子,但其强极限

是单位算子.

定义 5.2.3 设 X和 Y是赋范线性空间, Tn ∈ B(X,Y), (n ∈ N) .

(1) 若 lim
n,m→∞

||Tn − Tm|| = 0 ,则称 {Tn}为一致Cauchy列;

(2) 若对每个 x ∈ X , lim
n,m→∞

||Tnx − Tmx|| = 0 ,则称 {Tn}为强Cauchy列;

(3) 若对每个 x ∈ X , g ∈ Y∗ , lim
n,m→∞

|g(Tnx) − g(Tmx)| = 0 ,则称 {Tn}为弱Cuachy列.

当 Y 是Banach空间时, B(X,Y) 是Banach空间, 一致Cauchy 列 Tn ∈ B(X,Y) 的极

限 T 存在; 对强Cauchy列 Tn ∈ B(X,Y) , Y 完备性只能保证强极限 T 存在,但不保证

T ∈ B(X,Y) . 对于弱Cauchy算子列 Tn ∈ B(X,Y) ,弱极限的存在性仍是一个问题.

线性泛函序列的几种收敛的概念.
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定义 5.2.4 设 X是赋范线性空间, { fn}是 X∗中的序列.

(1) 若存在 f ∈ X∗, 使得 lim
n→∞
∥ fn − f ∥ = 0, 则称 { fn}是强收敛的(strongly convergent),

记为 lim
n→∞

fn = f ,或 fn
s→ f .

(2) 若存在 f ∈ X∗, 使得对每个 F ∈ X∗∗ 有 lim
n→∞

F( fn) = F( f ), 则称 { fn}是弱收敛

的(weakly convergent),记为 (w) limn→∞ fn = f 或 fn
w→ f .

(3) 若存在 f ∈ X∗, 使得对每个 x ∈ X有 limn→∞ fn(x) = f (x), 则称 { fn}是弱 ∗ 收敛

的(weak ∗ convergent),记为 (w∗) limn→∞ fn = f , 或 fn
w∗→ f .

定理 5.2.8 设 X是赋范线性空间, { fn}是 X∗中的序列.

(1) 若 { fn}是强收敛的,则 { fn}必是弱收敛的；

(2) 若 { fn}是弱收敛的,则 { fn}必是弱 ∗收敛的.

定理 5.2.9 设 X是Banach空间, fn ∈ X∗(n ∈ N), 则存在 f ∈ X∗ 使 { fn} 弱 ∗ 收敛于 f 的

充分必要条件是下列两个条件同时成立.

(1) {∥ fn∥}是有界的.

(2) 对于 X中的稠密子集 A的每个元素 x ,序列 { fn(x)}收敛.

定义 5.2.5 设 X是赋范线性空间, M ⊂ X . 若 M 中的任意点列 {xn}都存在弱收敛的子
列 {xnk } ,则称 M是弱序列紧的(weak sequentially compact).

若 M ⊂ X是弱序列紧的,则 M是有界集. 每个弱序列紧集的弱极限点都存在. 由于强

收敛的序列是弱收敛的,因此强列紧集必是弱序列紧集.

对于对偶空间不仅有弱列紧性,还可用弱 ∗收敛来定义弱 ∗序列紧.

定义 5.2.6 设 X 是赋范线性空间, Ω ⊂ X∗ . 若 Ω 中的任意点列 { fn} 都存在子序
列 { fnk }弱 ∗收敛于某个 f ∈ X∗, 则称 Ω是弱 ∗序列紧的(weak ∗ sequentially compact).

定理 5.2.10 (Alaoglu定理) 若赋范线性空间 X 是可分的, 则对偶空间 X∗ 中每个有界

集 Ω都是弱 ∗序列紧的 (这里 Ω有界是指数集 {∥ f ∥
∣∣∣ f ∈ Ω}有界.)

推论 5.2.2 设 X是可分的自反Banach空间,则 X中每个有界集 Ω都是弱序列紧的.

§5.2.2 典型例题

对一般的赋范线性空间 X,Y ,空间中的元列,算子列,泛函列的各种收敛性是不同的。

同时由Cauchy列定义的完备性也不相同。

Tn ∈ B(X,Y)强收敛于 T , 并不能保证 T 是有界线性算子; 当 X是Banach空间时,

T 是有界线性算子. 同样地,若 Tn ∈ B(X,Y)弱收敛于 T ,也不保障 T 是有界线性算

子.

例 5.2.1 在 ℓp(1 < p < ∞)空间中, en 表示 ℓp 中其第 n个坐标为1其余坐标皆为零的元

素.关于序列 {en, n ∈ N} ⊂ ℓp, 有如下的结论.
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(1) {en, n ∈ N}弱收敛于零元 θ . 因为对任意的 f ∈ (ℓp)∗, f 对应于 ℓq (这里 1
p +

1
q =

1 )中的一个元 (α1, α2, · · · )满足

f (en) = αn → 0 (n→ ∞).

(2) ∥en∥ = 1, 故 {en, n ∈ N}不是强收敛的.

强收敛的算子序列不一定一致收敛,弱收敛的算子序列不一定强收敛.

例 5.2.2 在 ℓp(1 ≤ p < ∞)中,定义“左平移”算子 Tn : ℓp → ℓp 使得对每个 x = {ξk} ∈
ℓp,

Tnx = {ξm+k} = (ξn+1, ξn+2, · · · ).

则算子序列 {Tn}强收敛于零算子,但 {Tn}不一致收敛于零算子.

事实上,对每一个 x = (ξ1, ξ2, · · · ) ∈ ℓp, 由于 ∥x∥p =
∞∑

i=1
|ξi|p < +∞, 则

∥Tnx∥ =
 ∞∑

i=n+1

|ξi|p


1
p

→ 0 (n→ ∞),

故 {Tn}强收敛于零算子.

{Tn}在 ℓp 上不是一致收敛的,因为它若收敛,则必与强极限相同.但对任意的 n ∈ N,
∥Tnen+1∥ = ∥e1∥ = 1, 这里 en 是 ℓp 中其第 n个坐标为1其余坐标皆为零的元素,故 ∥Tn∥ ≥
1 . 因此, {Tn}不一致收敛于零算子. �

弱收敛但上不强收敛.

例 5.2.3 在 ℓp(1 < p < ∞) 中, 定义“右平移”算子 Tn : ℓp → ℓp 使得 对每一个 x =

(ξ1, ξ2, · · · ) ∈ ℓp

Tnx = (0, 0, · · · , 0︸      ︷︷      ︸
n个0

, ξ1, ξ2, · · · ),

则算子序列 {Tn}弱收敛于零算子. 但是 {Tn}在 ℓp上不强收敛.

事实上,对每一个 x = (ξ1, ξ2, · · · ) ∈ ℓp 及每一个 f ∈ (ℓp)∗ , f 对应于 ℓq (这里 1
p +

1
q =

1 )中的一个元素 (α1, α2, · · · ), 使得 f (en) = αn, (n ∈ N). 当 n→ ∞时

f (Tnx) =
∞∑

k=1

ξkαk+n ≤
 ∞∑

k=1

|ξk|p


1
p
 ∞∑

k=n+1

|αk|q


1
q

→ 0,

故 {Tn}弱收敛于零算子.

但是 {Tn}在 ℓp上不是强收敛的.因为对于 x = (1, 0, 0, · · · ) ∈ ℓp, 当 m , n时

∥Tmx − Tnx∥ = (1p + 1p)
1
p = 2

1
p .

这表明序列 {Tnx}不是Cauchy列,不可能收敛. �
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§5.2.3 练习题十六解答

1. 若 {xn} ⊂ C[a, b]且 xn
w→ x ∈ C[a, b] ,则 {xn} 逐点收敛于 x ,即对每一点 t ∈ [a, b] 有

xn(t)→ x(t) .

证证证明明明 对每一点 t ∈ [a, b] ,定义泛函 ft(x) = x(t)，那么 ft(x)是空间C[a,b]的有界线性泛

函. 事实上,

| ft(x)| = |x(t)| ≤ max
s∈[a,b]

|x(s)| ≤ ∥x∥∞.

由于 xn
w→ x ∈ C[a, b] ,所以 | ft(xn) − ft(x)| = |xn(t) − x(t)| → 0 ,即对于每一点 t ∈ [a, b]有

xn(t)→ x(t) . �

在 C[a, b]中，强收敛⇒ 弱收敛⇒ 逐点收敛,由此看到逐点收敛是非常弱的一种

收敛性.

2.设X和Y是赋范线性空间, T ∈ B(X,Y) , {xn} ⊂ X , x0 ∈ X .若 xn
w→ x0 ,则 T xn

w→T x0 .

证证证明明明 由于 T ∈ B(X,Y) ,所以对于任意的 f ∈ Y∗ , T ∗ f ∈ X∗ . 由 xn
w→ x0可知,对于任意

的 g ∈ X∗ , lim
n→∞

g(xn) = g(x) ,所以

lim
n→∞

T ∗ f (xn) = T ∗ f (x), g = T ∗ f .

因此

lim
n→∞

f (T xn) = lim
n→∞

T ∗ f (xn) = T ∗ f (x) = f (T x),

由上式可知, T xn
w→T x0 . �

3. 设 X是赋范线性空间. {xn} ⊂ X, Y = span{xn}, x0 ∈ X . 若 xn
w→ x0 ,则 x0 ∈ Y .

证证证明明明 若 x0 < Y ,那么有 h = d(x0,Y) > 0 ,所以由Hahn-Banach定理可知，存在 f0 ∈ X∗使
得 f0(x0) = 1且 f0(x) = 0, ∀x ∈ Y ,所以 | f0(xn)− f0(x0)| = |0− 1| = 1,∀n ∈ N . 而 xn

w→ x0 ,

那么对于任意的 f ∈ X∗都有
| f (xn) − f (x0)| → 0.

这与 f0的取法相矛盾. 从而 x0 ∈ Y . �

集 Y ⊂ X，对每个点列 xn ∈ Y ,若 xn
s→ x ,都有 x ∈ Y ,则称 Y是强闭集(也就是通

常意义下的闭集)。若 xn
w→ x ,都有 x ∈ Y ,则称 Y为弱闭集. 一般来说，强闭集不必是

弱闭集，比如 ℓ1 中的单位球面是强闭集，但不是弱闭集，因为Schauder基序列 {en}总
是弱收敛于 0的。

上题表明，当 Y是子空间时， Y的强闭子空间与它是弱闭子空间是等价的.

4. 设 X 是赋范线性空间, E ⊂ X∗ 且 spanE = X∗ , {xn} 是 X 中的序列, x ∈ X .

若 supn ∥xn∥ < ∞ 且对任意的 f ∈ E 有 f (xn)→ f (x) ,则 xn
w→ x .
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证证证明明明 由于 spanE = X∗ ,对任意的 f ∈ X∗ ,存在泛函列 fk ∈ spanE , k ∈ N使得 fk → f (强

收敛). 即对任给的 ε > 0 ,存在 N1 > 0 ,当 k > N1时,

|| fk − f || ≤ ε

3M

其中 M = max{sup
n
||xn||, ||x||} .

对每个 f ∈ X∗ ,

| f (xn) − f (x)| ≤ | fk(xn) − f (xn)| + | fk(xn) − fk(x)| + | fk(x) − f (x)| < 2ε
3
+ | fk(xn) − fk(x)|

对 k > N1 时成立. 固定 k > N1 ,由于 fk ∈ spanE ，存在 E 中有限个元 gs, s = 1, 2, · · · ,m ∈
E使得

fk =
m∑

s=1

αsgs, αs ∈ K.

由题意可知对每个 g ∈ E有 g(xn)→ g(x) ,所以有 fk(xn)→ fk(x) . 从而有

lim sup
n→∞

| f (xn) − f (x)| ≤ 2ε
3
+ lim

n→∞
| fk(xn) − fk(x)| ≤ ε.

由 ε的任意性，所以 lim
n→∞

f (xn) = f (x) ,即 xn
w→ x . �

5. 设 X和 Y是赋范线性空间, Tn,T ∈ B(X,Y)(n ∈ N) . 证明 {Tn}一致收敛于 T 的充分

必要条件是,对任意的 ε > 0 存在一个仅与 ε有关的正整数 N ,使得对一切 n > N 以及

X中一切范数为1的元素 x有

∥Tnx − T x∥ < ε.

证证证明明明 ” ⇒ ”因为 Tn 一致收敛到 T , 所以对 ∀ε > 0 存在 N(ε) 满足当 n > N 时有

∥Tn − T∥ < ε . 所以对于范数为1的元素 x有

∥Tnx − T x∥ ≤ ∥Tn − T∥∥x∥ = ∥Tn − T∥ < ε.

” ⇐ ”若存在一仅与 ε有关的正整数 N(ε) ,使得对一切 n > N 以及 X中的一切范数

为1的元素 x有 ∥Tnx − T x∥ < ε，那么有

||Tn − T || = sup
∥x∥=1
∥Tnx − T x∥ = sup

∥x∥=1
∥(Tn − T )x∥ ≤ ε,

从而 {Tn}一致收敛到 T . �

6. 设 X是赋范线性空间, fn ∈ X∗(n ∈ N) . 若 { fn}弱 ∗ 收敛于 f ∈ X∗ ,则 { fn}的弱 ∗ 极

限是唯一的.

证证证明明明 设 f , g都是 { fn}的弱 ∗ 极限.由 { fn}弱 ∗ 收敛于 f ∈ X∗ ,那么对于任意的 x ∈ X
有

g(x) = lim
n→∞

fn(x) = f (x).

所以 g(x) = f (x),∀x ∈ X . 即 g = f . �
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§5.3 第十七讲 开映射定理

教学目的:

Banach空间线性算子理论中另外一个主要定理,即开映射定理。 由开映射定理可以

得到Banach空间“逆算子定理”，这些定理在理论与实际中都有广泛的应用。

本节要点:

开映射定理,逆算子定理,范数等价定理

§5.3.1 内容提要

定义 5.3.1 设 X 和 Y 是度量空间(或者更一般地可设为拓扑空间), 映射 f : X →
Y .若 X中的每个开集 G的象 f (G)是 Y中的开集,则 f 称为开映射(open mapping).

引理 5.3.1 设 X 和 Y 是Banach空间. 若 T ∈ B(X,Y) 是满射, 则 X 的单位开球 B0 =

B(θ, 1)的像 T (B0)必含有一个以 θ ∈ Y为中心的开球.

定理 5.3.1 (开映射定理)设 X和 Y是Banach空间, T ∈ B(X,Y) . 若 T : X → Y是满射,

则 T 是开映射.

定理 5.3.2 (逆算子定理)设 X和 Y是Banach空间, T ∈ B(X,Y) . 若 T : X → Y是双射,

则 T 的逆算子 T−1 : Y→ X也是有界线性算子.

推论 5.3.1 (范数等价定理) 设 (X, ∥ · ∥1) 和 (X, ∥ · ∥2) 是两个Banach空间. 若存在常

数 c1 > 0使得

∥x∥2 ≤ c1∥x∥1, ∀x ∈ X.

则存在 c2 > 0使得

∥x∥1 ≤ c2∥x∥2, ∀x ∈ X

即范数 ∥ · ∥1与 ∥ · ∥2是等价的.

定理 5.3.3 设 X,Y是Banach空间, T ∈ B(X,Y) ,且 R(T )是闭的. 则存在常数 c > 0使得

||T x|| ≥ c d(x,N(T )), ∀x ∈ X. (5.3.1)

注记 5.3.1 如果条件(5.3.1 )成立,则算子 T 的值域也是闭的,所以(5.3.1 )成为算子 T 具有

闭值域的充要条件.

定理 5.3.4 设 X 是Banach空间, 则存在 X 的两个闭子空间 M,N 使得 X 有直和分解

X = M ⊕ N 的充要条件是 X拓扑同构于 M × N .

推论 5.3.2 设 X是Banach空间, X有拓扑直和分解 X = M ⊕ N ,则 X的范数等价于乘积

空间 M × N 的范数,即存在常数 c > 0使得

c(||m|| + ||n||) ≤ ||x|| ≤ ||m|| + ||n||, ∀x = m + n ∈ X. (5.3.2)
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§5.3.2 典型例题

开映射定理,逆算子定理,范数等价定理在实际中有广泛应用。定理中要求的条件是

重要的如果条件不满足结果可能不对。

例 5.3.1 设 X = (C[a, b], || · ||∞) ,线性空间 Y定义如下

Y = {x ∈ C1[a, b]
∣∣∣ x(a) = 0}

在 Y中取范数 ||x||∞ , (Y, || · ||∞)是赋范线性空间.

积分算子

G(x) =
∫ t

a
x(s)ds, x ∈ C[a, b] = X.

G : X→ Y是有界线性算子,且为双射, G的逆算子是微分算子 D

Dy(t) = y′(t), y ∈ Y

是无界线性算子.

上例表明：两个空间间的线性同构映射(双射)不必为有界可逆的.

例 5.3.2 设线性空间 X = C[a, b] ,在 X上定义两个范数

||x||∞ = max
t∈[a,b]

|x(t), ||x||1 =
∫ b

a
|x(t)|dt.

(1) 空间 (X, || · ||∞)是Banach空间, (X, || · ||1)是赋范线性空间.

(2) 对任意的 x ∈ X ,且有不等式

∥x∥1 ≤ (b − a)||x||∞.

X中的范数 ||x||∞与 ||x||1不等价.

上例表明：同一线性空间上定义的两个范数不必等价。

§5.3.3 练习题十七解答

1. 设 X是Banach空间, M和 N 都是 X的闭子空间,且 M ∩ N = {θ} . 则 M ⊕ N 是闭子空

间的充要条件 M ⊕ N 的范数与 M × N 的范数等价。

证证证明明明充分性. 假定 M ⊕ N 的范数与 M × N 的范数等价,即存在数 c > 0使得

c(||m|| + ||n||) ≤ ||m + n|| ≤ ||m|| + ||n||, ∀x = m + n ∈ M ⊕ N.

则映射 Jx = (m, n), x = m + n ,是有界可逆的,即 M ⊕ N 与 M × N 拓扑同构. 由于 M , N 都

是 X 的闭子空间,从而是Banach空间,所以 M × N 是Banach空间. 而 M ⊕ N 拓扑同构

于 M × N ,所以 M ⊕ N 也是Banach空间,它是 X的闭子空间. 充分性得证。
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必要性：假定 M ⊕N是 X的闭子空间,由于 X是Banach空间,则 M ⊕N也是Banach空

间. 则 M × N 也是Banach空间. 在 M ⊕ N 上定义新的范数, ||x||∗ = ||m|| + ||n|| ,明显地,

||x|| ≤ ||x||∗

依范数等价定理存在 c > 0使得

c(||m|| + ||n||) ≤ ||m + n|| ≤ ||m|| + ||n||, ∀x = m + n ∈ M ⊕ N.

即两个范数等价。 �

2. 设 X , Y是Banach空间, T : X→ Y是有界线性算子,单射. 在 X上定义新的范数

||x||1 = ||T x||Y, ∀x ∈ X.

证明 ||x||1与 ||x||等价的充要条件 R(T )是 Y中的闭集.

证证证明明明充分性.假定 R(T )是 Y中的闭集.由于 Y是Banach空间,则 R(T )也是Banach空间。

T : X→ R(T )是双射,逆算子定理表明 T−1 : R(T )→ X是有界线性算子,所以

||x|| = ||T−1T x|| ≤ ||T−1||T x||

对任意的 x ∈ X ,有
1
||T−1|| ||x|| ≤ ||x||1 ≤ ||T ||||x||.

所以两个范数等价.

必要性:假定两个范数等价,即存在正常数 c使得

c||x|| ≤ ||x||1 ≤ ||T ||||x||, ∀x ∈ X.

左半边不等式是

||T x|| ≥ c||x||,∀x ∈ X.

对任意的 yn ∈ R(T ) , yn → y ,存在 xn ∈ X , yn = T xn ,由上式得到

||yn − ym|| ≥ c(||xn − xm||)

所以 {xn}是 X中的基本点列,存在极限 x ∈ X使得 xn → x ,于是利用算子 T 的连续性有

yn = T xn → y = T x.

即 R(T )是 Y中的闭集. �
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§5.4 第十八讲 闭图象定理

教学目的:

讨论Banach空间理论中另一个主要定理,即闭图象定理。本质上讲,开映射定理与闭

图象定理两个定理是等价的，从应用角度,闭图象定理更便于在实际中应用。

本节要点:

闭图象定理,算子有界定理

§5.4.1 内容提要

定义 5.4.1 设 X和 Y是赋范线性空间,映射 T : D(T ) ⊂ X → Y . 乘积空间 X × Y ,按照

范数 ∥(x, y)∥ = ∥x∥ + ∥y∥成为赋范线性空间. X × Y中的集合

G(T ) = {(x,T x)
∣∣∣ x ∈ D(T )} (5.4.1)

称为映射 T 的图象(graph). 若 G(T ) 是 X × Y 中的闭集, 则称 T 有闭图象,或称 T 为

闭映射,闭算子. 若 T 是既是闭映射又是线性算子,则称 T 为闭线性算子(closed linear

operator).。

引理 5.4.1 设 X和 Y是赋范线性空间,映射 T : D(T ) ⊂ X→ Y . 则 T 是闭映射当且仅当

∀xn ∈ D(T ), (n ∈ N), 若 xn → x, T xn → y =⇒ x ∈ D(T ), T x = y. (5.4.2)

推论 5.4.1 设 X 和 Y 是赋范线性空间, T : D(T ) ⊂ X → Y 是闭映射, 若 T 是可逆

的,则 T−1 : R(T )→ X也是闭映射.

注意到

G(T−1) = {(y, T−1y)
∣∣∣ y ∈ R(T )} = {(T x, x)

∣∣∣ x ∈ D(T )}

上面推论结果是明显的.

引理 5.4.2 设 X 和 Y 是赋范线性空间, T : D(T ) ⊂ X → Y 是线性算子. 若 T 是有界

的,且 D(T )是 X中的闭集,则 T 是闭算子. 特别地,当 D(T ) = X时,若 T 是有界线性算

子,则 T 是闭算子.

例 5.4.1 设 X 是赋范线性空间,若 M 是 X 中的稠密子空间且 M , X, 则恒等算

子 IM : M → M ⊂ X是有界线性算子.但是,只要取 x ∈ X\M 和序列 {xn} ⊂ D(IM) = M, 使

得 xn → x, 应用引理5.4.1便可知 IM : D(IM)→ X不是闭算子.

定理 5.4.1 (闭图象定理)设 X和 Y是Banach空间, T : D(T ) ⊂ X → Y是闭线性算子.

若D(T )是 X中的闭集,则 T 是有界的.

推论 5.4.2 设 X 和 Y 是Banach空间, T : X → Y 是线性算子, 则 T 是闭算子当且仅

当 T 是有界算子.
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推论 5.4.3 设 X和 Y是Banach空间, T : D(T ) ⊂ X → Y是闭线性算子. 若 N(T ) = {θ} ,

R(T ) = Y ,则 T−1 : Y→ D(T )是有界线性算子.

§5.4.2 典型例题

闭图象定理及其推论常常被用来证明线性算子的有界性以及无界算子逆算子的有界

性。

在有些算子表达式中,根据现有的条件可能无法直接估计它是有界线性算子,则可利

用闭算子定理来证明它是有界线性算子。

例 5.4.2 考察微分算子 D : D(D) → C[0, 1], 这里 D(D) = C1[0, 1] 是闭区间 [0, 1]上连

续可微函数的组成的集合,它是 C[0, 1]的子空间.对每个 f ∈ D(D)

(D f )(t) = f ′(t) =
d f (t)

dt
.

D是无界的闭算子.

事实上,取任意的 fn ∈ D(D)(n ∈ N)使得 fn → f 以及 D fn = f ′n → g. 由于 C[0, 1]中

元列的收敛等价于 [0, 1]上函数列的一致收敛,因此在下面的运算过程中,极限运算与积

分运算可以交换次序,即∫ t

0
g(s)ds =

∫ t

0
lim
n→∞

f ′n(s)ds = lim
n→∞

∫ t

0
f ′n(s)ds

= lim
n→∞

( fn(t) − fn(0)) = f (t) − f (0).

于是有

f (t) = f (0) +
∫ t

o
g(s)ds.

这表明 f ∈ D(D)且 D f = f ′ = g. 所以 T 是闭算子. �

例 5.4.3 设 1 < p, p′ < ∞ , (αi j)是无穷矩阵满足下面条件

(1) 对每个 i ∈ N ,均有
∞∑
j=1

|αi j|q < ∞
(

1
p
+

1
q
= 1

)

(2) 对任意的 x = {ξ j} ∈ ℓp, 以

ηi =

∞∑
j=1

αi jξ j (i ∈ N)

为坐标的元素 y = (η1, η2, · · · ) ∈ ℓp′ .

定义算子 T x = y,∀x ∈ ℓp. 则 T : ℓp → ℓp′ 是有界线性算子.

证证证明明明 显然, T 是线性算子,定义域 D(T ) = ℓp 是闭的. 要证 T 是连续的,由闭图象定理只

需证明 T 是闭算子. 假设 {xn} ⊂ ℓp满足条件

xn → x0, T xn → y.
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记

xn = (ξ(n)
1 , ξ(n)

2 , · · · ), T xn = (η(n)
1 , η(n)

2 , · · · )(n ∈ N),

x0 = (ξ(0)
1 , ξ(0)

2 , · · · ), y = (η1, η2, · · · ).

由于 ℓp中点列的收敛可推出点列按坐标收敛. 因此由 T xn → y可得,对每个固定的 i ∈ N ,

η(n)
i → ηi n→ ∞. (5.4.3)

另一方面,当令 T x0 = (η(0)
1 , η(0)

2 , · · · )时,对每个 i ∈ N ,由Hölder不等式有

|η(n)
i − η

(0)
i | =

∣∣∣∣∣∣ ∞∑j=1
αi j(ξ

(n)
j − ξ

(0)
j )

∣∣∣∣∣∣
≤

( ∞∑
j=1
|αi j|q

) 1
q
( ∞∑

j=1
|ξ(n)

j − ξ
(0)
j |p

) 1
p

=

( ∞∑
j=1
|αi j|q

) 1
q

∥xn − x0∥ → 0 (n→ ∞),

由此推出

η(n)
i → η(0)

i (n→ ∞, i ∈ N). (5.4.4)

由极限的唯一性及(5.4.3 )与(5.4.4 ),则得 ηi = η
(0)
i (i ∈ N), 即 y = T x0.由引理5.4.1知, T 是

闭算子,推论5.4.2表明 T 是有界线性算子. �

注记 5.4.1 在前面例子中,第二个条件等价于,对每个 {ζk} ∈ ℓq′ ( 1
p′ +

1
q′ = 1 ),

∞∑
ζkηk =

∞∑
k=1

ζk(
∞∑
j=1

αk jξ j) < ∞.

实际上,设 ηk =
∑∞

j=1 αk jξ j, k ∈ N ,对每个 z = {ζk} ∈ ℓq′ ,

fn(z) =
n∑

k=1

ηkζk

是有界线性泛函,且

fn(z) =
n∑

k=1

ηkζk →
∞∑

k=1

ηkζk, n→ ∞.

一致有界定理(算子列收敛定理)表明 f ∈ ellp′ ,即 f = {ηk} ∈ ℓp′ .

例 5.4.4 (线性微分方程组解的连续依赖性)考虑一个 n阶非齐次线性常微分方程

an(t)x(n)(t) + an−1(t)x(n−1)(t) + · · · + a1(t)x′(t) + a0(t)x(t) = y(t), t ∈ (a, b), (5.4.5)

这里 ak ∈ C[a, b] , an(t) > 0 , x(k)(t)表示 x的 k阶导数 (k = 0, 1, 2, · · · , n) .

设 S 表示方程(5.4.5 )的初始条件

S : x(a) = x′(a) = · · · = x(n−1)(a) = 0. (5.4.6)
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(或者多点边界条件

S : x(t1) = x(t2) = · · · = x(tn) = 0, 这里(a = t1 < · · · < tn = b). (5.4.7)

常微分方程理论中的Picard定理指出:若对每个 y ∈ C[a, b] 都存在唯一的解 x ∈
Cn[a, b], 则此解 x(t)是连续依赖于函数 y(t)的.

现在验证这一结论. Cn[a, b] 表示 [a, b] 上所有 n 阶连续可微函数的全体, 其中元

素 x的范数定义为

∥x∥d =
n∑

k=0

max
a≤t≤b

|x(k)(t)|.

易验证 (Cn[a, b], ∥ · ∥d)是Banach空间.令

X = {x ∈ Cn[a, b]
∣∣∣ x满足条件 S }.

易见 X是 Cn[a, b]的闭子空间,从而 X也是完备的. (C[a, b], || · ||∞)是Banach空间.

定义算子 T : X→ C[a, b], 对每个 x ∈ X

T x = anx(n) + an−1x(n−1) + · · · + a1x′ + a0x.

则 T 是线性算子. 方程(5.4.5 )解的存在及唯一性表明 T 是双射. 对每个 x ∈ X ,容易得到

∥T x∥∞ ≤ max
1≤k≤n

||ak∥∞∥x∥d,

故 T 是有界的. 应用逆算子定理, T−1 : C[a, b]→ X存在且连续.因此当 [a, b]上的连续函

数 y(t)有一微小变化时,相应的满足条件 S (初始条件或边界条件)的解 x(t) 以及它的各

阶导函数 x′(t), · · · , x(n)(t)一致地有微小的变化. 这就是解 x(t)对 y(t)的连续依赖性.

在实际应用中,往往仅对 C[a, b] 的某些特殊的函数(例如多项式)可以求出解.对

于 y ∈ C[a, b] ,欲求对应的解 x ∈ X ,可取多项式 pm 使 pm → y. 若 xm ∈ X是 pm 对应的

解,依解对 y的连续依赖性知, xm → x. �

注记 5.4.2 在对例5.4.4讨论时,采用了与微分同阶的空间 X ,微分表达式是有界线性算

子. 如果在空间 C[a, b]中直接讨论,微分算子具有定义域

D(T ) = {x ∈ Cn[a, b]
∣∣∣ x满足条件 S } ⊂ C[a, b],

T x = anx(n) + an−1x(n−1) + · · · + a1x′ + a0x.

直接验证可知 T 是无界闭线性算子, R(T ) = C[a, b] , N(T ) = {0} ,应用推论5.4.3,

T−1 : C[a, b]→ D(T ) ⊂ C[a, b]是有界线性算子,也得到要求的结论.
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§5.4.3 练习题十八解答

1. 设 X和 Y是赋范线性空间, T : D(T ) ⊂ X→ Y是闭线性算子. 若 T−1存在,则 T−1也

是闭线性算子.

证证证明明明 设 X和 Y是赋范空间, T : D(T ) ⊂ X→ Y是闭线性算子。

(证法1) 若 T−1 存在,易知 T−1 线性算子. 设 T−1 : R(T ) → D(T ) ,对 yn ∈ R(T )，

若 yn → y 且 T−1yn → x , 要证 y ∈ R(T ), T−1y = x. 令 xn = T−1yn , 那么有 xn → x ,

T xn = yn → y ,由于 T 是闭线性算子,则有 x ∈ D(T ) 并且 T x = y ,这时有 y ∈ R(T ) 并且

T−1y = x ,所以按照闭算子的定义可知， T−1也是闭线性算子.

(证法2) 在乘积空间 X × Y与乘积空间在 Y × X间定义算子 Φ

Φ(x, y) = (y, x) ∀(x, y) ∈ X × Y.

易见Φ是X×Y到Y×X的等距同构映射。从而当 M ⊂ X×Y为闭集时，Φ(M) ⊂ Y×X也
为闭集.

设 T 是闭线性算子， T−1 存在， T−1 是线性算子. 现在 由假设可知集合 G(T ) =

{(x, T x)
∣∣∣ x ∈ D(T )} 是空间 X × Y中的闭集,所以

Φ(G(T )) = {(T x, x)
∣∣∣ x ∈ D(T )} = G(T−1)

是 Y × X中的闭集，从而由闭算子定义可知 T−1是闭线性算子. �

2. 设 X和 Y是赋范线性空间, T : D(T ) ⊂ X → Y是闭线性算子. 若 A ⊂ D(T )是 X中

的紧子集,则 A的象 T (A)是 Y中的闭集.

证证证明明明 假设 y ∈ T (A) ,则存在 yn ∈ T (A) 使得 yn → y ,从而有 xn ∈ A ,使得 T xn = yn . 由

于 A是紧集, 则存在子列 {xni} ⊂ {xn} 使得 xni → x ∈ A . 而 {yni}是 {yn}的子列，从而
有 yni = T xni → y . 由 T 是闭算子可得, x ∈ D(T ) ∩ A且 y = T x . 从而 y ∈ T (A) ,所以

T (A)是 Y中的闭集。 �

3. 设 X是赋范线性空间, Y是Banach空间, T : D(T ) ⊂ X → Y是有界线性算子. 若 T 是

闭算子,则 D(T )是 X中的闭集.

证证证明明明 设 x ∈ D(T ) , 这时存在 xn → x, xn ∈ D(T ) . 由于 T 是有界线性算子, 不妨设

∥T∥ < M 。所以有 ∥T xm − T xn∥ ≤ ∥T∥∥xm − xn∥ ,由于 {xn, n ∈ N}是一Cauchy列 ,从而

有 {T xn, n ∈ N}是 Y中Cauchy列. 由于 Y是 Banach空间，利用其完备性可得存在 y ∈ Y ,

T xn → y ∈ Y . 此时由 T 是闭算子可知 x ∈ D(T ) 且 T x = y . 所以D(T )是 X 中的闭集.

�

上面的结果与闭图像定理结合在一起，可以给出闭算子，有界线性算子和定义域

闭之间的关系:
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1) X赋范空间， Y是Banach空间，

闭算子 + 有界线性算子⇒ D(T )闭:

2) X是Banach空间， Y是Banach空间，

闭算子 + D(T )闭⇒ 有界线性算子:

3) X赋范空间， Y是赋范空间，

有界线性算子 + D(T )闭⇒ 闭算子

4. 设 X和 Y是赋范线性空间, T : X→ Y是闭线性算子. 证明 T 的零空间N(T )是 X中

的闭子空间.

证证证明明明 由于 T : X → Y 是线性算子, 所以 N(T ) 是线性空间. 设 x ∈ N(T ) , 则存在点

列 xn ∈ N(T )且 xn → x . 此时恒有 T xn = 0 . 由于 T 是闭线性算子，所以 x ∈ D(T )且

T x = 0 . 即 x ∈ N(T ) ,因此是 N(T )是 X中的闭子空间。 �

5. 设 X,Y是同一数域上的Banach空间, T : D(T ) ⊂ X → Y是闭线性算子,在 D(T )上定

义范数

||x||T = ||x|| + ||T x||, x ∈ D(T ).

则 X1 = (D(T ), || · ||T )也是Banach空间, T : X1 → Y是有界线性算子.

证证证明明明 首先证明 X1 = (D(T ), || · ||T )是Banach空间.

设 xn ∈ X1是Cauchy列,即

||xn − xm||T = ||xn − xm|| + ||T xn − Tm|| → 0, n,m→ ∞

上式表明 {xn} ⊂ X , {T xn} ⊂ Y都是Cauchy列,由于 X,Y是Banach空间, 则存在 x0 ∈ X ,

y ∈ Y 使得

xn → x0, T xn → y, n→ ∞.

由于 T 是闭算子,则 x0 ∈ D(T ) ,且 T x0 = y .于是 x0 ∈ X1 ,且

||xn − x0||T = ||xn − x0|| + ||T xn − T x0|| → 0, n→ ∞.

所以, X1 是Banach空间.

对任意的 x ∈ X1 , T x ∈ Y ,

||T x|| ≤ ||x|| + ||T x|| = ||x||T ,

因此 T 是 X1到 Y的有界线性算子,且 ||T || ≤ 1 . �
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§5.5 第十九讲 Banach空间中特殊类算子

教学目的:

介绍Banach空间中一些特殊类的有界线性算子：一类是幂等算子,另一类是具有广义

逆的有界线性算子, Fredholm算子是其中的一种。幂等算子与空间的分解紧密相关,

而具有广义逆的有界线性算子,则与方程求解密切联系。

本节要点:

幂等算子,具有广义逆的有界线性算子, Fredholm算子.

§5.5.1 内容提要

首先介绍空间分解的几个概念.

定义 5.5.1 设 X是线性空间, M , N是 X的两个子空间,如果 M∩N = {θ} ,则称 M+N代

数直和,记为 M ⊕ N .

设 M是 X的一个子间,如果子空间 N使得 M ∩N = {θ} ,且有 X = M ⊕N ,则称 M是

代数可余子空间, N 称为 M 的余子空间(也称补空间).分解 X = M ⊕ N 称为代数可余分

解(简称代数直和分解).

设X是赋范线性空间, M , N都是X的闭子空间,如果 M∩N = {θ} ,且 M+N是X的

闭子空间,称 M ⊕ N 是拓扑直和.

设 M是 X的闭子空间,如果存在 X的闭子空间 N 使得 X = M ⊕ N ,则称 M是拓扑

可余子空间, N 称为 M 的拓扑余子空间(也称拓扑补子空间). 分解 X = M ⊕ N 称为拓扑

可余分解(简称拓扑直和分解).

定理 5.5.1 设 X 是Banach空间,则存在 X 的两个闭子空间 M,N 使得 X 有直和分解

X = M ⊕ N 的充要条件是存在幂等算子 P ∈ B(X) 使得 R(P) = M , N(P) = N .

定义 5.5.2 设 X是Banach空间, P ∈ B(X) . 如果算子 P满足条件 P2 = P ,则称 P为幂等

算子(也称为投影算子). X上所有幂等算子组成的集合记为 P(X) .

集合 P(X)具有下面的运算性质.

定理 5.5.2 设 X是Banach空间, P(X)是幂等算子组成的集合.

1) P(X)是非空集. 若 P ∈ P(X) , P , I ,则 (I − P) ∈ P(X) .

2) 如果 P1, P2 ∈ P(X) ,则 P1 + P2 ∈ P(X)的充要条件是 P1P2 = P2P1 = 0 ;

3) 如果 P1, P2 ∈ P(X) ,且 P1P2 = P2P1 ,则 P1P2 ∈ P(X) ;

4) 设 Pn ∈ P(X) , n ∈ N ,满足条件 PmPn = PnPm = 0,m , n ,如果强极限 lim
n→∞

n∑
k=1

Pk存

在,则 P =
∞∑

n=1
Pn ∈ P(X) .
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定理 5.5.3 X是Banach空间, P ∈ P(X) ,则 P∗ ∈ P(X∗) .

定义 5.5.3 设 X,Y是Banach空间, T ∈ B(X,Y) ,如果存在 G ∈ B(Y,X)满足条件:

TGT = T ; GTG = G. (5.5.1)

则称 G为算子 T 的广义逆算子. 此时 T 也是 G的广义逆算子.

下面定理给出算子 T 广义逆存在的必要条件.

定理 5.5.4 设 X,Y是Banach空间, T ∈ B(X,Y) ,如果 T 的广义逆 G ∈ B(Y,X)存在,则

GT 和 TG都是幂等算子.

定理 5.5.5 设 X,Y是Banach空间, T ∈ B(X,Y) , 如果 T 的广义逆 G ∈ B(Y,X)存在,则

T 和 G都是具有闭值域.

定理 5.5.6 设 X,Y是Banach空间,则 T ∈ B(X,Y)存在广义逆的充要条件是：

1) R(T )是闭子空间；

2) N(T )和 R(T )都是拓扑可余子空间.

注记 5.5.1 设 X,Y是Banach空间, X1 ⊂ X , Y1 ⊂ Y都是可余子空间,余子空间存在但并

不一定唯一.所以对算子 T 即使广义逆算子存在,也不一定唯一.

广义逆在求解抽象方程中有重要应用. 设算子 T 有广义逆 G ,对于方程 T x = y ,如

果 y ∈ R(T ) , TGy = y ,则 x = Gy就是方程的一个解,因为 T x = TGy = y . 如果方程无解,

则 TGy是 y在 R(T )上的投影, x = GTGy是方程的一近似解,因为. T x = TGTGy = TGy .

设 X,Y是Banach空间, T ∈ B(X,Y) , N(T ) , R(T )分别表示零空间与值域.零空间的

维数 dimN(T ) ,记为 nul(T ) ,称为算子 T 的零度.用算子 T 的值域 R(T )的闭包对空间 Y

作商空间 Y/R(T )

Y/R(T ) =
{
[y]

∣∣∣ y ∈ Y
}
, y1 ∈ [y]⇔ y1 − y ∈ R(T )

商空间的维数称为 R(T )的余维数,记为 codimR(T ) ,余维数也称为亏指数,记为 def(T ) .

定义 5.5.4 设 X,Y是Banach空间. 如果算子 T ∈ B(X,Y)满足条件: R(T )是闭的,且

nul(T ) := dimN(T ), def(T ) := codimR(T ) (5.5.2)

都是有限的,则称 T 为Fredholm算子.

用 Φ(X,Y)表示所有由 X到 Y的Fredholm算子组成的集合.对 T ∈ Φ(X,Y) ,定义

ind(T ) = nul(T ) − def(T ) (5.5.3)

数 ind(T ) 称为算子 T 的指标.

定理 5.5.7 设 X , Y是Banach空间,若 T ∈ Φ(X,Y) ,则 T 存在广义逆算子.

定理 5.5.8 设 X,Y 是Banach空间, 则 T ∈ Φ(X,Y) 的充要条件是:存在算子 T0 ∈
B(Y,X)和有限秩算子 F1 ∈ B(X), F2 ∈ B(Y) ,使得

T0T = IX − F1, TT0 = IY − F2. (5.5.4)
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推论 5.5.1 设 X,Y是Banach空间, T ∈ B(X,Y) . 若存在算子 T0 ∈ B(Y,X)和有限秩算

子 F1 ∈ B(X), F2 ∈ B(Y) ,使得

T0T = IX − F1, TT0 = IY − F2.

则

dimN(T ) = dimN(IX − F1), codimR(T ) = dimN(IY − F2). (5.5.5)

定理 5.5.9 设 X,Y 是Banach空间. 若 T ∈ Φ(X,Y) , 则 T ∗ ∈ Φ(Y∗,X∗) , 即Fredholm算

子 T 的共轭算子 T ∗也是Fredholm算子. 进一步还有

dimN(T ∗) = codimR(T ), (5.5.6)

即 def(T ) = nul(T ∗) .

定理 5.5.10 设 X是Banach空间, T ∈ K(X) . 则 I − T 是Fredholm算子.

定理 5.5.11 设 X和 Y都是Banach空间, T ∈ B(X,Y) ,则 T 是Fredholm算子,当且仅当存

在 A1 ∈ K(X), A2 ∈ K(Y) ,以及 B1, B2 ∈ B(Y,X)使得

B1T = I + A1; T B2 = I + A2. (5.5.7)

设 X,Y是Banach空间, T ∈ B(X,Y) . 假定 N(T )和 R(T )都是可余的子空间. 设

X = N(T ) ⊕ X0, Y = R(T ) ⊕ Y0,

在空间 X0 × Y0上定义线性算子 T̃ : X0 × Y0 → Y

T̃ (x, y) = T x + y, ∀(x, y) ∈ X0 × Y0.

引理 5.5.1 算子 T̃ 是 X0 × Y0 → Y的双射. 特别地 T̃ (x, θ) = T x,∀x ∈ X0

算子 T̃ 称为相应于算子 T 的双射. 记 T0 : X0 → Y , T0x = T x, ∀x ∈ X0. T0 是算

子 T 在 X0上的限制.

下面的引理给出算子 T 与算子 T0的指标间的关系.

引理 5.5.2 设 X,Y是Banach空间, T ∈ B(X,Y) .设 M ⊂ X是闭子空间,且 codimM = n ,算

子 T0 : M → Y 是算子 T 的限制, 则 T 是Fredholm算子的充要条件是 T0 是Fredholm算

子.此时还有等式 ind(T ) = ind(T0) + n .

算子复合的指标公式.

定理 5.5.12 设 X , Y 和 U 都是Banach空间.若 T1 ∈ Φ(X,Y), T2 ∈ Φ(Y,U) ,则 T2T1 ∈
Φ(X,U) ,且

ind(T2T1) = ind(T2) + ind(T1); (5.5.8)
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定理 5.5.13 设 X , Y都是Banach空间. 若 T ∈ Φ(X,Y) , T̃ 是相应于算子 T 的双射. 则对

任意的 A ∈ B(X,Y) ,且 ||A|| < ||T̃−1||−1时, T + A ∈ Φ(X,Y) ,且有

(i). nul(T + A) ≤ nul(T );

(ii). def(T + A) ≤ def(T );

(iii). ind(T + A) = ind(T ).

(5.5.9)

推论 5.5.2 设 X , Y 都是Banach空间. 则 Φ(X,Y) 是空间 B(X,Y) 中的开集;且在

Φ(X,Y)的每个连通集上, Fredholm算子的指标是常数.

作为推论5.5.2的结果,可将集合 Φ(X,Y)表示成下面的形式

Φ(X,Y) =
∞∪

k=−∞
Φk(X,Y)

其中 Φk(X,Y)定义为

Φk(X,Y) = {T ∈ Φ(X,Y)
∣∣∣ ind(T ) = k},

它是一个开集.集合 Φ0(X,Y)是一个特殊的开集,它含有双射算子.

定理 5.5.14 设 X , Y 都是Banach空间. 若 T ∈ Φ(X,Y) , A ∈ K(X,Y) ,则 T +A ∈ Φ(X,Y) ,

且

ind(T + A) = ind(T ); (5.5.10)

推论 5.5.3 设 X是Banach空间. 若 T ∈ K(X) ,则 ind(I − T ) = 0 .

§5.5.2 典型例题

幂等算子与空间的代数直和分解相关联,有界幂等算子与空间的拓扑分解相联系。

具有广义逆的有界线性算子与空间可余分解相联系，同时与方程的可解性相联系,在

实际中有广泛应用。

Fredholm算子是一类特殊的具有广义逆的算子,利用Fredholm算子的亏度与零度可直

接给出广义逆的构造。

空间 X , M是闭子空间,如果存在子空间 N使得 X = M ⊕N , N只是 M的代数余子

空间. 一般代数余子空间 N 可能不是闭子空间. 空间 X的拓扑直和分解,要求 M和 N 都

是闭子空间,并且 M ⊕ N 也是闭的且等于 X .

例 5.5.1 设 X是不完备的赋范线性空间, f 是 X上的非零无界线性泛函。设 x0 ∈ X使
得 f (x0) = 1 ,则对任意的 x ∈ X , x可写成

x = f (x)x0 + y, y ∈ N( f ).

则有

X = {αx0
∣∣∣ α ∈ K} ⊕ N( f ).

上式是代数直和分解但不是拓扑直和(拓扑可余分解),因为 N( f )不是闭子空间.
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X有代数可余分解同时也有拓扑可余分解,这两个分解也不必相同。

例 5.5.2 设 X是不完备的赋范线性空间, f 是 X上的非零无界线性泛函(参考例5.5.1).

设 x0 ∈ X使得 f (x0) = 1 ,则对任意的 x ∈ X , x可写成

x = f (x)x0 + y, y ∈ N( f ).

现设 g ∈ X∗ ,满足 g(x0) = 1 ,则 N(g)是 X的闭子空间,则有 x = g(x)x0 + y , y ∈ N(g) ,于

是

X = {αx0
∣∣∣ α ∈ K} ⊕ N(g).

是拓扑直和分解.

例 5.5.3 设 X = Y = ℓ2 , T : X→ Y是左移算子,即

T x = (x2, x3, · · · ), ∀ x = (x1, x2, · · · ) ∈ X.

(1) R(T ) = ℓ2 = X, 所以 R(T )是闭的;

(2) N(T ) = {(x, 0, 0, · · · ) : x ∈ C} ,所以 nul(T ) = dimN(T ) = 1;

(3) Y/R(T ) = {θ}, 因此 def(T ) = 0. 故 T 是Fredholm算子，而且 ind(T ) = 1.

同理可以说明 T ∗是右移算子,也即

T ∗x = (0, x1, x2, · · · ), ∀ x = (x1, x2, · · · ) ∈ ℓ2.

因此 T ∗也是 ℓ2上的Fredholm算子,且有 ind(T ∗) = −1.

一般地,有 T n, (T ∗)n ∈ Φ(ℓ2), 且 ind(T n) = n , ind(T ∗)n = −n.

§5.5.3 练习题十九解答

1. 设 X是Banach空间, M是 X的有限维子空间,证明 M是拓扑可余子空间.

证证证明明明 设 dim M = m ,则存在 x1, x2, · · · , xm ∈ M线性无关,对任何的 x ∈ M ,

x =
m∑

k=1

ak xk

. 依泛函存在定理存在 fk ∈ X∗使得

fk(x j) = δk j, ∀ j, k = 1, 2, · · · ,m.

对每个 k , N( fk)是 X中的闭集. 令

N = ∩m
k=1N( fk)

则 N 是 X中的闭集,对任意的 x ∈ X ,令

y = x −
m∑

k=1

fk(x)xk
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则对每个 j = 1, 2, · · · ,m ,

f j(y) = f j(x) −
m∑

k=1

fk(x) f j(xk) = 0.

所以 y ∈ N ,

x =
m∑

k=1

fk(x)xk + y.

因此, N 是 M的拓扑余子空间. �

2. 设 X是Banach空间, P是 X上定义的线性幂等算子,如果 R(P) , N(P)都是闭子空间,

证明 P是有界的.

证证证明明明 设 X是Banach空间, P是 X上定义的线性幂等算子,则对任意的 x ∈ X ,

x = Px + (I − P)x, Px ∈ R(P), (I − P)x ∈ N(P).

如果 R(P) , N(P)都是闭子空间,则上面的分解是拓扑直和分解,即有

X = R(P) ⊕ N(P).

此时, X上的范数 ||x||与 ||x||1 = ||Px|| + ||(I − P)x||等价(见,推论5.3.2),于是

||Px||1 = ||Px|| ≤ ||Px|| + ||(I − P)x|| = ||x||1.

所以 P是有界线性算子. �
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§6.1 第二十讲 内积空间

教学目的

本节将主要将有限维空间中内积的概念推广到一般线性空间,并简单讨论其几何性

质。

本节要点

内积空间, Cauchy-Schwartz不等式,平行四边形公式,极化恒等式。

§6.1.1 内容提要

定义 6.1.1 设 X是数域 K上的线性空间,若映射 φ(·, ·) : X × X → K ,对 ∀x, y, z ∈ X以
及 α, β ∈ K ,满足下列条件：

(1). 对第一变元的线性性: φ(αx + βy, z) = αφ(x, z) + βφ(y, z) ;

(2). 共轭对称性: φ(x, y) = φ(y, x) ;

(3). 正定性: φ(x, x) ≥ 0 ,并且 φ(x, x) = 0当且仅当 x = θ .

则称 φ(·, ·) 为 X 上的一个内积, (X, φ) 称为内积空间. φ(x, y) 称为 x 与 y 的内积, 简记

为 (x, y) . 通常把条件(1)–(3)称为内积公理.

当 K是实数域 R时, X称为实内积空间; K是复数域 C时, X称为复内积空间.

根据定义不难看到:内积关于第二个变元是共轭线性的,即

(x, αy + βz) = α(x, y) + β(x, z).

特别地当 x, y其中之一为零元时,总有 (x, y) = 0 .

定理 6.1.1 (Cauchy–Schwartz不等式)设 X是一个内积空间,对 ∀x, y ∈ X ,恒有

|(x, y)| ≤
√

(x, x)
√

(y, y). (6.1.1)

定义 6.1.2 设 X为内积空间, x ∈ X ,记

∥x∥ =
√

(x, x) (6.1.2)

∥x∥ 称为 X上由内积导出的范数.

127
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定理 6.1.2 设 (X, (·, ·))为内积空间, || · ||是由内积导出的范数.则 || · ||满足范数公理,即

对 ∀x, y ∈ X , α ∈ K有

(1)正定性: ∥x∥ ≥ 0, 且 ∥x∥ = 0当且仅当 x = θ ;

(2)绝对齐性: ∥αx∥ = |α|∥x∥ ;

(3)三角不等式: ∥x + y∥ ≤ ∥x∥ + ∥y∥.

推论 6.1.1 设 X是内积空间, || · ||是内积导出的范数. 则 X的内积是二元连续函数,即

若 xn → x0 , yn → y0 ,有 (xn, yn)→ (x0, y0) .

下面的定理给出了内积空间的几何性质(平行四边形公式)和内积与范数之间的关系.

定理 6.1.3 设 X是内积空间,对 ∀x, y ∈ X, 由内积导出的范数满足下列各恒等式:

(1)平行四边形公式:

∥x + y∥2 + ∥x − y∥2 = 2(∥x∥2 + ∥y∥2); (6.1.3)

(2)极化恒等式:当 X是实内积空间时,

(x, y) =
1
4

(∥x + y∥2 − ∥x − y∥2); (6.1.4)

当 X是复内积空间时,

(x, y) =
1
4

(∥x + y∥2 − ∥x − y∥2 + i ∥x + iy∥2 − i ∥x − iy∥2). (6.1.5)

定义 6.1.3 设 X是内积空间, x, y ∈ X及 A, B ⊂ X

(1)若 (x, y) = 0 ,则称 x与 y正交,记为 x⊥y .

(2)若 ∀a ∈ A,∀b ∈ B ,有 a⊥b ,则称集合 A与 B正交,记为 A⊥B. 特别地,当 A = {x}为
单点集时,记为 x⊥B.

(3)称 X的子集 A⊥ =
{
x ∈ X

∣∣∣ x⊥A
}
为集合 A的正交补.

(4)规定:零元与任何元正交.

定理 6.1.4 设 X是内积空间, x, y ∈ X , A ⊂ X.

(1) (勾股定理): 若 x⊥y ,则 ∥x + y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2 .

(2)若 x⊥A ,则 x⊥spanA .

(3) A ∩ A⊥ ⊂ {θ}；当 θ ∈ A时 A ∩ A⊥ = {θ} .

注记 6.1.1 在上面定理中,勾股定理是说: 若 x⊥y ,则 ∥x + y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2 . 但它的逆命
题并不一定成立.

当 X是实内积空间时,若 ∥x + y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2 ,而

∥x + y∥2 = (x, x) + 2(x, y) + (y, y) = ∥x∥2 + ∥y∥2 + 2(x, y)

则可推出 (x, y) = 0 ,即 x⊥y . 但当 X 是复内积空间时,由 ∥x + y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2 ,只能推

出ℜ(x, y) = 0 ,并不能推出 x⊥y .
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定理 6.1.5 (Fréchet-Jordan–Von Neumann定理)设 (X, || · ||)是赋范线性空间. 如果 X中范

数满足平行四边形公式,即对任何的 x, y ∈ X都有

∥x + y∥2 + ∥x − y∥2 = 2(∥x∥2 + ∥y∥2).

则必定存在 X定义的内积 (·, ·) ,使得 ||x||就是由内积 (·, ·)导出的范数.

定义 6.1.4 设 (X, (·, ·))是内积空间, || · ||是内积导出的范数. 如果 (X, || · ||)是Banach空

间,则称 X为Hilbert空间. Hilbert空间就是完备的内积空间.

定义 6.1.5 设 (X, (·, ·))是内积空间, Y是 X的线性子空间, Y按照 X的内积 (·, ·)也成
为一个内积空间,此内积空间 (Y, (·, ·))称为内积空间 (X, (·, ·))的子空间. 如果 Y还是闭

集,则称 Y为 X的闭子空间. 如果 (Y, (·, ·))是Hilbert空间,则称 Y是 X的完备子空间.

定理 6.1.6 设 (X, (·, ·))是内积空间, M ⊂ X是一个非空子集,则 M⊥是 X的闭子空间.

定义 6.1.6 设 X 和 Y 是定义在同一数域 K 上的两个内积空间,若存在双射 T : X →
Y ,对 ∀x, y ∈ X , ∀α, β ∈ K满足

(1) T 是线性算子,即 T (αx + βy) = αT x + βTy ;

(2) T 是保持内积,即 (T x, Ty) = (x, y).

则称 T 是 X到 Y的同构映射(isomorphic).

如果两个内积空间存在一个同构映射，则称两个内积空间是同构的.

内积空间的同构蕴含了作为赋范线性空间的等距同构,因为 ||T x|| = ||x|| . 两个同构的
内积空间可以认为具有相同的线性结构和内积.因此,在同构的意义下可以把两个同构的

内积空间看作是同一的.

§6.1.2 典型例题

内积空间是线性空间 X ,与一个二元泛函(满足内积公理)的综合体 (X, (·, ·)。
1)内积诱导一个范数,从而是赋范线性空间;

2)赋范线性空间成为内积空间的充要条件是范数满足平行四边形公式,内积与范数

由极化恒等式联系;

3)内积空间有几何性质。

例 6.1.1 在线性空间 Cn上,对 ∀x = (ξ1, ξ2, · · · , ξn)τ , y = (η1, η2, · · · , ηn)τ ∈ Cn ,定义

(x, y) := ξ1η1 + ξ2η2 + · · · + ξnηn =

n∑
k=1

ξkηk := yH x, (6.1.6)

其中 yH 表示矩阵的共轭转置.不难验证 Cn按上述定义的内积成为内积空间.

例 6.1.2 在线性空间 ℓ2上,对 ∀x = {ξk} , y = {ηk} ∈ ℓ2 ,定义

(x, y) :=
∞∑

k=1

ξkηk (6.1.7)

则 ℓ2按上述定义的内积成为内积空间.
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例 6.1.3 设 ρ ∈ C[a, b] , ρ(t) > 0 .在线性空间 C[a, b]上,对 ∀x, y ∈ C[a, b] ,定义

(x, y)ρ :=
∫ b

a
ρ(t)x(t)y(t)dt. (6.1.8)

则 (C[a, b], (·, ·)ρ)为内积空间. (x, y)ρ称为加权内积, ρ称为权函数.

在上例中可以看到,对于不同的权函数 C[a, b]构成不同的内积空间.在内积空间中,无

论内积形式如何,它们总具有前面定理表述的共同性质.

例 6.1.4 设C1[a, b]为闭区间 [a, b]上所有一次连续可微实函数组成的集合.设 ρ(x), E(x)是 [a, b]上

的两个正连续函数,则对任意的 f , g ∈ C1[a, b] ,有不等式∣∣∣∣∣∣
∫ b

a
[ρ f g + E f ′g′]dx

∣∣∣∣∣∣2 ≤
(∫ b

a
[ρ| f |2 + E| f ′|2]dx

) (∫ b

a
[ρ|g|2 + E|g′|2]dx

)
.

证证证明明明 C1[a, b]按照函数的加法与数乘成为实线性空间.在 C1[a, b]上定义二元泛函数

( f , g) :=
∫ b

a
[ρ(x) f (x)g(x) + E(x) f ′(x)g′(x)]dx, f , g ∈ C1[a, b].

直接验证 ( f , g) 满足内积公理,从而 (C1[a, b], (·, ·)) 是内积空间. 所要证明的不等式正

是 (C1[a, b], (·, ·))中的Cauchy–Schwartz不等式. �

例 6.1.5 线性空间 C[a, b] ,对任意的 x ∈ C[a, b] ,定义范数

||x||∞ = max
t∈[a,b]

|x(t)|,

在此范数下 C[a, b]不能成为内积空间.

这是因为范数 ||x||∞不满足平行四边形公式,比如取函数 x(t) ≡ 1 , y(t) = t−a
b−a ,则有

||x||∞ = 1. ||y||∞ = 1, ||x + y||∞ = 2, ||x − y|| = 1,

并有严格不等式

5 = ||x + y||2∞ + ||x − y||2∞ > 2(||x||2∞ + ||y||2∞) = 4.

例 6.1.6 赋范线性空间 (ℓp, || · ||p), p , 2 ,不能成为内积空间.

例 6.1.7 线性空间 C[a, b] ,对任意的 x ∈ C[a, b] ,定义范数

||x||2 =
(∫ b

a
|x(t)|2dt

) 1
2

,

在此范数下 C[a, b]成为内积空间.

例 6.1.8 ℓ2按照内积

(x, y) =
∞∑

n=1

ξnηn

是Hilbert空间.



第一节 第二十讲 内积空间 131

例 6.1.9 线性空间 C[a, b] ,对任意的 x, y ∈ C[a, b] ,定义内积

(x, y) =
∫ b

a
x(t)y(t)dt,

C[a, b]是内积空间,但不是Hilbert空间.

线性空间 L2[a, b] ,对任意的 x, y ∈ L2[a, b] ,定义内积

(x, y) =
∫ b

a
x(t)y(t)dt,

L2[a, b]成为Hilbert空间,它是 (C[a, b], || · ||2)的完备化空间,即 (C[a, b], || · ||2) = L2[a, b] .

§6.1.3 练习题二十解答

1. 设 X是线性空间, φ(x, y)是 X × X→ C二元函数,满足条件

1) φ(x, y)关于第一变元是线性的;

2) φ(x, y) = φ(y, x) ;

3) φ(x, x) ≥ 0,∀x ∈ X .

证明 |φ(x, y)|2 ≤ φ(x, x)φ(y, y) .

证证证明明明对任意的 x, y ∈ X , α ∈ C ,如果 φ(y, y) , 0 ,则

0 ≤ φ(x + αy, x + αy) = φ(x, x) + αφ(y, x) + αφ(x, y) + ααφ(y, y)

= φ(x, x) + αφ(y, x) + α[φ(x, y) + αφ(y, y)]

可取 α = −φ(x,y)
φ(y,y) ,则得

φ(x, x) + αφ(y, x) = φ(x, x) − φ(x, y)
φ(y, y)

φ(y, x) ≥ 0

即

|φ(x, y)|2 ≤ φ(x, x)φ(y, y)

如果 φ(x, x) , 0 ,在上面讨论中调换 x, y的位置,也可得相应的结果.

如果 φ(x, x) = φ(y, y) = 0 ,由不等式

0 ≤ φ(x + αy, x + αy) = αφ(y, x) + αφ(x, y), ∀α ∈ C

可取 α ∈ R ,并令 α → ∞ 得到 φ(x, y) + φ(y, x) = 0 . 再取 α = it, t ∈ R ,并令 t → ∞ 得
到 φ(x, y) − φ(y, x) = 0 . 由此得到 ℜφ(x, y) = 0 , ℑφ(x, y) = 0 .因此, φ(x, y) = 0 . 不等式也

成立。因此,对所有的 x, y ∈ X ,成立不等式

φ(x, y)|2 ≤ φ(x, x)φ(y, y).

这是推广形式的Cauchy-Schwartz不等式。 �
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2. 对任意 x = {ξk} ∈ ℓ2, y = {ηk} ∈ ℓ2 ,定义

(x, y) =
∞∑

k=1

ξkηk

验证按此定义的 (·, ·) 是 ℓ2上的内积，从而 ℓ2成为内积空间.

证证证明明明对任意 x = {ξk} ∈ ℓ2, y = {ηk} ∈ ℓ2 ,级数
∞∑

k=1
ξkηk 收敛. 所以二元泛函

(x, y) =
∞∑

k=1

ξkηk

对任意的 x, y ∈ ℓ2有意义.

对任意的 x, y, z ∈ ℓ2 , α, β ∈ C , z = {ζk} ,

(αx + βz, y) =
∞∑

k=1

(αξk + βζk)ηk = α

∞∑
k=1

ξkηk + β

∞∑
k=1

ζkηk = α(x, y) + β(z, y).

即关于第一变元是线性的。

由定义可以看到, (x, y) = (y, x) . 特别地,

(x, x) =
∞∑

k=1

|ξk|2 ≥ 0

如果 (x, x) = 0 ,则 ξk = 0,∀k ∈ N . 所以 (x, y) 满足内积公理, (x, y) 是 ℓ2 上的内

积, (ℓ2, (·, ·))是内积空间. �

3. 设 {xn} 是内积空间 X中的点列, x ∈ X ,证明: 若 (xn, x) → (x, x) 且 ∥xn∥ → ∥x∥ ,则

xn → x .

证证证明明明 由题意可知，只需证明 (xn − x, xn − x) = ∥xn − x∥2 → 0 即可.由内积性质可得

(xn − x, xn − x) = (x,xn) − (xn, x) − (x, xn) + (x, x)

因为 (xn, x) → (x, x) 所以有 (x, xn) = (xn, x) → (x, x) = (x, x) , 再由 ∥xn∥2 = (xn, xn) →
∥x∥2可得

(xn − x, xn − x)→ 0,

从而 xn → x . �

4. 设 Y是 Hilbert空间 X的子空间,则 Y是完备的当且仅当 Y是 X中的闭集.

证证证明明明 必要性 ”⇒ ”： 如果 Y是完备的,设 ∀y ∈ Y ,总可以找到一Cauchy列 yn ∈ Y ,使

得 yn → y 而 Y中任意的Cauchy列均收敛,从而可知 y ∈ Y .

充分性 ”⇐ ”：设 Y是 X中的闭集,由于 X为一Hilbert空间，从而对于 X中的任

意Cauchy列均收敛到 X中,现在令 yn为一 Y中的任意的 Cauchy列，显然 {yn}是 X中
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的一Cauchy列， 那么由 X的完备性可知 yn → y ∈ X . 由于 Y是闭集,所以 y ∈ Y。 因
此 Y为完备的. �

5. 试在线性空间 Mn×m(C) 上定义一个二元函数 φ(A, B) ,使得 (Mn×m(C), φ) 成为内积空

间。

解解解设 A, B ∈ Mn×m(C) , A = (ai j)n×m , B = (bi j)n×m ,定义二元泛函

φ(A, B) =
n∑

i=1

m∑
j=1

ai jbi j

则二元泛函满足 1)关于第一变元是线性的; 2) φ)(A, B) 是共轭对称的; 3) φ(A, A) =∑n
i=1

∑m
j=1 |ai j|2 ≥ 0 ,特别当 φ(A, A) = 0时,有 A = 0。

因此, φ(A, B)满足内积公理, (Mn×m(C), φ)成为内积空间。 �
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§6.2 第二十一讲 变分引理,空间的正交分解

教学目的

本节将给出内积空间中的基本定理,也称为变分引理. 基于变分引理,导出空间的分解

定理.

本节要点

变分引理,投影定理,空间正交分解定理

§6.2.1 内容提要

定理 6.2.1 (变分引理) 设 X 是内积空间,若 M 是 X 的非空凸集,且是完备的. 则对每

个 x ∈ X ,都有唯一的元 y0 ∈ M使得 ||x − y0|| = d(x,M).

在上面定理的证明中,满足条件

d(x,M) = lim
n→∞
||x − yn||, yn ∈ M

的序列 {yn}称为极小化序列. M 的凸集性质以及内积空间的几何性质保证极小化序列

是Cauchy列. M的完备性用于保证极限存在.

定义 6.2.1 设 X是内积空间, M是 X的子空间, x ∈ X . 若存在 y0 ∈ M和 x0⊥M ,使得

x = y0 + x0 (6.2.1)

则称 y0为 x在 M上的正交投影(简称为投影),式(6.2.1 )称为 x的正交分解.

定理 6.2.2 设 X是内积空间, M 是 X的线性子空间, x ∈ X . 若 x在 M 上的投影 y0 存

在,则 y0是唯一的,并且

||x − y0|| = d(x,M) = inf
y∈M
||x − y||. (6.2.2)

定理 6.2.3 (投影定理) 设 X 是内积空间, 若 M 是 X 的完备子空间. 则对每个 x ∈ X ,

x在 M上的投影唯一地存在,即存在元 y0 ∈ M及 x0 ∈ M⊥使得 x = x0 + y0.

推论 6.2.1 若 M是Hilbert空间H 的闭子空间,则 H = M u M⊥ ,其中 u表示正交和.

推论 6.2.2 若 M是Hilbert空间H 的闭子空间,则

M = M⊥⊥.

特别地,当 M⊥ = {θ}时, M = H .

作为定理6.2.3的直接应用,可以求函数的最佳平方逼近.
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定义 6.2.2 设 X是赋范线性空间, M是 X的子空间, x ∈ X . 若存在 y0 ∈ M ,使得

||x − y0|| = d(x,M) = inf
y∈M
||x − y||,

则称 y0为 x在 M上的最佳逼近元(best approach).

当 X 是内积空间,且 M 是 X 的完备子空间时, 定理6.2.1和定理6.2.3表明, X 的每

个元 x 在 M 上存在唯一的投影 y0 ,并且 y0 正是 x 在 M 上的最佳逼近元. 在Hilbert空

间 L2[a, b]中的最佳逼近,通常称为最佳平方逼近.

定义 6.2.3 设 M 是Hilbert间 L2[a, b]的有限维子空间,则 L2[a, b]中的每个元 f 在 M 上

的投影 s∗都唯一地存在(定理6.2.3),并且

|| f − s∗|| = d( f , M) = inf
s∈M

(∫ b

a
| f (x) − s(x)|2dx

) 1
2

.

称 s∗为 f 在 M上的最佳平方逼近或最小二乘逼近.

当 M = Pn[a, b] = span{1, x, x2, · · · , xn}时, f 在 Pn[a, b]上的最佳平方逼近 s∗ 是一

个次数小于或等于 n的多项式. 满足上述定义的 s∗ 称为 f 的 n次最佳平方逼近多项式,

简称为 f 的 n次最佳平方逼近.

下面介绍求 s∗的方法.

设 {e1, e2, · · · en}是 M的一个基,任 给 s ∈ M ,在此基下的表示式为

s(x) =
n∑

k=1

akek(x) (6.2.3)

则有

∥ f − s∥2 =
∫ b

a
| f (x) − s(x)|2 dx =

∫ b

a
| f (x) −

n∑
j=1

a je j(x)|2dx

于是,问题归结为如何求出这一组数 α1, α2, · · · , αn ,使得 s∗ 是 f 在 M 上的最佳平方逼

近,即 s∗是 f 在 M上的投影.这时 f = s∗ + ( f − s∗) ,其中 s∗ ∈ M , f − s∗⊥M ,并且

|| f − s∗|| = d( f ,M).

因 f − s∗⊥M ,故对每一个 ei ∈ M（ i = 1, · · · , n）,有

(
f − s∗, ei

)
=

 f −
n∑

j=1

α je j, ei

 = ( f , ei) −
n∑

j=1

α j(e j, ei) = 0.

于是得到
n∑

j=1

a j(e j, ei) = ( f , ei) i = 1, 2, · · · , n. (6.2.4)

于是得到线性方程组
(e1, e1)a1 + (e2, e1)a2 + · · · + (en, e1)an = ( f , e1)

(e1, e2)a1 + (e2, e2)a2 + · · · + (en, e2)an = ( f , e2)

· · · · · · · · · · · ·
(e1, en)a1 + (e2, en)a2 + · · · + (en, en)an = ( f , en)



136 第六章 Hilbert空间与算子

此式或式(6.2.4 )称为最佳平方逼近问题(或最小二乘问题)的法方程组.由于 e1, e2, · · · , en线

性无关,所以线性方程组系数行列式 (Gram行列式)

G(e1, e2, · · · , en) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(e1, e1) (e2, e1) · · · (en, e1)

(e1, e2) (e2, e2) · · · (en, e2)
...

... · · ·
...

(e1, en) (e2, en) · · · (en, en)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, 0,

从而代数方程的解为

a j =
G j

G(e1, e2, · · · en)
, ( j = 1, · · · n), (6.2.5)

其中 G j是将行列式 G(e1, e2, · · · , en)的第 j列

((e j, e1), (e j, e2), · · · , (e j, en))T

换为 (( f , e1), ( f , e2), · · · , ( f , en))T 后得到的行列式.将 α j( j = 1, 2, · · · , n) ,代入式(6.2.3 ),即

可得到 s∗

s∗(x) =
1

G(e1, e2, · · · , en)

n∑
j=1

G je j(x)

注记 6.2.1 最佳平方逼近的误差为 ∥ f − s∗∥ . 令 δ = ∥ f − s∗∥ .因 f − s∗⊥s∗ ,则

δ2 = ∥ f − s∗∥2 = ( f − s∗, f − s∗) = ( f − s∗, f )

= ∥ f ∥2 −
n∑

i=1

αi(ei, f ) (6.2.6)

§6.2.2 典型例题

变分引理是Hilbert空间中的重要引理,在实际中有广泛应用。在实际问题处理中,通

过适当的方式将要求的问题转化为求最小问题(优化问题),利用变分引理得到存在性

结果。

例 6.2.1 设 (Rn, || · ||2)是Hilbert状态空间, A : Rn → Rn有界线性算子( n× n矩阵).设矩阵

值指数函数 T (t) = eAt . Rm 是控制空间, B : Rm → Rn 是有界线性算子. 考虑线性动力系

统

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t), x(0) = x0, u(t) ∈ L2
loc(R+,Rm). (6.2.7)

则系统的解可表示为

x(t) = eAt x0 +

∫ t

0
eA(t−s)Bu(s)ds, u(t) ∈ L2

loc(R+,Rm). (6.2.8)

系统的费用函数为

J(u) =
∫ T

0
(||x(t)||22 + ||u(t)||22)dt + (x(T ), x(T ))
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则存在唯一的控制 u0 ∈ L2[(0,T ),Rm]使得

J(u0) = inf
u∈L2[(0,T ),Rm]

J(u).

u0(t)称为最优控制.

证证证明明明 为了将这个问题化为已知的问题,定义新的空间 H = Rn × L2[(0,T ),Rm] ,并定义二

元泛函数

⟨[x, u], [y, v]⟩ =
∫ T

0
[(x(t), y(t))Rn + (u(t), v(t))Rm]dt + (x(T ), y(T ))Rn

其中

x(t) = eAt x +
∫ t

0
eA(t−s)Bu(s)ds,

y(t) = eAty +
∫ t

0
eA(t−s)Bv(s)ds.

下面验证 ⟨[x, u], [y, v]⟩是H 上的一个内积.

1). 关于第一变元的线性性. 设 [x1, u1], [x2, u2] ∈ H , α, β ∈ C ,

α[x1, u1] + β[x2, u2] = [αx1 + βx2, αu1 + βu2] ∈ H

由解的定义形式

[αx1 + βx2](t) := eAt(αx1 + βx2) +
∫ t

0
eA(t−s)B(αu1(s) + βu2(s))ds

= αeAt x1 + βeAt x2 + α

∫ t

0
eA(t−s)Bu1(s)ds + β

∫ t

0
eA(t−s)Bu2(s))ds

= α

(
eAt x1 +

∫ t

0
eA(t−s)Bu1(s)ds

)
+ β

(
eAt x2 +

∫ t

0
eA(t−s)Bu2(s)ds

)
= αx1(t) + βx2(t).

于是

⟨α[x1, u1] + β[x2, u2], [y, v]⟩ = ⟨[αx1 + βx2, αu1 + βu2], [y, v]⟩

=

∫ T

0
[(αx1(t) + βx2(t), y(t))Rn + (αu1(t) + βu2(t), v(t))Rm] + (αx1(T ) + βx2(T ), y(T ))Rn

= α

(∫ T

0
[(x1(t), y(t))Rn + (u1(t), v(t))Rm]dt + (x1(T ), y(T ))Rn

)
+β

(∫ T

0
[(x2(t), y(t))Rn + (u2(t), v(t))Rm] + (x2(T ), y(T ))Rn

)
= α⟨[x1, u1], [y, v]⟩ + β⟨[x2, u2], [y, v]⟩,

所以 ⟨[x, u], [y, v]⟩关于第一变元是线性的.
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2).共轭对称性. 依定义形式有

⟨[y, v], [x, u]⟩ =
∫ T

0
[(y(t), x(t))Rn + (v(t), u(t))Rm] + (y(T ), x(T ))Rn

=

∫ T

0
[(x(t), y(t))Rn + (u(t), v(t))Rm] + (x(T ), y(T ))Rn

= ⟨[x, u], [y, v]⟩.

3). 正定性

||[x, u]||2 =
∫ T

0
[||x(t)||2 + ||u(t)||2]dt + ||x(T )||2 ≥ 0, ∀[x, u] ∈ H .

若 ||[x, u]|| = 0, 则可得到 u(t) = 0, x(t) = 0, a.e. , ||x(T )|| = 0 . 由此得到

x(t) = eAt x, x(T ) = eAT x.

从而 x = 0 . 所以有 [x, u] = [0, 0] . 因此, ⟨[x, u], [y, v]⟩满足内积公理, (H , ⟨·, ·⟩)是内积空
间. 注意到乘积空间 Rn × L2[(0,T ),Rm]是Banach空间,所以 H 是一个Hilbert空间.

令

x0(t) = eAt x0, Φ(u)(t) =
∫ t

0
eA(t−s)Bu(s)ds, u ∈ L2[(0,T ),Rm]

则

J(u) =
∫ T

0
[||x0(t) + Φ(u)(t)||2 + ||u(t)||2]dt + ||x(T )||2 = ||[x0, u]||2 = ||[x0, 0] + [0, u]||2.

则问题变成

inf
u∈L2[(0,T ),Rm]

J(u) = inf
u∈L2[(0,T ),Rm]

||[x0, u]||2 = inf
u∈L2[(0,T ),Rm]

||[x0, 0] + [0, u]||2.

令

M = {(0, u)
∣∣∣ u ∈ L2[(0, T ),Rm]}

M是H 闭子空间,从而是凸的且完备的. 于是

inf
u∈L2[(0,T ),Rm]

J(u) = inf
[0,−u]∈M

||[x0, 0] − [0, u]||2H

依前面的定理6.2.1,存在唯一的 u0 ∈ L2[(0,T ),Rm]使得

J(u0) = inf
u∈L2[(0,T ),Rm]

J(u)

= inf
[0,−u]∈M

||[x0, 0] − [0, u]||2H

这里只解决了存在性,至于如何求出最优控制 u0(t)这里不讨论. �
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§6.2.3 练习题二十一解答

1. 设 M和 N 是内积空间 X的子集,证明：

(1). 若 M ⊂ N, 则 N⊥ ⊂ M⊥ ;

(2). 若 x⊥M, 则 x⊥M ;

(3). M⊥ = (span M)⊥.

证证证明明明 设 X为内积空间， MN 为 X的子集。

(1). 设 ∀x ∈ N⊥ ,那么有 x⊥N ,即对 ∀y ∈ N 都有 x⊥y . 而 M ⊂ N ,从而有 x⊥M .

即有 x ∈ M⊥，所以 N⊥ ⊂ M⊥ .

(2). 设 ∀y ∈ M ,那么存在 yn ∈ M ,使得 yn → y . 这时由 x⊥M 可得, (x, yn) = 0 ,而

由内积的连续性可知

0 = lim
n→∞

(x, yn) = (x, lim
n→∞

yn) = (x, y).

由 y的任意性可知, x⊥M .

(3). 由于总有 M ⊂ spanM ⊂ spanM，利用结果(1)有

spanM
⊥ ⊂ M⊥.

设 ∀x ∈ M⊥ ,即有 x⊥M . 从而 x⊥span M . 由(2)可得 x⊥span M ,从而 M⊥ ⊂ (span M)⊥ .

综合两部分证明可知 M⊥ = (span M)⊥. �

2. 设 M是 Hilbert空间 H 的子空间。证明 M = (M⊥)⊥,M⊥ = (M)⊥ .

证证证明明明 ∀x ∈ M⊥ , 那么有 x⊥M ,从而 由 第一题2)可得 x⊥M , 即 x ∈ M
⊥

. 所以 M⊥ ⊂
(M)⊥ ; 另一方面, 由第一题1)可得 M

⊥ ⊂ M⊥ . 从而有 M⊥ = M
⊥

. 由 推论 2.11 可得

M = (M
⊥

)⊥ = (M⊥)⊥. 证明完毕. �

设 X是内积空间，对任意的非空集 M ⊂ X，可以直接验证 M⊥总是 X的闭子空间.

3. 设 X是内积空间, u, v ∈ X . 若对一切 x ∈ X 皆有 (x, u) = (x, v) ,则 u = v .

证证证明明明 因为对 ∀x ∈ X ,都有 (x, u) = (x, v) . 从而 (x, u − v) = 0 , 取 x = u − v , 可得

||u − v||2 = 0 ,从而 u = v . �

在赋范空间 X中，我们曾证明，若 f , g ∈ X∗， f (x) = g(x),∀x ∈ X ,则有 f = g。上

面题目是同一命题在内积空间的表现形式.

4.设 X是实内积空间,若 ∥x + y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2 ,则 x⊥y . 当 X是复内积空间时,这个结论

是否仍然成立？

证证证明明明 当 X 是实内积空间时, 如果 ∥x + y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2 , 那么有 (x + y, x + y) =

(x, x) + 2(x, y) + (y, y) = (x, x) + (y, y) . 由此可知 (x, y) = 0，从而 x⊥y .
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如果 X 为复内积空间,这时

∥x + y∥2 = (x, x) + (x, y) + (y, x) + (y, y) = ∥x∥2 + ∥y∥2 + (x, y) + (y, x),

由 ∥x + y∥2 = ||x||2 + ||y||2可得 (x, y) + (y, x) = 2ℜ(x, y) = 0，得不到 (x, y) = 0 . 所以不能由

此断定 x⊥y .

我们给出一个例子：令 x = (1, 0) ∈ C2, y = (i, 0) ∈ C2 ,这时 ∥x+y∥2 = 2 = ∥x∥2+∥y∥2 ,

而 (x, y) = −i , 0 ,从而 x, y 不正交. �

5. 设 X 是内积空间, A, B ⊂ X . 记 L = span(A ∪ B) . 证明 L⊥ = A⊥ ∩ B⊥ .

证证证明明明 ∀x ∈ L⊥ ,那么有 x⊥L . 而 A ⊂ L, B ⊂ L ,于是 x⊥A 且 x⊥B ,所以 x ∈ A⊥ ∩ B⊥ .

因此 L⊥ ⊂ A⊥ ∩ B⊥ .

另一方面,设 x ∈ A⊥∩B⊥ ,那么有 x⊥A 且 x⊥B，这时有 x⊥(A∪B) ,从而 x⊥span(A∪
B) ,所以 x ∈ L⊥ . 综上所述有 L⊥ = A⊥ ∩ B⊥ . �

6. 设 X是内积空间， x, y ∈ X . 证明 x⊥y的充分必要条件是，对一切数 α ∈ K 皆有
∥x + αy∥ = ∥x − αy∥ .

证证证明明明: 必要性 ”⇒ ”： 如果 x⊥y ,那么对于 ∀α ∈ K 有

∥x + αy∥2 = (x, x) + (x, αy) + (αy, x) + (αy, αy) = (x, x) + (αy, αy)

及

∥x − αy∥2 = (x, x) − (x, αy) − (αy, x) + (αy, αy) = (x, x) + (αy, αy)

从而 ∥x + αy∥2 = ∥x − αy∥2 .

充分性 ”⇐ ”： 如果对一切 α ∈ K都有 ∥x + αy∥2 = ∥x − αy∥2 ,那么

∥x + αy∥2 − ∥x − αy∥2 = 2(x, αy) + 2(αy, x) = 0

从而 (x, αy) + (αy, x) = 0 取 α = (x, y) ,我们可得 |(x, y)|2 = 0 ,从而 (x, y) = 0 ,即 x⊥y . �

7. 设 X 是内积空间， x, y ∈ X . 证明 x⊥y 的充分必要条件是，对一切数 α 皆有

∥x + αy∥ ≥ ∥x∥.

证证证明明明 必要性 ”⇒ ”： 如果 x⊥y ,那么对于任意的 α ∈ K 有 x⊥(αy) ,于是

∥x + αy∥2 = ||x||2 + ||αy||2 ≥ ∥x∥2

从而必要性得证

充分性 ”⇐ ”： 如果对一切 α ∈ K都有 ∥x + αy∥2 ≥ ∥x∥ ,这时,

∥x + αy∥2 = (x, x) + (x, αy) + (αy, x) + (αy, αy) ≥ (x, x),
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假设 y , 0 ,令 α = − 1
∥y∥2 (x, y) ,代入上式可得

−|(x, y)|2
∥y∥2 − |(x, y)|2

∥y∥2 +
|(x, y)|2
∥y∥2 = −|(x, y)|2

∥y∥2 ≥ 0

由于 y , 0 ,从而可得 (x, y) = 0 . 所以 x⊥y . �
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§6.3 第二十二讲 正交系, Fourier级数

教学目的

本节将介绍内积空间中的正交系,正交系以及完全标准正交系.最后给出Hilbert空间

正交基的存在性.

本节要点

Bessel不等式, Parseval等式, Hilbert空间正交基。

§6.3.1 内容提要

定义 6.3.1 设 X是内积空间, θ < M ⊂ X.

(1) 若 M 中的任意两个元素都是正交的,则称 M 为 X 的一个正交系(orthogonal

system).

(2)若 M为 X的正交系,且 M中每个元素的范数都是1,即

(x, y) =

 0, x , y,

1, x = y,

则 M称为 X的一个标准正交系(orthonormal system).

关于 X中的正交系和标准正交系有下列性质.

定理 6.3.1 设 (X, (·, ·))是一个内积空间,

(1)若 {x1, x2, · · · , xn} 是 X的正交系,则∥∥∥∥∥∥∥
n∑

k=1

xk

∥∥∥∥∥∥∥
2

=

n∑
k=1

∥xk∥2 . (6.3.1)

(2)若 M是 X的正交系,则 M是线性无关的,反之不真.

(3)若 {e1, e2, · · · , en} 是 X的标准正交系,则 ∀x ∈ span {e1, e2, · · · , en} 可唯一表示为

x =
n∑

k=1

(x, ek)ek. (6.3.2)

(4) (Gram–Schmidt标准正交化方法) 设 {xk, k ∈ N} 是 X 的任意线性无关列, 则存

在 X中的标准正交列 {ek, k ∈ N} ,使得 ∀n ∈ N有

span {x1, x2, · · · , xn} = span {e1, e2, · · · , en} . (6.3.3)

定义 6.3.2 设 F = {ek, k ∈ N}是内积空间 X中的标准正交系, x ∈ X ,则内积 (x, ek), k ∈
N称为 x关于 F 的广义Fourier系数,或简称为Fourier系数.
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利用广义Fourier系数,可以给出投影的表示形式.

定理 6.3.2 设 {ek, k ≥ 1}是内积空间X中的标准正交系, x ∈ X ,记M = span{e1, e2, · · · , en} ,则

1) x在 M上的投影 x0可表示为

x0 =

n∑
k=1

(x, ek)ek;

2) ∥x0∥2 =
n∑

k=1
|(x, ek)|2 ;

3) ||x − x0||2 = ||x||2 − ||x0||2 .

定理 6.3.3 设 {ek, k ∈ N}是内积空间 X中的标准正交系,则对每个 x ∈ X ,有

∞∑
k=1

|(x, ek)|2 ≤ ∥x∥2. (6.3.4)

此式称为Bessel不不不等等等式式式.

Bessel不等式(6.3.4 )的左端是一个正项级数,根据级数收敛的必要条件,有下面的结

果.

推论 6.3.1 设 {en, n ∈ N}是内积空间 X中的标准正交系,则对每个 x ∈ X 有

lim
n→∞

(x, en) = 0.

定义 6.3.3 若 F = {en, n ∈ N} 是内积空间 X 的一列元,如果它满足 spanF = X ,则

称 F 为 X中的完全系.如果 F 是正交系,并且还是完全系,则称 F 为完全正交系.

若 F = {en, n ∈ N}是内积空间 X的标准正交系,并且 F是完全系,则称 F为 X中的完

全标准正交系.

如果 F = {en, n ∈ N}是内积空间的完全标准正交系,可以将有限维内积空间的结论推

广到Hilbert空间中. 下面的定理具体给出了完全标准正交系的几个等价条件.

定理 6.3.4 若 F = {ek, k ∈ N}是Hilbert空间H 中的标准正交系,则下列各条件等价：

1) F 是H 的完全标准正交系.

2) F⊥ = {θ} ,即H 中不存在与 F 中所有元素正交的非零元素.

3)对每个 x ∈ H ,有

x =
∞∑

k=1

(x, ek)ek.

4)对每个 x ∈ H ,有

||x||2 =
∞∑

k=1

|(x, ek)|2.

此式称为Parseval等等等式式式.
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定义 6.3.4 若 F = {ek, k ∈ N} 是Hilbert空间 H 中的完全标准正交系,则每个 x ∈ H 可
展开为无穷级数,即 x =

∞∑
k=1

(x, ek)ek .无穷级数
∞∑

k=1
(x, ek)ek 称为 x关于 F 的广义Fourier级

数,或简称为Fourier级数.

若 H 是Hilbert空间, F = {ek, k ∈ N} 是Hilbert空间 H 中的完全标准正交系, 对每

个 x ∈ H , x的Fourier级数具有明显的几何意义:

1) 前 n 项和 sn =
n∑

k=1
(x, ek)ek 正是 x 在子空间 span{e1, e2, · · · en} 上的投影 (见定

理6.3.2),

2) ||x − sn||是 x到 span{e1, e2, · · · , en}的距离.

从逼近角度, sn是 x在 span{e1, e2, · · · en}上的最佳逼近, ||x − sn||是其误差.

定理 6.3.5 (Riesz-Fischer定理) 若 F = {ek, k ∈ N} 是Hilbert空间 H 中的标准正交
系,令 M = spanF . 则每个 α ∈ ℓ2 , α = {an, n ∈ N} ,都存在唯一的元 x ∈ M使得

x =
∞∑

k=1

akek, ak = (x, ek).

定义 6.3.5 设 H 可分的Hilbert空间,若 F = {en, n ∈ N} 是 H 中的完全标准正交系. 则

称 F = {en, n ∈ N}为H 的标准正交基(或规范正交基).

由定义,标准正交基也是Schauder基,具有Schauder基的空间是可分的,可分的空间不

必一定具有基.但对可分的Hilbert空间而言,标准正交基总存在.

定理 6.3.6 设H 可分无限维的Hilbert空间,则H 必有可数的标准正交基.

定理 6.3.7 每个可分的无限维Hilbert空间H 都同构于空间 ℓ2 .

推论 6.3.2 空间 L2[0, 2π]与 ℓ2(Z)等距同构.

定理6.3.7表明,任何无限维可分Hilbert空间都与 ℓ2 同构. 因此,任何两个在同一数域

上的无限维可分Hilbert空间都是同构的. 对于无限维可分Hilbert空间,其上性质的研究可

转化为对 ℓ2 空间中相应性质的研究.

§6.3.2 典型例题

Hilbert空间的正交系是线性无关的,任何线性无关组都可通过Gram-schmidt正交化过

程得到标准正交系。完全标准正交系(也称规范正交基)是空间元按照基展开的充要

条件。

可分Hilbert空间的规范正交基不仅意味着空间中的每个元可按照基展成广

义Fourier级数,同时它也是一种方法.

例 6.3.1 在内积空间 Cn ( Rn)中

e1 = (1, 0, 0, · · · , 0), e2 = (0, 1, 0, · · · , 0), · · · , en = (0, 0, 0, · · · , 1)

是一个标准正交系.
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例 6.3.2 在Hilber空间 ℓ2中,记

ek = (0, · · · , 0,
(k)
1 , 0, · · · ), (k ∈ N),

则 {ek; k ∈ N}是一个标准正交系.对每个 x ∈ ℓ2 , x = {ξn} ,

x =
∞∑

n=1

ξnen.

例 6.3.3 若实内积空间 C[0, 2π]中任意二元 x和 y的内积定义为

(x, y) =
1
π

∫ 2π

0
x(t)y(t)dt.

令 u0 =
1√
2

, un(t) = cos nt , vn(t) = sin nt ( n ∈ N ),则

{u0, u1, v1, u2, v2, · · · , un, vn, · · · }

是 C[0, 2π]的标准正交系.每个 x ∈ C[0, 2π]关于此标准正交系可以展开为Fourier级数

x(t) =
a0

2
+

∞∑
n=1

(an cos nt + bn sin nt),

其中

a0 =
1
π

∫ 2π

0
x(t)dt =

√
2(x, u0),

an =
1
π

∫ 2π

0
x(t) cos ntdt = (x, un), n ∈ N,

bn =
1
π

∫ 2π

0
x(t) sin ntdt = (x, vn), n ∈ N.

在数学分析中, a0 , an , bn（ n ∈ N）就是 x的Fourier级数的展开系数.

例 6.3.4 设Hilbert空间 L2[0, 2π] ,其上内积为

( f , g) =
1

2π

∫ 2π

0
f (x)g(x)dx, ∀ f , g ∈ L2[0, 2π]

指数函数族 F = {einx, n ∈ Z} 是 L2[0, 2π] 的完全标准正交系. 函数 f ∈ L2[0, 2π] 关

于 F 的Fourier系数

cn = ( f , en) =
1

2π

∫ 2π

0
f (x)e−inxdx, n ∈ Z.

于是 f (x) =
∞∑

n=−∞
cneinx , || f ||2 =

∞∑
n=−∞

|cn|2 .

例 6.3.5 设 k(x)是以 2π为周期的连续函数,在 L2[0, 2π]上考虑积分方程

f (x) −
∫ 2π

0
k(x − s) f (s)ds = g(x), g ∈ L2[0, 2π]. (6.3.5)

的可解性.
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解解解 在 L2[0, 2π]上内积为

( f , g) =
1

2π

∫ 2π

0
f (x)g(x)dx, f , g ∈ L2[0, 2π].

由例6.3.4知指数函数族 {e−inx, n ∈ Z}是此内积下 L2[0, 2π]的标准正交基.记

cn( f ) = ( f , en) =
1

2π

∫ 2π

0
f (x)e−inxdx

对方程(6.3.5 )两端与 en = einx 做内积得到

cn( f ) − 1
2π

∫ 2π

0
e−inxdx

∫ 2π

0
k(x − s) f (s)ds = cn(g), n ∈ Z.

由于

1
2π

∫ 2π

0
e−inxdx

∫ 2π

0
k(x − s) f (s)ds =

1
2π

∫ 2π

0
f (s)ds

∫ 2π

0
k(x − s)e−inxdx

=
1

2π

∫ 2π

0
f (s)e−insds

∫ 2π−s

−s
k(r)e−inrdr,

注意到 k(x)是以 2π为周期的连续函数,我们有等式∫ 2π−s

−s
k(r)e−inrdr =

∫ 2π

0
k(r)e−inrdr = 2πcn(k),

所以有

cn( f ) − 2πcn(k)cn( f ) = cn(g), n ∈ Z.

当 2πcn(k) , 1时,我们得到

cn( f ) =
cn(g)

1 − 2πcn(k)
, n ∈ Z.

由于 lim
n→∞

cn(k) = 0 ,所以 cn( f ) ∈ ℓ2(Z) . 从而积分方程的解 f (x)由下式给出

f (x) =
∑
n∈Z

cn( f )e−inx =
∑
n∈Z

cn(g)
1 − 2πcn(k)

e−inx.

当对某个 n ,有 2πcn(k) = 1 ,此时只对满足条件 cn(g) = 0的函数 g可解. �

例 6.3.6 设 k(t, s)是 [−1, 1]×[−1, 1]上的实连续函数满足条件 k(t, s) = k(s, t) ,在 L2[−1, 1]上

考虑积分方程

f (t) −
∫ 1

−1
k(t, s) f (s)ds = g(t), g ∈ L2[−1, 1]. (6.3.6)

的可解性.

解解解 在 L2[−1, 1]上内积为

( f , g) =
∫ 1

−1
f (x)g(x)dx, f , g ∈ L2[−1, 1].
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设实函数族 {en(x), n ∈ N}是 L2[−1, 1]的标准正交基.记

cn( f ) = ( f , en) =
∫ 1

−1
f (x)en(x)dx

对每个 t ∈ [−1, 1] , k(t, ·) ∈ L2[−1, 1] ,按照基有展开式

k(t, s) =
∞∑

n=1

an(t)en(s)

其中

an(t) =
∫ 1

−1
k(t, s)en(s)ds.

利用关系式 k(t, s) = k(s, t) ,存在实数 λn使得 an(t) = λnen(t) ,所以

k(t, s) =
∞∑

n=1

λnen(t)en(s).

对方程(6.3.6 )两端与 en(t)做内积得到

cn( f ) −
∫ 1

−1
en(t)dt

∫ 1

−1
k(t, s) f (s)ds = cn(g), n ∈ N.

由于 ∫ 1

−1
en(t)dt

∫ 1

−1
k(t, s) f (s)ds =

∫ 1

−1
f (s)ds

∫ 1

−1
k(t, s)en(t)dt

=

∞∑
j=1

λ j

∫ 1

−1
f (s)e j(s)ds

∫ 1

−1
en(t)e j(t)dt

= λn

∫ 1

−1
f (s)en(s)ds,

所以有

cn( f ) − λncn( f ) = cn(g), n ∈ N.

当 λn , 1时,我们得到

cn( f ) =
cn(g)

1 − λn
, n ∈ N.

由于 ∫ 1

−1
dt

∫ 1

−1
|k(t, s)|2ds =

∞∑
n=1

∫ 1

−1
|λn|2|en(t)|2dt =

∞∑
n=1

|λn|2,

这蕴含 lim
n→∞

λn = 0 ,所以 cn( f ) ∈ ℓ2(N) . 从而积分方程(6.3.6 )的解 f (x)由下式给出

f (x) =
∞∑

n=1

cn( f )en(x) =
∞∑

n=1

cn(g)
1 − λn

en(x).

当对某个 n ,有 λn = 1 ,此时只对满足条件 cn(g) = 0的函数 g可解. �

注记 6.3.1 在空间 L2[−1, 1] ,由函数族 {xn}∞n=0正交化得到的正交多项式–规范化Legendre

正交多项式,就是满足上例条件的标准正交基.这里要求 {en(x)}是实正交基,主要是便于

利用 k(t, s) = k(s, t)性质进行比较. 一般地,若函数满足条件 k(t, s) = k(s, t) ,就可去掉对实

基的限制.其证明方法完全相同.
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§6.3.3 练习题二十二解答

1. 设 X是一内积空间, {xk}nk=1是一标准正交系,证明函数∥∥∥∥∥∥∥x −
n∑

k=1

akxk

∥∥∥∥∥∥∥
仅当 ak = (x, xk), k = 1, 2, · · · , n, 时取到极小值。

证证证明明明 记 x0 =
∑n

k=1(x, xk)xk ,则 x − x0⊥xk ,于是∥∥∥∥∥∥∥x −
n∑

k=1

ak xk

∥∥∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥∥∥x − x0 + x0 −
n∑

k=1

akxk

∥∥∥∥∥∥∥
2

= ||x − x0||2 + ||x0 −
n∑

k=1

ak xk||2 = ||x − x0||2 +
n∑

k=1

|(x, xk) − ak|2

因此,仅当 ak = (x, xk), k = 1, 2, · · · , n, 时
∥∥∥x −∑n

k=1 ak xk
∥∥∥ 取到极小值 ||x − x0||。 �

2. 设 {e1, e2, · · · , en} 是内积空间 X 的标准正交系, M = span{e1, e2, · · · , en} . 定义算子

P : X→ M ,使得对于每一个 x ∈ X

Px =
n∑

i=1

(x, ei)ei.

Px是 x在 M上的投影.证明

(1). P : X→ M是有界线性算子,且 ∥P∥ = 1 ;

(2). P2 = P (这里 P2 = P · P )

证证证明明明 (1). 首先来证明 P是有界线性算子. 对于任意的 x, y ∈ X 及 α, β ∈ K ,有

P(αx + βy) =
n∑

i=1

(αx + βy, ei)ei =

n∑
i=1

(αx, ei)ei +

n∑
i=1

(βy, ei)ei

= α

n∑
i=1

(x, ei)ei + β

n∑
i=1

(y, ei)ei = αPx + βPy

从而 P是线性算子. 而

∥Px∥2 =
∥∥∥∥∥∥∥

n∑
i=1

(x, ei)ei

∥∥∥∥∥∥∥
2

≤
∥∥∥∥∥∥∥

n∑
i=1

(x, ei)ei

∥∥∥∥∥∥∥
2

+

∥∥∥∥∥∥∥x −
n∑

i=1

(x, ei)ei

∥∥∥∥∥∥∥
2

= ∥x∥2,

所以 ∥Px∥ ≤ ∥x∥ ,由 x的任意性可得 P是有界算子，并且 ∥P∥ ≤ 1 ,取 x ∈ M ,这时有

∥Px∥2 = ∥x∥2 ,所以 ∥P∥ ≥ 1 .因此 ∥P∥ = 1 .

(2).对于任意的 x ∈ X ,我们有

y = Px =
n∑

i=1

(x, ei)ei, (y, e j) = (x, e j), j = 1, 2, · · · , n.
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于是

P2x = P(Px) = P(y) =
n∑

i=1

(y, ei)ei =

n∑
i=1

(x, ei)ei = Px,

由 x的任意性可知 P2 = P . �

3. 设 {ek, k ∈ N}是内积空间 X的标准正交系,则对于任意 x, y ∈ X 恒有
∞∑

k=1

|(x, ek)(y, ek)| ≤ ∥x∥∥y∥

证证证明明明 由 Cauchy-Schwartz不等式可得

∞∑
i=1

|(x, ei)(y, ei)| ≤

√√ ∞∑
i=1

|(x, ei)|2
√√ ∞∑

i=1

|(y, ei)|2,

而由Bessel不等式可知

∥x∥2 ≥
∞∑

i=1

|(x, ei)|2, ∥y∥2 ≥
∞∑

i=1

|(y, ei)|2,

从而可得
∞∑

i=1
|(x, ei)(y, ei)| ≤ ∥x∥∥y∥ . �

4. 设 {ei, i ∈ N}是 Hilbert空间 H 的标准正交系, M = span{ek, k ∈ N} . 证明 x ∈ M 的充

分必要条件是: x 可以表示为 x =
∞∑

k=1
(x, ek)ek .

证证证明明明 必要性 ” ⇒ ”: 因为 空间 H 是Hilbert空间，而 M 是其闭子空间， 从而亦

是Hilbert空间，这时 {ei, i ∈ N}是完备子空间 M 的完全规范正交系，利用定理3.7的等

价条件可知 ∀x ∈ M ,都有 x =
∞∑

i=1
(x, ei)ei；

充分性 ”⇐ ”: 令 xn =
n∑

i=1
(x, ei)ei ,显然 xn ∈ M ,又因为H 是Hilbert空间,

x =
∞∑

i=1

(x, ei)ei = lim
n→∞

n∑
i=1

(x, ei)ei = lim
n→∞

xn,

从而可知 x是 xn的极限,从而 x ∈ M . �

此处 H 是Hilbert空间的条件主要用于保障级数 x =
∞∑

i=1
(x, ei)ei 是空间 H 中的元。

可以证明：若 {ei, i ∈ N}是内积空间 X 中的规范正交系，则部分和列 xn =
n∑

i=1
(x, ei)ei ，

n ∈ N ,总是一Cauchy列 .

5.设 {ek, k ∈ N} 是 Hilbert空间 H 的标准正交系.证明 {ek, k ∈ N}是完全标准正交系的
充分必要条件是,对于任意的 x, y ∈ H 恒有

(x, y) =
∞∑

k=1

(x, ek)(y, ek).
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证证证明明明: 必要性 ”⇒ ”: 若 {ei, i ∈ N} 是完全规范正交系,那么根据定理 3.7的等价条件可

知 x =
∞∑

i=1
(x, ei)ei, y =

∞∑
i=1

(y, ei)ei ,这时

(x, y) = (
∞∑

i=1

(x, ei)ei, y) =
∞∑

i=1

((x, ei)ei, y) =
∞∑

i=1

(x, ei)(y, ei).

充分性 ” ⇐ ”: 若 (x, y) =
∞∑

i=1
(x, ei)(y, ei). 对于任意的 x, y ∈ H 均成立， 我们取

x = y ∈ H ,这时

(x, x) = ∥x∥2 =
∞∑

i=1

(x, ei)(x, ei) =
∞∑

i=1

|(x, ei)|2

再由定理 3.7的等价条件可知， {ei, i ∈ N}是完全规范正交系. �
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§6.4 第二十三讲 Hilbert空间中有界线性泛函的Riesz表示定理

教学目的

本节将讨论Hilbert空间的对偶空间的表示问题,通过Riesz表示定理,建立起Hilbert空

间的自对偶性质.

本节要点

Riesz表示定理,复共轭同构映射。

§6.4.1 内容提要

在内积空间 X中,任给一个元 y ∈ X固定,利用内积可定义一个 X上的线性泛函 fy

fy(x) = (x, y), ∀x ∈ X. (6.4.1)

由Cauchy–Schwartz不等式, | fy(x)| = |(x, y)| ≤ ||x|| · ||y|| ,因此 fy 是有界线性泛函, 并

且 || fy|| ≤ ||y|| . 另一方面,取 x = y ,有 | fy(y)| = (y, y) = ||y||2 ,则 || fy|| ≥ ||y|| .因此 || fy|| = ||y||.

下面的定理表明,在Hilbert空间H 中,每个H 上的有界线性泛函 f 可以由空间H 中
的元素来表示。

定理 6.4.1 (Riesz表示定理) 设H 是Hilbert空间, f 是H 上的有界线性泛函,则存在唯一

的 u ∈ H ,使得

f (x) = (x, u), ∀x ∈ H , (6.4.2)

并且 || f || = ||u||.

推论 6.4.1 设H∗是Hilbert空间H 的对偶空间,映射 J : H → H∗定义为

Jy = fy ∈ H∗, ∀y ∈ H

(这里 fy(x) = (x, y),∀x ∈ H ),则

(1) J是共轭线性算子,即

J(y1 + y2) = Jy1 + Jy2, J(αy) = αJy;

(2) J是双射且保持范数.

推论6.4.1中的 J 称为由 H 到 H∗ 上的一个复共轭同构映射,并且称 H 与 H∗ 是复
共轭同构的. 在复共轭同构的意义下,可以将 H 与 H∗ 视为同一的(若 H 是实Hilbert空

间,则复共轭同构就是同构). 必须注意,当 αy ∈ H 视为H 上的有界线性泛函时,有

(αy)(x) = (x, αy) = ᾱ(x, y) = ᾱy(x).
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§6.4.2 典型例题

Hilbert空间H 的Riesz表示定理中的复共轭同构映射 J只是表明H 与H∗中元的一
一对应关系,并不意味着 f ∈ H∗ 与 u ∈ H 两个元完全相同.在函数空间中 Ju = f 这

种对应关系实际上蕴含某种方程的解 u与给定函数(广义函数) f 之间的关系.

例 6.4.1 设函数空间 H1(0, 1)定义如下

H1(0, 1) = {φ ∈ C[0, 1]
∣∣∣ φ(x)绝对连续, φ′ ∈ L2[0, 1]}

定义内积

(φ, ψ)1,2 =

∫ 1

0
φ(x)ψ(x)dx +

∫ 1

0
φ′(x)ψ′(x)dx

内积诱导的范数记为 || · ||1,2 ,这里下标 {1, 2} , 1表示关于导数的阶数,2表示基本空间为 L2 .

直接验证 (H1(0, 1), || · ||1,2)是Hilbert空间.

设 x0 ∈ (0, 1) ,定义 H1(0, 1)上的泛函 δx0 如下

δx0(φ) = φ(x0) =
∫ 1

0
φ(x)δ(x − x0)dx, ∀φ ∈ H1(0, 1).

则 δx0 ∈ (H1(0, 1))∗ .

设函数 u ∈ H1(0, 1)满足方程 −u′′(x) + u(x) = δ(x − x0), x ∈ (0, 1)

u′(1) = u′(0) = 0
(6.4.3)

则有

δx0(φ) = (φ, u)1,2 =

∫ 1

0
φ(x)u(x)dx +

∫ 1

0
φ′(x)u′(x)dx.

证证证明明明 首先证明 δx0 ∈ (H1(0, 1))∗ . 对任意的 φ ∈ H1(0, 1) ,

φ(x) = φ(x0) +
∫ x

x0

φ′(s)ds, x ∈ [0, 1].

所以

|φ(x0)| ≤ |φ(x)| +
∫ x

x0

|φ′(s)|ds ≤ |φ(x)| +
∫ 1

0
|φ′(x)|dx

在 [0, 1]上对上式积分,并应用Cauchy–Schwartz不等式得

|φ(x0)| ≤
∫ 1

0
|φ(x)|dx +

∫ 1

0
|φ′(x)|dx ≤

√
2
(∫ 1

0
(|φ(x)|2 + |φ′(x)|2)dx

) 1
2

,

即

|δx0(φ)| ≤
√

2||φ||1,2.

因此, δx0 ∈ (H1(0, 1))∗ .
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直接求解方程(6.4.3 )可得

u(x) =

 cosh x0
sinh 1 cosh(1 − x), x0 ≤ x ≤ 1

cosh(1−x0)
sinh 1 cosh x, 0 ≤ x ≤ x0

(6.4.4)

明显地, u ∈ C[0, 1] , u′ ∈ L2[0, 1] .所以 u ∈ H1(0, 1) .

对任意的 φ ∈ H1(0, 1) ,

(φ, u)1,2 =

∫ 1

0
φ(x)u(x)dx +

∫ 1

0
φ′(x)u′(x)dx

=
cosh x0

sinh 1

[∫ 1

x0

φ(x) cosh(1 − x)dx −
∫ 1

x0

φ′(x) sinh(1 − x)dx
]

+
cosh(1 − x0)

sinh 1

[∫ x0

0
φ(x) cosh xdx +

∫ x0

0
φ′(x) sinh xdx

]
=

cosh x0

sinh 1

[
−φ(x) sinh(1 − x)

∣∣∣1
x0

]
+

cosh(1 − x0)
sinh 1

[
φ(x) sinh x

∣∣∣x0

0

]
=

φ(x0)
sinh 1

[cosh x0 sinh(1 − x0) + cosh(1 − x0) sinh x0] = φ(x0)

所以

δx0(φ) = (φ, u)1,2 =

∫ 1

0
φ(x)δ(x − x0)dx.

上式表明对应关系 Ju = δx0 由方程(6.4.3 )确定, u(x) = J−1δx0 正是方程(6.4.3 )的解. �

前面的例子表明复共轭同构映射在函数空间表示给定函数与方程解之间的关系,利

用这种关系反过来可用以求解微分方程.

例 6.4.2 设 Ω ⊂ Rn 是有界开区域,其边界 ∂Ω具有一定光滑性. 设 f ∈ L2(Ω) ,则偏微分

方程Dirichlet边值问题  −∆u(x) = f (x), x ∈ Ω
u(x) = 0, x ∈ ∂Ω.

(6.4.5)

存在唯一解.

证证证明明明 由于方程的解在边界 ∂Ω上取零值,选择函数空间 H1
0(Ω)

H1
0(Ω) = {φ ∈ C0(Ω)

∣∣∣ ∂x jφ ∈ L2(Ω), j = 1, 2, · · · , n}

内积定义为

(φ, ψ)1,2 =

∫
Ω

φ(x)ψ(x)dx +
∫
Ω

∇φ(x)∇ψ(x)dx,

诱导的范数为

||φ||21.2 = ||φ||22 + ||∇φ||22.

函数空间 H1
0(Ω) 的另外一种定义方式是边界处为零的无穷次可微函数 C∞0 (Ω) 在范

数 || · ||1,2下的完备化空间,它是Hilbert空间.

在 H1
0(Ω)上定义新的范数,

||φ||2∗ =
∫
Ω

|∇φ|2dx.
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直接验证可知：范数 || · ||1,2与 || · ||∗等价,即存在常数 M使得 ||φ||∗ ≤ ||φ||1,2 ≤ M||φ||∗ .

对给定的 f ∈ L2(Ω) ,定义 H1
0(Ω)上的泛函 F 如下

F(φ) =
∫
Ω

f (x)φ(x)dx, ∀φ ∈ H1
0(Ω).

明显地, F 是线性泛函,且

|F(φ)| ≤ || f ||2||φ||2 ≤ || f ||2||φ||1,2, ∀φ ∈ H1
0(Ω),

所以 F ∈ (H1
0(Ω))∗ .

为证明要求结果,取内积空间 (H1
0(Ω), || · ||∗) , 依Riesz 表示定理, 存在唯一的函

数 u ∈ H1
0(Ω)

F(φ) =
∫
Ω

f (x)φ(x)dx =
∫
Ω

∇φ(x)∇u(x)dx, ∀φ ∈ H1(0, 1).

依Green公式 ∫
Ω

∇φ(x)∇u(x)dx =
∫
∂Ω
φ(x)

∂u
∂ν

dS −
∫
Ω

φ(x)∆u(x)dx

其中 ν(x)表示在边界点 x处的外法向,所以∫
Ω

(−∆u(x) − f (x))φ(x)dx = 0, φ ∈ H1
0(Ω).

上面关系蕴含 −∆u(x) = f (x), a.e., x ∈ Ω ,所以 u(x)就是方程(6.4.5 )的唯一解. �

注记 6.4.1 通常用 Hm(Ω)表示 C∞(Ω)在范数

||φ||2m,2 =
∑
|α|≤m

||Dαφ||22

的完备化空间,其中 α = (α1, α2 · · · , αn), αk ∈ N ∪ {0} 表示多重指标; 用 Hm
0 (Ω) 表

示C∞0 (Ω)在范数 ||φ||m,2下的完备化空间.它们都是Hilbert空间,它们的对偶空间 (Hm(Ω))∗ ,

(Hm
0 (Ω))∗ ,分别记为 H−m(Ω) , H−m

0 (Ω) . 空间 Hm(Ω)与 H−m(Ω) , Hm
0 (Ω)与 H−m

0 (Ω)间的

复共轭等距同构,都表示某种偏微分方程的可解性.

§6.4.3 练习题二十三解答

1. 设 X∗是内积空间 X的对偶空间. 映射 J : X→ X∗定义为

Jy = fy ∈ X∗, (y ∈ X)

(这里 fy(x) = (x, y), (x ∈ X) ). 若 J是满射,则 X是 Hilbert空间。

证证证明明明 由推论 4.2的证明可知， J是共轭线性的. 即

J(y1 + y2) = Jy1 + Jy2, J(αy) = αJy, y, y1, y2 ∈ X, α ∈ K.
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并且 ||Jy|| = ∥y∥.

若 J是满射,则 J是 X到 X∗ 上的复共轭同构映射，而 X∗ 完备,故 X完备。事实上,

设 {yn} 是 X上的Cauchy序列,而

∥Jyn − Jym∥ = ∥J(yn − ym)∥ = ∥yn − ym∥,

X∗ 完备，故 ∃ f ∈ X∗ 使得 Jyn → f , (n → ∞) . 由假设可知 J是满射，故 ∃y ∈ X ,使得

Jy = f . 从而 Jyn → Jy, n→ ∞ . 因此 ∥yn − y∥ → 0, n→ ∞. �

2. 若 H 是Hilbert空间,则 H 与 H∗∗同构.

证证证明明明 设 H 是 Hilbert空间,则 J : H → H∗ 是复共轭同构映射. 又 J1 : H∗ → H∗∗ 是复
共轭同构映射. 定义 Φ := J1 · J ,可以验证 Φ是H 到 H∗∗上的线性同构映射. (共轭两次

就变成一个线性映射) . �

3. 设 {xn}是内积空间 X中的点列.证明 : 若 {xn}弱收敛于 x ,则 (xn, x)→ (x, x) .

证证证明明明 由于 {xn}弱收敛于 x ,则有对于任意的 f ∈ X∗都有 | f (xn)− f (x)| → 0, n→ ∞. 此时,

由 x可确定 X上的一有界线性泛函 fx ,使得 fx(y) = (y, x),∀y ∈ X ,所以 fx(xn)→ fx(x) ,

即 (xn, x)→ (x, x). �

此题与前面第一节第三题相结合可以得到下面的命题:

设 X是内积空间， {xn} ⊂ X , x ∈ X ,则 xn → x (强收敛)的充要条件是： xn
w→ x ,且

||xn|| → ||x|| .

4. 设 Ω ⊂ Rn是有界开区域,边界 ∂Ω具有一定光滑性。定义函数空间 H1
0(Ω)

H1
0(Ω) = {φ ∈ C0(Ω)

∣∣∣ ∂x jφ ∈ L2(Ω), j = 1, 2, · · · , n}

内积定义为

(φ, ψ)1,2 =

∫
Ω

φ(x)ψ(x)dx +
∫
Ω

∇φ(x)∇ψ(x)dx,

诱导的范数为

||φ||21.2 = ||φ||22 + ||∇φ||22.

在 H1
0(Ω)上定义新的范数,

||φ||2∗ =
∫
Ω

|∇φ|2dx.

证明：范数 || · ||1,2与 || · ||∗等价,即存在常数 M使得 ||φ||∗ ≤ ||φ||1,2 ≤ M||φ||∗ .

证证证明明明 证明的关键在于 φ(x)能够用它的梯度来估计.注意到函数 φ(x)在边界上取零值,可

将函数扩张到区域 Ω之外,也取零值.于是可作矩形区域代替 Ω。
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这里仅对 n = 2的情形证明,一般情形类似. 设矩形区域 [a1, b1] × [a2, b2] ⊃ Ω ,对任

何的 (x, y) ∈ Ω ,点 (a1, y) < Ω , (x, a2) < Ω

φ(x, y) − φ(a1, y) =
∫ x

a1

∂φ(s, y)
∂x

ds

φ(x, y) − φ(x, a2) =
∫ y

a2

∂φ(x, s)
∂y

ds

注意到点 (a1, y), (x, a2) < Ω , φ(a1, y) = φ(x, a2) = 0 ,所以

2φ(x, y) =
∫ x

a1

∂φ(s, y)
∂x

ds +
∫ y

a2

∂φ(x, s)
∂y

ds

于是

2|φ(x, y)| ≤
∣∣∣∣∣∣
∫ x

a1

∂φ(s, y)
∂x

ds +
∫ y

a2

∂φ(x, s)
∂y

ds

∣∣∣∣∣∣
≤

∫ b1

a1

∣∣∣∣∣∂φ(s, y)
∂x

∣∣∣∣∣ ds +
∫ b2

a2

∣∣∣∣∣∂φ(x, s)
∂y

∣∣∣∣∣ ds

4
∫
Ω

|φ(x, y)|2dxdy = 4
∫

[a1,b1]×[a2,b2]
|φ(x, y)|2dxdy

≤
∫
Ω

(∫ b1

a1

∣∣∣∣∣∂φ(s, y)
∂x

∣∣∣∣∣ ds +
∫ b2

a2

∣∣∣∣∣∂φ(x, s)
∂y

∣∣∣∣∣ ds
)2

dxdy

≤ 2
∫

[a1,b1]×[a2,b2]

(
(b1 − a1)

∫ b1

a1

∣∣∣∣∣∂φ(s, y)
∂x

∣∣∣∣∣2 ds + (b2 − a2)
∫ b2

a2

∣∣∣∣∣∂φ(x, s)
∂y

∣∣∣∣∣2 ds
)

dxdy

= 2(b1 − a1)(b2 − a2)
∫

[a1,b1]×[a2,b2]

∣∣∣∣∣∂φ(x, y)
∂x

∣∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣∣∂φ(x, y)
∂y

∣∣∣∣∣2 dxdy

= 2(b1 − a1)(b2 − a2)
∫
Ω

|∇φ(x, y)|2dxdy

所以

||φ||2 ≤ (b1 − a1)(b2 − a2)
2

||∇φ||2.

利用上面不等式,可知存在正常数 M使得

||φ||1,2 ≤ M||φ||∗

注记 6.4.2 在一般情形,存在正数 M(Ω) (只与区域 Ω有关),使得

||φ||2 ≤ M(Ω)||∇φ||2

这个不等式称为Poincare不等式.
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§6.5 第二十四讲 Hilbert空间中的伴随算子

教学目的

本节主要介绍Hilbert空间中在内积意义下的伴随算子,讨论伴随算子的性质,算子的

值域与伴随算子零空间的关系.

本节要点

Hilbert伴随算子,随伴运算。　

§6.5.1 内容提要

设 H1 和 H2 是两个Hilbert空间.按照内积导出的范数它们是Banach空间. 仍用记

号 B(H1,H2)表示所有 H1 到 H2 的有界线性算子的全体.对于 T ∈ B(H1,H2) , T 的伴

随算子 T ∗ : H∗2 → H∗1 定义为

(T ∗g)(x) = g(T x), ∀g ∈ H∗2 ,∀x ∈ H1. (6.5.1)

为了与本节的记号加以区别,把上面定义的 T ∗ 称为 T 的Banach伴随算子,并记为 T ′ (因

为在下面,将用记号 T ∗表示 T 的Hilbert伴随算子).于是(6.5.1 )式变为

(T ′g)(x) = g(T x), ∀g ∈ H∗2 ,∀x ∈ H1. (6.5.2)

设 J1 : H1 → H∗1 与 J2 : H2 → H∗2 是复共轭同构映射.由于 g ∈ H∗2 ,T ′g ∈ H∗1 ,应

用 Riesz表示定理, H1 上的有界线性泛函 T ′g 对应于 H1 上的元 J−1
1 T ′g, 使得对任意

的 x ∈ H1 ,

(T ′g)(x) = (x, J−1
1 T ′g)H1 , ∀x ∈ H1.

再应用Riesz表示定理, g ∈ H∗2 又对应于H2上的元 y ,即 g = J2y ,于是

(T ′g)(x) = (x, J−1
1 T ′J2y)H1

并且

g(T x) = (T x, y)H2 .

因此,由(6.5.2 )式得到

(T x, y)H2 = (x, J−1
1 T ′J2y)H1 . (6.5.3)

定理 6.5.1 设H1和H2 是Hilbert空间, T ∈ B(H1,H2).则存在唯一的 T ∗ ∈ B(H2,H1)使

得

(T x, y) = (x, T ∗y), ∀x ∈ H1, y ∈ H2 (6.5.4)

并且 ||T || = ||T ∗||.
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设 T ′是H∗2 到H∗1 的Banach伴随算子,令

T ∗ = J−1
1 T ′J2 (6.5.5)

则 T ∗是H2到H1的映射,且满足(6.5.4 ).

定义 6.5.1 设H1和H2是Hilbert空间, T ∈ B(H1,H2) .则算子 T ∗ : H2 → H1满足条件

(T x, y) = (x, T ∗y), ∀x ∈ H1, y ∈ H2

称为 T 的Hilbert伴随算子(Hilbert-adjoint operator),或称为Hilbert共轭算子(conjugate oper-

ator).

伴随运算具有下面的运算性质.

定理 6.5.2 设 X , Y和 U是同一数域 K上的Hilbert空间,则下面的断言成立：

1) ∀S , T ∈ B(X,Y) , (S + T )∗ = S ∗ + T ∗ ;

2) ∀α ∈ K , (αS )∗ = αS ∗ ;

3) ∀T ∈ B(X,Y) , (T ∗)∗ = T ;

4) ∀T ∈ B(X,Y), S ∈ B(Y,U) , (S T )∗ = T ∗S ∗ ;

5) 若算子 S ∈ B(X,Y) 是有界可逆的, 则算子 S ∗ 也是有界可逆的, 并且有等

式 (S −1)∗ = (S ∗)−1 .

6) T ∈ B(X) , ||T ∗T || = ||TT ∗|| = ||T ||2 .

定理 6.5.3 设 H1 , H2 是Hilbert空间, T ∈ B(H1,H2) . N(T )是 T 的零空间, T 的值域

为 R(T ) . 则下面的关系成立

N(T ) = R(T ∗)⊥, N(T ∗) = R(T )⊥,

R(T ) = N(T ∗)⊥, R(T ∗) = N(T )⊥.

推论 6.5.1 设H 是Hilbert空间, T ∈ B(H) . 则

H = N(T ) u R(T ∗) = R(T ) uN(T ∗).

§6.5.2 典型例题

Banach空间的伴随是在对偶积意义下求伴随算子, Hilbert伴随是在内积意义下求伴

随算子。求Hilbert伴随算子(共轭算子)需要在指定内积意义下计算。

例 6.5.1 设 T : Cn → Cn 是线性算子, {e1, e2, · · · , en} 是 Cn 的规范正交基. 在此基

下, T 对应的 n 阶矩阵为 A = (ai j) . 对于任意 x, y ∈ Cn , x = (ξ1, ξ2, · · · , ξn)T ∈ Cn ,

y = (η1, η2, · · · , ηn)T ∈ Cn (列向量),

(x, y) =
n∑

k=1

ξkηk = yH x
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yH 表示列向量的共轭转置.设 T ∗对应的矩阵为 B ,则

(T x, y) = yH(Ax) = (x, T ∗y) = (By)H x = yH(B)H x, ∀x ∈ Cn.

所以 (T ∗)H = A ,故必有 B = ĀT .因此

B = AH = (ā ji).

这表明 T 的Hilbert伴随算子 T ∗对应的矩阵是 T 对应的矩阵的复共轭转置.

例 6.5.2 设 L2[a, b] , T : L2[a, b]→ L2[a, b]是Fredholm积分算子,

T f (t) =
∫ b

a
K(t, s) f (s)ds, f ∈ L2[a.b].

则 T 的Hilbert共轭算子 T ∗为

T ∗g(t) =
∫ b

a
k(t, s)g(t)dt, ∀g ∈ L2[a, b].

证证证明明明 对任意的 f , g ∈ L2[a, b] ,

(T f , g) =
∫ b

a
T f (t)g(t)dt =

∫ b

a

(∫ b

a
K(t, s) f (s)ds

)
g(t)dt

=

∫ b

a
f (s)ds

∫ b

a
K(t, s)g(t)dt

=

∫ b

a
f (s)ds

(∫ b

a
K(t, s)g(t)dt

)
= ( f , T ∗g),

所以,

T ∗g(s) =
∫ b

a
K(t, s)g(t)dt.

可以看到Hilbert共轭算子与 Banach共轭算子相差一个复共轭运算。 �

§6.5.3 练习题二十四解答

1. 设H 是Hilbert空间,　 T ∈ B(H) ,求下列算子的伴随算子

(1) T + T ∗ ;

(2) T − T ∗ .

解解解直接利用共轭算子的性质有

(T + T∗)∗ = T ∗ + T ∗∗ = T ∗ + T

(T − T ∗)∗ = T ∗ − T ∗∗ = −(T − T ∗)
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2. 设 H是Hilbert空间, T ∈ B(H) ,证明 (T + T ∗)(T − T ∗)与 (T − T ∗)(T + T ∗)相等的充要

条件是 T ∗T = TT ∗ .

证证证明明明直接计算有

(T + T ∗)(T − T ∗) = TT + T ∗T − TT ∗ + T ∗T ∗

(T − T ∗)(T + T ∗) = TT − T ∗T + TT ∗ + T ∗T ∗

它们之差为

(T + T ∗)(T − T ∗) − (T − T ∗)(T + T ∗) = 2(T ∗T − TT ∗)

所以它们相等的充要条件是 T ∗T = TT ∗ .

上题说明:对于算子一般来说是不可交换的,它们可交换是在一定条件下进行。

3. 设 H1 和 H2 是 Hilbert空间, T : H1 → H2 是有界线性算子, N(T )和 R(T )分别表示

T 的零空间和值域.证明

N(T ) = R(T ∗)⊥, N(T ∗) = R(T )⊥,

R(T ) = N(T ∗)⊥, R(T ∗) = N(T )⊥.

证证证明明明 我们逐个给出证明，

(a) N(T ) = R(T ∗)⊥

对于任意的 x ∈ N(T ) , 有 T x = 0 . 对 ∀y ∈ H2 , T ∗y ∈ R(T ∗) , 这时有 (x, T ∗y) =

(T x, y) = 0，从而 x ∈ R(T ∗)⊥ . 即 N(T ) ⊂ R(T ∗)⊥ .

另一方面,设 ∀x ∈ R(T ∗)⊥ ,我们有

(x, T ∗y) = 0, ∀y ∈ H2.

这时 (T x, y) = 0 ,我们可取 y = T x ,此时可得 ∥T x∥ = 0 ,从而 T x = 0 ,所以 x ∈ N(T ) ,

即 R(T ∗)⊥ ⊂ N(T ) . 综上可得 N(T ) = R(T ∗)⊥ .

(b) N(T ∗) = R(T )⊥

由于 (T ∗)∗ = T ∗∗ = T ,所以用 T ∗替换 (a)中 T 即可得到结果.

(c) R(T ) = N(T ∗)⊥

由前面第二节习题可知 R(T )⊥ = R(T )
⊥

,所以由(b)可知

R(T )
⊥
= R(T )⊥ = N(T ∗)

而 R(T )是 Hilbert空间中的一闭集,从而由推论2.11可得 R(T ) = R(T )
⊥⊥
= N(T ∗)⊥

(d) R(T ∗) = N(T )⊥

在(c)中用 T ∗代替 T )可得结果. �
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§6.6 第二十五讲 Hilbert空间中正规类算子

教学目的

本节介绍Hilbert空间中正规类算子中几类特殊的算子–自伴算子,非负算子,正算子,

正交投影算子,正规算子,酉算子以及它们的性质.

本节要点

几类特殊的有界线性算子–自伴算子,非负算子,正算子,正交投影算子,正规算子,酉

算子以及它们的性质. 　

§6.6.1 内容提要

定义 6.6.1 设H 是Hilbert空间, T ∈ B(H).

(1) 若 TT ∗ = T ∗T ,则 T 称为H 上的正规算子(normal operator).

(2) 若 T ∗ = T ,则 T 称为 H 上的自伴算子(self-adjoint operator),或称为Hermite算

子(Hermitian operator).

(3) 若 T ∗ = −T ,则 T 称为H 上的斜自伴算子(skew-adjoint operator).

(4) 若 T 是双射且 T ∗ = T−1 ,则 T 称为H 上的酉算子(unitary operator).

由定义不难看出:

(1). 酉算子,自伴算子和斜自伴算子都是正规算子;

(2). 若 T 是斜自伴算子,则 iT 是自伴算子;

(3). 若 T 是自伴算子,对任意 x, y ∈ H 有

(T x, y) = (x, T ∗y) = (x, Ty).

由此得到 T 是自伴算子的充分必要条件是:对于任意 x, y ∈ H 有 (T x, y) = (x, Ty).

引理 6.6.1 设 X是复内积空间, T : X → X是有界线性算子,则 T = 0的充分必要条件

是,对一切 x ∈ X皆有
(T x, x) = 0. (6.6.1)

注记 6.6.1 值得注意,此引理在实内积空间中不成立.例如在 R2中,非零矩阵

A =

 0 −1

1 0


是 R2到 R2的有界线性算子,且满足:对任意 x = (ξ1, ξ2)T ∈ R2 ,皆有 (Ax, x) = 0 .

定理 6.6.1 设H 是复Hilbert空间, T : H → H 是有界线性算子,则 T 是自伴算子的充分

必要条件是: 对一切 x ∈ H , (T x, x)都是实数.
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定理 6.6.2 设 T 和 S 是Hilbert空间H 上的自伴算子,则

(1) 对任意的 α, β ∈ R , αT + βS 是自伴算子;

(2) TS 是自伴算子的充分必要条件是 TS = S T .

推论 6.6.1 设 pn(x)是实系数多项式, T 是Hilbert空间H 上的自伴算子,则 pn(T )也是自

伴算子.

定理 6.6.3 设 {Tn}是Hilbert空间H 上的一列自伴算子. 若 lim
n→∞

Tn = T (强收敛),则 T 也

是H 上的自伴算子.

推论 6.6.2 设 H 是Hilbert空间上的自伴算子,则 H 上的所有自伴算子组成的集合,按照

算子的加法与数乘构成 B(H)的一个实闭子空间.

下面定理给出自伴算子对空间的分解性质.

定理 6.6.4 设H 是Hilbert空间, T 是H 上的自伴算子,则 N(T ) = R(T )⊥ ,从而

H = N(T ) u R(T ).

定义 6.6.2 设H 是Hilbert空间,如果 T ∈ B(H)满足下面条件

(T x, x) ≥ 0, ∀x ∈ H (6.6.2)

称 T 是非负算子.如果仅当 x = θ时,等式成立,则称 T 为正算子(positive operator).

如果存在正常数 α > 0使得

(T x, x) ≥ α||x||2, ∀x ∈ H (6.6.3)

则称 T 为正定算子(positive definite operator).

在不太严格的情况下,非负算子和正算子统称正算子.容易证明:对任意的 T ∈ B(H) ,

T ∗T 和 TT ∗是非负算子。

定理 6.6.5 设 T 和 S 是复Hilbert空间H 上的有界线性算子,则

(1) 如果 T 是自伴的,则 S ∗TS 也是自伴算子；若 T 是正的,则 S ∗TS 也是正的;

(2) 如果 S 的值域在 H 中稠密,并且 S ∗TS 也是自伴算子,则 T 是自伴的; 如

果 S ∗TS 是正的,则 T 也是正算子.

推论 6.6.3 如果 T1 和 T2 是 Hilbert 空间 H 上的有界自伴线性算子, T2 是正算子,

T1与 T2可交换,则 T 2
1 T2是正算子.

定义 6.6.3 设H 是Hilbert空间, T, S ∈ B(H) ,如果 T − S 是非负算子,即

(T x, x) ≥ (S x, x), ∀x ∈ H

称 T 不小于 S ,记为 S ≤ T .

如果 T − S 是正定算子,则称 T 大于 S (或者 S 小于 T ),记为 S < T .
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在算子空间 B(H)引入的” ≤ ”偏序关系, (B(H),≤)成为偏序空间.

下面定理给出偏序空间 (B(H),≤)中的一些性质和结论.

定理 6.6.6 设H 是一个复 Hilbert空间, T, S ,Tn, S n ∈ B(H), n ∈ N ,则

(1) 若 T ≤ T1, T1 ≤ T2, 则有 T ≤ T2;

(2) 若 T ≤ S , S ≤ T, 则有 T = S ;

(3) 若 T1 ≤ S 1,T2 ≤ S 2, 则有 T1 + T2 ≤ S 1 + S 2;

(4) 若 T ≤ S , α > 0, 则有 αT ≤ αS ;

(5) 若 Tn ≤ S n, n ∈ N ,且极限 lim
n→∞

Tn , lim
n→∞

S n 在强收敛意义下存在. 则 lim
n→∞

Tn ≤
lim
n→∞

S n.

下面定理给出单调有界的收敛性.

定理 6.6.7 设H 是一个复Hilbert空间.若 {Tn}∞n=1是H 上的单调增加算子列,且以 S 为上

界,即

T1 ≤ T2 ≤ · · · ≤ Tn ≤ · · · ≤ S ,

则 {Tn}∞n=1 强收敛于某个算子 A, 而且 T1 ≤ A ≤ S . 若 {Tn}∞n=1 是单调减少算子点列,且

以 S 为下界,则 {Tn}强收敛于某个算子 A ,而且 T1 ≥ A ≥ S .

下面定理给出正算子的平方根的存在性.

定理 6.6.8 设 H 是复Hilbert空间. 如果 T 是 H 上的正算子,则存在唯一的正算子 A ∈
B(H)使得 A2 = T ( A称为 T 的正平方根).特别地,若 U ∈ B(H)与 T 可换,则 U 也与 A可

换.

若算子 T 还是紧算子,我们有下面的结果.

推论 6.6.4 设H 是复Hilbert空间. 若 T 是H 上的正紧算子,则存在唯一的正紧算子 A ,使

得 A2 = T .

下面定理给出正算子乘积是正算子的条件.

定理 6.6.9 如果 T 和 S 是Hilbert空间H 上的正算子,且可交换,则 TS , S T 也是正算子.

定义 6.6.4 设 H 是Hilbert 空间, M 是 H 中的闭子空间, 对每个 x ∈ H , 存在唯一

的 x0 ∈ M , x1 ∈ M⊥ ,使得 x = x0 + x1 ,定义算子 P : H → M ,

Px = x0, x ∈ H (6.6.4)

称 P为由H 到 M的正交投影算子(orthogonal projection),简称投影算子.

定理 6.6.10 设 H 是数域 K上的Hilbert空间, M 是 H 中的闭子空间, P是 H 到 M 的

投影算子. 则 P是H 上的有界线性算子,且 P2 = P , ||P|| = 1 .

定理 6.6.11 设 H 是Hilbert 空间, P 是 H 上的线性算子,且 P2 = P , ||P|| = 1 ,

则 P是H 到某个闭子空间 M上的投影算子.



164 第六章 Hilbert空间与算子

下面定理给出Hilbert空间中投影算子的另一种表现形式.

定理 6.6.12 设 H 是Hilbert空间, P是 H 上的自伴算子,且 P2 = P ,则 P是 H 到某个闭
子空 M上的投影算子.

定理 6.6.13 设 T 和 S 是Hilbert空间H 上的酉算子,则

(1) T 保持范数,即对每个 x ∈ H 都有 ||T x|| = ||x||;

(2) 当H , {θ}时, ||T || = 1 ;

(3) T−1是酉算子;

(4) TS 是酉算子.

定理 6.6.14 设 {Tn} 是 Hilbert 空间 H 上的一列酉算子. 若 lim
n→∞

Tn = T , 则 T 也

是 H 上的酉算子.

酉算子保持范数,但是保持范数的有界线性算子不一定是酉算子.

定理 6.6.15 设 H 是复Hilbert空间, T : H → H 是有界线性算子,则 T 是酉算子的充

分必要条件是 T 是满射且保持范数.

注记 6.6.2 算子 T 为酉算子还有下面的等价陈述.

设 H 是复Hilbert空间, T : H → H 是有界线性算子. 则 T 是酉算子的充分必要

条件是: ||T x|| = ||x|| , ||T ∗x|| = ||x||,∀x ∈ H .

设 U(H) 表示H上所有酉算子组成的集合,由上面讨论可以知道: U(H)是B(H)中

的闭集,且为一个乘法群.

定理 6.6.16 设 H 是复Hilbert空间, T 是 H 上的有界线性算子,则 T 是正规算子的

充要条件是: ||T ∗x|| = ||T x||,∀x ∈ H .

定理 6.6.17 设 H 是Hilbert空间, T 是 H 上的有界线性算子. 则下面陈述成立:

1)算子 T 的范数为 ||T || =
√

r(T ∗T ) .

2)当 T 是H 上的正规算子时, ||T 2|| = ||T ∗T || . 从而算子 T 的谱半径 r(T ) = ||T || .

§6.6.2 典型例题

正规算子,自伴算子,正算子都是在内积意义下具有特殊性质的算子. 利用它们具有

有特殊性质,在必要时可以用来改变范数或内积.

例 6.6.1 设H 是Hilbert空间, A ∈ B(H)是正定算子,定义

(x, y)A = (Ax, y), ∀x, y ∈ H

则 (H , (·, ·)A)是Hilbert空间.

证证证明明明设 A ∈ B(H)是正定算子,即存在 α > 0使对任意的 x ∈ H ,

(Ax, x) ≥ α||x||2,



第六节 第二十五讲 Hilbert空间中正规类算子 165

由自伴算子的性质, H = N(A) ⊕ R(A) , 上式表明 R(A) = H . 逆算子定理表明 A−1 ∈
B(H) ,令 y = Ax ,于是 x = A−1y ,

(Ax, x) = (y, A−1y) ≥ α||A−1y||2

所以 ||A−1y|| ≤ 1
α ||y|| .

在H 上定义新的数量积

(x, y)A = (Ax, y), ∀x, y ∈ H

直接验证 (x, y)A满足内积公理,从而 (H , (·, ·)A)是内积空间. 注意到关系式

α||x||2 ≤ (Ax, x) = ||x||2A ≤ ||A||||x||2, ∀x ∈ H .

即两个范数等价,所以 (H , (·, ·)A)是Hilbert空间. �

上面的内积也可写成

(x, y)A = (A
1
2 x, A

1
2 y) = (Ax, y).

利用Cauchy-Schwartz不等式得到

|(Ax, y)|2 ≤ (Ax, x)(Ay, y).

例 6.6.2 设 Ω ⊂ Rn 是有界开区域,具有光滑的边界. 设 A(x) = (ai j(x))n×n 是 Ω定义的连

续函数矩阵,满足椭圆性条件,即存在 β > 0使得对任意的向量 η ∈ Rn ,

ηT A(x)η ≥ β||η||2, ∀x ∈ Ω

证明,对任意的 f ∈ L2(ω) ,在 H1
0(Ω)中微分方程

n∑
i, j=1

∂
∂x j

(A(x)∂u(x)
∂xi
= f (x), x ∈ (Ω)

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω.

在 H1
0(Ω)中定义内积

(u, v)A =

∫
Ω

(A(x)∇u(x),∇v(x))Rndx, ∀u, v ∈ H1
0(Ω).

则内积等价于

(u, v) =
∫
Ω

∇u(x) · ∇v(x)dx

应用Riesz表示定理,可得方程解的存在性.



166 第六章 Hilbert空间与算子

§6.6.3 练习题二十五解答

1. 若 S 和 T 是 Hilbert空间 H 上的自伴算子,则对于任意的实数 α 和 β , αS + βT 也

是H 上的自伴算子.

证证证明明明 因为对于任意的 x, y ∈ H ,及任意的 α, β ∈ R ,有

((αS + βT )x, y) = (αS x, y) + (βT x, y) = (x, αS ∗y) + (x, βT ∗y)

= (x, αS y) + (x, βTy) = (x, (αS + βT )y),

从而可得 αS + βT 是 H 上的自伴算子. �

此题采用共轭运算 (αT + βS )∗ = αT ∗ + βS ∗ = αT + βS 证明更简单

2. 设 H 是复Hilbert空间, T : H → H 是有界线性算子.则存在自伴算子 T1 和 T2 使

得 T = T1 + iT2 ,且这种表示是唯一的.

证证证明明明 令

T1 =
1
2

(T + T ∗), T2 =
1
2i

(T − T ∗).

(1) T1和 T2是自伴算子且 T = T1 + iT2, T ∗ = T1 − iT2.

对于任意的 x, y ∈ H ,我们有

(T1x, y) = (
1
2

(T + T ∗)x, y) = (
1
2

T x, y) + (
1
2

T ∗x, y) = (x,
1
2

T ∗y) + (x,
1
2

T ∗∗y)

= (x,
1
2

T ∗y) + (x,
1
2

Ty) = (x,
1
2

T ∗y +
1
2

Ty) = (x,
1
2

(T + T ∗)y)

从而 T1 是空间 H 的自伴算子. 同理可证明 T2 也是 H 的自伴算子(也可以由定理5.3直

接演算得到). 另外,直接求解方程组可得 T = T1 + iT2, T ∗ = T1 − iT2. .

(2)唯一性. 即若有自伴算子 S 1, S 2 ,使得 T1 + iT2 = S 1 + iS 2 ,则必有 T1 = S 1,T2 =

S 2 .

设 ∀x, y ∈ H ,我们有

(((T1 + iT2) − (S 1 + iS 2))x, y) = ((T1 − S 1)x, y) + i((T2 − S 2)x, y) = 0,

由于 Ti, S i i = 1, 2均是自伴算子,从而 Ti − S i, i = 1, 2 均为自伴算子. 由自伴算子的性

质可知 ((T1 − S 1)x, y)和 ((T2 − S 2)x, y) 均为实数. 所以

((T1 − S 1)x, y) = 0, ((T2 − S 2)x, y) = 0, ∀x, y ∈ H .

令 y = x ,由引理5.5可知 Ti − S i = 0, i = 1, 2 . 证明完毕. �

3. 设 H 是复Hilbert空间, T : H → H 是有界线性算子,证明 T = −T ∗ 的充分必要条件

是,对一切 x ∈ H 有ℜ(T x, x) = 0 .
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证证证明明明 ”⇒ ”: 设 T = −T ∗ ,则对任意 x ∈ H ,有 (T x, x) = (x, T ∗x) = (x,−T x) ,从而

(T x, x) + (x, T x) = (T x, x) + (T x, x) = 2ℜ(T x, x) = 0,

所以 ℜ(T x, x) = 0 .

”⇐ ”: 假定对任意的 x ∈ H 都有 ℜ(T x, x) = 0 ,那么

(T x, x) + (x, T x) = (T x, x) + (T x, x) = 0,

而 (T x, x) = (x, T ∗x) ,所以 (x,T ∗x) = −(x, T x) ,从而

(x, (T ∗ + T )x) = ((T ∗ + T )x, x) = 0, ∀x ∈ H

这时利用引理5.5可得 (T ∗ + T )x = 0 ,由 x的任意性可知 T = −T ∗ . �

4. 设 X是内积空间, P是 X上的正定算子算子,在 X上定义二元泛函

(x, y)p = (Px, y), ∀x, y ∈ X.

证明: (x, y)p是 X上的内积,且是等价内积。

证证证明明明由于 P是正定算子,则存在 α > 0使得 (Px, x) ≥ α||x||2,∀x ∈ X .

在 X上定义二元泛函

(x, y)p = (Px, y), ∀x, y ∈ X.

我们验证 (x, y)p满足内积公理

1)正定性: (x, x)p ≥ 0,∀x ∈ X ,若 (x, x)p = 0 ,由 P的正定性得 x = θ ;

2)关于第一变元的线性性：

(αx1 + βx2, y)p = (P(αx1 + βx2), y) = α(P, x1, y) + β(Px2, y) = α(x, y)p + β(x2, y)p;

3)对称性：

(x, y)p = (Px, y) = (y, Px) = (Py, x) = (y, x)p.

因此, (x, y)p也是 X上的内积.

在此内积下诱导的范数为

||x||p =
√

(Px, x)

再利用 P是有界线性算子及Cauchy-Schwartz不等式

(Px, x) ≤ ||Px||||x)|| ≤ ||P||||x||2

所以
√
α||x|| ≤ ||x||p ≤

√
||P||||x||
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即两个范数等价. �

5. 设 T 是 Hilbert空间H 上的自伴算子,证明对 ∀x, y ∈ H ,有下面等式

(T x, y) =
1
4

[(T (x+ y), (x+ y))− (T (x− y), (x− y))]+
i
4

[(T (x+ iy), (x+ iy))− (T (x− iy), (x− iy))].

6. 设 T 是 Hilbert空间H 上的自伴算子,证明 ||T || = sup||x||=1 |(T x, x) .

证证证明明明: 记 α = sup||x||=1 |(T x, x)| ,由于

|(T x, x)| ≤ ||T x||||x|| ≤ ||T ||||x||2,∀x ∈ H

所以 α ≤ ||T || .

另一方面,对任意的 x ∈ H ,

|(T x, x)| ≤ α||x||2.

对 ∀x, y ∈ H ,由等式

(T x, y) =
1
4

[(T (x+ y), (x+ y))− (T (x− y), (x− y))]+
i
4

[(T (x+ iy), (x+ iy))− (T (x− iy), (x− iy))]

可得

|(T x, y)| ≤ 1
4

[|(T (x + y), (x + y))| + |(T (x − y), (x − y))|

+
1
4

[|(T (x + iy), (x + iy))| + |(T (x − iy), (x − iy))|]

≤ α

4
[||x + y||2 + ||x − y||2 + ||x + iy||2 + ||x − iy||2] (利用平行四边形公式)

≤ α

2
[||x||2 + ||y||2]

在上式中用 x
||x|| , y

||y|| 代替 x, y得到

|(T x, y)| ≤ α||x||||y||.

由此得到 ||T x|| ≤ α||x|| . 所以 ||T || ≤ α . 因此, ||T || = α . �

7. 设 X是内积空间, P是 X上的正算子, x(t) ∈ X, t ∈ [a, b] ,是连续函数,证明(
P

∫ b

a
x(t)dt,

∫ b

a
x(t)dt

)
≤ (b − a)

∫ b

a
(Px(t), x(t))dt

证证证明明明由于 P是正算子,则有 (Px, x) ≥ 0,∀x ∈ X . 在 X上定义二元泛函 (Px, y) , ∀x, y ∈ X .

则有Cauchy-Schwartz不等式

|(Px, y)| ≤
√

(Px, x)
√

(Py, y)
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于是 (
P

∫ b

a
x(t)dt,

∫ b

a
x(s)ds

)
=

∫ b

a

∫ b

a
(Px(t), x(s))dsdt

≤
∫ b

a

∫ b

a
|(Px(t), x(s))|dtds 应用Cauchy-Schwartz不等式

≤
∫ b

a

∫ b

a

√
(P(x(t), x(t))

√
(Px(s), x(s))dsdt

=

(∫ b

a

√
(Px(s), x(s))ds

)2

应用积分型 Cauchy-Schwartz不等式

≤ (b − a)
∫ b

a
(P(x(s), x(s))ds

所以 (
P

∫ b

a
x(t)dt,

∫ b

a
x(s)ds

)
≤ (b − a)

∫ b

a
(Px(t), x(t))dt.



170 第六章 Hilbert空间与算子

§6.7 第二十六讲 双线性泛函

教学目的

本节将研究第一变元是线性的,对第二变元是共轭线性的二元泛函,即双线性泛函。

研究Hilbert空间中双线性泛函与Hilbert空间中有界线性算子之间的联系,建立它们之

间的一一对应关系，并由此得到 Lax-Milgram定理。

本节要点

双线性泛函的表示, Lax-Milgram定理。　

§6.7.1 内容提要

定义 6.7.1 设 X 和 Y 是同一数域 K 上的线性空间. 若映射 φ : X × Y → K 满足条
件: φ对第一个变元是线性的,对第二个变元是共轭线性的,即

φ(αx + βz, y) = αφ(x, y) + βφ(z, y), ∀x, z ∈ X, ∀y ∈ Y
φ(x, αz + βy) = αφ(x, z) + βφ(x, y), ∀x ∈ X, ∀y, z ∈ Y.

(6.7.1)

则 φ称为 X × Y上的双线性泛函(bilinear functional). 当 X = Y时,称 φ为 X上的双线性

泛函.

从上面的定义看到,在复空间上 φ(x, y) 对于第二个变元 y 来说并不是线性的,而是

共轭线性的。

用 Ψ(X,Y)表示所有 X × Y上定义的双线性泛函全体组成的集合,即

Ψ(X,Y) = {φ
∣∣∣ φ是 X × Y上的双线性泛函}. (6.7.2)

在 Ψ(X,Y)上定义线性运算如下： ∀φ, ψ ∈ Ψ(X,Y)

(φ + ψ)(x, y) := φ(x, y) + ψ(x, y),

(αφ)(x, y) := αφ(x, y), ∀α ∈ K.

容易验证 Ψ(X,Y)是一个线性空间.

定义 6.7.2 设 X 和 Y是同一数域 K上的内积空间, φ是 X × Y 上的双线性泛函.若存在

常数 c > 0使得

|φ(x, y)| ≤ c||x||||y||, ∀x ∈ X,∀y ∈ Y. (6.7.3)

则称双线性泛函 φ是有界的. 这时 φ的范数定义为

||φ|| = sup
x∈X\θ,y∈Y\θ

|φ(x, y)|
||x||||y|| . (6.7.4)
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类似于有界线性算子,双线性泛函的范数也有下面的等价表示:

||φ|| = sup
||x||=1,||y||=1

|φ(x, y)| = sup
||x||≤1,||y||≤1

|φ(x, y)|. (6.7.5)

从而有

|φ(x, y)|| ≤ ||φ||||x||||y||, ∀x ∈ X,∀y ∈ Y. (6.7.6)

用 Ψb(X,Y)表示所有 X × Y上定义的有界双线性泛函组成的集合,

Ψb(X,Y) = {φ ∈ Ψ(X,Y)
∣∣∣ |φ(x, y)| ≤ ||φ||||x||||y||}. (6.7.7)

定理 6.7.1 设 X 和 Y是同一数域 K上的内积空间. Ψb(X,Y)表示所有 X × Y上定义的
有界双线性泛函组成的集合,双线性泛函 φ的范数如(6.7.4 )定义.则 (Ψb(X,Y), || · ||)是赋
范线性空间.

观察下面的事实: X和 Y是内积空间, S : X→ Y是有界线性算子. 定义

φs(x, y) = (S x, y), ∀x ∈ X, y ∈ Y. (6.7.8)

易见 φs 是 X × Y上的双线性泛函,且 |φs(x, y)| ≤ ||S ||||x||||y|| ,因此 φs ∈ Ψb(X,Y) . 称 φs 为

由算子 S 导出的双线性泛函. 当 φs 由算子 S 导出时,总有 ||φs|| ≤ ||S ||成立.

另一方面,

||S x||2 = (S x, S x) = φs(x, S x) ≤ ||φs||||x||||S x||, ∀x ∈ X.

由此可得 ||S || ≤ ||φs|| . 因此 ||φs|| = ||S || .

是否每个 φ ∈ Ψb(X,Y)都可以由一个有界线性算子导出？ 下面的定理回答了这个问

题.

定理 6.7.2 (有界双线性泛函的表示)设H1 和H2 是Hilbert空间, φ ∈ Ψb(H1,H2) . 则存

在唯一的有界线性算子 S : H1 → H2使得

φ(x, y) = (S x, y), ∀x ∈ H1, ∀y ∈ H2. (6.7.9)

并且 ||φ|| = ||S || .

推论 6.7.1 设 H1 和 H2 是Hilbert空间,则 B(H1,H2)与 Ψb(H1,H2)等距同构,且等距

同构映射由下式给出

T : S → φs, ∀S ∈ B(H1,H2). (6.7.10)

定理 6.7.3 (广义 Lax-Milgram定理) 设 H1,H2 是Hilbert空间, φ ∈ Ψb(H1,H2) . 若存

在 b > 0使得

inf
||x||=1

sup
||y||≤1
|φ(x, y)| ≥ b, (6.7.11)
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以及

sup
||x||=1
|φ(x, y)| > 0,∀y ∈ H2, y , θ. (6.7.12)

则存在唯一的 S ∈ B(H1,H2) ,使得

φ(x, y) = (S x, y), ∀x, y ∈ H , (6.7.13)

并且 S 是一个双射, S −1 ∈ B(H2,H1) .

定理 6.7.4 设 φ是Hilbert空间H 上的有界双线性泛函.若存在 b > 0使得

|φ(x, x)| ≥ b||x||2, ∀x ∈ H . (6.7.14)

则存在唯一的双射 S ∈ B(H)使得

φ(x, y) = (S x, y), ∀x, y ∈ H , (6.7.15)

并且 ||S −1|| ≤ 1
b .

定理 6.7.5 (Lax-Milgram定理)设 H 是Hilbert空间, φ 是 H 上的有界双线性泛函. 若存

在 b > 0使得

|φ(x, x)| ≥ b||x||2, ∀x ∈ H . (6.7.16)

则对H 上的任意的有界线性泛函 f ,皆存在唯一的 y ∈ H 使得

f (x) = φ(x, y), ∀x ∈ H , (6.7.17)

并且 ||y|| ≤ 1
b || f || .

注记 6.7.1 Lax-Milgram定理是在双线性泛函 φ 意义下的泛函表示定理. 如果用 Jφ 表

示在 φ意义下 H 与 H∗ 的对应关系, Jφy = f ,这里 f (x) = φ(x, y) . Lax-Milgram定理表

明 Jφ是有界可逆的, J−1
φ f = y . 同样地,在函数空间,关系 Jφy = f 通常也是一种方程.

§6.7.2 典型例题

有界双线性泛函在内积空间建立起二元泛函与有界线性算子的联系,进一步通过二元

泛函建立起与方程之间的联系。在实际问题中通常将问题转化成双线性泛函的形

式,利用Lax-Milgram定理得到方程的可解性。

例 6.7.1 考虑变系数常微方程. 给定 g, β ∈ L2[0, ℓ] ,求解方程
d
dx [σ(x) du(x)

dx (x)] − q(x)u(x) = −g(x)ρ(x),

u(0) = 0

σ(ℓ) du
dx (ℓ) = −

∫ ℓ

0 β(x)dx.

(6.7.18)

其中 σ(x)和 ρ(x)都是正的连续可微函数, q(x)是非负连续函数.
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解解解 这是一个非齐次方程,同时还有非齐次边界条件。如果 σ(x)和 q(x)都是常函数,上面

方程很容易求解,但对变系数方程即难直接确定方程是否有解。为了证明解的存在性,将

微分方程转变成变分方程。

用任意的 φ ∈ H1[0, ℓ]乘以微分方程两端,并在整个区间上积分,分部积分得到∫ ℓ

0
[σ(x)u′(x)φ′(x) + q(x)u(x)φ(x)]dx

= φ(ℓ)
∫ ℓ

0
β(x)dx − φ(0)σ(0)u′(0) +

∫ ℓ

0
g(x)ρ(x)φ(x)dx

为研究前面导出的变分方程,设空间H 为

V1[0, ℓ] =
{
f ∈ C[0, ℓ]

∣∣∣ f ′ ∈ L2[0, ℓ], f (0) = 0
}
= { f ∈ H1[0, ℓ]

∣∣∣ f (0) = 0}

其上范数定义为

|| f ||H =
(∫ ℓ

0
[σ(x)| f ′(x)|2 + q(x)| f (x)|2]dx

) 1
2

则 H 是一个Hilbert空间.

对任意的两个函数 w, z ∈ H1[0, ℓ] ,定义双线性泛函 B(w, z)如下:

B(w, z) =
∫ ℓ

0
[σ(x)w′(x)z′(x) + q(x)w(x)z(x)]dx.

在H 中,双线性泛函满足条件

|B(w, z)| ≤
∣∣∣∣∣∣
∫ ℓ

0
[σ(x)w′(x)z′(x)dx + q(x)w(x)z(x)]dx

∣∣∣∣∣∣
≤

(∫ ℓ

0
σ(x)|w′(x)|2 + q(x)|w(x)|2]dx

) 1
2
(∫ ℓ

0
[σ(x)|z′(x)|2 + q(x)|z(x)|2]dx

) 1
2

= ||wH1 ||z(x)||H1

这表明双线性泛函是有界的;其次,对任意的 v ∈ H1[0, ℓ] ,

|B(v, v)| =
∫ ℓ

0
σ(x)|v′(x)|2 + q(x)|v(x)|2dx = ||v||2H

上面等式说明双线性泛函满足Lax-Milgram条件.

最后,令H 上的泛函 F(φ)为

F(φ) = φ(ℓ)
∫ ℓ

0
β(x)dx +

∫ ℓ

0
g(x)ρ(x)φ(x)dx, φ ∈ H .

明显地, F 是线性泛函,并且有

|F(φ)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫ ℓ

0
σ(x)φ′(x)dx

∫ ℓ

0 β(x)dx

σ(x)
+

∫ ℓ

0
q(x)φ(x)

g(x)ρ(x)
q(x)

dx

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

∫ ℓ

0

|
∫ ℓ

0 β(x)dx|2

σ(x)
dx +

|g(x)|2
q(x)

dx


1
2 (∫ ℓ

0
[σ(x)|φ′(x)|2d + q(x)|φ(x)dx|2]dx

) 1
2

=

∫ ℓ

0

|
∫ ℓ

0 β(x)dx|2

σ(x)
dx +

|g(x)|2
q(x)

dx


1
2

||φ||H
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所以 F 是H 上的有界线性泛函. 应用Lax-Milgram定理,存在唯一的 u ∈ H 使得

B(φ, u) = F(φ), ∀φ ∈ H .

从而 u满足微分方程(6.7.18 ).

注记 6.7.2 尽管上面的例子比较简单,但完全反映了如何应用Lax-Milgram定理解决实际

问题的方法。类比地可讨论变系数偏微分方程的非齐次问题和边界值问题,但对边界值

问题难度要大一些,需要一些先验的积分不等式估计。

§6.7.3 练习题二十六解答

1. 设 X和 Y是同一数域 K上的内积空间, φ : X × Y→ K是一个双线性泛函,则下面各条

等价

(a) φ是连续的;

(b) φ在点 (θ, θ)处连续;

(c) φ是有界的.

注意,这里 φ在点 (x0, y0)连续可定义为:对任意的 ε > 0 ,存在 δ > 0 ,使得当 ∥x−x0∥ < δ且
∥y − y0∥ < δ时, |φ(x, y) − φ(x0, y0)| < ε.

证证证明明明 (a) ⇒ (b) . 如果 φ 是连续的，对于任意的点 (x0, y0) ∈ X × Y , 及 ε > 0 ,存

在 δ > 0 ,使得当 ∥x − x0∥ < δ且 ∥y − y0∥ < δ时

|φ(x, y) − φ(x0, y0)| < ε

此时,令 (θ, θ) = (x0, y0)即可得 φ在 (θ, θ)处连续;

(b) ⇒ (c) . 设 φ在零点 (θ, θ)连续,那么由定义可知对于 ε = 1 ,存在 δ > 0 ,使得当

∥x̂∥ < δ, ∥ŷ∥ < δ时, |φ(x̂, ŷ) − φ(θ, θ)| < 1 . 这时对于 ∀x ∈ X, y ∈ Y ,我们有

∥ δx
2∥x∥∥ ≤ δ, ∥ δy

2∥y∥∥ ≤ δ,

注意到 φ(θ, θ) = 0 ,于是有 ∣∣∣∣∣φ(
δx

2∥x∥ ,
δy

2∥y∥ )
∣∣∣∣∣ < 1

从而利用双线性泛函对第一变元的线性及第二变元的共轭线性可知

∥φ(x, y)∥ = ∥2∥x∥
δ

2∥y∥
δ
|φ(

δx
2∥x∥ ,

δy
2∥y∥ )| <

4∥x∥∥y∥
|δ|2

所以 φ有界。

(c)⇒ (a) . 因为 φ有界,由定义可知 ∥φ∥ ≤ c, c > 0 . 这时对于任意的 x0 ∈ X, y0 ∈
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Y ,由于

|φ(x, y) − φ(x0, y0))| = |φ(x, y) − φ(x, y0) + φ(x, y0) − φ(x0, y0)|

≤ |φ(x, y) − φ(x, y0)| + |φ(x, y0) − φ(x0, y0)|

= |φ(x, y − y0)| + |φ(x − x0, y0)|

≤ c||x||||y − y0|| + c||y0||||x − x0||.

若 ∥x − x0∥ → 0, ∥y − y0∥ → 0 ,则有

lim
x→x0,y→y0

|φ(x, y) − φ(x0, y0)| = 0.

所以 φ在 (x0, y0)处连续，由 (x0, y0) ∈ X的任意性， φ在 X上连续. �

2. 设 φ是线性空间 X上的双线性泛函,证明：

(1) 若 X是实线性空间,且 φ是对称的(即 φ(x, y) = φ(y, x) ),则对于任意的 x, y ∈ X

φ(x, y) =
1
4

[φ(x + y, x + y) − φ(x − y, x − y)].

(2) 若 X是复线性空间,则

φ(x, y) =
1
4

[φ(x + y, x + y) − φ(x − y, x − y) + iφ(x + iy, x + iy) − iφ(x − iy, x − iy)].

证证证明明明 (1) 若 X是实线性空间,且 φ是对称的. 因为

φ(x + y, x + y) = φ(x, x) + φ(x, y) + φ(y, x) + φ(y, y) = φ(x, x) + 2φ(x, y) + φ(y, y)

及

φ(x − y, x − y) = φ(x, x) − 2φ(x, y) + φ(y, y)

从而 φ(x + y, x + y) − φ(x − y, x − y) = 4φ(x, y) . 所以

φ(x, y) =
1
4

[φ(x + y, x + y) − φ(x − y, x − y)]

(2) 若 X是复线性空间,因为

φ(x + y, x + y) = φ(x, x) + φ(x, y) + φ(y, x) + φ(y, y),

φ(x − y, x − y) = φ(x, x) − φ(x, y) − φ(y, x) + φ(y, y),

φ(x + iy, x + iy) = φ(x, x) − iφ(x, y) + iφ(y, x) + φ(y, y),

φ(x − iy, x − iy) = φ(x, x) + iφ(x, y) − iφ(y, x) + φ(y, y),

从而直接带入计算可得

φ(x + y, x + y) − φ(x − y, x − y) + iφ(x + iy, x + iy) − iφ(x − iy, x − iy) = 4φ(x, y)
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立即可得结果. �

3. 设 X是复线性空间, φ是 X上的双线性泛函. 若对于任意的 x, y ∈ X皆有

φ(x, y) = φ(y, x),

则 φ称为 X上的 Hermite双线性泛函. 证明: φ是 X上的 Hermite双线性泛函当且仅当对

任意的 x ∈ X , φ(x, x)都是实数.

证证证明明明: ” ⇒ ”: 若 φ 是 X 上的 Hermite双线性泛函，令 y = x ∈ X ,此时有 φ(x, x) =

φ(x, x) ,从而 φ(x, x)为实数。

”⇐ ”:假如双线性泛函 φ ,对任意的 x ∈ X , φ(x, x)是实数，那么有

φ(x, y) =
1
4

[φ(x + y, x + y) − φ(x − y, x − y) + iφ(x + iy, x + iy) − iφ(x − iy, x − iy)].

φ(y, x) =
1
4

[φ(y + x, y + x) − φ(y − x, y − x) + iφ(y + ix, y + ix) − iφ(y − ix, y − ix)]

=
1
4

[φ(x + y, x + y) − φ(x − y, x − y) − iφ(x − iy, x − iy) + iφ(x + iy, x + iy)]

= φ(x, y)

这里用到 φ(x + y, x + y), φ(x − y, x − y), φ(x + iy, x + iy), φ(x − iy, x − iy)] 都是实数。因

此 φ是Hermite双线性泛函. �

4. 设 φ是内积空间 X上的 Hermite双线性泛函,若存在常数 c ≥ 0使得对任意 x ∈ X有

|φ(x, x)| ≤ c∥x∥2,

则 φ是有界的,且 ∥φ∥ ≤ c .

证证证明明明:由于 φ为双线性泛函,根据第2题有

φ(x, y) =
1
4

[φ(x + y, x + y) − φ(x − y, x − y) + iφ(x + iy, x + iy) − iφ(x − iy, x − iy)].

φ为Hermite双线性泛函,依第3题，对任意的 x ∈ X , φ(x, x)是实数.

当 φ(x, y)为实数时，有

φ(x, y) =
1
4

[φ(x + y, x + y) − φ(x − y, x − y)]

于是由假定条件得到

|φ(x, y)| ≤ c
4

[∥x + y∥2 + ∥x − y∥2] =
c
2

[∥x∥2 + ∥y∥2]

从而有

||φ|| = sup
||x||=1||y||=1

|φ(x, y)| ≤ c
2

[12 + 12] = c.
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得到结论.

若 φ(x, y)为复数时,令 λ =
φ(x,y)
|φ(x,y)| ,则 |λ| = 1，并且 φ(λx, y) = λφ(x, y) 是实数. 于

是有

φ(λx, y) =
1
4

[φ(λx + y, λx + y) − φ(λx − y, λx − y)]

由于 |λ| = 1 ,从而

|φ(x, y)| = |φ(λx, y)| ≤ c
2

(∥λx∥2 + ∥y∥2) =
c
2

(∥x∥2 + ∥y∥2).

同样得到 ||φ|| ≤ c ,证明完毕. �





第七章 Banach空间有界线性算子谱理论初步

§7.1 第二十七讲 有界线性算子的谱

教学目的：

本节介绍线性算子谱的概念. 主要将 Cn 矩阵特征值的特性推广到一般的有界线性算

子,讨论抽象方程的可解性.

本节要点：

有界线性算子的谱,谱的特性

§7.1.1 内容提要

定义 7.1.1 设 C是复数域, X是复Banach空间, T ∈ B(X) . T 的预解集(resolvent set),

记为 ρ(T ) ,是这样的复数集合:

ρ(T ) = {λ ∈ C
∣∣∣ (λI − T )−1存在,且为 X上处处有定义的有界线性算子} (7.1.1)

C\ρ(T )称为 T 的谱(spectrum),记为 σ(T ) . 对 λ ∈ ρ(T ) ,算子 R(λ, T ) = (λI − T )−1 称为算

子 T 的预解式(resolvent).

由上面的定义可以看到, λ ∈ ρ(T )就是使得对任意的 y ∈ X ,

(λI − T )x = y

都唯一可解,且解 x连续依赖 y的点. 这个方程也称为预解方程.

下面的定理给出预解集的性质.

定理 7.1.1 设 X是复Banach空间, T ∈ B(X) . 则预解集 ρ(T )为开集,从而 σ(T ) 为闭集.

下面的定理给出算子谱的范围.

定理 7.1.2 设 T ∈ B(X) ,则 T 的谱 σ(T )为有界集,且 σ(T ) ⊂ {λ ∈ C
∣∣∣ |λ| ≤ ||T ||} .

定义 7.1.2 设 X是复Banach空间, Ω ⊂ C是开集, f : Ω → X是抽象值函数. 设 λ0 ∈ Ω ,

如果函数 f (z)在 λ0邻域可以展成幂级数,即

f (z) =
∞∑

n=0

an(z − λ0)n, an ∈ X, n ∈ N (7.1.2)

则称 f (z)在 λ0处解析.如果 f (z)在Ω的每一点解析,则称 f (z)在Ω上解析,或称 f (z)为Ω

上的解析函数.

179
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定理 7.1.3 设 T ∈ B(X) ,则预解式 R(λ,T ) 是 ρ(T )上的解析函数.

推论 7.1.1 设 T ∈ B(X) ,则对任意的 λ, µ ∈ ρ(T ) ,有预解等式

R(µ,T ) − R(λ, T ) = (λ − µ)R(µ,T )R(λ, T ) = (λ − µ)R(λ, T )R(µ, T ). (7.1.3)

从而得到预解式的微分表达

d
dλ

R(λ, T ) = −R2(λ, T ),
dn

dλn R(λ, T ) = (−1)nn!Rn+1(λ,T ). (7.1.4)

推论 7.1.2 设 T ∈ B(X) ,则 T 的谱 σ(T )不为空集.

定理 7.1.4 (谱半径公式) 设 T 是复Banach空间 X 上的有界线性算子, 记 r(T ) =

lim
k→∞
||T n|| 1n (见定理3.2.1),则有

r(T ) = max{|λ|
∣∣∣ λ ∈ σ(T )}. (7.1.5)

定理 7.1.5 设 X是复Banach空间, ∥ · ∥1, ∥ · ∥2 是 X上的两个等价的范数. T 是 X上的有

界线性算子,则在等价范数意义下,算子 T 的谱 σ(T )是不变量.

推论 7.1.3 设 X是复Banach空间, T 是 X上的有界线性算子。设 S ∈ B(X)是有界可逆

的,则 S TS −1与 T 有相同的谱,从而算子 T 的谱 σ(T )也是相似不变量。

§7.1.2 典型例题

有界线性算子的谱与预解集的并集是整全复平面。 λ ∈ C 是算子 T的预解点，当且

仅当, λI − T 是单射,值域为全空间, (λI − T )−1 是 X上的有界线性算子。所有预解

点组成预解集,预解集的补集为算子 T 的谱。有界线性算子的谱是一个有界集,且含

于以谱半径为半径的圆内.

在算子谱的研究中,主要是研究预解方程 (λI − T )x = y的可解性。

例 7.1.1 在连续函数空间 C[a, b]中,定义算子

T f (x) = x f (x), ∀ f ∈ C[a, b]. (7.1.6)

则 σ(T ) = {λ ∈ C
∣∣∣ λ ∈ [a, b]}.

对 λ ∈ C ,任意的 g ∈ C[a, b] ,考虑预解方程 (λI − T ) f = g , i.e.,

(λ − x) f (x) = g(x), x ∈ [a, b].

当 λ < [a, b]时,预解方程有解

f (x) =
g(x)
λ − x

, x ∈ [a, b].

当 λ = x0 ∈ [a, b] ,总有等式

(λI − T ) f (x0) = (λ − x0) f (x0) = 0, ∀ f ∈ C[a, b].

所以 R(λI − T ) , C[a, b] . 这表明算子 (λI − T )−1 不能定义在全空间 C[a, b] . 因此 σ(T ) =

{λ ∈ C
∣∣∣ λ ∈ [a, b]}. �
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注记 7.1.1 上面的乘积算子只是一种特殊形式,一般地对 h(x) ∈ C[a, b] , 定义算子 T :

C[a, b]→ C[a, b]

Th f (x) = h(x) f (x), ∀ f ∈ C[a, b].

相应的谱也有类似性质, σ(Th) = R(h) .

§7.1.3 练习题二十七解答

1. 设 h(x) ∈ C[a, b] ,定义算子 Th : C[a, b]→ C[a, b]

Th f (x) = h(x) f (x), ∀ f ∈ C[a, b].

证明 σ(Th) = R(h) .

2. 设空间 C[a, b] ,考虑积分算子

T f (x) =
∫ x

a
f (s)ds, f ∈ C[a, b]

证明 r(T ) = 0 .
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§7.2 第二十八讲 有界线性算子谱的分类

教学目的:

本节讨论有界线性算子谱中点的分类. 通过谱点的分类,表明抽象方程可解性. 进一

步讨论有界线性算子特征值对应的线性子空间的性质、特征值的重数以及孤立谱点

的特性。

本节要点：

有界线性算子谱的基本分类,谱的特性,特征值的几何重数,代数重数,谱点的重数

§7.2.1 内容提要

定义 7.2.1 设 T 是复Banach空间 X上的有界线性算子, σ(T ) 是 T 的谱。 T 的点谱,记

为 σp(T ) ,定义为复数集

σp(T ) =
{
λ ∈ σ(T )

∣∣∣∣ (λI − T )不是1– 1的映射,

即存在 x ∈ X, x , 0使得 T x = λx

}

λ ∈ σp(T )称为 T 的特征值(eigenvalue),满足 T x = λx的 x , 0 称为相应于 λ 的特征向

量(eigenvector).

T 的剩余谱,记为 σr(T ) ,定义为复数集

σr(T ) = {λ ∈ σ(T )
∣∣∣ (λI − T )是1-1的,但值域 R(λI − T )在 X中不稠密}.

T 的连续谱,记为 σc(T ) ,定义为复数集

σc(T ) = {λ ∈ σ(T )
∣∣∣ (λI − T )是1-1的,值域在 X中稠密,但 (λI − T )−1 不有界}.

由定义7.2.1可以看到, σp(T ) , σr(T ) , σc(T ) 是两两不交的集合,且

σp(T ) ∪ σr(T ) ∪ σc(T ) = σ(T ).

注意到对任意的 λ ∈ ρ(T ) ,

(λI − T )R(λ, T ) = R(λ, T )(λI − T ) = I

在Banach对偶意义下,

R∗(λ, T )(λI∗ − T ∗) = (λI∗ − T ∗)R∗(λ,T ) = I∗.

因此,我们有下面的结果.
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定理 7.2.1 (伴随算子的谱) 设 X 是复Banach空间, X∗ 是其对偶空间. 设 T ∈ B(X) ,

T ∗ 是伴随算子. 则对任意的 λ ∈ ρ(T ) , 都有 λ ∈ ρ(T ∗) ,并且 R(λ, T ∗) = R∗(λ,T ) . 因

此, σ(T ) = σ(T ∗) .

注意到算子 T 有界可逆的充要条件,定理的结论是明显的.

在Hilbert 空间,有界线性算子 T 的共轭算子 T ∗ 是在内积意义下定义的. 由

于Hilbert对偶是共轭线性运算,所以在Hilbert对偶意义下,

R∗(λ, T )(λI∗ − T ∗) = (λI∗ − T ∗)R∗(λ,T ) = I∗.

因此,我们有下面的结果.

定理 7.2.2 设 X是复Hilbert空间,设 T 是 X上的有界线性算子, T ∗ 是其对偶算子. 则对

任意的 λ ∈ ρ(T ) ,都有 λ ∈ ρ(T ∗) ,并且 R(λ,T ∗) = R∗(λ, T ) . 因此, σ(T ∗) = σ(T ) .

定理 7.2.3 设 T 是复Banach空间 X上的有界线性算子, λ ∈ C ,

N((λI − T )m) = {x ∈ X
∣∣∣ (λI − T )mx = θ}, m ∈ N

是 X的闭子空间. N(λI − T ) , {θ} 的充要条件是 λ ∈ σp(T ) .

定义 7.2.2 设 T 是复Banach空间 X上的有界线性算子, λ ∈ σp(T ) . N(λI − T ) 称为关

于 λ 的特征子空间(几何空间), x ∈ N(λI − T ), x , θ 称为 T 的相应于 λ 的特征向量。

N(λI − T ) 的维数 dim[N(λI − T )]称为 λ的几何重数,记为 mg(λ) .

定义 7.2.3 设 T 是复Banach空间 X 上的有界线性算子, λ ∈ σp(T ) . N((λI − T )m) 称

为 T 关于 λ的 m阶广义特征子空间( m阶根子空间). 若存在 x ∈ N((λI − T )m)使得

(λI − T )m−1x , θ, (λI − T )mx = θ, (7.2.1)

则称 x为 T 的相应于 λ的 m阶广义特征向量(或称为 m阶根向量).

定义 7.2.4 设 T 是复Banach空间 X上的有界线性算子, λ ∈ σ(T ) . T 关于 λ 的广义特

征子空间(也称根子空间),记为 Nλ(T ) . Nλ(T ) 是包含
∪∞

n=1N((λI − T )n) 的最小闭子空

间,即：

Nλ(T ) =
∞∪

n=1

N((λI − T )n). (7.2.2)

如果 λ ∈ σp(T ) ,存在正整数 k 使得

N((λI − T )k) = N((λI − T )k+ j), j = 1, 2, · · · , (7.2.3)

则称 λ 有有限指标.满足上等式的最小 k 值,称为 λ 的指标(代数指标,或链长),记为 k(λ) .

子空间 Nλ(T ) 的维数 dim[Nλ(T )]称为特征值的代数重数,记为 ma(λ) .

如果 λ ∈ σ(T )为 T 的特征值,总有 N(λI − T ) ⊂ Nλ(T ) ,从而 λ 的几何重数小于或等

于代数重数 mg(λ) ≤ ma(λ) . 设 λ的指标(或链长) k(λ) < ∞ ,则

Nλ(T ) =
k(λ)∪
k=1

N(λI − T )k) = N((λI − T )k(λ)).
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对任意的 x ∈ Nλ(T ) , (λI − T )k(λ)−1x ∈ N(λI − T ) . 所以

mg(λ) ≤ ma(λ) ≤ k(λ)mg(λ). (7.2.4)

当 λ的指标(或链长)为 k时,至少有一个 k阶广义特征向量.

定义 7.2.5 设 T 是复Banach空间 X上的有界线性算子, λ ∈ σp(T ) . 如果 N(λI − T ) =

Nλ(T ) ,即特征值几何重数等于代数重数 mg(λ) = ma(λ) ( k(λ) = 1 ),则称特征值 λ是半简

单的;如果 λ的代数重数等于1( ma(λ) = 1 ),则称 λ是简单特征值.

当特征值 λ为半简单时,对应于 λ的都是特征向量,没有二阶根向量(广义特征向量),

特征子空间中线性无关元的个数恰为它的代数重数. 当 λ 为简单特征值时,它的几何

重数等于代数重数且等于1, 对应于 λ 只有一个特征向量,没有二阶根向量(广义特征向

量).当 λ的特征空间是一维时 (mg(λ) = 1) ,对应于 λ也只有一个特征向量,此时它的代数

重数恰好等于它的指标 (ma(λ) = k(λ)) .

定义 7.2.6 设 T 是复Banach空间 X上的有界线性算子, λ0 ∈ σ(T ) . 如果存在 r > 0使

得 B(λ0, r) ∩ σ(T ) = {λ0} ,则称 λ0是 σ(T )的孤立点.

设 λ0 ∈ σ(T )为孤立点. 记

E(λ0,T ) =
1

2πi

∫
|λ−λ0 |=ε

R(λ, T )dλ (7.2.5)

其中 {z ∈ C
∣∣∣ |z − λ0| ≤ ε} ∩ σ(T ) = {λ0} . E(λ0, T )称为对应于 λ0 的 Riesz谱投影 (简称

Riesz投影),子空间 E(λ0,T )X = R(E(λ0, T ))的维数称为相应于 λ0的维数.

从定义上看,孤立点的维数与特征值的代数重数不同,如果 λ0 既是孤立点又是特征

值,此时 λ0代数重数小于或等于它的维数.

定理 7.2.4 设 T 是复Banach 空间 X 上的有界线性算子, λ0 ∈ σ(T ) 是孤立点. 则

E(λ0,T )是投影算子,即 E2(λ0,T ) = E(λ0,T ) .

§7.2.2 典型例题

从预解方程看算子的谱点分类具有特殊的意义.考虑抽象方程

(λI − T )x = y, y ∈ X.

如果 λ ∈ ρ(T ) ,对任意的 y ∈ X抽象方程唯一可解, x = R(λ, T )y ,且解连续依赖于 y ,

这就是方程的适定性。

如果 λ ∈ σ(T ) ,则抽象方程是不适定的.

1) λ ∈ σp(T ) : 意味着对 y ∈ X方程可能有解,但解不唯一;

2) λ ∈ σr(T ) : 意味着若方程有解则解是唯一的,但方程可能无解.剩余谱表明抽象

方程只对某些 y ∈ X 方程有解,但这样的 y组成的集合很小,在空间 X不稠密;

3) λ ∈ σc(T ) : 意味着若方程有解则解是唯一的, 但对某些 y ∈ X 方程可能无
解. 使得抽象方程唯一可解 y ∈ X 组成的集合在空间 X 稠密, 但解 x 并不连续依

y ,即 (λI − T )−1可在 X的稠密集上定义,但不是有界线性算子.
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例 7.2.1 在空间 ℓ2 ,定义算子(称为左移算子)

Lx =
∞∑

n=1

an+1en, ∀x = (an) ∈ ℓ2, (7.2.6)

则 σ(L) = {λ ∈ C
∣∣∣ |λ| ≤ 1} .

对 ∀λ ∈ C , |λ| < 1 ,元

xλ =
∞∑

n=1

λn−1en ∈ ℓ2.

且有

Lxλ =
∞∑

n=1

λnen = λxλ.

所以 σp(L) = {λ ∈ C
∣∣∣ |λ| < 1} . 而有界线性算子的谱为闭集,所以 σ(L) = {λ ∈ C

∣∣∣ |λ| ≤ 1} .

为表明边界 |λ| = 1上点的谱性质,设

F =
y =

m∑
k=1

bkek,
∣∣∣∣ bk ∈ C,m ∈ N


线性子空间 F 在 ℓ2中稠密.设 y = (bn) ∈ F ,对 |λ| = 1 ,考虑方程 (λI − L)x = y , i.e.,

(λI − L)x =
∞∑

n=1

(λan − an+1)en =

m∑
k=1

bkek.

它等价于方程  λak − ak+1 = bk, 1 ≤ k ≤ m,

λak − ak+1 = 0, k > m.

于是

ak+1 = λak − bk, 1 ≤ k ≤ m.

设 a1 =
m∑

k=1
λ−kbk ,利用上面的递推关系可以得到

a2 = λa1 − b1

a3 = λ(a2) − b2 = λ
2a1 − λb1 − b2

· · · · · ·

ak+1 = λka1 − λk−1b1 − λk−2b2 −· · ·− λbk−1− bk = λ
ka1 −

k∑
j=1

λk− jb j, k ≤ m − 1.

am+1 = λam = λ
ma1 −

m∑
j=1

λm−1b j = λ
m

a1 −
m∑

j=1

λ− jb j

 = 0

当 k > m 时, ak = 0 . 这表明对任意的 y ∈ F , 方程都有解, 即有 R(λI − L) ⊃ F . 因此

R(λI − L) = ℓ2. 这表明 σc(L) = {λ ∈ C
∣∣∣ |λ| = 1} . �
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例 7.2.2 在 ℓ2中定义算子(称为右移算子)

S x =
∞∑

n=1

an−1en, ∀x = (an) ∈ ℓ2, an−1 = 0, n − 1 < 0. (7.2.7)

则 σ(S ) = {λ ∈ C
∣∣∣ |λ| ≤ 1} .

对 ∀λ ∈ C , N(λI − S ) = {θ} ,即算子无本征值. S x = (0, a1, a2, · · · ),∀x ∈ ℓ2 , R(S )是

闭的与全空间 ℓ2相差一维,所以 0 ∈ σr(S ) . 进一步,对 |λ| < 1 ,

xλ =
∞∑

n=1

λn−1en ∈ ℓ2.

⟨(λI − S )x, xλ⟩ =
∞∑

n=1

(λan − an−1)λn−1 =

∞∑
n=1

[λnan − λn−1an−1] = 0, ∀x ∈ ℓ2.

即 R(λI − S )⊥xλ ,所以 R(λI − S ) , ℓ2 . 故有 σr(S ) = {λ ∈ C
∣∣∣ |λ| < 1} . 利用算子谱为闭集

得到 σ(S ) = {λ ∈ C
∣∣∣ |λ| ≤ 1} . �

下面的例子表明 λ0代数重数与 λ0维数之间的区别.

例 7.2.3 在空间 C[a, b]中,考虑有界线性算子 T :

T f (x) =
∫ x

a
f (s)ds − (x − a) f (a), ∀ f ∈ C[a, b].

算子 T 有唯一的谱点 λ = 0 . 0是特征值,它的代数重数为1,而其维数为无穷维.

证证证明明明 设 λ , 0 ,任意给定 g ∈ C[a, b] ,考虑预解方程 (λI − T ) f = g ,即

λ f (x) −
∫ x

a
f (s)ds + (x − a) f (a) = g(x).

由上式取 x = a得到 λ f (a) = g(a) ,所以上式可改写成

λ f (x) −
∫ x

a
f (s)ds = g(x) − (x − a)

λ
g(a).

令 F(x) =
∫ x

a f (s)ds ,则有 F(a) = 0 ,

λF′(x) − F(x) = g(x) − (x − a)
λ

g(a).

解微分方程得到

F(x) =
1
λ

∫ x

a
e

(x−s)
λ

[
g(s) − (s − a)

λ
g(a)

]
ds.

所以有

f (x) =
1
λ2

∫ x

a
e

(x−s)
λ

[
g(s) − (s − a)

λ
g(a)

]
ds +

1
λ

[
g(x) − (x − a)

λ
g(a)

]
.

明显地,由上式确定的函数是连续的. 因此, λ ∈ ρ(T ) .

当 λ = 0 ,函数 f (x) = 1 满足方程 T f (x) = 0 ,所以 λ = 0是特征值.而方程∫ x

a
f (s)ds − (x − a) f (a) = 1
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无解,所以 λ = 0是简单本征值.它的代数重数为 1. 而

E(0, T ) =
1

2πi

∫
|z|=ε

R(λ, T )dλ = I

从而有 E(0, T )C[a, b] = C[a, b] ,所以它的维数为无穷. �

§7.2.3 练习题二十八解答

1. 在 C[a, b]中考虑积分算子

T f (x) = L
∫ x

a
f (s)ds + m

∫ b

x
f (s)ds, L , m

讨论算子 T 的谱.

2. 设 S 是 ℓ2(N)中的右移算子, L是左移算子,讨论算子 T = S + L谱。

3. 设 X是Banach空间, T ∈ B(X) , r(T )是算子 T 的谱半径. 计算积分

1) 1
2πi

∫
|z|=r(T )+ε R(z, T )dz ;

2) 1
2πi

∫
|z|=r(T )+ε zR(z, T )dz ;
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§7.3 第二十九讲 紧线性算子的谱

教学目的：

本节讨论紧线性算子谱.表明紧算子的谱与矩阵的谱具有一些相同的特性. 紧算子的

非零谱点由孤立的有限重特征值组成.

本节要点：

紧算子的谱特性,孤立有限重特征值

§7.3.1 内容提要

在前面章节讨论了紧线性算子与其伴随算子(共轭算子),本节讨论这类算子的谱性

质。下面将会看到紧线性算子不仅在性质上是矩阵的推广形式,在谱特性上也具有类似

的性质.

定理 7.3.1 设 X是复Banach空间, T ∈ K(X) . 则对每个非零 λ ∈ C , N(λI − T )是有限维

子空间.

定理 7.3.2 设 X是复Banach空间, T ∈ K(X) . 则对非零 λ ∈ C , R(λI − T ) 是闭子空间.

定理 7.3.3 设 X 是复Banach空间, T ∈ K(X) , 对每个非零 λ ∈ C , 存在一个正整数

k(λ)使得

N((λI − T )k(λ)) = N((λI − T )k(λ)+ j), ∀ j ∈ N. (7.3.1)

R((λI − T )k(λ)) = R((λI − T )k(λ)+ j), ∀ j ∈ N. (7.3.2)

推论 7.3.1 设 X 是Banach空间, T ∈ K(X) . λ ∈ C 非零, R(λI − T ) = X 当且仅

当 N(λI − T ) = {θ} .

下面定理给出紧线性算子的谱特征.

定理 7.3.4 设 X是无穷维Banach空间, T ∈ K(X) . 则下面结论成立:

1) T 的非零谱点一定是特征值;且零是 T 的谱点,从而 σ(T ) = σp(T ) ∪ {0} ;

2)若 λk ∈ σp(T ) , k = 1, 2, · · · ,m ,互不相同, xk 是相应的特征向量,则 {xk}mk=1 是线性

无关的;

3)对任意的 ε > 0 , σ(T ) ∩ {λ ∈ C
∣∣∣ |λ| ≥ ε} , 只有有限多个点; 从而每个非零特征

值 λ是孤立的谱点;

4)每个非零谱点 λ是算子 T 的有限重本征值。
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§7.3.2 典型例题

设 X是无穷维Banach空间, T ∈ K(X)是紧线性算子, T 的谱具有特性：

1) T 的非零谱点一定是特征值, i.e., σ(T ) = σp(T ) ∪ {0} ;

2) 对应不同特征值的特征向量是线性无关的;

3) 对 λ ∈ σp(T ) , λ , 0 , N(λI − T )是有限维空间.

4)对 λ ∈ σp(T ) , λ , 0 , R(λI − T )是闭子空间.

例 7.3.1 设 k(s)是 R上的以 2π为周期的连续函数,定义算子 K : L2[0, 2π]→ L2[0, 2π]

K f (x) =
∫ 2π

0
k(x − y) f (y)dy, ∀ f ∈ L2[a, b]. (7.3.3)

确定算子 K 的谱.

设 λ ∈ C ,考虑特征值问题 K f = λ f ,即有方程

K f (x) =
∫ 2π

0
k(x − y) f (y)dy = λ f (x).

由于 k(s)是以 2π为周期的函数,所以 f (x)可视为整个实轴上的以 2π为周期的函数.∫ 2π

0

∫ 2π

0
k(x − y)( f (x) + f (y))dxdy = 2π

∫ 2π

0
k(x − y) f (x)dx + 2π

∫ 2π

0
k(x − y) f (y)dy

L2[0, 2π]在内积

( f , g) =
1

2π

∫ 2π

0
f (x)g(x)dx

定义下是Hilbert空间, {en(x) = einx, n ∈ Z}是 L2[0, 2π]的一个规范正交基.

对每个 f ∈ L2[0, 2π] ,有Fourier展开

f =
∑
n∈Z

( f , en)en(x), ∀ f ∈ L2[0, 2π].

于是有

K f (x) =
∫ 2π

0
k(x − y)

∑
n∈Z

( f , en)en(y)dy

=
∑
n∈Z

( f , en)
∫ 2π

0
k(x − y)einydy

=
∑
n∈Z

( f , en)einx
∫ 2π

0
k(x − y)e−in(x−y)dy

=
∑
n∈Z

( f , en)einx
∫ 2π

0
k(s)e−insds

=
∑
n∈Z

βn( f , en)en(x).
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其中 βn =
2π∫
0

k(s)e−insds = 2π(k, en).在上面的运算过程中，我们利用到 k(s)是以 2π为周

期的函数,并用到周期函数的积分性质∫ x+2π

x
k(s)e−insds =

∫ 2π

0
k(s)e−insds, ∀x ∈ R.

利用Fourier级数系数的性质可得:
∑

n∈Z
|βn|2 < ∞ , lim

n→∞
βn = 0 .

明显地,当 f = en(x)时,有 K f = βn f . 所以 σp(K) = {βn, n ∈ Z} .

考虑预解方程

(λI − K) f = g, g ∈ L2[0, 2π].

上面方程等价于

λ
∑
n∈Z

( f , en)en −
∑
n∈Z

βn( f , en)en =
∑
n∈Z

(g, en)en.

当 λ , βn, n ∈ Z时,上面方程有形式解

( f , en) =
(g, en)
λ − βn

, n ∈ Z.

所以当 λ < {βn, n ∈ Z} 时,有 inf
n∈Z
|λ − βn| = δ > 0 . 于是

∑
n∈Z
|( f , en)|2 =

∑
n∈Z

∣∣∣∣∣ (g, en)
λ − βn

∣∣∣∣∣2 ≤ 1
δ2

∑
n∈Z
|(g, en)|2.

即方程 (λI − K) f = g有解

f =
∑
n∈Z

(g, en)
λ − βn

en(x),

且有

||(λI − K)−1g|| ≤ 1
δ
||g||, ∀g ∈ L2[0, 2π].

故有 λ ∈ ρ(K) . 因此 σ(K) = {βn; n ∈ Z} ∪ {0}. �

注记 7.3.1 从上面证明可以看到,

K f (x) =
∑
n∈Z

βn( f , en)en(x).

由此可以证明, K是紧线性算子.

§7.3.3 练习题二十九解答

1. 设 X是 Banach空间, T ∈ K(X) ,证明：若 N(I − T ) = {0} ,则 R(I − T ) = X .

(提示：关键证明 R(I − T ) = X , 利用反证法, 采用定理7.3.3证明中第二步中的方

法)。

2. 设 X是 Banach空间, T ∈ K(X) ,证明 σp(T ) = σp(T ∗) ,并讨论它们特征向量之间的关

系。


