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经经经典典典数数数论论论选选选讲讲讲

宗宗宗传传传明明明



.

问问问题题题1. 你学过的最好的数学结论是什么？为什么你认为最好？

问问问题题题2. 你读过的最有收获的数学参考书是什么？最重要的收获是什

么？
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课课课程程程简简简介介介

•课课课程程程目目目的的的：：：通过介绍数论的一些重要分支、重要结论和重要数学
家，让同学们对这一学科有所了解。

•上上上课课课形形形式式式：：：正常上课+课外学习研讨。

•考考考核核核形形形式式式：：：作业20+期中30+期末50+课外学习研讨（参考）。
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第第第一一一章章章. 数数数论论论简简简介介介

§ 1. 数数数论论论的的的研研研究究究对对对象象象

数论是研究数字系统的一门学问, 是数学中最基础的一个分支. 做为一

个学科, 很难确定数论是何时诞生的. 但是, 自数字诞生以来人们就开

始探索研究它们的规律, 也就孕育了数论.

做为数学中最富悠久历史的一个学科, 她经历了几百年乃至上千年的

发展. 直到今天, 她仍是数学中最有生机的分支之一. 在这种情况下, 我

们很难概括数论的研究对象. 但是, 我们可以用几个典型的例子来说明

数论学家做了些什么.
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例例例1.1. 每每每一一一个个个自自自然然然数数数都都都可可可以以以表表表示示示成成成四四四个个个自自自然然然数数数的的的平平平方方方和和和. 也也也就就就是是是：：：

n = a2 + b2 + c2 + d2.

注注注1.1. 这一著名的论断最早出现在Fermat写给Carcavi的信中. 当然, 他

没有给出证明. 这一命题的第一个证明是由Lagrange给出的. 据历史记

载, Euler曾研究这一问题长达四十年之久. 当他听说Lagrange证明了这

一结论时, 他很快明白了他的问题所在, 并给出了一个新证明. 由于这

一结论是如此的重要， Jacobi, Cauchy等多位大数学家也给出了它的新

证明。

在在在此此此基基基础础础上上上，，，你你你有有有和和和联联联想想想？？？
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例例例1.2. 用用用π(x)表表表示示示不不不大大大于于于x的的的素素素数数数的的的个个个数数数. 那那那么么么,

π(x) ∼ x

log x
.

注注注1.2. 这就是著名的素数分布定理. 这一渐近公式是由Legendre

和Gauss于1800年前后分别提出的. 但是, 这一断言直到1896年才由de

la Vallée Poussin 和Hadamard独立证明. 1949年, Selberg与Erdös给出了这

一定理的一个初等证明. 为此Selberg获得了Fields奖, Erdös没有.
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例例例1.3. 当当当n ≥ 3时时时, xn + yn = zn无无无整整整数数数解解解.

注注注1.3. 这就是著名的Fermat 大定理. 几百年来, 它一直吸引着许多大数

学家和无数数学爱好者为之如醉如痴. Euler, Kummer都曾做出了不懈

的努力并得到过部分结果. Hilbert也曾将其列入他的23个数学问题. 但

是, 直到1995年才由Wiles在Taylor的帮助下, 在Taniyama, Shimura, Frey,

Mazur, Ribet等人的工作的基础上证明了这一定理.
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例例例1.4. e 和和和π 都都都是是是超超超越越越数数数.

注注注1.4. 1766年前后,瑞士数学家Lambert证明了e和π都是无理数. 1873年,

Hermite证明了e是超越数. 10年后, Lindeman证明了π也是超越数. 许

多大数学家对相关的问题做过进一步的研究. 例如, Hilbert就给出

过e和π的超越性的新证明, 并在他的23个数学问题中提出了系统研

究的新问题.
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一百年以前, 几乎所有的数学家都曾研究过数论并做出过重要贡献.

这中间包括Dedekind, Dirichlet, Euler, Fermat, Gauss, Hermite, Hilbert,

Jacobi, Kronecker, Kummer, Lagrange, Legendre, Minkowski, Riemann 等.

在过去的一百多年中, 共有六十四位数学家 获得过Fields奖. 其中

十六位(Selberg, Serre, Roth, Baker, Bombieri, Deligne, Faltings, Drinfeld,

Lafforgue, Tao, Ngo Bao Chau, Bhargava, Scholze, Venkatesh, Maynard, Vi-

azovska) 主要因为对数论的杰出贡献而获奖. 做为一个学科, 数论

是Fields获得者最多的数学领域之一.

数论是纯数学中的纯数学, 以它的深奥与艰难使人们望而生畏. 但它

是人类知识与思想的精华,也是数学中最优美的领域之一.同时,在现代

科技中数论具有重要的应用−−例如在密码通讯技术中的重要应用.
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§ 2. 近近近代代代数数数论论论的的的主主主要要要分分分支支支

通过Gauss, Dirichlet, Riemann, Kummer, Hilbert, Minkowski, Hadamard,

Hardy, Littlewood和Vinogradov等许多大数学家的工作,许多新思想和新

方法被引入数论的研究中. 这样, 在研究对象和方法的基础上, 数论被

分成了几个既相互关联又自成体系的分支. 这里, 我们简单介绍其中的

几个.
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解解解析析析数数数论论论

这一分支主要研究自然数的表示以及与素数相关的一些问题, 例

如Waring问题和Goldbach猜想. Riemann假设和孪生素数问题也都属于

这一分支. 顾名思义, 这一分支的主要方法是分分分析析析, 更确切地说是复变

函数论.这一分支系统地发展了筛法,圆法,三角和法等强有力的分析工

具.

Dirichlet, Riemann, Hadamard, Hardy, Littlewood, Vinogradov, Ramanu-

jan, Landau, Selberg和Bombieri 等著名数学家在这一分支的发展中起

了重要作用. Selberg, Bombieri, Tao, Maynard因解析数论的工作荣

获Fields奖. 我国数学家, 特别是华罗庚和陈景润, 在这一领域也做出

了重要贡献. 近年来，华裔数学家张益唐在孪生素数问题作出了重要

贡献.
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代代代数数数数数数论论论

近两个世纪以来, Galois, Abel, Jacobi, Kummer等人在数论的研究中引入

了系统的代数方法,也就逐渐形成了代数数论.近年来,这是最活跃的数

学研究领域之一. Fermat大定理的证明（Wiles 和Taylor）是数学史上最

耀眼的成就之一.

当代许多著名数学家在这一领域做出了不朽的贡献, 例如Weil, Lang-

lands, Deligne, Faltings, Wiles, Taylor, Shirmura等等. 继Fermat大定理

和Taniyama-Shimura猜想之后, 该领域最有代表性的问题可能要算Birsh-

Swinnerton-Dyer猜想了. Serre, Deligne, Faltings, Drinfeld, Lafforgue, Ngo

Bao Chau, Bhargava, Scholze因代数数论的工作荣获Fields奖.
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丢丢丢番番番图图图逼逼逼近近近

这一分支是研究用有理数来逼近其它数的一门学问. 这一分支与连分

数和超越数轮密切相关. 最早是由Dirichlet 和Kronecker等做出了奠基性

的工作.

上个世纪六, 七十年代由Roth 和Schmidt等杰出的数学家将这一学科

发展到最高潮. 其中Roth因在这一领域的杰出贡献荣获Fields奖. 一致

分布这一学科也是在丢番图逼近的基础上发展起来的. 这一分支中

的Thue-Siegel-Dyson-Roth定理是最完美的数学结论之一.

10



超超超越越越数数数论论论

如何判定和构造超越数是这一分支的主题. 早在19世纪末, Lambert,

Hermite和Lindeman就开始研究e和π的无理性和超越性. Hilbert也曾将

某些数的超越性判别列入他的23个著名问题（第七）：α ̸= 0, 1是一个

代数数, β是一个非有理代数数, 是否可以断定 αβ一定是超越数. 这一

问题的一个特例是eπ, 因为

eπ =
(
eπi
)−i

= (cos π + i sin π)−i = (−1)−i.

Hilbert第七问题是由Gelfond和Schneider独立解决的. 但对推动这一学

科的发展做出最系统和最重要贡献的当属Baker. 他荣获Fields奖. 另外,

Liouville, Siegel, Mahler也都做出了重要贡献.
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数数数的的的几几几何何何

这是由Minkowski在Kepler, Newton, Gauss, Lagrange, Hermite等人的工作

的基础上创立的一个分支, 其目的是用几何的思想方法来研究数论的某

些问题, 例如整数的表示. 后来, 经过Mordell, Davenport, Mahler, Siegel,

Hlawka和Rogers等许多杰出数学家的工作将其发展成为一个具有丰富

内容的独立分支.

近四十年来, 离散化与几何化的思想使这一分支有了突飞猛进的发

展, Desarte, Levenstein, Elkies, Cohn, Viazovska等作出了重要贡献. Via-

zovska荣获Fields奖. 这一分支的许多核心问题至今远未解决, 其中有些

问题堪称整个数学中的基本问题. 例如高维球堆积的最大密度问题. 该

分支在现代密码学中具有重要应用。
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第第第二二二章章章. 素素素数数数与与与同同同余余余

§1. 整整整除除除与与与素素素数数数

自自自然然然数数数: 1, 2, 3, · · · · · · . 通常我们用N表示所有自然数构成的集合.

整整整数数数: 0, ±1, ±2, ±3, · · · · · · . 通常我们用Z表示所有整数构成的集合.

定定定义义义2.1. 设a与b为两个自然数. 我们称a整除b (记做a | b)当且仅当存在
一个自然数c使得b = ac.

定定定义义义2.2. 不能被1和它自身以外的任何自然数整除的自然数被称为素

数, 否则称其为合数. 例如：2, 3, 5, 7, · · · 都是素数.

13



定定定理理理 2.1. 素数无限.

证证证明明明思思思路路路一一一. 观察

m = 1 +
∏

p.

这一想法是由Euclid发现的.

证证证明明明思思思路路路二二二. 因为 (
1− 1

p

)−1

= 1 +

∞∑
i=1

1

pi
,

我们得到
∞∑
n=1

1

n
=
∏
p

(
1− 1

p

)−1

.

这一想法是由Euler发现的. 事实上, 他由此导出了
∑

1
p的发散性.
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证证证明明明三三三. 用P表示所有素数构成的集合. 如果a, b ∈ Z, b > 0, 我们定义

Na,b = {a + nb : n ∈ Z}.

我们称O是Z的一个开集如果O空或者它满足条件：对任一a ∈ O都存

在一个b > 0使得Na,b ⊆ O.

• 显然, 每个Na,b都是开集且两个开集的并集仍是一个开集.

• 如果O1和O2是两个开集, a ∈ O1 ∩O2, Na,b1 ⊆ O1, Na,b2 ⊆ O2, 那么

Na,b1b2 ⊆ O1 ∩O2.

所以O1 ∩O2也是Z中的一个开集.

这样定义的开集导出了Z的一个拓扑.

15



我我我们们们注注注意意意到到到两两两个个个事事事实实实：：：

A. 每一个非空开集包含有无穷多个元素.

B. 由于

Na,b = Z \
b−1∪
i=1

Na+i,b,

每一个Na,b都是闭集.

由于任一非 ±1的整数都有素因子, 所以

Z \ {1,−1} =
∪
p∈P

N0,p

假如P有限, 那么
∪
p∈P N0,p是一个闭集, 因为它是有限个闭集的并. 这样

我们得到 {1,−1}是一个开集, 与A矛盾. 定理得证.

16



注注注 2.1. 数学中有些证明之所以重要, 并不是因为它第二次、 第三次证

明了某个结论. 更重要的是它所体现出来的思想方法. Euler的证明就体

现出这种重要性.

注注注 2.2. Aigner和 Ziegler的畅销书Proofs from THE BOOK的第一个问题

就是证明素数的个数为无穷多. 其中列了6个证明.

自自自然然然思思思考考考. 既然有无穷多素数, 那素数多还是合数多？ 能不能导出一

个类似测度形式的结论？

17



定定定理理理2.2. 几乎所有的自然数都不是素数.

基基基本本本思思思路路路. 设p1和p2是2个素数, X是一个很大的自然数. 在[2, X ]中我们

有如下三列与p1和p2有关的合数：

2p1, 3p1, · · · ,
⌊
X

p1

⌋
p1,

2p2, 3p2, · · · ,
⌊
X

p2

⌋
p2

和

p1p2, 2p1p2, · · · ,
⌊
X

p1p2

⌋
p1p2.

这三列的个数分别是⌊
X

p1

⌋
− 1,

⌊
X

p2

⌋
− 1,

⌊
X

p1p2

⌋
.
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由此可以导出, 在[2, X ]中的素数以及与p1和p2无关的合数的个数为

X − 1−
(⌊

X

p1

⌋
− 1 +

⌊
X

p2

⌋
− 1

)
+

⌊
X

p1p2

⌋
≤
(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
X + 3.

作作作业业业 2.1. 将定理证明补充完整.
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定定定理理理2.3. 如果n是一个合数, 那么它一定有一个素因子不超过
√
n.

例例例 2.1. 判定97是一个素数.

作作作业业业2.2. 任给一个自然数k, 总能构造出k个相继的合数.

问问问题题题2.1. 寻找未知素数.

20



§ 2. 整整整数数数的的的模模模

算算算术术术基基基本本本定定定理理理. 任一自然数都可以分解为素数幂次的乘积, 也就是

n = pα11 p
α2
2 · · · pαii .

且分解是唯一的.

注注注2.3. 这是非常古老的一个定理. 据说Euclid知道这一定理. 当然, 严

格证明是后人给出的.

这一定理的存在性是很容易证明的(你能做到吗？), 关键是唯一性.

为此, 我们需要介绍一个新概念.

21



定定定义义义2.3. 我们称整数的一个子集M为一个模如果它具有以下性质：

如果x, y ∈M , 那么 x− y ∈M .

注注注2.4. 显然, 只有一个元素0的集合和所有整数构成的集合都是模. 通

常称之为平凡模. 模是一个非常简单的概念. 但是, 通过它的一些基本

性质, 却很容易导出算术基本定理.
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定定定理理理2.4. 任一非平凡模M必为某一正整数的所有倍数构成的集合.

证证证明明明要要要点点点. 首先, 如果a ∈M , 那么na ∈M .

假定d为该模中的最小正整数, 则有

M = {zd : z ∈ Z}.

否则, 由

x = zd + r,

我们可以得到

r = x− zd ∈M

且0 < r < d, 与假定矛盾.
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定定定理理理2.5. 任给两个正整数a和b. 我们用(a, b) 表示它们的最大公因数,

用M表示模{z1a + z2b : z1, z2 ∈ Z}, 那么

M = {(a, b)z : z ∈ Z}.

证证证明明明思思思路路路. 由定理2.4, 我们得到

M = {mz : z ∈ Z}.

从而我们得到m|a, m|b, 也就得到了 m|(a, b). 反过来, 由

m = ax + by

可以得到(a, b)|m. 所以, 一定有

m = ±(a, b).
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注注注2.5. 两个自然数的最大公因数可以表示为它们的整数线性组合. 也

就是

(a, b) = xa + yb.

作作作业业业2.3. 推广这一结论.

注注注2.6. 注2.5中的结论也可以由欧几里得算法得出.
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定定定理理理2.6. p为一个素数. 若p | ab, 则有p | a 或 p | b.

证证证明明明要要要点点点. 假如p † a, 则有
(a, p) = 1.

由注2.5, 我们有

xa + yp = 1.

所以得到

xab + ypb = b.

由此可导出p | b.

注注注2.7. 算术基本定理中的唯一性可由定理2.6导出. 事实上, 它们是等价

的.

作作作业业业2.4. 试从定理2.6导出基本定理.
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设a1, a2, · · · , an为n个自然数. 通常我们用(a1, a2, · · · , an) 表示它们的
最大公因数, 用[a1, a2, · · · , an]表示它们的最小公倍数. 基于算术基本定

理, 我们有以下结论.

定定定理理理2.7. 如果

ai =
∏

p
αij
j ,

α∗
j = max

i
{αij},

α′
j = min

i
{αij},

那么

(a1, a2, · · · , an) =
∏

p
α′j
j [a1, a2, · · · , an] =

∏
p
α∗j
j .
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§ 3. 同同同余余余与与与同同同余余余方方方程程程

定定定义义义2.4. m为一给定自然数. 如果a − b是m的倍数, 我们就称a与b相

对m是同余的, 记为

a ≡ b (mod m).

反之, 则记为

a ̸≡ b (mod m).
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同余是一个非常重要的概念, 它有如下基本性质：

1. a ≡ a (mod m)

2. 如果a ≡ b (mod m), 则b ≡ a (mod m)

3. 如果a ≡ b, b ≡ c (mod m), 则a ≡ c (mod m)

4. 如果a ≡ b, a1 ≡ b1 (mod m), 则有

a + a1 ≡ b + b1 (mod m),

a− a1 ≡ b− b1 (mod m)

和

aa1 ≡ bb1 (mod m)
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5. 如果ac ≡ bd (mod m), c ≡ d (mod m) 并且(c,m) = 1, 那么

a ≡ b (mod m).

作作作业业业2.5. 证明性质5. 并举出没有(c,m) = 1限制条件时的反例。

作作作业业业2.6. 用归纳法证明n5 − n总能被5整除。
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定定定义义义2.5. 通常集合{0, 1, · · · ,m − 1}被称为是模m的一个剩余系； 其
中与m互素的元素构成的子集合被称为缩剩余系, 它们的个数被记

为φ(m).

注注注2.8. 同余将数论的运算变成了代数运算. 由以上性质, 不难看出剩余

系是 一个有限环, 而缩剩余系则构成一个乘法群.

定定定理理理2.8. 如果(k,m) = 1, 那么

kφ(m) ≡ 1 (mod m).
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证证证明明明1. 假定

{a1, a2, · · · , aφ(m)}
为模m的一个缩剩余系. 因为(k,m) = 1,

{ka1, ka2, · · · , kaφ(m)}

仍为模m的一个缩剩余系. 所以,

φ(m)∏
i=1

ai ≡
φ(m)∏
i=1

kai ≡ kφ(m)

φ(m)∏
i=1

ai (mod m).

由性质5可得

kφ(m) ≡ 1 (mod m).
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证证证明明明2. 假定

M = {a1, a2, · · · , aφ(m)}
为模m的一个缩剩余系. 我们不妨假设a1 = 1. 显然, 我们有

aiaj ∈M.

另外, 如果ai ∈M , 那么 (ai,m) = 1. 由注2.5, 我们得到

1 = aix +my,

aix ≡ 1 (mod m).

换句话说ai有逆元素. 这样, M是一个具有 φ(m)个元素的乘法群. 所以

对任一元素 ai都有

a
φ(m)
i ≡ 1 (mod m).
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注注注2.9. 取m为一素数p, 可得

kp−1 ≡ 1 (mod p)

对1 ≤ k ≤ p− 1都成立. 这就是Fermat小定理.

作作作业业业2.7. 如果(m,n) = 1, 则有

φ(mn) = φ(m)φ(n).

试证之. 并由此导出

φ(m) = m
∏
p|m

(
1− 1

p

)
.

作作作业业业2.8. 证明 ∑
d|m

φ(d) = m.
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注注注2.10. Abel曾提出是否存在p和a满足

ap−1 ≡ 1 (mod p2)?

Jacobi证明数对[p, a] = [11, 3], [11, 9], [29, 14]和[37, 19]即可.实际上这一问

题与 Fermat大定理密切相关. 如果

xp + yp + zp = 0, (xyz, p) = 1 (∗)

成立, 那么

qp−1 ≡ 1 (mod p2)

对2与89间的所有素数q都成立. 由此可以导出当

p < 8.858× 1020

时(∗)确实无解.

35



讨讨讨论论论补补补充充充:

1977年，R. Rivest，A. Shamir和L. Adleman提出了基于大整数分解的

加密算法(RSA)。这一加密方案使他们荣获2002年度图灵奖。

密密密钥钥钥的的的产产产生生生: 1. 选取两个保密的大素数p和q. 2. 计算n = pq, φ(n) =

(p − 1)(q − 1). 3. 选取一个整数e满足1 < e < φ(n)以及(φ(n, e) = 1. 4.

计算d使得

ed ≡ 1 mod φ(n).

我们取{e, n}为公开密钥，{d, n}为秘有密钥.

加加加密密密: m 7−→ c

c ≡ me mod n.

解解解密密密: c 7−→ m

cd = med ≡ m mod n.
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讲到同余式, 我们不能不讲孙孙孙子子子定定定理理理. 这是少有的几个以中国人的名

字命名的定理之一.

定定定理理理2.9. 如果(mi,mj) = 1, i ̸= j, 那么

x ≡ ai (mod mi), 1 ≤ i ≤ n

对任意给定的一组ai都有唯一解(mod m1 · · ·mn).

证证证明明明想想想法法法. 记 m = m1 · · ·mn, 并定义

M = {0, 1, 2, · · · ,m− 1}

和

M ′ = {(a1, · · · , an) : 0 ≤ ai < mi}.
验证M和M ′为1− 1对应.
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求求求解解解的的的基基基本本本思思思路路路: 令

di = m/mi

和

did
−1
i ≡ 1 (mod mi),

那么

x ≡
n∑
i=1

did
−1
i ai (mod m)

即为所求的解.

作作作业业业2.9. 详细写清楚求解过程.

作作作业业业2.10. 假设b是一个大于1的整数。那么，任一正整数n都可以唯一

地表示为 n = akb
k + ak−1b

k−1 + · · · + a1b + a0, 其中0 ≤ ai ≤ b − 1并且

ak ̸= 0.
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思思思考考考研研研讨讨讨：：：

问问问题题题1. 上次课我们介绍了凯撒密码和RSA密码，你回顾、思考、尝试

过吗？

问问问题题题2. 你思考过为什么RAS密码是安全的吗？

n =

m∑
i=1

ai2
i.

m ∼ log2 n.√
n ∼ 2m/2.
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§4. 二二二次次次互互互反反反律律律

我们的目标是判定二次同余方程

ax2 + bx + c ≡ 0 (mod p) (2.1)

是否有解？显然,我们可以假定p既不是2也不整除a (这些情况要么方程

退化，要么判别显然). 这时，它等价与判定同余方程

y2 ≡ b2 − 4ac (mod p) (2.2)

是否有解？
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由于p既不是2也不整除a，所以

(4a, p) = 1.

在(2.2)中做线性变换

y = 2ax + b

我们得到

(2ax + b)2 ≡ b2 − 4ac (mod p),

4a2x2 + 4abx + b2 ≡ b2 − 4ac (mod p),

4a(ax2 + bx + c) ≡ 0 (mod p).

由同余方程的性质5，我们得到

(ax2 + bx + c) ≡ 0 (mod p).

这样，我们得到：二次同余方程(2.1)是否有解等价于(2.2)是否有解，

且他们的解由y = 2ax + b关联。
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为了判定(2.2)是否有解，我们引进Legendre符号：

(
d

p

)
=


1, 如果 x2 ≡ d (mod p) 有非零解,

−1, 如果 x2 ≡ d (mod p) 无解,

0, 如果p | d.

这一定义有许多好的性质, 例如(
d

p

)
=

(
p + d

p

)
(2.3)(

d

p

)
= d(p−1)/2 (mod p) (2.4)(
dc

p

)
=

(
d

p

)(
c

p

)
(2.5)
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(2.4)的的的证证证明明明：：： 如果d是模p的二次剩余, 即存在a满足

a2 ≡ d (mod p).

那么我们得到

d(p−1)/2 ≡ ap−1 ≡ 1 (mod p). (2.a)

如果d不是模p的二次剩余, 对任一给定j,一次同余方程

j · x ≡ d (mod p) (2.b)

的解xj一定满足

xj ̸= j.

这样, {1, 2, · · · , p− 1}被分成了(p− 1)/2个数对{j, xj}满足(2.b). 所以我

们得到(根据Wilson定理)

d(p−1)/2 ≡ (p− 1)! ≡ −1 (mod p). (2.c)

综合(2.a)和(2.c),我们得到(2.4).

43



注注注2.11. (2.c)中的最后一步即Wilson定理. 试证之(提示：互逆配对).

注注注2.11’. 由(2.5)可知，最最基本的二次同余方程是

x2 ≡ q (mod p)

型的，其中p和q均为素数.

二二二次次次互互互反反反律律律. 如果p和q均为奇素数且p ̸= q, 那么(
q

p

)(
p

q

)
= (−1)

(p−1)(q−1)
4 .

另外 (
2

p

)
= (−1)

p2−1
8 .
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基基基本本本引引引理理理. 设素数p > 2, p † d, 1 ≤ j ≤ (p− 1)/2,

tj ≡ jd (mod p), 0 < tj < p. (2.6)

以n表示这(p− 1)/2个tj 中大于p/2 的个数. 那么(
d

p

)
= (−1)n.

证证证明明明思思思路路路. 首先由tj的定义(2.6)可以导出

ti ̸≡ ±tj (mod p), i ̸= j. (2.7)

否则，可以推出矛盾

(i± j)d ≡ 0 (mod p).
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用r1, r2, · · · , rn表示 {tj : 1 ≤ j ≤ (p − 1)/2}中大于p/2的数, 用s1, s2,

· · · , sk表示其中小于p/2的数. 由(2.7)可以导出

{s1, s2, · · · , sk, p− r1, p− r2, · · · , p− rn} = {1, 2, · · · , (p− 1)/2}. (2.8)

由(2.6)和(2.8)我们可以得到

d(p−1)/2

(p−1)/2∏
j=1

j ≡
(p−1)/2∏
j=1

tj ≡ (−1)n
(p−1)/2∏
j=1

j (mod p).

所以，由同余方程的性质5我们得到

d
p−1
2 ≡ (−1)n (mod p),

也就是(由(2.4)) (
d

p

)
= (−1)n.

基本引理得证.
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二二二次次次互互互反反反律律律的的的证证证明明明思思思路路路. 由于

jq = p

⌊
jq

p

⌋
+ tj

我们得到

q

(p−1)/2∑
j=1

j = p

(p−1)/2∑
j=1

⌊
jq

p

⌋
+

(p−1)/2∑
j=1

tj = pT +

(p−1)/2∑
j=1

tj, (2.9)

其中

T =

(p−1)/2∑
j=1

⌊
jq

p

⌋
. (2.10)

47



另一方面, 由(2.8)可以导出

⌊p/2⌋−n∑
i=1

si +

n∑
i=1

(p− ri) =

(p−1)/2∑
j=1

j,

(p−1)/2∑
j=1

tj =

n∑
i=1

ri +

⌊p/2⌋−n∑
i=1

si =

(p−1)/2∑
j=1

j − np + 2

n∑
j=1

rj.

代入(2.9)我们得到

(q − 1)

(p−1)/2∑
j=1

j = p(T − n) + 2

n∑
j=1

rj,

p2 − 1

8
(q − 1) = p(T − n) + 2

n∑
j=1

rj. (2.11)

48



当q = 2时, 由(2.10)我们得到T = 0. 所以

n ≡ (p2 − 1)/8 (mod 2).

由基本引理我们得到 (
2

p

)
= (−1)

p2−1
8 .

当q > 2时, 因为8|(p2 − 1), 由(2.11)我们得到

n ≡ T (mod 2).

所以, 由(2.10)我们得到(
q

p

)(
p

q

)
= (−1)

∑(p−1)/2
j=1 ⌊jq

p ⌋+
∑(q−1)/2

j=1 ⌊jp
q ⌋ = (−1)

(p−1)(q−1)
4 .

二次互反律得证.
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p = 23 q = 13
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思思思考考考研研研讨讨讨：：：

思思思考考考1. 请总结一下二次互反律的思想。

思思思考考考2. 你能提出什么研讨问题？
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作作作业业业2.11. 判定以下同余方程是否有解：

1. x2 ≡ 7 (mod 227).

2. 11x2 ≡ −6 (mod 91).

作作作业业业2.12. 设素数p ≥ 3并且 (p, a) = 1. 试证

p∑
x=1

(
ax + b

p

)
= 0

作作作业业业2.13. 当素数p ≥ 7,总存在两个相继的二次剩余数(提示：2, 5, 10).

作作作业业业2.14. 当素数p ≥ 7,总存在两个相差2的二次剩余数(提示：2, 3, 6).
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§ 5. 几几几类类类著著著名名名的的的自自自然然然数数数

Mersenne 素素素数数数. 我们称型如Mp = 2p − 1的素数为 Mersenne素数.

注注注2.12. 如果n > 1并且mn− 1是素数,那么m = 2且n为一素数. 试证之.

注注注2.13. 当p = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607, 1279, 2203,

2281, 3217, 4253, 4423, 9689, 9941, 11213, 19937时,可以证明Mp是Mersenne

素数.

例例例2.1(Frank Cole, 1903). M67 = 193707721× 761838257787.
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Fermat 数数数. 我们称型如Fn = 22
n
+ 1的数为 Fermat数.

注注注2.14. Fermat曾猜测Fn全为素数. 不幸的是, 1732年Euler证实了

F5 = 22
5
+ 1 = 641× 6700417.

问问问题题题2.3. 是否有无穷多个Fermat数为素数？

注注注2.15. Gauss曾证明, 如果Fn是素数, 那么我们就可以用圆规和直尺做

出正Fn边形. 这也就是他做出正17边形(F2 = 17)的基础.
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完完完全全全数数数. 用σ(n)表示n的所有因子之和. 如果

σ(n) = 2n,

我们称n为一个完全数.

注注注2.16. 如果Mp是一个Mersenne素数, 那么Mp(Mp + 1)/2是一个完全偶

数. 相反, 每一个完全偶数都是这种形式. 试证之.

问问问题题题2.4. 是否有完全奇数？若有, 是否无穷？
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Fibonacci数数数. 令f1 = 1, f2 = 1, 并定义

fn = fn−1 + fn−2.

那么f1, f2, f3, ... 被称为Fibonacci数列.

命命命题题题. 令α = (1 +
√
5)/2. 当n ≥ 3, 我们有fn > αn−2.

证证证明明明. 容易验证, 当n = 3, 4时命题成立. 假设命题对所有k ≤ n都成立,

我们证明它对k = n + 1也成立。

容易验证α = (1 +
√
5)/2是x2 = x + 1的一个根。所以，我们得到

αn−1 = α2 · αn−3 = (α + 1) · αn−3 = αn−2 + αn−3.

由归纳假设我们进而得到

fn+1 = fn + fn−1 > αn−2 + αn−3 = αn−1.
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附附附. Möbius函函函数数数与与与Möbius变变变换换换

Möbius函函函数数数.

µ(n) =


1 if n = 1

(−1)r if n = p1p2 . . . pr
0 otherwise.

性性性质质质1. Möbius 函数是一个乘积函数. 即, 如果(m,n) = 1, 那么

µ(mn) = µ(m) · µ(n).
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性性性质质质2. ∑
d|n

µ(d) =

{
1 if n = 1,

0 if n > 1.

证证证明明明思思思路路路. 令

f (n) =
∑
d|n

µ(d).

可以验证，如果(m,n) = 1, 那么

f (mn) = f (m)f (n).

另一方面，假设n = pk, 其中p是一个素数，k是一个正整数，那么

f (n) = 1− 1 = 0.

所以，由整数的因子分解定理，性质2成立。
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Möbius反反反演演演公公公式式式. f (n) 和 F (n)是定义在正整数集的函数。如果

F (n) =
∑
d|n

f (d)

对所有的n都成立，那么

f (n) =
∑
d|n

µ(d)F (n/d).

证证证明明明.∑
d|n

µ(d)F (n/d) =
∑
d|n

µ(d) ∑
e|(n/d)

f (e)

 =
∑
d|n

∑
e|(n/d)

µ(d)f (e)


=
∑
e|n

∑
d|(n/e)

f (e)µ(d)

 =
∑
e|n

f (e) ∑
d|(n/e)

µ(d)

 = f (n).
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第第第三三三章章章. 自自自然然然数数数的的的表表表示示示

§1. Fermat–Lagrange定定定理理理

定定定理理理3.1. 每一个自然数都可以表示成四个自然数的平方和. 也就是

n = a2 + b2 + c2 + d2.

注注注3.1. 很显然, 7 不能表示成三个自然数的平方和. 所以, 该命题是最佳

的.

注注注3.2. 这就是著名的Fermat-Lagrange定理. 它是由Fermat提出, 后来

由Lagrange证明的. 历史上, 许多著名数学家曾研究过这一问题并给出

过新证明. 例如, Euler, Cauchy, Jacobi和Davenport. 下面, 我们简单介绍

两种想法：模函数与二次剩余.
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模模模函函函数数数方方方法法法: 模函数是研究自然数分拆的最基本的工具之一.

首先，我们熟知
1

(1− xk)
=

∞∑
i=0

xik.

例例例3.1. 用pr(n)表示可以将n表示为不大于r的自然数的和的不同种数.

当|x| < 1时, 我们有

1 +

∞∑
n=1

pr(n)x
n =

1∏r
i=1(1− xi)

.

然后将右式表示为简单形式并求导, 从而求出pr(n).
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例例例3.2. 我们知道，人民币纸币有1元，2元，5元，10元，20元，50元

和100元面值。假设银行支付客户m元人民币（不用角和分）的不同支

付方式数为g(m), g(0) = 1, 那么
∞∑
m=0

g(m)xm =
1

(1− x)(1− x2)(1− x5)(1− x10)(1− x20)(1− x50)(1− x100)
.

例例例3.3. 用q(n)表示可以将n表示为奇数和的不同种数. 当|x| < 1时, 我们

有

1 +

∞∑
n=1

q(n)xn =
1∏∞

i=1(1− x2i−1)
.
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思思思考考考研研研讨讨讨：：：

思思思考考考1. 针对整数分拆你能提出什么研讨问题？
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这方面最著名的结论是以下Jacobi等式：

当|x| < 1和y ̸= 0时, 恒有
∞∏
n=1

[
(1− x2n)(1 + x2n−1y)(1 + x2n−1y−1)

]
=

∞∑
n=−∞

xn
2
yn.

我们定义

f (x) =

+∞∑
i=0

xi
2

并且假定

f (x)4 =

+∞∑
n=0

τ (n)xn.

如果能证明τ (n) > 0 对所有的n成立, 那么我们就导出了 Fermat-

Lagrange 定理.
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注注注3.3. 这一美妙的想法是由Euler提出来的. 但是他未能实现它. 最 终

证明

τ (n) > 0

是由Jacobi通过对椭圆函数的深入研究完成的.

所谓的椭圆函数是一类非常特殊的函数, 例如,

f1(x) =

∞∏
n=1

(1− x2n),

f2(x) =

∞∏
n=1

(1 + x2n),

f3(x) =

∞∏
n=1

(1 + x2n−1)
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和

f4(x) =

∞∏
n=1

(1− x2n−1).

实际上, Jacobi证明了

f 41f
8
3 =

( ∞∑
n=−∞

xn
2

)4

= 1 + 8
∑

∗ mx
m

1− xm
,

这里
∑∗表示不含4的倍数的和.

作作作业业业3.1. 试证,将n分为每份不超过m的分拆数等于把n分为不超过m份

的分拆数.
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2. 二二二次次次剩剩剩余余余方方方法法法

定定定义义义3.1. 设a1, a2, · · · , an为En中

的n个线性无关的向量, 我们称

Λ =

{
n∑
i=1

ziai : zi ∈ Z

}
为一个格. 由这些向量构成的矩阵

的行列式记为det(Λ).

ao

b
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引引引理理理3.1 (Minkowski). C为一个n维的中心对称凸体, Λ为一个格. 如

果

v(C) ≥ 2n det(Λ),

那么C含有Λ的一个非零点.

x

y

x

y
x

y

注注注3.4. 这是数的几何中的Minkowski基本定理. 证明非常简单,将在第七

章中给出. 你能证明吗？
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引引引理理理3.2. 对任意给定的素数p总可以找达两个自然数a和b使得

a2 + b2 + 1 ≡ 0 (mod p).

证证证明明明思思思路路路. 首先, 可以证明{
02, 12, · · · ,

(
p− 1

2

)2
}

(3.1.1)

(mod p)两两不同余. 同理, 可以证明{
−1− 02,−1− 12, · · · ,−1−

(
p− 1

2

)2
}

(3.1.2)

(mod p)两两不同余. 因为(3.1.1）和（3.1.2)共有p + 1各自然数, 所以

在(3.1.1)中可以找到一个a2, 在 (3.1.2)中可以找到一个−1− b2满足

a2 ≡ −1− b2 (mod p).

引理得证。
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引引引理理理3.3. 令

c1 = a1b1 + a2b2 + a3b3 + a4b4,

c2 = a1b2 − a2b1 + a3b4 − a4b3,

c3 = a1b3 − a3b1 + a4b2 − a2b4

和

c4 = a1b4 − a4b1 + a2b3 − a3b2,

我们有
4∑
i=1

a2i

4∑
j=1

b2j =

4∑
k=1

c2k.

注注注3.5. 这就是著名的Euler恒等式. 类似的, 我们有

(a2 + b2)(c2 + d2) = (ac− bd)2 + (ad + bc)2.

通常它被称为Fibonacci恒等式.
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Fermat-Lagrange定定定理理理的的的证证证明明明：：： 由引理3.3可知, 我们只需证明n为素

数的情况. 假设p为一个素数, a和 b为满足引理3.2的两个自然数. 我们

定义 a1 = (1, 0, a,−b), a2 = (0, 1, b, a), a3 = (0, 0, p, 0), a4 = (0, 0, 0, p) 和

Λ =

{
4∑
i=1

ziai : zi ∈ Z

}
由引理3.1可以导出：存在不全为零的四个整数z1, z2, z3 和z4满足

4∑
i=1

ziai ∈ rB4,

其中r = 25/4p1/2π−1/2. 也就是说,

p = (z1, z2, az1 + bz2 + pz3,−bz1 + az2 + pz4)

在该球中. 所以有

z21 + z22 + (az1 + bz2 + pz3)
2 + (−bz1 + az2 + pz4)

2 ≤ (4
√
2/π) · p < 2p.
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令

k = z21 + z22 + (az1 + bz2 + pz3)
2 + (−bz1 + az2 + pz4)

2,

因为(注3.5)

(az1 + bz2)
2 + (−bz1 + az2)

2 = (a2 + b2)(z21 + z22),

由引理3.2我们得到

k ≡ z21 + z22 + (az1 + bz2 + pz3)
2 + (−bz1 + az2 + pz4)

2

≡ (z21 + z22)(1 + a2 + b2) ≡ 0 (mod p).

综上所述, 我们得到

0 < k < 2p and k ≡ 0 (mod p),

也就是说,

p = k = z21 + z22 + (az1 + bz2 + pz3)
2 + (−bz1 + az2 + pz4)

2.
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思思思考考考题题题. 试探讨将一个自然数n可表示为四个非负整数的平方和的种

数.

作作作业业业3.2. 任一被4除余3的自然数都不能表示为两个自 然数的平方和.

试证并推广之.
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1910年, Ramanujan列出了54种无交叉项, 且能表示所有自然数的四元正

定二次型. 其中包括

x2 + y2 + z2 + 2w2,

x2 + 2y2 + 4z2 + 7w2

和

x2 + 2y2 + 5z2 + 5w2.

注注注. 事实上，最后一个不能表示15. 假设能表示，那么x ≤ 3, y ≤ 2,

z ≤ 1, w ≤ 1.
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Conway-Schneeberger定定定理理理(1997). 一个交叉项全为偶数的整系数

正定四元二次型若能表示1, 2, 3, . . ., 15， 那么它就能表示所有的自然

数。

Bhargava定定定理理理(1999). 一个整系数四元正定二次型若能表示1, 2, 3,

. . ., 290, 那么它就能表示所有的自然数。

Bhargava-Hanke定定定理理理(2005). 有且仅有6436个整系数四元正定二次

型能表示所有的自然数。其中无交叉项的共有53种 (即Ramanujan发现

的53种)。
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思思思考考考研研研讨讨讨：：：

思思思考考考1. 针对整数的四元正定二次型表示理论你能提出什么研讨问题？

参参参考考考. Conway, Bhargava 文献。
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§2. Waring-Hilbert定定定理理理

如何推广Fermat-Lagrange定理？

定定定理理理3.2. 任意给定一个自然数k, 存在一个最小的g(k)使得每一个自然

数都能表示为不多于g(k)个k次幂之和. 也就是, 对任意自然数n,

n =

g(k)∑
i=1

xki

总有非负整数解.
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注注注3.8. 这就是著名的Waring-Hilbert定理. 这一断言是由Waring于1770年

提出来的. 他当时已明确地指出

g(2) = 4,

g(3) = 9

和

g(4) = 19.

一百多年以后, 这一一般性断言由Hilbert所证明. 与g(k)相类似, 存

在一个最小的G(k)使得每一个充分大的自然数都可以表示为不多

于G(k)个k次幂之和. 显然,

G(k) ≤ g(k).

确定或估计g(k)和G(k)是解析数论中的重要问题.
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例例例3.3. 证明

g(k) ≥ 2k +

⌊(
3

2

)k⌋
− 2.

证证证明明明要要要点点点. 令

q =

⌊(
3

2

)k⌋
以及

n = 2kq − 1.

因为n < 3k, 所以它只能表示为若干个1k和2k之和, 即

n = i · 2k + j · 1k.

这时显然有

i + j ≥ q − 1 + 2k − 1.
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所以,

g(k) ≥ q − 1 + 2k − 1 = 2k +

⌊(
3

2

)k⌋
− 2.

注注注3.9. 由例3.3可以得出

g(2) ≥ 4,

g(3) ≥ 9,

g(4) ≥ 19,

g(5) ≥ 37.

事实上, 以上等号全成立. 其中g(5)是由陈景润定出的.
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例例例3.4. 当k ≥ 2时, 我们有

G(k) ≥ k + 1.

证证证明明明要要要点点点. 令A(N)表示不大于N的正整数中能表示为k个k次幂之和

xk1 + xk2 + · · · + xkk

的个数. 不妨假定

0 ≤ x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xk ≤ ⌊N 1/k⌋. (3.2)

那么A(N)不超过适合上式的整数组的个数.
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.

x1
x1

x2

x2

x3

o

o

在k维空间，通过估计满足(3.2)的几何体的体积我们得到

A(N) ≤
⌊N1/k⌋∑
xk=0

xk∑
xk−1=0

· · ·
x2∑
x1=0

1 =
1

k!

k∏
i=1

(⌊
N 1/k

⌋
+ i
)

∼ N

k!
≪ 2

3
N.

所以

G(k) ≥ k + 1.
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注注注3.10. 用初等方法可以证明

g(3) ≤ 13,

g(4) ≤ 50,

g(6) ≤ 2451,

g(8) ≤ 42273.
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Hilbert原始的证明是非常复杂的. 后来, 通过利用Schnirelman的密率概

念 Linik将这一定理的证明得以大大地简化.

Schnirelman密密密率率率. T表示一个由互不相同的非负整数j 所构成的集合.

令f (n)表示T中不大于n的正整数的个数, 也就是

f (n) =
∑

1≤j≤n, j∈T

1.

如果有（最大的）正数α存在, 使的

f (n) ≥ αn

对所有的正整数n都成立. 那么, 我们称该集合有正密率α.
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例例例3.5. 令

T1 = {1, 4, 8, · · · , 4k, · · · }
和

T2 = {1, 4, 9, · · · , k2, · · · }.
它们的密率分别是0.25和0.

数数数集集集的的的和和和. T1和T2表示两个非负整数集合. 我们定义

T = T1 + T2 = {a + b : a ∈ T1, b ∈ T2}.
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引引引理理理3.4. 如果T（定义如上）, T1和T2 分别具有密率α, α1和α2 并且

0 ∈ T1, 那么

α ≥ α1 + α2 − α1α2.

证证证明明明要要要点点点. 假设N 为一个给定的自然数,

T1 ∩ [0, N ] = {0, a1, a2, · · · , af(N)},

T2 ∩ [1, N ] = {b1, b2, · · · , bg(N)}
我们有如下论断：

I. 首先, 由于0 ∈ T1, 我们有

T2 ∩ [1, N ] = {b1, b2, · · · , bg(N)} ⊆ T
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以及

card{T2 ∩ [1, N ]} = g(N).

II.对任一满足1 ≤ v ≤ g(N)−1的v,如果a ∈ T1并且1 ≤ a ≤ bv+1−bv−1,

那么

1 + bv ≤ a + bv ≤ bv+1 − 1.

它们不仅互不相同, 且与I中所列的数不同. 对所考虑的v, 共 有f (bv+1 −
bv − 1)个相应的a + bv.

III. 如果a ∈ T1, 1 ≤ a ≤ N − bg(N), 那么 a + bg(N) ∈ T ∩ [1, N ]且它们两

两不同. 另外, 由于a + bg(N) ≥ 1 + bg(N), 所以本项所列的f (N − bg(N))个

数与I 和II所列的数都不相同.
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由以上所讨论的三种情况可知,

card{T ∩ [1, N ]} ≥ g(N) +

g(N)−1∑
v=1

f (bv+1 − bv − 1) + f (N − bg(N))

≥ g(N) +

g(N)−1∑
v=1

α1(bv+1 − bv − 1) + α1(N − bg(N))

= g(N) + α1(bg(N) − b1 − (g(N)− 1) +N − bg(N))

= g(N) + α1(N − g(N)) ≥ (1− α1)α2N + α1N

= N(α1 + α2 − α1α2).

所以,

α ≥ α1 + α2 − α1α2.
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注注注3.11. 这一引理不是最佳结果. 最佳结果是

α ≥ min{1, α1 + α2}.

这一结论是由Mann证明的, 由此他获得了美国数学会的数论奖.

只有引理3.4还不能证明Waring-Hilbert定理 (为什么？). 我们还需要

如下引理.

引引引理理理3.5. 在引理3.4的假设下, 如果 α1 + α2 ≥ 1, 那么

α = 1.
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证证证明明明要要要点点点. 假设α < 1, 且n为满足n ̸∈ T的最小自然数. 因为 α2 > 0

可得1 ∈ T2, 又因0 ∈ T1 可知1 ∈ T . 所以 n ≥ 2. 另外, 由0 ∈ T1可得

n ̸∈ T2.

如果

a ∈ T1 ∩ [1, n− 1],

b ∈ T2 ∩ [1, n− 1],

可得

a ̸= n− b.

(否则, 可以导出n ∈ T , 矛盾.) 所以,

card{T1 ∩ [1, n− 1]} + card{T2 ∩ [1, n− 1]} ≤ n− 1. (3.3)
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另一方面, 我们有

card{T2 ∩ [1, n− 1]} = card{T2 ∩ [1, n]

≥ α2n > α2(n− 1),

card{T1 ∩ [1, n− 1]} + card{T2 ∩ [1, n− 1]}
> α1(n− 1) + α2(n− 1) ≥ n− 1. (3.4)

显然, (3.3)与(3.4)矛盾. 由此矛盾, 引理得证.

92



引引引理理理3.6. 对给定的k ≥ 2, 我们定义

m =
1

2
8k−1

和

T = {xk1 + xk2 + · · · + xkm : xi = 0, 1, · · · }.
那么T具有正密率α

注注注3.12. 这一引理的证明是非常复杂的. 它是由Schnirelman 首先证明

的, 后来Linik又给出了简化证明.
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证证证明明明思思思路路路. 令r(a)表示不定方程

xk1 + xk2 + · · · + xkm = a

的解的个数, 令f (n)表示1到n之间可以表示为m个k次幂之和的数的个

数. 那么, 由 Buniyakowski-Schwarz不等式可以导出(∑
r(a)

)2
≤
∑

r(a)2
∑

12 = f (n)
∑

r(a)2,

也就是
f (n)

n
≥ (
∑
r(a))2

n
∑
r(a)2

.

所以这一引理可以由 ∑
1≤a≤n

r(a) ≥ c1(k)n
m/k
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和 ∑
1≤a≤n

r(a)2 ≤ c2(k)n
2m/k−1

导出. 证明以上最后一个公式的关键是∫ 1

0

∣∣∣∣∣
p∑

x=0

e2πix
kα

∣∣∣∣∣ dα ≤ c3(k)p
2m−k.

注注注3.13. 容易看出, Waring-Hilbert定理可以马上从以上3个引理导出.
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As for the values of g(k), among many partial results, it was shown by K.

Mahler that

g(k) = 2k + ⌊(3/2)k⌋ − 2 (7)

holds when k is sufficiently large. It was conjectured by Euler that (7) holds

for all k ≥ 2. The exact values of g(k) for small k are listed in the following

table.
k g(k) Authors

2 4 J. L. Lagrange

3 9 A. Wieferich

R. Balasubramanian, F. Dress,

4 19 J.M. Deshouiller

5 37 J.R. Chen

6 73 S.S. Pillai
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关于G(k), 我们有

G(k) ≤ k(2 log k + 4 log log k + 2 log log log k + 13).

这中间有I.M. Vinogradov和华罗庚的重要贡献。

作作作业业业3.3. 若1 ∈ T且

d(T ) = lim
n→∞

f (n)

n
存在并大于零. 那么T具有正密率. 试证之.

思思思考考考研研研讨讨讨. 比较一下G(k)和g(k)的结果。

97



§3. Goldbach猜猜猜想想想

Goldbach猜猜猜想想想. 1. 任一奇数都可以表示为三个素数之和.

2. 任一偶数都可以表示为两个素数之和.

注注注3.14. 这一猜想最早出现在Goldbach写给Euler的一封信中. 前半部分

已由Vinogradov基本上证明. 严格地说, 他证明了：每每每一一一个个个充充充分分分大大大的的的奇奇奇

数数数都都都可可可以以以表表表示示示为为为三三三个个个素素素数数数之之之和和和. 在证明Goldbach猜想的探索中, Hardy,

Littlewood, Vinogradov和Bombieri等在思想方法上做出了杰出的贡献.
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这里, 我们既不试图介绍Vinogradov的证明, 也不介绍Hardy和Littlewood

的著名方法, 而只是通过密率的方法介绍如下定理：

定定定理理理3.3. 存在一个常数h使得每一个自然数都可以表示为不多于h个素

数之和.

注注注3.15. 这一定理首先是由Schnirelman证明的, 后来Selberg简化了他的

证明. 如果Goldbach 猜想成立, 那么h = 3. 现在我们只知道h ≤ 27.

引引引理理理3.7. 由1和所有能表示成两个素数之 和的自然数构成的集合具有

正密率.
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证证证明明明思思思路路路. 这一引理的证明是非常复杂的. 类似于Waring问题我们定义

r′(a) =

{
1 a = 1∑

p1+p2=a
1 a ≥ 2

那么以上引理可以从 ∑
1≤a≤n

r′(a) ≥ c1n
2/ log2 n,

∑
1≤a≤n

r′(a)2 ≤ c2n
3/ log4 n

和Buniyakowski-Schwarz不等式导出.
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假定它成立, 我们可以这样导出以上定理：

由引理3.4, 3.5可以证明n − 2可以表示为不多于h∗个素数和f (n)个1之

和, 其中h∗是由引理3.7中的正密率所确定的一个正常数, f (n) ≤ h∗. 显

然2 + f (n)可以表示为不多于f (n)个素数之和. 所以n可以表示为不多

于h = 2h∗个素数之和.
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课课课外外外研研研讨讨讨：：：
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第第第四四四章章章. 素素素数数数的的的分分分布布布

§1. Tchebycheff 定定定理理理

我们已经知道自然数中有无限多个素数. 通常我们用π(n)表示不大

于n的素数的个数. 很自然人们会问：当当当n趋趋趋向向向无无无穷穷穷大大大时时时, π(n)的的的阶阶阶是是是

多多多大大大？？？有有有无无无渐渐渐近近近公公公式式式？？？

定定定理理理4.1. 当n ≥ 2时,

1

8
· n

log n
≤ π(n) ≤ 12 · n

log n
.

注注注4.1. 这就是著名的Tchebycheff 定理. 它基本上确定了π(n)的阶.
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这一定理的证明是富有思想和技巧的. 它基于以下两个简单引理：

引引引理理理4.1. 当k ≥ 0时,

π(2k+1) ≤ 2k.

主主主要要要想想想法法法. 当n > 9时,

π(n) ≤ n

2
.

引引引理理理4.2. 当l ≥ 1时,

1

2
l ≤

2l∑
i=2

1

i
≤ l.
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主主主要要要想想想法法法. 事实上, 我们有

2l∑
i=2

1

i
=

1

2
+

(
1

3
+

1

4

)
+ · · ·

>
1

2
+

(
1

4
+

1

4

)
+ · · · ≥ 1

2
l

和
2l∑
i=2

1

i
=

(
1

2
+

1

3

)
+

(
1

4
+

1

5
+

1

6
+

1

7

)
· · ·

<

(
1

2
+

1

2

)
+

(
1

4
+

1

4
+

1

4
+

1

4

)
· · · ≤ l.
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引引引理理理4.3. 假设w是满足pw|n!的最大整数，那么

w =

∞∑
j=1

⌊
n

pj

⌋
.

验验验证证证.

p, 2p, . . . ,

⌊
n

p

⌋
p;

⌊
n

p

⌋
,

p2, 2p2, . . . ,

⌊
n

p2

⌋
p2;

⌊
n

p2

⌋
,

. . . .
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证证证明明明Tchebycheff定定定理理理的的的主主主要要要想想想法法法. 最关键的想法是研究
(
2m
m

)
的分解.

首先, 容易证明 ∏
m<p≤2m

p

∣∣∣∣∣∣
(
2m

m

)
. (4.1)

另一方面, 我们有 (
2m

m

) ∣∣∣∣∣∣
∏

pr≤2m<pr+1

pr, (4.2)

因为，由引理4.3可以证明
(
2m
m

)
中p的次数为

r∑
j=1

(⌊
2m

pj

⌋
− 2

⌊
m

pj

⌋)
≤ r.
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由(4.1)和(4.2)我们得到

mπ(2m)−π(m) <
∏

m<p≤2m

p ≤
(
2m

m

)
≤

∏
pr≤2m<pr+1

pr ≤ (2m)π(2m). (4.3)

另外我们有

2m ≤ 2m. . . (m + 1)

m. . . 1
=

(
2m

m

)
≤ (1 + 1)2m = 22m. (4.4)

由(4.3)和(4.4)我们分别得到

mπ(2m)−π(m) < 22m (4.5)

和

2m ≤ (2m)π(2m). (4.6)
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取m = 2k, 由(4.5)和(4.6)我们分别得到

k(π(2k+1)− π(2k)) < 2k+1 (4.7)

和

2k ≤ (k + 1)π(2k+1). (4.8)

由(4.7)引理4.1我们得到

(k + 1)π(2k+1)− kπ(2k) < 2k+1 + π(2k+1) ≤ 3 · 2k,

也就是

(k + 1)π(2k+1) < 3

k∑
i=0

2k < 3 · 2k+1. (4.9)

由(4.8) 和(4.9)可以得到

1

2
· 2k+1

k + 1
≤ π(2k+1) < 3 · 2k+1

k + 1
. (4.10)
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假设2k+1 ≤ n < 2k+2并记H(n) =
∑n

i=2
1
i , 由(4.10)和引理4.2我们得到

π(n) ≤ π(2k+2) < 3 · 2k+2

k + 2
≤ 6 · 2k+1

H(2k+2)
≤ 6 · n

H(n)
,

π(n) ≥ π(2k+1) ≥ 1

2
· 2k+1

k + 1
≥ 1

8
· 2k+2

H(2k+1)
≥ 1

8
· n

H(n)

也就是
1

8
≤ π(n) ·H(n)/n < 6. (4.11)

另外, 当n ≥ 4时可以证明

1

2
log n ≤ log

n

2
=

∫ n

2

dt

t
< H(n) <

∫ n

1

dt

t
= log n. (4.12)

Tchebycheff定理可从(4.11)和 (4.12)导出.
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定定定理理理4.2. 在n和2n之间, 总存在素数.

注注注4.2. 这就是历史上有名的Bertrand假设. 它是由Tchebycheff 首先证明

的. 其证明与前一定理相似, 也是基于对
(
2n
2

)
的深入分析, 但更精细.

作作作业业业4.1. 若n > 1, 证明1 + 1
2 +

1
3 + · · · + 1

n 一定不是整数。
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§2. 素素素数数数的的的分分分布布布

定定定理理理4.3. 当n趋向无穷大时,

π(n) ∼ n

log n
.

注注注4.5. 这就是著名的素数分布定理. 这一渐近公式是由Legendre

和Gauss于1800年左右分别提出的. 直到1896年, 这一结论才由de la Val-

lée Poussin 和Hadamard独立证明. 1949年, Selberg与Erdös对此分别给出

了一个初等证明. 为此Selberg获得了Fields奖, 但Erdös没有.
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当x > 0时, 我们定义

ϑ(x) =
∑
p≤x

log p

和

ψ(x) =
∑
pm≤x

log p.

通常它们被称为Tchebycheff函数.

引引引理理理4.3.

lim sup
x→∞

π(x)
x

log x

= lim sup
x→∞

ϑ(x)

x
= lim sup

x→∞

ψ(x)

x
,

lim inf
x→∞

π(x)
x

log x

= lim inf
x→∞

ϑ(x)

x
= lim inf

x→∞

ψ(x)

x
.
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注注注4.6. 显然我们有

ψ(x) =

∞∑
i=1

ϑ(x1/i)

和

ψ(x) =
∑
p≤x

⌊
log x

log p

⌋
log p.

所以

ϑ(x) ≤ ψ(x) ≤
∑
p≤x

log x

log p
log p

= π(x) log x.

由此可以导出

lim sup
x→∞

ϑ(x)

x
≤ lim sup

x→∞

ψ(x)

x
≤ lim sup

x→∞

π(x)
x

log x
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反过来, 对任意0 < α < 1可得

ϑ(x) ≥
∑

xα≤p≤x
log p ≥ (π(x)− π(xα)) log xα

≥ α(π(x)− xα) log x

以及

lim sup
x→∞

ϑ(x)

x
≥ α lim sup

x→∞

π(x)
x

log x

.

所以我们有

lim sup
x→∞

π(x)
x

log x

= lim sup
x→∞

ϑ(x)

x
= lim sup

x→∞

ψ(x)

x
.

思思思考考考题题题4.1. 如何证明引理中的第二式.
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在de la Vallée Poussin 和Hadamard的证明中, Riemann ζ函数起了重要

的 作用. 所谓的Riemann ζ函数也就是

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns

其中s = σ + it并且σ > 1. 实际上, 通常所说的 Riemann ζ函数是指它解

析延拓到全平面上的一个亚纯函数. 它只有一个单极点s = 1, 其留数

为1, 并且满足

π−s/2Γ(s/2)ζ(s) = π−(1−s)/2Γ((1− s)/2)ζ(1− s).

伽马函数的定义：

Γ(z) =

∫ +∞

0

tz−1e−tdt.
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Riemann 假假假设设设. ζ(s)在 0 < σ < 1中的零点都在直线 σ = 1
2上.

在深入研究 ζ(s)的基础上, de la Vallée Poussin 和Hadamard证明以上

零点都在ϵ < σ < 1− ϵ中, 从而可以导出

lim
x→∞

ψ(x)

x
= 1.

从而导出定理. 如果Riemann 假设成立, 可以导出

π(x) = li(x) +O(
√
x log x), (4.13)

li(x) =

∫ x

2

dt

log t
.

反之, 从(4.13)也可以导出Riemann 假设.

Landau符号解释。

117



注注注4.7. Selberg与Erdös的证明从工具上讲是简单, 但是从技巧上讲却更

繁琐复杂. 令R(x) = ϑ(x)− x. 那么, 素数定理与

lim
x→∞

R(x)

x
= 0

是等价的. Selberg与Erdös的初等方法包括许多对 ϑ(x)和 R(x)的精细估

计. 例如

ϑ(x) +
∑
pq<x

log p log q

log pq
= 2x +O

(
x

log x

)
R(x) log x =

∑
pq<x

log p log q

log pq
R(x/pq) +O(x log log x)

|R(x)| ≤ 1

log x

∑
n≤x

|R(x/n)| +O

(
x log log x

log x

)
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∑
n≤x

ϑ(n)

n2
= log x +O(1)∑

n≤x
ϑ(x/n) = x log x +O(x)

∑
n≤x

log n

n
R(n) = −

∑
n≤x

1

n
R(n)R(x/n) +O(x)

在这样一些准备的基础上, 试图证明

|R(x)|
x

≤ σn

其中σn → 0.
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作作作业业业4.2. 用pn表示第n个素数, 证明

lim
n→∞

pn
n log n

= 1.
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附附附. Riemann ζ函函函数数数的的的几几几个个个恒恒恒等等等式式式

τ (n)：：： n 的所有正除数的个数.

φ(n)：：： 所有小于n且与n无公因子的自然数的个数.

µ(n)：：： Möbius函数：

µ(n) =


1, n = 1

(−1)r, n是r个互不相等的素数的积

0, 其它

Λ(n)：：： Mangoldt函数：

Λ(n) =

{
log p, n是素数p的幂,

0, 其它.
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命命命题题题4.1. 若s > 1, 那么
∞∑
n=1

µ(n)n−s =
1

ζ(s)
,

∞∑
n=1

µ(n)2n−s =
ζ(s)

ζ(2s)
.

和
∞∑
n=1

τ (n)n−s = ζ(s)2.

证证证明明明. 首先，我们回顾µ(n)的性质∑
d|n

µ(d) =

{
1 if n = 1,

0 if n > 1.
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所以，我们得到

ζ(s)

∞∑
n=1

µ(n)n−s =

∞∑
n=1

n−s
∞∑
n=1

µ(n)n−s =

∞∑
n=1

∑
d|n

µ(d)

n−s = 1.

第一个恒等式得证。

其次，容易导出：每一个自然数n都可以唯一地表示为一个无平方因

子的自然数P与一个平方数Q 的乘积。所以，由µ(n)的定义

ζ(2s)

∞∑
n=1

µ(n)2n−s =
∑

Q−s
∑

P−s =

∞∑
n=1

n−s = ζ(s).

第二个恒等式得证。
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最后，我们有

ζ(s)2 =

( ∞∑
n=1

1

ns

)2

=

∞∑
n=1

 1

ns

∑
d|n

1

 =

∞∑
n=1

τ (n)n−s.

第三个恒等式得证。
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命命命题题题4.2. 若s > 2, 则有
∞∑
n=1

φ(n)n−s =
ζ(s− 1)

ζ(s)
.

证证证明明明. 回顾作业2.8，我们有 ∑
d|n

φ(d) = n.

所以，我们得到

ζ(s)

∞∑
n=1

φ(n)n−s =

∞∑
n=1

1

ns

∞∑
n=1

φ(n)

ns
=

∞∑
n=1

 1

ns

∑
d|n

φ(d)

 = ζ(s− 1).

命题得证。
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命命命题题题4.3. 若s > 1, 则有

−ζ
′(s)

ζ(s)
=

∞∑
n=1

Λ(n)

ns
.

证证证明明明. 由Mangoldt函数的定义可以导出∑
d|n

Λ(d) = log n.

一方面，由导数公式我们可以算出

ζ ′(s) = −
∞∑
n=1

log n

ns
.
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另一方面，我们可以得到

ζ(s)

∞∑
n=1

Λ(n)

ns
=

∞∑
n=1

1

ns

∞∑
n=1

Λ(n)

ns
=

∞∑
n=1

 1

ns

∑
d|n

Λ(d)

 =

∞∑
n=1

log n

ns
.

比较前面两个公式，命题得证。

E. C. Titchmarsh, The theory of functions, Oxford University Press, 1932.

E. C. Titchmarsh, The theory of the Riemann zeta-function, Clarendon

Press, Oxford, 1951.
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讨讨讨论论论思思思考考考题题题4.1. 在素数分布定理的基础上，你会提问思考什么问题？

讨讨讨论论论思思思考考考题题题4.2. 围绕黎曼假设，你会试验思考什么问题？
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§3. Dirichlet定定定理理理

例例例4.1. 有无限多个形如4k + 3的素数.

证证证明明明要要要点点点. 假如只有m + 1个形如4k + 3的素数, 记作p0 = 3, p1, p2, · · · ,
pm. 我们令

n = 4p1p2 · · · pm + 3,

并将其分解为素数幂的乘积

ql11 q
l2
2 · · · qlrr .

显然, 所有的qi不可能都是4K + 1形的, 也不可能是2或3. 所以必有一个

素因子 qi是4k + 3形的. 同时, 它不可能是p0, p1, · · · , pm中的任何一个.

由此矛盾可以得出4k + 3形的素数有无限个.
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为了介绍Dirichlet定理, 我们先来介绍一个基本概念：

定定定义义义4.1. 我们用φ(n)表示不大于n且与n互素的整数的个数. 通常它被

称为Euler函数.

注注注4.9. 这是一个非常重要的函数, 在许多数论问题的研究中起着重要

的作用. 它有许多重要性质. 例如：如果(a, b) = 1, 那么

φ(ab) = φ(a)φ(b).

定定定理理理4.4. 假定a和m为互素的两个自然数. 我们用π(x,m, a)表示形如

km + a且不大于x的素数的个数. 那么

π(x,m, a) ∼ x

φ(m) log x
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注注注4.10. 这就是著名的Dirichlet定理, 也叫等差级数中的素数分布定理.

通过比较定理 4.3和定理4.4, 可见素数分布还是较有规律的.

定定定义义义4.2. m是一个给定的自然数, χ(n)是在所有整数上定义的 一个复

值函数. 如果χ(n)满足如下条件：

1. 如果(n,m) ̸= 1, 那么χ(n) = 0；

2. χ(1) ̸= 0;

3. 如果a ≡ b (mod m), 那么χ(a) = χ(b);

4. χ(ab) = χ(a)χ(b).

我们称它为对模m的一个特征函数.
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注注注4.11. 特征函数是非常重要的一个概念. 它对证明Dirichlet定理 尤

为重要. 如果m是一个素数, 那么总存在一个小于m的自然数α（通常叫

做原根）使的

αx ≡ n (mod m)

对任一n < m都有不大于m的自然数解. 通常这一解被记为ind(n). 对任

意给定的a,

χ(n) = e2πia ind(n)/(m−1)

就是一个特征函数.

基基基本本本性性性质质质一一一. 对给定的自然数m, 有且仅有φ(m)个互不相同的 特征函

数.

由定义中的第(4)条可以导出：χ(a)φ(m) = 1 对所有满足(a,m) =

1的a都成立. 所以, 对给定的m特征函数的个数是有限的.
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为了证明这一性质,可以先证m为一个素数的情况,再证m为一个素数

幂的情况, 最后导出一般情况.

基基基本本本性性性质质质二二二. ∑
n∈{1,··· ,m}

χ(n) =

{
φ(m), 如果 χ = I

0, 如果 χ ̸= I

这里

I(a) =

{
0, 如果 (a,m) ̸= 1

1, 如果 (a,m) = 1
.

基基基本本本性性性质质质三三三. ∑
χ

χ(n) =

{
φ(m), 如果 n ≡ 1 (mod m)

0, 如果 n ̸≡ 1 (mod m)
.

133



Dirichlet定定定理理理的的的证证证明明明思思思路路路. 令

L(χ) =

∞∑
n=1

χ(n)

n
.

在这些性质的基础上, 可以证明∑
p≤x

χ(p) log p

p
=

{
O(1) 若L(χ) ̸= 0

− log x +O(1) 若L(χ) = 0

和

φ(m)
∑

p≤x, p≡a mod m

log p

p
= log x +O(1).

类似于素数定理的证明，当x > 0时, 我们定义

ϑa(x) =
∑

p≤x, p≡a mod m

log p,
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ψa(x) =
∑

p≤x, p≡a mod m

Λ(p)

以及

Ra(x) = ϑa(x)−
x

φ(m)
.

在此基础上证明

lim sup
x→∞

π(x,m, a)
x

φ(m) log x

= lim sup
x→∞

ϑa(x)
x

φ(m)

= lim sup
x→∞

ψa(x)
x

φ(m)

,

lim inf
x→∞

π(x,m, a)
x

φ(m) log x

= lim inf
x→∞

ϑa(x)
x

φ(m)

= lim inf
x→∞

ψa(x)
x

φ(m)

,

. . .

lim
x→∞

Ra(x)

x
= 0.
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与与与素素素数数数相相相关关关的的的几几几个个个著著著名名名问问问题题题.

问问问题题题4.1（（（孪孪孪生生生素素素数数数问问问题题题）））. 差为2的素数对是否有无限个？

问问问题题题4.2. 形如n2 + 1的素数是否有无限多？

问问问题题题4.3. 在(n + 1)2和n2之间是否总有素数？

你你你可可可以以以试试试试试试n2 + n + 41形形形状状状的的的数数数。。。
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作作作业业业4.3. 若χ为模m的一个特征函数且χ ̸= I , 那么对任意 自然数j和k,

(j ≤ k), 我们有 ∣∣∣∣∣∣
k∑
i=j

χ(i)

∣∣∣∣∣∣ ≤ φ(m)

2
.

作作作业业业4.4. 若χ1和χ2是模m的两个特征函数,那么χ1χ2和χ1都是模m的特

征函数.

作作作业业业4.5. 证明：除3，5，7外，没有其他形如p, p + 2, p + 4的三素数。
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第第第五五五章章章. 丢丢丢番番番图图图方方方程程程

§1. 线线线性性性方方方程程程

丢番图方程是指系数和变量都是整数的方程. 而方程的次数是指变量

的最高次数.

定定定理理理5.1. 方程

ax + by = n

有解的充分必要条件是(a, b) | n. 当(a, b) = 1, 且x0和y0是它的一组 解,

那么它的任一解都可以表示为{
x = x0 + bk

y = y0 − ak.
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证证证明明明要要要点点点. 显然, 前半部分可由定理2.4导出. 如果

ax + by = n

和

ax0 + by0 = n

同时成立, 则有

a(x− x0) + b(y − y0) = 0.

由(a, b) = 1可得a | (y − y0), {
x = x0 + bk

y = y0 − ak.
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定定定理理理5.2. 若a1, a2, · · · , an是满足(a1, a2, · · · , an) = 1 的一组正整数.我们

用A(N)表示

a1x1 + a2x2 + · · · + anxn = N

的非负解的个数. 那么

lim
N→∞

A(N)

Nn−1
=

1

a1a2 · · · an(n− 1)!
.

证证证明明明要要要点点点. 令

f (x) =
1

1− xa1
· 1

1− xa2
· · · 1

1− xan
.

那么A(N)即f (x)的无穷级数展开式中xN项的系数.
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若1, τ1, τ2, · · · , τt表示

(1− xa1)(1− xa2) · · · (1− xan)

的根, 且次数分别为

n, l1, l2, · · · , lt,
那么我们可以得到

li ≤ n− 1

且

f (x) =
An

(1− x)n
+ · · · + A1

1− x
+

+ · · · +
Zlt

(τt − x)lt
+ · · · + Z1

τt − x
.
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令

g(x) =
A

(α− x)k

并用C(N)表示g(x)的无穷级数展开式中xN项的系数, 我们得到

g(N)(x) =
A · k(k + 1) · · · (k +N − 1)

(α− x)k+N
,

C(N) =
g(N)(0)

N !
=
A · (N + 1) · · · (N + k − 1)

(k − 1)!αk+N

以及

lim
N→∞

C(N)αk+N

Nk−1
=

A

(k − 1)!
.

由此可以得出

lim
N→∞

A(N)

Nn−1
=

An

(n− 1)!
,
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An = lim
x→1

(1− x)n

(1− xa1)(1− xa2) · · · (1− xan)

=
1

a1 · · · an
.

证毕.
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注注注5.1. 在以上两定理的基础上, 可以得出若(a, b) = 1, a > 0, b > 0,

那么任一大于ab − a − b的自然数都可以表示为 ax + by的形式, 其

中x > 0和y > 0. 但是ab− a− b不能. 多变量的类似问题是数 论中的一

个著名难题.

练练练习习习5.1. 如果a > 0, b > 0并且 (a, b) = 1, 那么

xa + yb = n

的非负整数解的个数是⌊n/ab⌋或 ⌊n/ab⌋ + 1.
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§2. Pell方方方程程程与与与连连连分分分数数数

通常所说的Pell方程是指形如

x2 − dy2 = 1 (5.1)

或

x2 − dy2 = −1 (5.2)

的方程.

注注注5.3. 事实上, 并不是一个叫Pell的数学家最早研究过这类方程或曾

在 这一问题做出过杰出 的贡献. 历史上, 最早系统地研究这一问题的

是Fermat,而做出最重要贡献的是Lagrange和Euler. 是Lagrange和Euler为

研究这一问题而系统地发展了连分数这一重要工具.
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a0为一整数, a1, a2, · · ·皆为正整数. 我们称

a0 +
1

a1 +
1

a2+
1
...

为一连分数. 通常简记为

[a0, a1, · · · ].
另外我们定义

pn
qn

= [a0, a1, · · · , an]

并称之为以上连分数的n级近似.

注注注5.4. 连分数有许多重要的性质, 它不仅对Pell方程的研究起了 最关键

的作用, 对丢番图逼近的一些问题也是最重要的工具之一.
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定定定理理理5.3. 对一个连分数的n级近似, 我们有

p0 = a0, q0 = 1;

p1 = a1a0 + 1, q1 = a1;

pn = anpn−1 + pn−2, qn = anqn−1 + qn−2.

证证证明明明要要要点点点. 用归纳法,

pn+1

qn+1
= [a0, a1, · · · , an+1] =

[
a0, a1, · · · , an +

1

an+1

]
=

(an +
1

an+1
)pn−1 + pn−2

(an +
1

an+1
)qn−1 + qn−2

=
an+1(anpn−1 + pn−2) + pn−1

an+1(anqn−1 + qn−2) + qn−1

=
an+1pn + pn−1

an+1qn + qn−1
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定定定理理理5.4.

pnqn−1 − pn−1qn = (−1)n−1;

pn
qn

− pn−1

qn−1
=

(−1)n−1

qnqn−1
;

pnqn−2 − pn−2qn = (−1)nan.

证证证明明明要要要点点点. 由定理5.3和归纳法,我们得到

pnqn−1 − pn−1qn = (anpn−1 + pn−2)qn−1

−pn−1(anqn−1 + qn−2)

= (−1)n−1.

第二个公式是第一个公式的简单推论。类似地可以得到

pnqn−2 − pn−2qn = an(pn−1qn−2 − pn−2qn−1) = (−1)nan.
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由前面两个定理，我们容易得到下面两个重要推论：

定定定理理理5.5.

qn ≥ qn−1 + 1;
p2n+1

q2n+1
<
p2n−1

q2n−1
;

p2n
q2n

>
p2n−2

q2n−2
.

定定定理理理5.6. 命

αn = [a0, a1, · · · an],
则αn的极限存在.
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给定一个正实数a, 定义

a0 = [a], b0 = {a},

a1 = [1/b0], b1 = {1/b0},
· · ·

an = [1/bn−1], bn = {1/bn−1},
· · ·

当然, 如果bi = 0则定义停止. 这样我们得到一个连分数

a′ = a0 +
1

a1 +
1

a2+
1
...

.
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容易证明：

命命命题题题5.1. 假如a是一个有理数，那么a′是一个有限连分数。

命命命题题题5.2. 假如a是一个正实数，那么a′ = a.

在生成连分数的过程中, 如果存在两个非负整数m和k, 当n ≥ m时

an+k = an

我们就称它为一循环连分数. 满足这一性质的最小k被称为它的周期.

我们记为

a = [a0; a1, a2, . . . , am−1, am, am+1, . . . , am+k−1].
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例例例5.1. 记α = [1, 1, 1, · · · ] = [1; 1]. 可以得出

α = 1 +
1

α
,

也就是

α2 − α− 1 = 0.

所以,

α = (1±
√
5)/2.

再由α > 1, 我们得到

α = (1 +
√
5)/2.

例例例5.2.
√
8 = [2, (

√
8 + 2)/4] = [2, 1,

√
8 + 2] = [2, 1, 4, (

√
8 + 2)/4]

= [2, 1, 4, 1, 4, · · · ] = [2; 1, 4].
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定定定理理理5.7 (Euler-Lagrange). 每一个循环连分数都是二次无理数； 反

过来，每一个二次无理数都可以被表示为一个循环连分数.

第第第一一一部部部分分分证证证明明明 (Euler, 1737). 假设

α = [a0; a1, a2, . . . , am−1, am, am+1, . . . , am+k]. (5.3)

我们取

β = [am; am+1, . . . , am+k].

这样，我们得到

β = [am; am+1, . . . , am+k, β],
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β =
βpk + pk−1

βqk + qk−1

以及

qkβ
2 + (qk−1 − pk)β − pk−1 = 0.

所以，β是一个二次无理数。再由(5.3)我们得到

α =
βpm−1 + pm−2

βqm−1 + qm−2
.

即，α也是一个二次无理数。
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定定定理理理5.8 (Euler, Lagrange). 若
√
d 的循环连分数的周期是l, 渐近分

数是 pn
qn
, 那么

1.当l为偶数时, (5.2)无解, (5.1)的全部正解为

x = pjl−1, y = qjl−1 j = 1, 2, 3, · · · .

2.当l为奇数时, (5.2)的全部正解为

x = pjl−1, y = qjl−1 j = 1, 3, 5, · · ·

(5.1)的全部正解为

x = pjl−1, y = qjl−1 j = 2, 4, 6, · · · .
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练练练习习习5.2. 通过确定
√
11的循环连分数求解不定方程

x2 − 11y2 = 1

和

x2 − 11y2 = −1.

练练练习习习5.3. 设u1 = u2 = 1, ui+1 = ui−1 + ui, 那么{u1, u2, · · · , }被称为
Fibonacci列. 试证 (1 +

√
5)/2的第n个渐进分数为 un+2/un+1.
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§3. Fermat 定定定理理理

定定定理理理5.9. 若n ≥ 3, 那么

xn + yn = zn

无自然数解.

Euler研究过n = 3的情况. 它可由如下两个引理导出：

引引引理理理5.1. 设p为一个大于3的素数, 那么

x2 + 3y2 = p

有解的充分必要条件是(−3
p ) = 1.
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引引引理理理5.2. 设s为一个奇数, 那么

s3 = a2 + 3b2, (a, b) = 1

成立的充分必要条件是存在α, β满足

s = α2 + 3β2, (α, 3β) = 1,

a = α3 − 9αβ2, b = 3α2β − 3β3.

注注注5.7. 这两个引理以及定理的证明都非常繁琐. 我们注意到引理5.2与

毕达哥拉斯定理(引理5.3)的相似性.
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引引引理理理5.3. 方程x2 + y2 = z2满足2|x和(x, y) = 1的所有正整数解都可表示

为

x = 2ab, y = a2 − b2, z = a2 + b2,

(a, b) = 1, a > b > 0, a和b一奇一偶.

证证证明明明思思思路路路. 从2|x和(x, y) = 1可以导出(y, z) = 1并且y和z均为奇数. 我们

进而得到z − y和z + y均为偶数且

x2 = (z − y)(z + y). (5.4)

若

((z − y)/2, (z + y)/2) = k ̸= 1,

则可以导出(y, z) = k. 所以,由(5.4)可以导出(z+ y)/2 = a2与(z− y)/2 =

b2均为平方数. 亦即

x = 2ab, y = a2 − b2, z = a2 + b2.
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情情情形形形n = 4的的的证证证明明明. 假设x4 + y4 = z2有解, 并假定u是其正解中z的最小

值. 显然, 这时(x, y) = 1.

由引理5.3, 我们可设

x2 = 2ab, y2 = a2 − b2, u = a2 + b2,

a > 0, b > 0, (a, b) = 1, a + b ≡ 1 (mod 2).

若a偶b奇, 则可以导出

y2 ≡ −1 (mod 4).

显然不可能. 故a奇b偶. 命b = 2c, 则有

(x/2)2 = ac, (a, c) = 1.

所以, 我们得到

a = d2, c = f 2, d > 0, f > 0, (d, f ) = 1, 2†d,

160



y2 = a2 − b2 = d4 − 4f 4,

亦即

(2f 2)2 + y2 = (d2)2,

其中(因为(d, 2f ) = 1)

(2f 2, y, d2) = 1.

再由引理5.3, 我们有

2f 2 = 2lm, d2 = l2 +m2, (l,m) = 1.

由于

f 2 = lm, (l,m) = 1

可得

l = r2, m = s2
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以及

d2 = r4 + s4,

其中

d ≤ d2 = a ≤ a2 < a2 + b2 = u.

这与u的最小假设矛盾。所以，x4 + y4 = z4无整数解。
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注注注5.8. 这就是Fermat的递降法.

注注注5.9. 这一猜想是由Fermat于1637年提出. Euler和Kummer等大数学家

曾研究过n = 3, 5的情况. 后来, Faltings证明了Mordell的一个猜想从而

推出这这这类类类方方方程程程最最最多多多只只只有有有有有有限限限个个个解解解. 由于这一工作, Faltings于1982年获得

了Fields奖. 直到1995年前后, 才由Wiles在Taylor 的帮助下, 在Taniyama,

Shimura, Frey等人的工作的基础上证明了这一定理.

163



附附附：：：abc猜猜猜想想想 如果a, b和c为两两互素的自然数且满足 a + b = c, 那么

h < (1 + ϵ)n + d,

其中h = log c, n =
∑

p|abc log p, ϵ为任意正数, d为一个绝对常数.

注注注5.8. 从这一猜想可以导出Fermat大定理.
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第第第六六六章章章. 丢丢丢番番番图图图逼逼逼近近近

§1. Dirichlet 逼逼逼近近近定定定理理理

定定定理理理6.1. 对任意给定的实数α和任意给定的自然数N总能找到 一个自

然数n ≤ N和一个整数p满足

|nα− p| ≤ 1

N
,

也就是 ∣∣∣α− p

n

∣∣∣ < 1

nN
.
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证证证明明明要要要点点点. 观察有限数列{0α}, {α}, {2α}, · · · , {Nα}. 显然, 它们都在

半闭半开区间[0, 1)内. 将该区间分成N个长为1/N的区间

Uj =
[
j−1
N , jN

)
, j = 1, 2, · · · , N.

以上数列中必有两个n1α和n2α (假定n1 > n2) 在同一个小区间中. 所以

|(n1 − n2)α− [n1α] + [n2α]| < 1/N.

这样, 取

n = |n1 − n2|
和

p = [n1α]− [n2α]

即可.

注注注. 这就是抽屉原理的出处。
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定定定理理理6.2. 对每一个给定的无理数α总能找到无穷多个整数对 (m,n)满

足 ∣∣∣α− m

n

∣∣∣ < 1

n2
.

证证证明明明要要要点点点. 假定只有k对这样的数对(mi, ni), i = 1, 2, · · · , k. 我们取

δ = min
i
{|niα−mi|}

以及

N = [1/δ] + 1.

由定理6.1, 存在一对 (m,n)满足

n ≤ N

和

|nα−m| < 1/N < δ.
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显然(m,n)不是以上k个数对中的任何一个. 但是它满足∣∣∣α− m

n

∣∣∣ < 1

nN
≤ 1

n2
.

所以有无限对.

注注注6.1. 如果α为有理数, 则至多有有限个整数对(m,n)满足∣∣∣α− m

n

∣∣∣ < 1

n2
.

注注注6.2. 通过这一定理也可以证明Pell方程有无限组整数解.
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定定定理理理6.3. αij (i = 1, 2, · · · ,M ; j = 1, 2, · · · , L) 是ML个实数. N为任一

给定的自然数. 我们总能找到M个整数p1, p2, · · · , pM 和L个整数n1, n2,
· · · , nL同时满足|nj| ≤ NM/L和∣∣∣∣∣∣

L∑
j=1

njαij − pi

∣∣∣∣∣∣ < 1

N
, i = 1, 2, · · · ,M.

注注注6.3. 这一定理是定理6.1的推广, 通常被称为Dirichlet联立逼近定理.
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§2. Hurwitz 定定定理理理

定定定理理理6.4. 在α的任意两个连续的渐近连分数中必有一个满足∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ < 1

2q2
.

证证证明明明要要要点点点. 由连分数的性质我们知道α介于pn+1
qn+1
与 pn

qn
之间. 所以,∣∣∣∣pn+1

qn+1
− pn
qn

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣α− pn+1

qn+1

∣∣∣∣ + ∣∣∣∣α− pn
qn

∣∣∣∣ .
170



若定理不对，我们可以导出

1

qnqn+1
=

∣∣∣∣pn+1

qn+1
− pn
qn

∣∣∣∣ ≥ 1

2q2n
+

1

2q2n+1

,

2qnqn+1 ≥ q2n+1 + q2n,

(qn+1 − qn)
2 ≤ 0.

显然，这与连分数的性质

qn+1 = an+1qn + qn−1

相矛盾。定理得证。
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定定定理理理6.5 (Hurwitz). 在α的任意三个连续的渐近连分数中必有一个满

足 ∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ < 1√
5q2

.

证证证明明明要要要点点点1. 记α′
i = [ai, ai+1, · · · ], 并且记qn−1/qn = βn+1. 由连分数的定

义（参见定理5.3的证明）我们有

α =
α′
npn−1 + pn−2

α′
nqn−1 + qn−2

, n ≥ 2.

所以，由定理5.4我们得到(注意α′的下指标),∣∣∣∣pnqn − α

∣∣∣∣ = 1

qn(α′
n+1qn + qn−1)

=
1

q2n(α
′
n+1 + βn+1)

.
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下面, 我们证明

α′
i + βi ≤

√
5 (6.1)

对i = n− 1, n, n + 1不可能同时成立.

若它对i = n− 1和i = n都成立. 由α′
i和 βi的定义,我们得到

α′
n−1 = an−1 +

1

α′
n

(6.2)

和
1

βn
=
qn−1

qn−2
=
an−1qn−2 + qn−3

qn−2
= an−1 + βn−1. (6.3)

由(6.2),(6.3),(6.1)我们得到

1

α′
n

+
1

βn
= α′

n−1 − an−1 + an−1 + βn−1 = α′
n−1 + βn−1 ≤

√
5. (6.4)
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由(6.4),(6.1)我们得到

1 =
1

α′
n

· α′
n ≤

(√
5− 1

βn

)
(
√
5− βn) (6.5)

和

βn +
1

βn
≤

√
5. (6.6)

因为βn是有理数, 所以我们有

β2
n −

√
5βn + 1 < 0,(

βn −
√
5

2

)2

<
1

4
.

又因为βn < 1, 我们得到

βn >
1

2
(
√
5− 1). (6.7)
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同理, 若(6.1)对i = n和i = n + 1都成立则可以得到

βn+1 >
1

2
(
√
5− 1). (6.8)

由(6.3), (6.6), (6.7)和 (6.8)我们得到

an =
1

βn+1
− βn <

√
5− βn+1 − βn <

√
5− (

√
5− 1) = 1,

这与an是正整数相矛盾. 定理得证.
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引引引理理理6.1. 如果x ≥ 1且满足 x + x−1 <
√
5, 那么必有

1 ≤ x < (
√
5 + 1)/2.

证证证明明明方方方法法法2. 用反证法, 假设定理不正确, 对j = n, n + 1我们得到

1

qjqj−1
=

∣∣∣∣pjqj − pj−1

qj−1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣pjqj − α

∣∣∣∣ + ∣∣∣∣α− pj−1

qj−1

∣∣∣∣ ≥ 1√
5q2j

+
1√
5q2j−1

.

为了方便, 我们取kj = qj/qj−1. 由上式我们得到

kj + k−1
j ≤

√
5, j = n, n + 1.
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由连分数的基本性质和引理6.1我们得到

1 ≤ kj < (
√
5 + 1)/2, j = n, n + 1. (6.9)

另一方面, 我们又有

kn+1 =
an+1qn + qn−1

qn
= an+1 + k−1

n ≥ 1 + k−1
n .

由此以及kn < (
√
5 + 1)/2可以导出

kn+1 > (
√
5 + 1)/2.

这与(6.9)矛盾. 证毕.
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注注注6.4. 这一结论是最佳的. 当α = (
√
5− 1)/2且A >

√
5时,∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ < 1

Aq2

最多有有限解.
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§3. Kronecker 逼逼逼近近近定定定理理理

定定定理理理6.6. 对任意给定的无理数α, 实数β, 任意小的数 ϵ > 0和任意大的

数N , 总能找到两个整数p和n(其中|n| ≥ N)满足

|nα− β − p| < ϵ.

证证证明明明要要要点点点. 由定理6.2可知, 存在两个整数p和q满足

|p| ≥ N

和

0 < |p α− q| < ϵ.
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注注注6.5. 如果α是有理数, 这一定理则不成立. 这一点与Dirichlet 逼近定

理是一致的. 类似的, 我们也有如下的联立逼近定理.

定定定理理理6.7. α1, α2, · · · , αl 为l 个整线性无关的无理数, β1, β2, · · · , βl为l个
实数, ϵ和N为两个任意正数. 那么总能找到l+ 1个整数p1, p2, · · · , pl 和n
(其中|n| ≥ N)满足

|nαi − βi − pi| < ϵ, i = 1, 2, · · · , l.
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注注注6.6. 在Dirichlet逼近定理和Kronecker逼近定理的基础上, Weyl, van der

Corput, Hlawka等发展了一致分布理论: 若pi为(0, 1)中的一个点集, 对任

意给定的自然数n及两个正数a和b, (0 ≤ a < b ≤ 1), 在p1 p2 · · · pn中落
入区间(a, b)中的个数N(n, a, b)总满足

lim
n→∞

N(n, a, b)

n
= b− a,

我们就称点集p1 p2 · · ·在(0, 1)中是一致分布的.

命命命题题题6.1. 如果α为一无理数, 那么{nα}在(0, 1)中是一致分布的.

命命命题题题6.2. 数列x1, x2, · · ·在(0, 1)中是一致分布的充分必要条件是对任

意在该区间上Riemann可积的函数f (x)都有

lim
n→∞

∑n
i=1 f (xi)

n
=

∫ 1

0

f (x)dx.
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§4. Roth定定定理理理

首先, 我们介绍两个基本概念：

定定定义义义6.1. 如果实数α是某个整系数多项式的根, 我们就称它是一个代数

数；否则就称它是一个超越数。更进一步，如果满足f (α) = 0的整系

数多项式f (x)的最低次数是n，我们称α是一个n次代数数。

思思思考考考6.1. 把整系数多项式换成有理多项式会更广泛吗？

思思思考考考6.2. 超越数存在吗？
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定定定理理理6.8 (Liouville). 若α是一个n次代数数. 那么对任一ϵ > 0及A > 0,

适合不等式 ∣∣∣∣α− x

y

∣∣∣∣ < A

yn+ϵ

的有理数解x
y 的个数是有限的.

证证证明明明思思思路路路. 如果α适合

f (α) = anα
n + an−1α

n−1 + · · · + a0 = 0,

其中ai均为整数，a0 > 0, an ̸= 0。可以找到适当的M > 0, 当 |x| ≤ 1时

总有

|f ′(x)| ≤M.
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一方面, 容易得到

|f (pq)| =
|
∑

i aip
iqn−i|

qn
≥ 1

qn
. (6.10)

另一方面，由微分中值定理我们得到

f (pq) = f (pq)− f (α) =

(
p

q
− α

)
f ′(η).

所以，我们得到 ∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ f (

p
q)

f ′(η)

∣∣∣∣∣ > 1

Mqn
.

所以，对任一ϵ > 0及A > 0只有有限个q满足

1

Mqn
<

A

qn+ϵ
.

进一步分析(6.10)，重复上面的推导，可以得到p也只能有有限个。定

理得证。
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推推推论论论6.1. 如果a1, a2, · · · 是满足|ai| = 1的一个数列, 那么

γ =

∞∑
i=1

ai
10i!

为一个超越数.

证证证明明明. 命

αn =

n∑
i=1

ai
10i!

=
p

q
, q = 10n!.

容易导出, 对所有的n均有

0 <

∣∣∣∣γ − p

q

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
i=n+1

1

10i!
<

2

10(n+1)!
=

2

qn+1
.

所以，根据Liouville定理，γ一定是一个超越数。

185



练练练习习习6.1. 如果α是一个首项系数为1的整系数多项式的根，那么它一定

是一个整数或无理数。

练练练习习习6.2. 试证：所有的实代数数构成的集合是一个可数集，从而导出

实超越数构成的集合不可数。

分分分析析析. 1、首先，一次代数数（有理数）是可数的。

2、 二次整系数多项式是可数的，所以二次代数数是可数的。

3、 n次整系数多项式是可数的，所以n次代数数是可数的。

根据可数集合的性质，我们得到所有的代数数构成的集合是可数

的。因为实数集合是不可数的，所以实超越数构成的集合不可数。
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定定定理理理6.9. 若α 是一个非有理的代数数. 那么对任一ϵ > 0, 适合不等式∣∣∣∣α− x

y

∣∣∣∣ < 1

y2+ϵ

的有理数解x
y的个数是有限的.

注注注6.8. 这就是著名的Roth定理, 有时也被称为Thue-Siegel-Dyson-Roth定

理. 由于这一工作, Roth 获得了1958年的Fields奖. Siegel 是这样评

价Roth的这一工作的： 只只只要要要数数数学学学还还还存存存在在在, 人人人们们们就就就该该该记记记住住住这这这一一一工工工作作作.

后来, Schmidt将Roth定理推广到联立逼近的形式.

注注注6.9. 在Roth的工作之前，Thue, Siegel和Dyson曾先后将Liouville定理

中的n改进为1
2n+ 1, min

1≤s≤n−1
(s+ n

s+1)和
√
2n。但人们普遍认为最佳下界

应该与n有关。
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定定定理理理6.9. 设n ≥ 3,

f (x, y) =

n∑
i=0

aix
n−iyi

为一不可约整系数齐次多项式,

g(x, y) =
∑

i+j≤n−3

gijx
iyj

为一有理多项式. 那么, 方程

f (x, y) = g(x, y) (6.11)

最多有有限对整数解(x, y).
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证证证明明明. 不失一般性，我们假设|x| ≤ y，假定α1, α2, . . ., αn 是方程

f (x, 1) = 0

的n个根，并记

G = max{|gij| : i + j ≤ n− 3}.
这时，由方程(6.11)我们得到

a0(x− α1y)(x− α2y) · · · (x− αny) ≤ n2Gyn−3. (6.12)

所以，必有一个适当的下指标v使得

|x− αvy| < c1y
1− 3

n .

ci均表示正常数。这时，对任一u ̸= v, 当y足够大时(≥ c2)我们得到

|x− αuy| = |(αv − αu)y + (x− αvy)| > c3y − c1y
1− 3

n > c4y. (6.13)
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所以，由(6.12)和(6.13)我们得到

|x− αvy| <
c5
y2

亦即 ∣∣∣∣αv − x

y

∣∣∣∣ < c5
y3
.

由Roth定理我们知道上式仅有有限多组解。定理得证。
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第第第七七七章章章. 超超超越越越数数数

§1. 超超超越越越数数数的的的存存存在在在性性性

如定义6.1 所说, 如果α是某一有理多项式的根我们就称其为一个代数

数； 否则就称其为一超越数.

定定定理理理7.1. 所有的代数数所构成的集合是可数的.

证证证明明明要要要点点点. 对任给的一个正整数n, 所有的n次有理多项式所构成的集合

是可数的. 所以,所有的n次代数数构成的集合是一个可数集合.根据集
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合论的基本定理,可数个可数集合的并集合仍然是一个可数集合.所以,

所有的代数数构成的集合是一个可数集合.

反过来, 我们知道实数集合时不可数的. 所以, 超越数集合是不可数

的.

推推推论论论7.1. 所有的超越数所构成的集合是不可数的.

注注注7.1. 虽然具有不可数的超越数, 我们却很难判定某一给定的数是超

越数, 例如sin 1, π和e. 直到今天我们仍不知道π + e 和Euler常数

γ = lim
n→∞

(
n∑
i=1

1

i
− log n

)
是否为超越数.
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§2. 某某某些些些数数数的的的超超超越越越性性性

定定定理理理7.3. π 和e都是无理数.

基基基本本本想想想法法法 e.

e−1 =

∞∑
k=0

(−1)k

k!
= αn + βn,

αn =

n∑
k=0

(−1)k

k!
,

βn =

∞∑
k=n+1

(−1)k

k!
.
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那么

(−1)n+1βn =
1

(n + 1)!
− 1

(n + 2)!
+ · · ·

<
1

(n + 1)!

所以

0 < n!βn(−1)n+1 <
1

n + 1

也就是

{n!e−1} = {n!βn(−1)n+1} ̸= 0.

194



基基基本本本想想想法法法 π. 若π = b/a, 令

f (x) =
xn(b− ax)n

n!

及

F (x) = f (x)− f (2)(x) + f (4)(x)− · · ·
+(−1)nf (2n)(x).

可以验证f (x)及其导数当x = 0和π时均为整数. 即F (0)和F (π)均为整

数. 因为

(F ′(x) sin x− F (x) cos x)′

= (F”(x) + F (x)) sin x = f (x) sin x

所以 ∫ π

0

f (x) sin xdx = F (π)− F (0)
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是一整数. 但是当0 < x < π及n充分大时有

0 < f (x) sin x <
πnbn

n!
<

1

π
,

0 <

∫ π

0

f (x) sin xdx < 1

得出矛盾. 定理证毕。
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定定定理理理7.4 (Hermite). e是是是超超超越越越数数数.

证证证明明明. 如果f (x)是一个 m次实多项式并且定义

I(t) =

∫ t

0

et−uf (u)du,

其中t是一个复数，且积分沿线段从 0积到t。由分部积分我们可以得到

I(t) = et
m∑
j=0

f (j)(0)−
m∑
j=0

f (j)(t). (7.1)

用f (x) 表示f的各项系数取绝对值，那么

|I(t)| ≤
∫ t

0

|et−uf (u)|du ≤ |t|e|t|f (|t|). (7.2)
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假设e是一个代数数且满足

q0 + q1e + · · · + qne
n = 0. (7.3)

我们将对

J = q0I(0) + q1I(1) + · · · + qnI(n)

取得矛盾,其中I(t)中的f按如下定义

f (x) = xp−1(x− 1)p · · · (x− n)p,

p为一个大素数。由 (7.1)和 (7.3)，我们得到

J = −
m∑
j=0

n∑
k=0

qkf
(j)(k),

其中m = (n + 1)p− 1.
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由于

f (x) = xp−1(x− 1)p · · · (x− n)p,

容易验证，如果j < p, k > 0或者j < p − 1, k = 0，我们有 f (j)(k) = 0.

所以，除非j = p − 1，k = 0，我们都有 f (j)(k)是一个能被 p!整除的整

数。更进一步，我们得到

f (p−1)(0) = (p− 1)!(−1)np(n!)p.

所以,如果p > n,那么f (p−1)(0)能被(p− 1)!整除,但不能被 p!整除.这样我

们得到,如果 p > |q0|,那么 J是一个能被 (p− 1)!整除的非零整数, 所以

|J | ≥ (p− 1)!. (7.4)

另一方面,由于f (k) ≤ (2n)m 以及(7.2),我们得到

|J | ≤ |q1|ef (1) + · · · + |qn|nenf (n) ≤ cp

其中c与p无关, 与（7.4）矛盾。定理证毕。
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定定定理理理7.4∗ (Lindemann). π是是是超超超越越越数数数。。。

证证证明明明. 假设π是一个代数数，那么 θ = iπ也是一个代数数。假设 θ的次

数为 d，记 θ1 (= θ), θ2, . . ., θd为与θ相伴的代数数，记l为 θ的极小多项

式的（正）首项系数。 由欧拉恒等式eiπ = −1，我们得到

d∏
i=1

(1 + eθi) = 0.

显然，这一乘积可以表达为2d项形如eΘ的和，其中

Θ =

d∑
i=1

ϵiθi, ϵi = 0, 1.
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假设，其中恰好有n项非零，记为α1, α2, . . ., αn。我们得到

q +

n∑
i=1

eαi = 0, (7.5)

其中q = 2d − n > 0.

假设p是一个大素数，我们定义

f (x) = lnpxp−1(x− α1)
p . . . (x− αn)

p,

I(t) =

∫ t

0

et−uf (u)du

以及

J =

n∑
i=1

I(αi).

我们将通过估计J得到矛盾。
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类似于e的情况，当J展开成二重和时，关于 k指标的和是关于 lα1,

. . ., lαn的一个整系数对称多项式，进而可以导出它是一个整数。

容易验证（请请请按按按照照照e的的的情情情况况况补补补充充充完完完整整整），当 j < p时f (j)(αk) = 0。另

外，对所有j ̸= p− 1， f (j)(0)是一个能被 p! 整除的整数，并且

f (p−1)(0) = (p− 1)!(−l)np(α1 . . . αn)
p.

显然,f (p−1)(0)能被(p− 1)!整除,但不能被 p!整除。所以，如果p > q，我

们有

|J | ≥ (p− 1)!. (7.6)

但是，由(7.2)我们可以得到

|J | ≤
n∑
i=1

|αi|e|αi|f (|αi|) ≤ cp.

显然，它与（7.6）相矛盾。定理证毕。
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Hilbert第第第七七七问问问题题题：：： 若α是一个非0非1的代数数, β 是一个非有理数

的代数数. 那么是否 αβ一定是一个代数数？做为特例, 是否能证

明2
√
2及eπ = (−1)−i是超越数？

注注注7.5. 1929年, Gelfond首先证明了eπ的超越性. 一年以后, Linik证明

了2
√
2的超越性. 在1934, Gelfond和Schneider独立解决了这一问题. 后来,

Baker证明了如下定理并由此而获得了Fields奖.
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定定定理理理7.5. 1. 若α1, · · · , αn, β0, β1, · · · , βn 为一组 非零代数数, 那

么eβ0αβ11 · · ·αβnn 为一超越数.

2. 若α1, · · · , αn为一组非 0非 1的代数数, β1, · · · , βn为一组与1在有理

数域上线性无关的代数数. 那么αβ11 · · ·αβnn 是一个超越数.

注注注7.6. 超越数论是一个深奥的领域, 其中不乏一流的问题. 例如e + π是

否为 一个超越数？Euler的γ常数是否为一超越数？事实上, 我们都不知

道γ是否为一无理数？

练练练习习习7.1. 推广推论7.2, 构造出更多的超越数.
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第第第八八八章章章. 数数数的的的几几几何何何

基基基本本本问问问题题题. 假设

F (x) =
∑

1≤i,j≤n
cijxixj

是一个n变元的整系数正定二次型。研究刻画

m(F ) = min
z∈Zn\o

F (z)

和

k(F ) = ♯{z : F (z) = m(F )}.
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§1. Minkowski基基基本本本定定定理理理

定定定义义义8.1. 我们称n维欧氏空间的一

个子集 C为一个中心对称的凸体

如果它满足

1). 若x ∈ C, 则 −x ∈ C；

2). 若x,y ∈ C和0 ≤ λ ≤ 1, 那么

λx + (1− λ)y ∈ C.

3). C是一个紧集.

x

y

o
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例例例8.1. 可以验证单位球

Bn =

x :

(
n∑
i=1

x2i

)1
2

≤ 1


和单位立方体

In =
{
x : |xi| ≤ 1

2

}
都是中心对称凸体.

定定定理理理8.1 (Minkowski). C为一个n维的中心对称凸体. 如果

v(C) ≥ 2n,

那么它含有一个坐标全为整数且非原点的点.
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证证证明明明要要要点点点. 用Zn表示En中所有具有整数坐标的点构成的集合, 用C ′表

示C 的内部. 如果定理不成立, 那么(
1
2C

′ + z1
)
∩
(
1
2C

′ + z2
)
= ∅.

也就是说, 1
2C + Zn在En中构成一个密度小于1的堆积. 所以,

v(12C)

det(Zn)
< 1,

v(C) = 2nv(12C) < 2ndet(Zn) = 2n.

由此矛盾定理得证.

o
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例例例8.1. 设α, β, γ 和 δ均为实数且定义

ξ = αx + βy, η = γx + δy, ∆ = αδ − βγ.

那么，

|ξη| ≤ 1

2
|∆|

一定有非零整数解。

证证证明明明. 显然，区域A = {(x, y) : |ξη| ≤ 1
2|∆|}非凸。但是，由于

|ξη| ≤
(
|ξ| + |η|

2

)2

,

可以导出B = {(x, y) : |ξ| + |η| ≤ (2|∆|)12} 是一个中心对称凸集并且
B ⊂ A. 容易导出

area(B) = 4.

所以，由Minkowski定理可以得出B一定含有非零整点。
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例例例8.2. 假设aij 是n
2个实数，且定义

ξj =

n∑
i=1

aijxi, j = 1, 2, . . . , n,

∆ = |aij| ̸= 0, Jn =
π

n
2

Γ(n2 + 1)
.

那么，
n∑
i=1

ξ2i ≤ 4

(
|∆|
Jn

) 2
n

一定有非零整数解。

证证证明明明. 我们定义

E =

{
(x1, x2, . . . , xn) :

n∑
i=1

ξ2i ≤ 4

(
|∆|
Jn

) 2
n

}
.
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可以验证E是一个中心对称凸体，其实它是一个n维椭球。令

r = 2

(
|∆|
Jn

) 1
n

.

可以证明

v(E) =

∫
· · ·
∫

ξ21+···+ξ2n≤r2

dx1 · · · dxn =
∫

· · ·
∫

ξ21+···+ξ2n≤r2

∣∣∣∣∂(x1, · · · , xn)∂(ξ1, · · · , ξn)

∣∣∣∣ dξ1 · · · dξn
=

1

|∆|

∫
· · ·
∫

ξ21+···+ξ2n≤r2

dξ1 · · · dξn =
1

|∆|
Jnr

n = 2n.

由Minkowski定理可以得出E一定含有非零整点。
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§2. Minkowski-Hlawka定定定理理理

定定定义义义8.2. a1, a2, · · · , an为n维欧氏空间 中的一组线性无关的向量. 那么

我们称

Λ =

{
n∑
i=1

ziai : zi ∈ Z

}
为一个n维格. 并称

P =

{
n∑
i=1

λiai : 0 ≤ λi ≤ 1

}
为Λ的基本方体. 显然,

v(P ) = det(aij).
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定定定义义义8.3. 如果

(int(C) + u1) ∩ (int(C) + u2) = ∅
对Λ的两个任意不相同的点都成立. 我们就称

C + Λ =
∪
u∈Λ

(C + u)

为一个格堆积. 这时, 我们称v(C)/v(P )为C + Λ的堆积密度, 并定义

δ∗(C) = max
Λ

v(C)

v(P )
.

注注注8.2. 如果将格换成一般的离散点集, 可类似地定义δ(C). 这也是一个

非常重要的几何量. 另外，δ∗(Bn)与正定二次型的m(F )和det(C)密切相

关。
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定定定理理理8.2. 对任意的n维中心对称凸体C, 我们有

δ∗(C) ≥ ζ(n)

2n−1
,

其中

ζ(n) =

∞∑
k=1

1

kn

为Riemann-zeta函数.

注注注8.3. 这就是著名的Minkowski-Hlawka定理. 它首先是由 Minkowski 做

为一个 猜想提出来的. 直到1941才由Hlawka用均值达的方法得以证明.

后来虽经 T. Schneider, Siegel, Rogers, Davenport, Schmidt等许多大数学

家的多次该进, 但主项仍然没变.
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§3. Newton-Gregory问问问题题题

Newton-Gregory问问问题题题: 一个球是否能跟13个内部互不相交的同样的

球相接触？

注注注8.4. 这是Newton与Gregory在1696的一次辩论中提出的一个问题.

Newton认为一个球最多只能与12个同样的球相接触；Gregory 则认

为13是可能的. 直到1956年前后,这一问题才由 Schutte, Van der Waerden

和 Leech 所解决. 一个球最多只能跟12个内部互不相交的同样的球相接

触. 证明是初等但复杂的.
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定定定义义义8.4. K是一个n维凸体.假定K最多能与m(K)个内部互不相交的它

的 平移体相接触. 我们称m(K)为K的Newton数.

定定定理理理8.3. 对任意的n维凸体K, 我们有

m(K) ≤ 3n − 1.

证证证明明明要要要点点点. A是一个任意给定的凸集合. 我们定义

D(A) = {x− y : x, y ∈ A}.

通常, D(A)被称为A的差集. 可以证明, D(A)总是一个中心对称的凸集,

并且

(A + u) ∩ (A + v) = ∅
当且仅当

(12D(A) + u) ∩ (12D(A) + v) = ∅.
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所以我们不妨假定K是中心对称的, 且以坐标原点为中心.

假定K + ui, i = 1, 2, · · · ,m(K), 与K在表面接触, 那么

K + ui ⊂ 3K.

由于它们内部互不相交, 我们有

((m(K) + 1)v(K) ≤ v(3K) = 3nv(K).

所以

m(K) ≤ 3n − 1.

注注注8.5. 早在一个世纪以前, Minkowski利用同余式证明了: 在K的任一格

堆积中它最多只能与3n − 1个相接触。 后来Hadwiger将Minkowski的结

果推广到了以上定理的形式。
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假设

F (x) = xCx′

是一个n元正定二次型。则存在一个非奇异矩阵A使得

C = AA′.

定义

Λ = {zA : z ∈ Zn}.
显然，Λ是一个n维的格, 其中

ai = (ai1, ai2, . . . , ain), i = 1, 2, . . . , n

构成Λ的一组基。这时，我们看到

F (z) = zCz′ = zAA′z′ = ⟨zA, zA⟩.

{F (z) : z ∈ Zn} 即Λ的所有格点的自内积。
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定义

m(F ) = min
z∈Zn\o

F (z)

和

k(F ) = ♯{z : F (z) = m(F )}.
显然，

√
m(F )就是Λ的最短非零向量的长度。在Λ的每一个点放置一个

以 1
2

√
m(F )为半径的球则构成一个球堆积。 这时，k(F )就是在上述球

堆积中的牛顿数。
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§4. 堆堆堆球球球的的的故故故事事事

在所有的凸体中, 毫无疑问单位球是最特殊的, 尤其是在与堆积有关

的问题中. 为方便起见, 我们用 Bn表示n维单位球. 在研究n维单位球

的Newton数和堆积密度的历史上, 最出人意外和最重要 的方法应该算

是线性规划方法. 所谓的线性规划方法是指在一组线性不等式的限制

下求某一函数的 极大或极小值. 在1975年前后, 由Delsarte等人证明了如

下引理从而将球的Newton数和堆积密度与线性 规划方法密切地连了起

来.
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设α和β均为大于−1的给定实数。那么由

P α,β
k (x) =

1

2k

k∑
i=0

(
k + α

i

)(
k + β

k − i

)
(x + 1)i(x− 1)k−i

所定义的一系列函数被称为Jacobi多项式。这是一类非常重要的特殊多

项式，有许多好的性质。1972 年，P. Delsarte发现 了如下结论：

Delsarte引引引理理理. 取α = (n− 3)/2并且定义

f (x) =

k∑
i=0

ciP
α,α
i (x),

其中ci均非负且c0 > 0. 如果当−1 ≤ x ≤ 1/2时均有f (x) ≤ 0, 那么

m(Bn) ≤ f (1)

c0
.
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1979年，Levens̆tein, Odlyzko和Sloane证明了下面的结论。其方法之精

妙，结论之意外， 让几乎所有的专家都目瞪口呆。

定定定理理理 8.4 (Levens̆tein, Odlyzko, Sloane). 一个8维单位球能且仅能

跟 240个单位球同时相切。换句话说

m(B8) = 240.

注注注. 通过构造容易得到m(B8) ≥ 240. 关键是证明上界.
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证证证明明明思思思路路路. 取α = (8− 3)/2 = 2.5,并且将P α,α
i (x)简写为Pi. 定义

f (x) = 320
3 (x + 1)

(
x +

1

2

)2

x2
(
x− 1

2

)
= P0 +

16

7
P1 +

200

63
P2 +

832

231
P3

+
1216

429
P4 +

5120

3003
P5 +

2560

4641
P6.

可以验证f (x)满足Delsarte引理且f (1) = 240. 所以,

m(B8) ≤ f (1)

c0
= 240.

223



定定定理理理 8.5 (Levens̆tein, Odlyzko, Sloane). 一个24维单位球能且仅

能跟 196560个单位球同时相切。换句话说

m(B24) = 196560.

证证证明明明思思思路路路. 取α = (24− 3)/2 = 10.5,并且将P α,α
i (x)简写为Pi. 定义

f (x) = 1490944
15 (x + 1)

(
x + 1

2

)2 (
x− 1

16

)2
x2
(
x− 1

2

)
= P0 +

48
23P1 +

1144
425 P2 +

12992
3825 P3 +

73888
22185P4

+2169856
687735 P5 +

59062016
25365285P6 +

4472832
2753575P7

+23855104
28956015P8 +

7340032
20376455P9 +

7340032
80848515P10.

容易验证，f (x)满足Delsarte引理的全部条件且f (1) = 196560。所以，

m(B24) ≤ f (1)/c0 = 196560.

由Leech格的构造,我们知道m(B24) ≥ 196560. 所以, 我们得到

m(B24) = 196560.
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定定定理理理8.6 (Gauss, Hales, Cohn, ... Viazovska).

δ(B3) =
π√
18

δ(B8) =
π4

384

δ(B24) =
π12

12!
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定定定理理理8.7.

20.2075n(1+o(1)) ≤ m(Bn) ≤ 20.401n(1+o(1)).

注注注8.7. 这一定理的下界部分是分别由Shannon和Wyner于1960年前后证

明的. 假定 Bn +u1, B
n +u2, · · · , Bn +um(Bn)是m(Bn)个内部互不相交

且都与Bn相接触的单位球. 将这些球向Bn的表面做球面投影,我们就得

到了一组内部 互不相交的球冠. 比较这些球冠与单位球的面积就可导

出以上下界. 上界是由Kabatjanski和Levenstein通过线性规划的方法得

到的.
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定定定理理理8.8.

2−n ≤ δ(Bn) ≤ 2−0.599n(1+o(1)).

注注注8.8. 这一上界是由Kabatjanski和Levenstein通过利用Delsarte引理得

到的. 通过与Minkowski-Hlawka定理做比较, 我们可以看出已知的关

于δ(Bn)的上下界之间的差别 是很大的.

问问问题题题8.1. 确定m(Bn)和δ(Bn)的渐近公式.

注注注8.9. 这是数的几何中最核心的问题之一.
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练练练习习习8.1. 若yi =
∑n

j=1 aijxj, i = 1, 2, · · · , n, 且

Jn =
πn/2

Γ(n/2 + 1)
.

那么总有一组不全为0的整数x1, x2, · · · , xn满足
n∑
i=1

y2i ≤ 4(|A|/Jn)2/n.
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