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第一章 数列极限与实数系的基本定理

§ 1.1 实数系

§ 1.1.1 实数的连续性
所有自然数的集合,所有整数的集合,所有有理数的集合,所有实数的集合和所

有复数的集合分别记为 N,Z,Q,R和 C. 众所周知,N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C.
设 K是含有非零数的集合,若 K对四则运算是封闭的,即 K中任意二数的和、

差、积、商（除数不为零）仍在 K中,则称 K是一个数域.由定义易知,Q,R和 C都
是数域,并分别称为有理数域、实数域和复数域,而 N和 Z都有不数域.此外易知,任
何数域必定含有 0和 1这两个数,因此任意数域都包含有理数域,从而 R+,R−,Q+Q−
等都不是数域.

因为实数域 R中的任何数 x与数轴 OX上的点一一对应,故今后将实数 x也说成
是数轴 OX 上的点 x,因此 R也称实数直线或简称为数直线.由于直线是连续的、没
有间隙的,所以我们说实数域 R具有连续性或完备性. 有理数域 Q所对应的点（称
为有理点）在数轴上的分布是很密的,以至于任何两个不同的有理点之间必定还有
一个（从而有无限多个）有理点存在,所以我们说 Q在 R中是稠密的,或 Q具有稠
密性.

但是数轴上确实存在无理点. 比如说, 若用 c 表示边长为 1 的正方形的对角线
的长度, 这个 c 就无法用有理数来表示. 这可以通过反证法来论证：根据勾股定
理,c2 = 2.若 c =

q
p

,其中 p, q ∈ N,并且 p, q互质,那么 q2 = 2p2. 由于奇数的平方必为

奇数,因此 q是偶数. 设 q = 2r, r ∈ N,又得到 p2 = 2r2,也就是说 p也是偶数,这就与
p, q互质的假设发生矛盾,所以 c不是有理数. 换句话说,有理数集合 Q对于开方运
算是不封闭的,

所以,有理点虽然在坐标轴上密密麻麻,但并没有布满整条直线,其中留有许多
“空隙”, 如与单位正方形对角线长度对应的点 c =

√
2 就位于有理点集合的“空

隙”中,也就是说 Q没有连续性或完备性.
设 a和 b是两个实数且 a < b. 将集合 {x : a < x < b},{x : a ≤ x < b},{x : a < x ≤

b},{x : a ≤ x ≤ b},分别记为 (a, b), [a, b), (a, b], [a, b]并称之为区间. (a, b)称为开区间,
[a, b]称为闭区间,[a, b)和 (a, b]称为半开半闭区间. 此外,引入记号 −∞和 +∞,分别
称为负无穷大和正无穷大,对于任何 x ∈ R,都有 −∞ < x < +∞. 注意,−∞和 +∞只是
记号而不是实数. 推广区间的概念,把 (−∞, b),(−∞, b],(a,+∞),[a,+∞)和 (−∞,+∞)都
称为无穷区间. (−∞, b)和 (a,+∞)是开区间, (−∞, b]和 [a,+∞)是闭区间,而 (−∞,+∞)
是既开又闭的区间.

§ 1.1.2 确界原理
下面我们讨论实数集 R的各种子集,简称为数集.
为了表达上的方便, 引入两个记号：”∃” 表示” 存在”, ”∀” 表示” 对于任意给定

的”或”对于每一个”. 例如

A ⊂ B⇔ ∀x ∈ A,有x ∈ B,
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A 1 B⇔ ∃x ∈ A,使得x < B.

设 S 是一个数集,如果 ∃ξ ∈ S ,使得 ∀x ∈ S ,有 x ≤ ξ,则称 ξ是数集 S 的最大数,
记为 ξ = max S；如果 ∃η ∈ S ,使得 ∀x ∈ S ,有 x ≥ η,则称 η是数集 S 的最小数,记为
η = min S .

当数集 S 是非空有限集, 即 S 只含有有限个数时, max S 与 min S 显然存在, 且
max S 是这有限个数中的最大者,min S 是这有限个数中的最小者. 但是当 S 是无限集
时,最大数及最小数就有可能不存在. 例如集合 A = {x : x ≥ 0}没有最大数,但有最小
数, min A = 0. B = {x : 0 ≤ x < 1}没有最大数数.

设 S 是一个非空数集,若存在实数 β满足以下两个条件：
(1) ∀x ∈ S 有 x ≤ β(称 S 有上界)；
(2) ∀ε > 0, ∃xε ∈ S ,使得 xε > β− ε.则称 β为集合 S 的上确界,记为 β = sup S .显

然 β是 S 的最小上界.
同样,设 S 是一个非空数集,若存在实数 α满足以下两个条件：
(1) ∀x ∈ S 有 x ≥ α(称 S 有下界)；
(2) ∀ε > 0, ∃yε ∈ S ,使得 yε < α + ε.则称 α为集合 S 的下确界,记为 α = inf S .显

然 α是 S 的最大下界.
确确确界界界原原原理理理(实数的连续性或完备性) 有上界的非空数集必有上确界,有下界的非

空数集必有下确界.
注注注 1 若将实数定义为无限十进小数,可用初等方法证明 (或几何上解释)确界的

存在性. 但此处是将确界原理作为公理来刻画实数的连续性或完备性.
确界原理反映了实数系连续性这一基本性质,这可以从几何上加以理解: 假若实

数全体不能布满整条数轴,其上留有”空隙”,则”空隙”左边的数集就没有上确界,”空
隙”右边的数集就没有下确界. 比如,由于有理数集合 Q在数轴上有”空隙”,它就不
具备实数集合 R所具有的”确界原理”,也就是说:Q内有上界的集合 T 未必在 Q内
有它的上确界.

注注注 2 对无上界 (无下界) 的数集 S ,规定 sup S = +∞ (inf S = −∞).
定定定理理理 1.1.1 设数集 S 有上（下）确界,则这上（下）确界是唯一的.
证明 设 β, α为 S 的上确界且 β , α,不妨设 α < β. 取 ε = β − α,由 β为 S 的上

确界,存在 xε ∈ S 满足 xε > β− ε = β− (β− α) = α,与 α也为 S 的上确界矛盾,从而上
确界唯一.同理可证下确界唯一.

例例例 设

E1 = (1, 1/2, · · · , 1/n, · · ·); E2 = (1, 2, · · · , n · · ·);
E3 = Z; E4 = (0, 1];
E5 = {sin

π

n
: n ∈ N+}.

则
sup E1 = 1, inf E1 = 0; sup E2 = +∞, inf E2 = 1;
sup E3 = +∞, inf E3 = −∞; sup E4 = 1, inf E4 = 0;
sup E5 = inf E5 = 0.

§ 1.1.3 常用不等式 (述而不证)
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1、、、绝绝绝对对对值值值不不不等等等式式式 设 a, b为任意实数,则有

||a| − |b|| ≤ |a ± b| ≤ |a| + |b|.

另外,不等式 |x| < h(h > 0)等价于不等式

−h < x < h.

2、、、伯伯伯努努努利利利 (Bernoulli)不不不等等等式式式 设 h > −1, n ∈ N, n ≥ 2,则有

(1 + h)n ≥ 1 + nh,

其中等号当且仅当 h = 0时成立.
3、、、柯柯柯西西西 (Cauchy)不不不等等等式式式 设 x1, · · · , xn, y1, · · · , yn为两组实数,则有


n∑

i=1

xiyi


2

≤


n∑

i=1

x2
i




n∑

i=1

y2
i

 .

其中等号成立当且仅当数组 {xi}与 {xi}对应成比例.
4、、、调调调合合合平平平均均均值值值 -几几几何何何平平平均均均值值值 -算算算术术术平平平均均均值值值不不不等等等式式式（（（简简简称称称平平平均均均值值值不不不等等等式式式）））
设 x1, · · · , xn 为 n个非负实数,则有

n
1
x1

+ 1
x2

+ · · · + 1
xn

≤ n√x1x2 · · · xn ≤ x1 + x2 + · · · + xn

n
.

其中等号当且仅当所有 xi都相等时成立.
注注注 由于当某个 xi = 0时,不等式显然成立,故可假设 x1, · · · , xn 皆为正数；在以

下的赫尔德 (Höder)不等式中也是如此.
5、、、赫赫赫尔尔尔德德德不不不等等等式式式 设 {xi}n1, {yi}n1 为两组非负实数,又实数 p, q满足

1
p

+
1
q

= 1,

则当 p > 1时有
n∑

i=1

xiyi ≤


n∑

i=1

xp
i


1
p


n∑

i=1

yq
i


1
q

,

当 p < 1时上述不等式反向.

习题 1.1

1. 求证：
(1)若 r + s

√
2 = 0,其中 r, s是有理数,则 r = s = 0;

(2)若 r + s
√

2 + t
√

3 = 0,其中 r, s, t是有理数,则 r = s = t = 0.



4 第一章 数列极限与实数系的基本定理

2. 证明下列绝对值不等式：
(1) |x − y| ≥ ||x| − |y||;
(2) |x1 + x2 + · · · + xn| ≤ |x1| + |x2| + · · · + |xn|;
(3) |x + x1 + · · · + xn| ≥ |x| − (|x1| + · · · + |xn|).
3. 证明不等式：
(1) 1

2 · 3
4 · · · 2n−1

2n < 1√
2n+1

;

(2) 1
2
√

n+1
<
√

n + 1 − √n < 1
2
√

n
.

4. 求证：对 ∀a, b ∈ R有

max{a, b} =
a + b

2
+
|a − b|

2
; min{a, b} =

a + b
2
− |a − b|

2
.

5. 指出下列数集的上确界,并指出它们是否为该集合的最大值和最小值

(1) {−1, 3, 4, 5, 1, 9, 14}; (2) {x : sin π
x = 0, x > 0};

(3) {x : | log x| < 1}; (4) {(1 + 1
n )n : n ∈ N};

(5) {x : x2 − 2x − 3 < 0}; (6) {n1/n : n ∈ N}.

6. 求证：
|a + b|

1 + |a + b| ≤
|a|

1 + |a| +
|b|

1 + |b| .

7. 设 f (x)在集合 X上有界,求证：

| f (x) − f (y)| ≤ sup
x∈X

f (x) − inf
x∈X

f (x) (∀x, y ∈ X).

8. 设 {−x}为数的集合,这些数是与 x ∈ {x}符号相反的数. 证明等式：

(1) inf{−x} = − sup{x}; (2) sup{−x} = −in f {x}.

9. 设 f (x), g(x)在集合 X上有界,求证：

inf
x∈X
{ f (x) + g(x)} ≤

{
infx∈X{ f (x)} + supx∈X{g(x)};
supx∈X{ f (x)} + infx∈X{g(x)} .

§ 1.2 数列极限的定义

数列是指按自然数编了号的一串数：

x1, x2, · · · , xn, · · · ,

通常记为 {xn},其中 xn称为数列的通项.例如{
1
n

}
: 1, 1

2 , · · · , 1
n , · · · ;
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{(−1)n−1} : 1,−1, 1,−1, · · · , (−1)n, · · · ;{
2n + 1

n

}
: 3

2 ,
5
2 , · · · , 2n+1

n , · · · ;
{(2n − 1)2} : 1, 32, · · · , (2n − 1)2, · · · ;{

1
2n

}
: 1

2 ,
1
4 , · · · , 1

2n , · · · .
观察 n无限增大时,数列 {xn}的变化规律:第一个数列 1

n ≈ 0;第二个数列 (−)n−1

各项是 1或 −1;第三个数列 2n+1
n ≈ 2;第四个数列 (2n − 1)2 ≈越来越大;第五个数列

1
2n ≈ 0.
由此可给出数列极限的描述性定义如下:
设 {xn}为一数列,而 a为一实数,如果下标 n越来越大时, xn 越来越接近于 a,即

xn − a越来越接近于 0,则称数列 {xn}以 a为极限.
这个定义与上述例子相结合,很容易为人接受,并且给人以直观的印象.但是,它

却不适于进行严格的推理论证. 因此,有必要使用分析语言给出确切的定义.
定定定义义义 1.2.1 设 {xn}是一个数列, a是一个实数,如果对于任意给定的 ε > 0,存在

一个自然数 N,使得凡是 n > N 时,都有 |xn − a| < ε,就说数列 {xn}当 n趋向无穷大时
以 a为极限,记成 lim

n→∞ xn = a,也可以简记为 xn → a(n → ∞),我们也说数列 {xn}收敛
于 a. 存在极限的数列称为收敛数列,没有极限的数列称为发散的. 若 lim

n→∞ xn = 0,则

称 {xn}为无穷小量.
记记记号号号 [x]表示不超过 x的最大整数,如 [2.3] = 2; [−1.4] = −2; [5] = 5. 用 ∀表示

任意, ∃表示存在.

例例例 1.2.1 证明 lim
n→∞

3
√

n + 1
2
√

n − 1
=

3
2
.

证证证明明明 设 an =
3
√

n + 1
2
√

n − 1
,则

∣∣∣∣∣an − 3
2

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
5

2(2
√

n − 1)

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
5

2(
√

n +
√

n − 1)

∣∣∣∣∣∣ ≤
5√
n
.

∀ε > 0,要使
∣∣∣∣∣an − 3

2

∣∣∣∣∣ < ε,只需
5

2
√

n
< ε,由此 n >

25
4ε2 .

取 N =

[
25
4ε2

]
+ 1,当 n > N 时,

∣∣∣∣∣an − 3
2

∣∣∣∣∣ < ε,故

lim
n→∞

3
√

n + 1
2
√

n − 1
=

3
2
.

例例例 1.2.2 证明 lim
n→∞

n2 + n + 1
3n2 − 4n

=
1
3
.

证证证明明明 设 an =
n2 + n + 1
3n2 − 4n

,则当 n > 3时,

∣∣∣∣∣an − 1
3

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
7n + 3

3(3n2 − 4n)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
7n + 3

3(n2 + 2n2 − 4n)

∣∣∣∣∣ ≤
8n
3n2 <

8
n
.
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∀ε > 0,要使
∣∣∣∣∣an − 1

3

∣∣∣∣∣ < ε,只需
8
n
< ε,由此 n >

8
ε
.

取 N = max
{[

8
ε

]
+ 1, 3

}
,当 n > N 时,

∣∣∣∣∣an − 1
3

∣∣∣∣∣ < ε,故

lim
n→∞

n2 + n + 1
3n2 − 4n

=
1
3
.

例例例 1.2.3 当 |q| < 1时,证明 {qn}为无穷小量.
证证证明明明 当 q = 0时, qn = 0, {qn}显然为无穷小量. 当 |q| < 1, q , 0时,|qn − 0| = |q|n.
∀ε > 0,由 |q|n < ε知 nln|q| < lnε, n >

lnε
ln|q| .

取 N =

[
lnε
ln|q|

]
+ 1,当 n > N 时,|qn − 0| < ε, lim

n→∞ qn = 0.故 {qn}为无穷小量.

例例例 1.2.4 当 a > 0时,证明 lim
n→∞

n√a = 1.

证证证明明明 当 a = 1时, n√a = 1.
当 0 < a < 1时,| n√a − 1| = 1 − n√a, lim

n→∞
n√a = 1.

∀ε > 0,由 1 − n√a < ε知 n√a > 1 − ε, n >
ln(1 − ε)

lna
.

取 N =

[
ln(1 − ε)

lna

]
+ 1,当 n > N 时,| n√a − 1| < ε,故 lim

n→∞
n√a = 1.

同理可证当 a > 1时 lim
n→∞

n√a = 1.

例例例 1.2.5 证明 lim
n→∞

n√n = 1.

证证证明明明 令 n√n = 1 + αn,则当 n > 1时

n = (1 + αn)n = 1 + nαn +
n(n − 1)

2
α2

n + · · · + Ck
nα

k
n + · · · + αn

n ≥ 1 +
n(n − 1)

2
α2

n.

所以 α2
n <

2
n
, | n√n − 1| = |αn| <

√
2
n
.

∀ε > 0,要使 | n√n − 1| < ε,只需
√

2
n
< ε,由此 n >

2
ε2 .

取 N =

[
2
ε2

]
+ 1,当 n > N 时,| n√n − 1| < ε,故 lim

n→∞
n√n = 1.

注注注
1. lim

n→∞ xn = a⇐⇒ xn − a为无穷小量.

2. 在定义中,正数 ε必须是任意给定的,不能用一个很小的正数来代替.
3. 当正数 ε给定之后,满足要求的 N 通常是与 ε有关的,此时 N + 1,N + 2等也

满足要求.
4. N 由 |xn − a| < ε确定,有时将 |xn − a|适当放大,使 |xn − a| < βn,再由 βn < ε确

定 N.
5. 极限定义中,不等式 |xn − a| < ε换成 |xn − a| < Mε也行,此处 M为正常数.
6. 几何意义：对于任意给定的 ε > 0,除有限项外 {xn}都落在区间 (a − ε, a + ε)

内.
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习题 1.2

1. 用极限定义证明：

(1) lim
n→∞

1
1+
√

n
= 0; (2) lim

n→∞
loga n

n = 0 (a > 0);

(3) lim
n→∞

sin n
n = 0; (4) lim

n→∞
n
2n = 0;

(5) lim
n→∞ (−1)n · 0.999n = 0; (6) lim

n→∞ n3qn = 0 (|q| < 1);

(7) lim
n→∞

lnn
n2 = 0; (8) lim

n→∞
1
2 · 3

4 · · · 2n−1
2n = 0.

2. 用准确语言叙述: 数列 {an}不以 a为极限.
3. 设 lim

n→∞ an = a,求证： lim
n→∞ |an| = |a|. 它的逆命题是否成立？

4. 数列 {xn}有界,且 lim
n→∞ xn = 0,证明 lim

n→∞ xnyn = 0.

§ 1.3 数列极限的性质

定定定理理理 1.3.1（唯一性） 如果数列 {xn}收敛,则极限唯一.
证证证明明明 若 {xn}有极限 a与 b,由极限的定义,
∀ε > 0, ∃N1,∀n > N1 : |xn − a| < ε

2
;且 ∃N2,∀n > N2 : |xn − b| < ε

4
.

取 N = max{N,N2},当 n > N 时,

|a − b| = |a − xn + xn − b| ≤ |xn − a| + |xn − b| < ε

2
+
ε

2
= ε.

由 ε可以任意接近于零知 a = b.
定定定理理理 1.3.2（有界性） 如果数列 {xn}收敛,则数列 {xn}有界.
证证证明明明 若 {xn}有极限 a,由极限的定义,取 ε = 2, ∃N1,∀n > N : |xn − a| < 1,因而

|xn| < |a| + 1.取 M = max{|x1|, · · · , |xN |, |a| + 1},则对一切 n, |xn| ≤ M,即数列 {xn}有界.
定定定理理理 1.3.3 若 lim

n→∞ xn = a, lim
n→∞ yn = b 且 a > b, 则总有一个正整数 N 存在, 当

n > N 时,不等式 xn > yn成立.

证证证明明明 取 ε =
a − b

2
, 由极限的定义, ∃N1,∀n > N1 : |xn − a| < a − b

2
, 因而 xn >

q − a − b
2

=
a + b

2
;

且 ∃N2,∀n > N2 : |yn − b| < a − b
2

,因而 yn < b +
a − b

2
=

a + b
2

.

取 N = max{N,N2},当 n > N 时,

xn >
a + b

2
> yn.

推推推论论论 1.3.1（保号性） 若 lim
n→∞ xn = a > 0,则总有一个正整数 N 存在,当 n > N

时,不等式 xn > 0成立.
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推推推论论论 1.3.2 若 lim
n→∞ xn = a, lim

n→∞ yn = b, 且有一正整数 N, 当 n > N 时, 不等式

xn ≥ yn都成立,则 a ≥ b.
证证证明明明 若 a < b,由定理 1.3.3知,存在一个正整数 N,当 n > N 时,不等式 xn < yn

成立,与条件矛盾.
在数列 x1, x2, · · · , xn, · · ·中,保持原来次序自左往右任意选取无穷多个项,如

xn1 , xn2 , · · · , xnk , · · ·
这种数列称为 {xn}的子子子列列列.

定定定理理理 1.3.4 如果数列 {xn}收敛于 a,则其任何子序列 {xnk }也收敛于 a.
证证证明明明 若 {xn}收敛于 a有,由极限的定义,∀ε > 0, ∃N,∀n > N : |xn − a| < ε.
取 K = nN ,当 k > K 时, nk ≥ k > nN ≥ N,因而 |xnk − a| < ε,即 {xnk }也收敛于 a.
注注注 可用此定理判定数列发散:若存在数列 {xn}的两个子列 {x1

nk
}与 {x2

nk
},分别收

敛于不同的极限,则数列 {xn}必定发散.如证明 {(−1)n}的极限不存在.
例例例 1.3.1 对数列 {xn},证明：xn → a (n → ∞)的充要条件是 x2k → a (k → ∞),

x2k−1 → a (k → ∞).
证证证明明明 必要性由定理 1.3.4即知. 下证充分性.
由 x2k → a (k → ∞)及 x2k−1 → a (k → ∞)知, ∀ε > 0, ∃K1,∀k > K1 : |xn2k−a| < ε;
且 ∃K2,∀k > K2 : |xn2k−1 − a| < ε.
取 N = max{2K1, 2K2 − 1}, 当 n > N 时, 若 n = 2k > N, 则 2k > 2K1, k > K1,

|xn − a| = |x2k − a| < ε;
若 n = 2k − 1 > N,则 2k − 1 > 2K2 − 1, k > K2, |xn − a| = |x2k−1 − a| < ε.由此 {xn}

收敛于 a.
定定定理理理 1.3.5 (夹逼原理) 若有一个正整数 N,当 n > N 时,有 xn ≤ yn ≤ zn 且

lim
n→∞ xn = lim

n→∞ zn = a,

则有 lim
n→∞ yn = a.

证证证明明明 由 lim
n→∞ xn = lim

n→∞ zn = a知 ∀ε > 0, ∃N1,∀n > N1 : |xn−a| < ε,因而 a−ε < xn;

且 ∃N2,∀n > N2 : |zn − a| < ε,因而 zn < a + ε.

取 N3 = max{N1,N2,N},当 n > N3时,1− ε < xn ≤ yn ≤ zn < a + ε,所以 |yn − a| < ε,
lim
n→∞ yn = a.

例例例 1.3.2 设 a1, · · · , ak 是 k个正数,证明

lim
n→∞

n
√

an
1 + · · · + an

k = max{a1, · · · , ak}.

证证证明明明 设 M = max{a1, · · · , ak},则

M =
n√

Mn ≤ n
√

an
1 + · · · + an

k ≤
n√
kMn = M

n√
k.

由 lim
n→∞

n√k = 1, lim
n→∞

n√kM = M及夹逼原理得

lim
n→∞

n
√

an
1 + · · · + an

k = M = max{a1, · · · , ak}.
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例例例 1.3.3 设 0 < α < 1,证明 lim
n→∞[(n + 1)α − nα] = 0.

证证证明明明

0 ≤ (n + 1)α − nα = nα
[
(1 +

1
n

)α − 1
]
≤ nα

[
(1 +

1
n

) − 1
]

= nα−1.

而当 0 < α < 1时 lim
n→∞ nα−1 = 1,由夹逼原理得 lim

n→∞[(n + 1)α − nα] = 0.

定定定理理理 1.3.6（极限的四则运算） 设 {xn}与 {yn}都是收敛数列,则 {xn ± yn}, {xnyn}
也是收敛. 又如果 lim

n→∞ yn , 0,则 { xn

yn
}也收敛,并且

(1) lim
n→∞(xn ± yn) = lim

n→∞ xn ± lim
n→∞ yn;

(2) lim
n→∞ xnyn = lim

n→∞ xn × lim
n→∞ yn;特别地,如果 c是常数,便有 lim

n→∞ cxn = c lim
n→∞ xn

(3) lim
n→∞

xn

yn
=

lim
n→∞ xn

lim
n→∞ yn

.

证证证明明明 设 lim
n→∞ xn = a, lim

n→∞ yn = b,则 {xn}有界,即 ∃M > 0,使得 |xn| ≤ M.

再由极限的定义,∀ε > 0, ∃N1,∀n > N1 : |xn − a| < ε

2
;

且 ∃N2,∀n > N2 : |xn − b| < ε

2
.

取 N = max{N1,N2},当 n > N 时,

|(xn ± yn) − (a ± b)| = |(xn − a) ± (yn − b)| ≤ |xn − a| + |yn − b| < ε

2
+
ε

2
= ε.

|xnyn − ab| = |xn(yn − b) + (xn − a)b| ≤ (M + |b|)ε.
由此

lim
n→∞(xn ± yn) = a ± b.

lim
n→∞ xnyn = ab,

特别地取 yn = c,则 lim
n→∞ cxn = c lim

n→∞ xn.

若 b , 0,由 lim
n→∞ yn = b知 lim

n→∞ |yn| = |b| > |b|2 > 0.

由不等式性质, ∃N0,∀n > N0 : |yn| > |b|2 .
取 N = max{N,N2,N0},当 n > N 时,

∣∣∣∣∣
xn

yn
− a

b

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
b(xn − a) − a(yn − b)

ynb

∣∣∣∣∣ ≤
2(|b| + |a|)

b2 ε,

从而 lim
n→∞

xn

yn
=

a
b
.

例例例 1.3.4 设 |q| < 1,计算极限 lim
n→∞(1 + q + q4 + · · · + qn).

解解解 lim
n→∞(1 + q + q2 + · · · + qn) = lim

n→∞
1 − ql

1 − q
=

1 − 0
1 − q

=
1

1 − q
.
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例例例 1.3.5 设 a > 1及 k ∈ N,求证：
{

nk

an

}
是无穷小.

证证证明明明 当 k = 1时,令 a = 1 + b,则 b = a − 1 > 0,从而

an = (1 + b)n = 1 + b +
n(n − 1)

2
b2 + · · · + bn >

n(n − 1)
2

b2,

0 <
n
an <

2
b2(n − 1)

,

由夹逼原理得
lim
n→∞

n
an = 0.

对一般的 k, a
1
k > 1,

lim
n→∞

nk

an = lim
n→∞

 n

(a
1
k )n


k

= 0k = 0.

例例例 1.3.6 求 lim
n→∞

√
n(
√

n + 1 − √n).

解解解

lim
n→∞

√
n(
√

n + 1 − √n)

= lim
n→∞

√
n(
√

n + 1 − √n)(
√

n + 1 +
√

n)√
n + 1 +

√
n

= lim
n→∞

√
n√

n + 1 +
√

n
= lim

n→∞
1√

n+1
n + 1

=
1

1 + 1
=

1
2
.

例例例 1.3.7 设 an =
1√

n2 + 1
+

1√
n2 + 2

+ · · · + 1√
n2 + n

,求极限 lim
n→∞ an.

解解解
n√

n2 + n
≤ 1√

n2 + 1
+

1√
n2 + 2

+ · · · + 1√
n2 + n

≤ n√
n2 + 1

,

lim
n→∞

n√
n1 + n

= 1 = lim
n→∞

n√
n2 + 1

.

由夹逼原理得 lim
n→∞ an = 1.

例例例 1.3.8 计算极限 lim
n→∞

7n − (−3)n+1

4 · 7n+1 + 3 · 4n .

解解解

lim
n→∞

7n − (−3)n+1

4 · 7n+1 + 3 · 4n = lim
n→∞

1 + 3
(−3

7

)n

28 + 3 ·
(

4
7

)n =
1
28
.

例例例 1.3.9 计算极限 lim
n→∞

(
1
n

cos n +
2n2 − 3n + 8
3n2 + 4n − 1

)
.
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解解解 由 lim
n→∞

1
n

= 0及 cos n为有界量知 lim
n→∞

1
n

cos n = 0.而

lim
n→∞

2n2 − 3n + 4
8n2 + 4n − 1

= lim
n→∞

2 − 3
n + 8

n2

5 + 4
n − 1

n2

=
2
5
.

故

lim
n→∞

(
1
n

cos n +
2n2 − 3n + 4
5n2 + 4n − 1

)
= 0 +

5
5

=
2
5
.

习题 1.3

1. 求下列极限:

(1) lim
n→∞

3√
n2 sin n
n+1 ; (2) lim

n→∞(
√

n + 1 − √n + 2) cos
√

n;

(3) lim
n→∞

3√
n2 sin n − 5n − 1

n − 3
; (4) lim

n→∞
n√
n2 + n;

(5) lim
n→∞

(
sin
√

n + 1 − sin
√

n
)

; (6) lim
n→∞(

√
n + 2 − 2

√
n + 1 +

√
n);

(7) lim
n→∞

∣∣∣∣12

n3 + 32

n3 + · · · + (2n−1)2

n3

∣∣∣∣ ; (8) lim
n→∞

an

1+an , a , 1;

(9) lim
n→∞

(
1+2+3+···+n

n+2 − n
2

)
; (10) lim

n→∞ n
(
1 −

√(
3 − a

n

) (
1 − b

n

))
;

(11) lim
n→∞

2 + a + · · · + an

1 + b + · · · + bn , |a| < 1, |b| < 1.

2. 求下列极限.
(1) lim

n→∞(2 sin2 n + cos2 n)1/n; (2) lim
n→∞(arctan n)1/n.

3. 设序列 xn和 yn 发散 (n = 1, 2, · · ·),可否判定序列
(1) xn + yn (2) xnyn 也发散,举例说明. 若 xn 收敛而 yn发散呢？
4. 证明

(
n
e

)n
< n! < e

(
n
2

)n
,并用此结论求下列极限.

(1) lim
n→∞

n!
nn = 0; (2) lim

n→∞
1

n√n!
= 0.

5. 设 lim
n→∞ an = a,证明: 若 an > 0, a > 0, k ∈ N,则 lim

n→∞
k
√

an = k√a.

§ 1.4 无穷大量

设 {xn}是一个数列,如果对任意给定的 G > 0,总存在正整数 N,当 n > N 时必有
|xn| > G,我们就称 {xn}是一个无穷大量,记为 lim

n→∞ xn = ∞或 xn → ∞ (n→ ∞).

例例例 1.4.1 设 xn =
2n3 − 5n + 1
5n2 − 4n − 4

,则 {xn}是无穷大量.
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证证证明明明 当 n > 3时, n3 − 5n + 1 > 0,

7n3 − 5n + 1
5n2 − 4n − 4

=
n6 + (n3 − 5n + 1)

5n2 − 4n − 7
>

n3

5n2 =
n
5
.

对 ∀G > 0,由
n
5
> G得 n > 5G,取 N = max{3, [5G] + 1},当 n > N 时,

xn =
2n3 − 5n + 1
5n2 − 5n − 4

> G,

故 {xn}是无穷大量.

性性性质质质 1.4.1 若 {xn}为无穷大量,则它的倒数所成的数列
{

1
xn

}
为无穷小量,反之,

若 {xn}为无穷小量,且 xn , 0 (n = 1, 2, · · ·),则它的倒数所成的数列
{

1
xn

}
为无穷大

量.

证证证明明明 ∀ε > 0,取 G满足 G >
1
ε
.由 {xn}是无穷大量,则总存在正整数 N,当 n > N

时必有 |xn| > G.

从而 |xn| > G >
1
ε
,

∣∣∣∣∣
1
xn

∣∣∣∣∣ < ε,即
{

1
xn

}
为无穷大小量.

反之,∀G > 0,若 {xn}为无穷小量,且 xn , 0,取 ε > 0满足 ε <
1
G
,则总存在正整

数 N,当 n > N 时必有 |xn| < ε < 1
G
,从而 | 1xn

| > G,即
{

1
xn

}
为无穷大量.

性性性质质质 1.4.2 设 {xn}和 {yn}都是正（或负）无穷大量,那么它们的和 {xn + yn}也
是正（或负）无穷大量.

证证证明明明 ∀G > 0,由 {xn}和 {yn}都是正（或负）无穷大量,

∃N1 : n > N1 : xn >
G
2
,

(
xn < −G

2

)
; ∃N2 : n > N2 : yn >

G
2
,

(
yn < −G

2

)
.

取 N = max{N1,N2},当 n > N 时必有

xn + yn >
G
2

+
G
2

= G,
(
xn + yn < −G

2
− G

2
= −G

)
.

从而 {xn + yn}也是正（或负）无穷大量.
性性性质质质 1.4.3 设 {xn}是无穷大量,而 {yn}是有界数列,那么它们的和 {xn + yn}是无

穷大量.
证证证明明明 {yn}是有界数列,即 ∃M > 0满足对一切 n, |yn| ≤ M. ∀G > 0,由 {xn}是无穷

大量,∃N : n > N : |xn| > G + M.
所以 |xn + yn| ≥ |xn| − |yn| > G + M − M = G,从而 {xn + yn}也是无穷大量.
性性性质质质 1.4.4 设 {xn}是无穷大量, 又设数列 {yn}具有以下特性：存在某个 N1, 当

n > N1时有 |yn| ≥ δ > 0,那么它们的乘积 {xnyn}是无穷大量.

证证证明明明 由 {xn}是无穷大量,∃N2 : n > N2 : |xn| > G
δ
,取 N = max{N1,N2},当 n > N

时有 |xnyn| > G
δ
δ = G,从而 {xnyn}是无穷大量.
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习题 1.4

1. 设 lim
n→∞ an = a, lim

n→∞ bn = +∞,则 lim
n→∞(an + bn) = +∞.

2. 设 lim
n→∞ an = ∞, lim

n→∞ bn +∞ ,则 lim
n→∞(anbn) = ∞.

3. 按定义证明下列各数列为无穷大量:

(1) { n2−3
2n−1 }; (2) {1 + 1

2 + 1
3 + · · · + 1

n };
(3) {ln 1

n }; (4) { √n arctan n}.

§ 1.5 数列极限的判定定理

定定定理理理 1.5.1 (单调有界收敛定理) 单调有界数列必有极限.
证证证明明明 不妨设 {xn}为单调增加的有界数列,即 ∃M > 0, |xn| ≤ M 且 xn ≤ xn+1.由

确界原理知 {xn}存在上确界 a = sup
n

xn,从而 ∀ε > 0,∃N : xN > a − ε,当 n > N 时

xn ≥ xN > a − ε,

而 xn ≤ a < a + ε,故 |xn − a| < ε,{xn}有极限 a.
同理可证单调减少的有界数列 {xn}有极限 inf

n
xn.

推推推论论论 若 {yn}为单调增加无上界数列,则 yn → +∞. 若 {yn}为单调减少无下界数
列,则 yn → ∞.

例例例 1.5.1 证明数列
{(

1 + 1
n

)n}
单调增加,

{(
1 + 1

n

)n+1
}
单调减少, 两者收敛于同一

极限,今后记该极限为 e.
证证证明明明 记 xn =

(
1 + 1

n

)n
, yn =

(
1 + 1

n

)n+1
,利用平均值不等式

n√a1a2 · · · an ≤ a1 + a2 + · · · + an

n
(ak ≥ 10, k = 1, 2, · · · , n)

得到

xn =

(
1 +

1
n

)n

· 1 ≤

n
(
1 + 1

n

)
+ 1

n + 1


n+1

=

(
n + 2
n + 1

)n+1

= xn+1,

和
1
yn

=

( n
n + 1

)n+1
· 1 ≤

[
(n + 1) n

n+1 + 1
n + 2

]n+2

=

(
n + 1
n + 2

)n+2

=
1

yn+1
.

这表示 {xn}单调增加,而 {yn}单调减少. 又由于 2 = x1 < x2 < xn < yn < y1 = 4可知数
列 {xn}, {yn}都收敛. 因为 yn = xn

(
1 + 1

n

)
,所以它们具有相同的极限,记该极限为 e.

例例例 1.5.2 求数列
{

an

n!

}
的极限,这里 a是一个任意给定的实数.

证证证明明明 令 xn =

∣∣∣∣∣
an

n!

∣∣∣∣∣ ,则
xn+1

xn
=
|a|

n + 1
.当 n + 1 > |a|,即 n > |a| − 1时, {xn}单调减少.
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取 N = [|a| − 1] + 2,当 n > N 时,0 < xn < xN ,有单调由界原理知数列 {xn}收敛,记
lim
n→∞ xn = A.

再由 xn+1 =
|a|

n + 1
xn 两边取极限得 A = 0 × A, A = 0,即

lim
n→∞ xn = lim

n→∞

∣∣∣∣∣
an

n!

∣∣∣∣∣ = 0,

从而 lim
n→∞

an

n!
= 0.

例例例 1.5.3 考察数列: x1 =
√

a, x2 =

√
a +
√

a, · · · , xn =

√
a +

√
a + · · · + √a的敛

散性,其中 a > 0.
证证证明明明 注意到 xn > 0, xn+1 =

√
a + xn,

显然 x2 =

√
a +
√

a >
√

a = x1;若 xn > xn−1,则由 x2
n+1 = a + xn知

x2
n+1 − x2

n = (a + xn) − (a + xn−1) = xn − xn−1 > 0,

从而 xn+1 > xn, {xn}为单调增加数列.
再由 x2

n+1 = a + xn > x2
n 知 x2

n − xn − a < 0.所以

1 − √1 + 4a
2

< xn <
1 +
√

1 + 4a
2

,

{xn} 有界. 由单调有界原理知 lim
n→∞ xn 存在设为 A. 由 x2

n+1 = a + xn 两边取极限得

A2 = a + A, A =
1 +
√

1 + 4a
2

(舍去
1 − √1 + 4a

2
).

定定定理理理 1.5.2 (Stolz,施笃茨定理） 设 {yn}是严格递增的正无穷大数列,它与数列
{xn}一起满足 lim

n→∞
xn+1−xn
yn+1−yn

= l (l为有限数, +∞与 −in f ty),则有 lim
n→∞

xn
yn

= l.

证证证明明明 先考虑 l为有限数的情形. 由条件 ∀ε > 0,∃k ∈ N+,∀m ≥ k,有

−ε
2
<

xm+1 − xm

ym+1 − ym
− l <

ε

2
,

即对 m = k, k + 1, · · · ,有
(
l − ε

2

)
(ym+1 − ym) < xm+1 − xm <

(
l +

ε

2

)
(ym+1 − ym).

分别以 m = k, k + 1, · · · , n − 1代入上式,并将得到的 n − k个不等式相加,得
(
l − ε

2

)
(yn − yk) < xn − xk < l

(
l +

ε

2

)
(yn − yk).

两边同时除以 yn得

(
l − ε

2

) (
1 − yk

yn

)
<

xn

yn
− xk

yn
<

(
l +

ε

2

) (
1 − yk

yn

)
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−ε
2

(
1 − yk

yn

)
<

xn

yn
− l − xk

yn
+ l

yk

yn
<
ε

2

(
1 − yk

yn

)

∣∣∣∣∣
xn

yn
− l − xk

yn
+ l

yk

yn

∣∣∣∣∣ <
ε

2

(
1 − yk

yn

)

由于 lim
n→∞ yn = +∞,∃N > k,∀n > N,有

0 < 1 − yk

yn
< 1,

∣∣∣∣∣
xk

yn

∣∣∣∣∣ <
ε

4
, qawz

yk

yn
<

ε

4(|l| + 1)
.

（这里不妨假定 ∀n ≥ k, yn > 0).
从而 ∀n > N,有 ∣∣∣∣∣

xn

yn
− l

∣∣∣∣∣ <
ε

2
+
ε

4
+
ε

4
= ε.

这就证明了 lim
n→∞

xn
yn

= l.

l = +∞的情形. 由定义,∀M > 0,∃N1,∀k > N1,

xk − xk−1 > M(yk − yk−1).

将上述 k = N1 + 1,N2 + 2, · · · , n情形下的 (n − N)个不等式相加得到

xn − xN1 > M(yn − yN1).

由此 xn

yn
>

xN1

yn
+ M − M

yN1

yn
.

而

lim
n→∞

xN1

yn
= 0, lim

n→∞M
yN1

yn
= 0,

所以存在 N2,当 n > N2时, − 1
2 <

xN1
yn
,M

yN1
yn

< 1
2 .取 N = {N1,N2},当 n > N 时

xn

yn
> M − 1,

从而

lim
n→∞

xn+1 − xn

yn+1 − yn
= +∞.

l = −∞的情形的证明同上.

习题 1.5

1. 证明：若 x1 = a > 0, y1 = b > 0, xn+1 =
√

xnyn, yn+1 = 1
2 (xn + yn) (n = 1, 2, · · ·),

则数列 {xn}和 {yn}都存在极限,且极限相等.
2. 利用单调收敛定理判定下列各数列的收敛性:



16 第一章 数列极限与实数系的基本定理

(1) xn = 1 + 1
22 + 1

32 + · · · + 1
n2 ;

(2) x1 =
√

2, · · · , xn =
√

2xn−1, · · · .
3. 证明：若 an = sin sin · · · sin x︸            ︷︷            ︸

n个

,则 lim
n→∞ an = 0.

4. 设 0 < x1 < 1, xn+1 = 1 − √1 − xn,求 lim
n→∞ xn与 lim

n→∞
xn+1
xn
.

5. 如果 |xn+1 − a| ≤ k|xn − a|, 0 < k < 1对任意的 n ∈ N 成立,求证： lim
n→∞ xn = a.

6. 设 x0 = 1, x1 = 1 +
x0

1 + x0
, · · · , xn+1 = 1 +

xn

1 + xn
,证明 lim

n→∞ xn 存在,并求出它.

7. 证明：若 {xn}上升,{yn}下降,而 {xn − yn}为无穷小量,则 {xn}和 {yn}必有同一
极限.

§ 1.6 实数的基本定理

定定定理理理 1.6.1（区间套定理） 设 In = [an, bn], n ∈ N,并且 I1 ⊃ I2 ⊃ I3 ⊃ · · · ⊃ In ⊃
In+1 ⊃ · · · .如果区间列的长度 |In| = bn − an → 0(n → ∞), 则区间的端点所成两数列
{an}及 {bn}收敛于同一极限 ξ,并且 ξ是所有区间的唯一公共点.

证证证明明明 由条件知

a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an−1 ≤ an ≤ bn ≤ bn−1 ≤ · · · ≤ b2 ≤ b1,

{an}为单调递增且有上界的数列,{bn}为单调递减且有下界的数列,由单调有界原理两
者都有极限,设 lim

n→∞ an = ξ.从而

lim
n→∞ bn = lim

n→∞(bn − an) + lim
n→∞ an = 0 + ξ = ξ,

故
lim
n→∞ an = lim

n→∞ bn = ξ.

显然 ∀n, an ≤ an+k ≤ bn+k,令 k → ∞,则 an ≤ ξ ≤ bn.

若存在另一 η使得对任意的 n, an ≤ η ≤ bn,令 n → ∞,则 ξ ≤ η ≤ ξ, η = ξ,即 ξ是
所有区间的唯一公共点.

注注注 定理中闭区间的闭字不可去掉,如 In =

(
0,

1
n

)
.

定定定理理理 1.6.2（致密性定理, Weierstrass定理） 任一有界数列必有收敛的子列.
证证证明明明 设数列 {xn}有界,于是存在实数 a1, b1,成立

a1 ≤ xn ≤ b1, n = 1, 2, · · · .

将闭区间 [a1, b1]等分为两个小区间
[
a1,

a1+b1
2

]
与

[
a1+b1

2 , b1
]
,则其中至少有一个

含有数列 {xn}中的无穷多项,把它记为 [a2, b2], b2 − a2 = b−a
2 . 再将闭区间 [a2, b2]等

分为两个小区间
[
a2,

a2+b2
2

]
与

[
a2+b2

2 , b2
]
,同样其中至少有一个含有数列 {xn}中的无穷

多项,把它记为 [a3, b3], b3 − a3 = b−a
22 . · · · · · ·这样的步骤可以一直做下去,于是得到一
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个闭区间套 [ak, bk], 其中每一个闭区间 [ak, bk]中都含有数列 {xn}中无穷多项,且当
k → ∞, bk − ak = b−a

2k−1 → 0.
根据闭区间套定理,存在实数 ξ,满足

ξ = lim
k→∞

ak = lim
k→∞

bk.

现在我们证明数列 {xn}必有一子列收敛于实数 ξ.
首先在 [a1, b1]中选取 {xn}中某一项,记它为 xn1 ,然后,因为在 [a2, b2]中含有 {xn}

中无穷多项,可以选取位于 xn1 后的某一项,记它为 xn2 , n2 > n1.继续这样做下去,在
选取 xnk ∈ [ak, bk]后,因为在 [ak+1, bk+1]中仍含有 {xn}中无穷多项,可以选取位于 xnk

后的某一项,记它为 xnk+1 , nk+1 > nk.这样就得到了数列 {xn}的一个子列 {xnk },满足

ak ≤ xnk ≤ bk, k = 1, 2, . . . .

由

lim
k→∞

ak = lim
k→∞

bk = ξ,

利用极限的夹逼原理,得到
lim
k→∞

xnk = ξ.

定理 1.6.2是从数列的角度来得到的结果,这个事实还可以从点集的角度来考察,
得到的情形称之为聚点定则.

定定定义义义 1.6.1 设点集 S ⊂ R, α ∈ R,如果 α的任何空心邻域中都含有点集 S 中的点,
则称 α为集 S 的聚点.

注注注 1 若 a是 S 的聚点,则对任意的 δ > 0,U(a, δ) − {a}含有 S 中的无限多个点,
从而存在序列 {xn} ⊂ S ,其中 xn 互异,使 xn收敛于 a.

注注注 2 有聚点的集合一定是无限集.
定定定理理理 1.6.2’ 有界无穷点集必有聚点.
证证证明明明 设 S 为有界无穷点集. 从 S 中依次取出互不相同的点 x1, x2, · · · , xn, · · ·排

成一列,于是得到有界数列 {xn},由定理 1.6.2知其中必有收敛子列,不妨设数列 {xn}
本身收敛于 α,亦即有 lim

n→∞ xn = α.

往证 α即为的聚点. 因为 lim
n→∞ xn = α,故对任何 ε > 0,都存在 N,使当 n > N 时,

就有 |xn − α| < ε.亦即 xn ∈ (α − ε, α + ε),因为 xn互不相同,故知 α为 S 的聚点. 这样,
我们用定理 1.6.2证明了定理 1.6.2’.

反之,利用定理 1.6.2’也可以证明定理 1.6.2.
设 {xn}为有界数列. 若有某数 α在数列 {xn}中无穷次出现,亦即有无穷多项的值

都是 α,则这些项就构成 {xn}的一个收敛子列,定理 1.6.2当然成立.
否则, 任何一个数在 {xn} 中都至多出现有限多次, 于是 {xn} 有无穷多个互不相

同的项.从而相应的子集是有界无穷点集, 由定理 1.6.2’知这个点集必有聚点 α. 对
于 ε1 = 1, ∃xn1 ∈ (α − 1, α + 1); · · · ;对于 0 < ε2 <

1
2 , ∃xn1 ∈ (α − ε2, α + ε2) ;· · · ;对于

0 < εk <
1
k , ∃xnk ∈ (α − εk, α + εk) , · · · .从而 xnk → α.

也可象定理 1.6.2证明中最后一段那样,又可找出收敛于 α的子列,这就证明了
定理 1.6.2.
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例例例 1.6.1 有界数列 {xn}若不收敛,则必存在两个子列 x(1)
nk → a, x(2)

nk → b (a , b).
证证证明明明 {xn}有界,由致密性定理知 {xn}存在子列 x(1)

nk → a,由 {xn}不收敛知 {xn} 6→
a, ∃ε0 > 0,∀N,∃n > N,使得 |xn − a| ≥ ε0,从而存在 {xn}的子列 x(2)

n 使得 |x(2)
n − a| ≥ ε0,

再由 x(2)
n 的有界性及致密性定理,x(2)

n 存在子列 x(2)
nk → b. |x(2)

nk − a| ≥ ε0,显然 a , b.
性性性质质质 1.6.1 若 {xn}是一个无界数列,则存在子列 xnk → ∞.
证证证明明明 由于 {xn} 无界, 因此对 M1 = 1, 存在 n1 使得 |xn1 | > 1; 对 M2 = 2, 存在

n2 > n1使得 |xn2 | > 2,否则对一切 n > n1, |xn| ≤ 2从而 {xn}有界,矛盾. 同样对 M3 = 3,
存在 n3 > n2使得 |xn3 | > 3. · · · · · ·这样便得到 {xn}的一个子列 {xnk }满足

|xnk | > k,

由定义 xnk → ∞.
定定定理理理 1.6.3（柯西收敛原理） 数列 {xn}有极限的必要与充分条件是：对任意给

定的 ε > 0,有一正整数 N,当 m, n > N 时,有 |xn − xm| < ε.
证证证明明明 先证必要性. 设 {xn}收敛于 a,按照定义,∀ε > 0,∃N,∀n,m > N :

|xn − a| < ε

2
, |xm − a| < ε

2
,

于是
|xn − xm| ≤ |xn − a| + |xm − a| < ε.

再证充分性.
先证明 {xn}有界. 取 ε0 = 1,由条件 ∃N0,∀n > N0 :

|xn − xN0+1| < 1.

令 M = max{|x1|, |x2|, · · · , |xN0 |, |xN0+1| + 1},则对一切 n成立

|xn| ≤ M.

由致密性定理,在 {xn}中必有收敛子列 lim
k→∞

xnk = ξ.对任意给定的 ε > 0,由条件有一

正整数 N,当 m, n > N 时,有 |xn − xm| < ε

2
.在上式中取 xm = xnk ,其中 k充分大,满足

nk > N,并且令 k → ∞,于是得到

|xn − ξ| ≤ ε

2
< ε,

此即表明数列 {xn}收敛.

例例例 1.6.2 设 α ≤ 1,令 xn = 1 +
1
2α

+
1
3α

+ · · · + 1
nα

,证明 {xn}是发散的.

证证证明明明 取 ε0 = 1
2α ,对 ∀N,取 n = N + 1,m = N + N,

|xn − xm| = 1
(N + 1)α

+
1

(N + 2)α
+ · · · + 1

(N + N)α
≥ N

1
(N + N)α

=
1
2α

= ε0.

由 Cauchy收敛准则知 {xn}是发散的.
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例例例 1.6.3 令 xn = 1 +
1
22 +

1
32 + · · · + 1

n2 ,证明 {xn}收敛.

证证证明明明 ∀ε > 0,取 N = [ 1
ε ] + 1,当 n > N 时, ∀p ∈ N,

|xn+1 − xn+p| = 1
(n + 1)2 +

1
(n + 2)2 + · · · + 1

(n + p)2

≤ 1
n(n + 1)

+
1

(n + 1)(n + 2)
+ · · · + 1

(n + p − 1)(n + p)

=
1
n
− 1

n + 1
+

1
n + 1

− 1
n + 2

+ · · · + 1
n + p − 1

− 1
n + p

=
1
n
− 1

n + p
<

1
n
< ε.

由 Cauchy收敛准则知 {xn}是收敛的.
定定定理理理 1.6.4（有限覆盖定理） 若开区间所成的区间集 E 覆盖一个闭区间 [a, b],

则总可从 E中选出有限个区间,使这有限个区间覆盖 [a, b].(反证法,区间套定理)
证证证明明明 用反证法. 设 [a, b]不能被 E 中有限个区间所覆盖.等分 [a, b]为两个部分

区间,则至少有一个部分区间不能被 E 中有限个区间所覆盖,把这区间记为 [a1, b1].
再等分 [a1, b1],记不能被 E 中有限个区间所覆盖的那个部分区间为 [a2, b2]. 照这样
继续分割下去,得到一个区间列 {[an, bn]},这区间列显然适合下列三条件：

(i)每一 [an, bn]皆不能被 E中有限个区间所覆盖；
(ii) [a, b] ⊃ [a1, b1] ⊃ [a2, b2] ⊃ · · · ⊃ [an, bn] ⊃ · · · ;
(iii) bn − an =

b − a
2n → 0.

由条件 (ii)及 (iii),根据区间套定理,则有唯一点 ξ ∈ [a, b],且 an → ξ, bn → ξ. 按
覆盖概念及定理所设条件,在 E 中至少存在一个开区间, 设为 (α, β), 使 ξ ∈ (α, β)即
α < ξ < β.

由数列极限的性质知道,必存在一个正整数 N,当 n > N 时,有

α < an < bn < β

即当 n > N 时,有
[an, bn] ⊂ (α, β)

也就是用 E 中一个区间 (α, β)就可覆盖所有形如 [an, bn](n > N)的区间,与 (i)矛盾,
定理证毕.

在定理的条件中,若 E不是开区间集,或 [a, b]为非闭区间,则从 E中就不一定能

选出有限个区间覆盖,如 [0,
1
2

), [
1
2
,

2
3

), [
2
3
,

3
4

), · · · , [
n − 1

n
,

n
n + 1

), · · · ,及 [1, 2]覆盖

区间 [0, 2]; 又 (0,
2
3

), (
1
2
,

3
4

), · · · , (n − 1
n

,
n + 1
n + 2

), · · · 覆盖区间 (0, 1). 在上面两个例子中

就不能选有限个区间覆盖 [0, 2]或 (0, 1).

习题 1.6

1. 试叙述“某序列不满足柯西准则”的意义.
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2. 利用柯西判别法,证明序列 xn = 1 + 1
2 + · · · + 1

n 的发散性.
3. 设开区间 {(an, bn)}满足以下条件：
(1) a1 < a2 < · · · < an < · · · < bn < · · · < b2 < b1;
(2) bn − an → 0(n→ ∞),证明存在唯一的数 ξ,使得 an < ξ < bn(n = 1, 2, · · ·).
4. 设数列 {|a2 − a1| + |a3 − a2| + · · · + |an − an−1|}有界,求证 {an}收敛.
5. 若在区间 [a, b]内的两个数列 {x(1)

n }及 {x(2)
n }满足 |{x(1)

n } − {x(2)
n }| → 0(n→ ∞),则

在此两数列中能找出具有相同足标 nk 的子列,使 x(1)
nk → x0, x

(2)
nk → x0.

§ 1.7 数列的上极限和下极限

对于一个数列 {an}, 记 bk = sup
n≥k
{an}, ck = inf

n≥k
{an}.显然 {bk}, {ck}分别是单调递减,

递增数列. 若 {an}有界,则 {bk}, {ck}也为有界数列,从而均有极限;若 {an}无上界,则
bk = +∞,若 {an}无下界,则 ck + −∞. 由此可给出数列的上极限和下极限的定义.

定定定义义义 1.7.1 对于一个有界数列 {an},上极限和下极限分别为:

H = lim
n→∞an = lim

k→∞
sup
n≥k
{an}

h = limn→∞an = lim
k→∞

inf
n≥k
{an}.

若 {an}无上界,则规定 H = lim
n→∞an = ∞;若 {an}无下界,则规定 h = lim

n→∞an = −∞.显
然：h ≤ H.

定定定理理理 1.7.1 设 H = lim
n→∞an,则

(i) 当 H为有限时,对于 H的任何 ε邻域 (H − ε,H + ε),在数列 {an}中有无穷多
个项属于这个邻域,而在 (H + ε,+∞)中只有有限多个项.

(ii) 当 H = +∞时,对任何数 N > 0,在 {an}中必有无穷多个项大于 N.
(iii) 当 H = −∞时,数列 {an}以 −∞为极限.
证证证明明明 (i)先证 ∀ε > 0, {an}中大于 H − ε的项有无限项.否则,∃ε0 > 0, {an}大于

H − ε的项仅有有限项,从而, ∃n0,当 n > n0 时,

an ≤ H − ε0, bk = sup
n>k
≤ H − ε0, H = lim

k→∞
bk ≤ H − ε0,

矛盾.
次证 ∀ε > 0, {an}大于 H + ε的项仅有有限项.事实上,由 lim

k→∞
bk = H 知当 k > k0

时
bk ≤ H + ε.

而 bk = sup
n>k

an ≤ H + ε,于是 ak+n ≤ H + ε,故 {an}大于 H + ε的项仅有有限项.

(ii)若 H = +∞,则 {an}无上界,所以 ∀N,∃nN , anN > N; ∃nN+1, anN+1 > anN > N; · · · ,
继续下去, ∃anK , ank > anN > N.故 {an}中必有无穷多个项大于 N.

(iii)若 H = −∞,即 lim
k→∞

bk = −∞.
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∀M,∃N,当 k > N 时, ak ≤ bk < −M,所以 lim
k→∞

ak = −∞.
用同样的方法可证下面的定理,留作习题.
定定定理理理 1.7.2 设 h = limn→∞an,则
(i) 当 h为有限时,对于 h的任何 ε邻域 (h − ε, h + ε),在数列 {an}中有无穷多个

项属于这个邻域,而在 (−∞, h − ε)中只有有限多个项.
(ii) 当 h = −∞时,对任何数 N > 0,在 {an}中必有无穷多个项小于 −N.
(iii) 当 h = +∞时,数列 {an}以 +∞为极限.
定定定理理理 1.7.3 设 H为 {an}的上极限,那么,H必是 {an}中所有收敛子列的极限中的

最大值.设 h为 {an}的下极限,那么,h必是 {an}中所有收敛子列的极限中的最小值.
证明 (1) 若 H有限,由定理 1.6.1知 ∀ε > 0, (H − ε,H + ε)含有 {an}中无穷多项.
对 ε = 1,∃n1, |an1 − H| < 1; 对 ε = 1

2 ,∃n2 > n1, |an2 − H| < 1
2 ; · · · ; 继续下去, 对

ε = 1
k ,∃nk > nk−1, |ank − H| < 1

k .显然 lim
k→∞

ank = H.

另一方面, ∀{ank } ⊂ {an},若 lim
k→∞

ank = a,由 bnk = sup
n≥nk

{an} ≥ ank 知 H ≥ a,从而 H

必是 {an}中所有收敛子列的极限中的最大值.
(2) 若 H = +∞,则存在 nk, lim

k→∞
ank = H,结论显然成立.

(3) 若 H = −∞,则 lim
n→∞ an = −∞,结论成立.

同理可证 h必是 {an}中所有收敛子列的极限中的最小值.
推推推论论论 1.7.1 lim

n→∞ an = A（有限或无穷大）的充要条件为： lim
n→∞an = limn→∞an = A

例例例 1.7.1 已知 an = n + (−1)n,求上、下极限.
解解解 上、下极限均为 +∞.
例例例 1.7.2 an = cos

n
4
π,求上、下极限.

解解解 因为 cos 8k
4 π = cos 2kπ = 1,且 cos n

4π ≤ 1,所以 lim
n→∞an = 1; 同理 limn→∞an =

−1.

习题 1.7

1. 证明定理 1.7.2.
2. 证明推论 1.7.1.
3. 设数列 {an},令 bk = sup

n≥k
{an}, ck = inf

n≥k
{an}.

(1) 证明 {bk}, {ck}分别是单调递减,递增数列.
(2) 令 H = lim

k→∞
bk, h = lim

k→∞
ck,则 H = inf

k∈N
bk, h = sup

k∈N
ck.

4. 设 an > 0,求证 lim
n→∞n

(
1+an+1

an
− 1

)
≥ 1.

5. 设 xn > 0,求证 lim
n→∞( x1+xn+1

xn
)n ≥ e.

第一章典型例题

例例例 1.1 求极限 lim
n→∞( 1

a + 2
a2 + · · · + n

an ) (a > 1).
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解解解 记 sn = 1
a + 2

a2 + · · · + n
an ,则

(1 − a−1)sn = sn − 1
a

sn =
1
a

+
2
a2 + · · · + n

an −
n

an+1

=
a−1(1 − a−n)

1 − a−1 − n
an+1

由此知当 n→ ∞时, sn → a−1

(1−a−1)2 .

例例例 1.2 求 lim
n→∞

(
2

22−1

) 1
2n−1

(
22

23−1

) 1
2n−2 · · ·

(
2n−1

2n−1

) 1
2

解解解 先取对数,再求极限.

lnxn =
1

2n−1 ln
2

22 − 1
+

1
2n−2 ln

22

23 − 1
+ · · · + 1

2
ln

2n−1

2n − 1

=
1

2n−1 − 1

(
ln

2
22 − 1

+ 2ln
22

23 − 1
+ · · · + 2n−2ln

2n−1

2n − 1

)

应用 Stolz公式,

lim
n→∞ lnxn = lim

n→∞
2n−2ln 2n−1

2n−1

2n−1 − 2n−2 = lim
n→∞ ln

1
2 − 1

2n−1

= ln
1
2
.

故原式 = lim
n→∞ xn = 1

2 .

例例例 1.3 设 lim
n→∞ an = a. 证明 lim

n→∞
a1+a2+···+an

n = a.

证证证明明明
∣∣∣∣∣
a1 + a2 + · · · + an

n
− a

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
(a1 − a) + (a2 − a) + · · · + (an − a)

n

∣∣∣∣∣ .

由 lim
n→∞ an = a ⇒ ∀ε > 0,∃N1 ∈ N,∀n > N1, 有 |an − a| < ε. 利用绝对值不等式, 当

n > N1时,上式右边不超过

1
n

∣∣∣(a1 − a) + · · · + (aN1 − a)
∣∣∣ +

1
n

(∣∣∣aN1+1 − a
∣∣∣ + · · · + |an − a|

)
<

M
n

+
n − N1

n
ε,

其中 M =
∣∣∣(a1 − a) + · · · + (aN1 − a)

∣∣∣ .
又对上述 ε > 0,取 N2 =

[
M
ε

]
,则 ∀n > N2,有

M
n < ε.

综上,我们得到：∀ε > 0,∃N = max{N1,N2},∀n > N,有
∣∣∣∣∣
a1 + a2 + · · · + an

n
− a

∣∣∣∣∣ <
M
n

+
n − N1

n
ε < 2ε.

例例例 1.4 已知 lim
n→∞ xn = a, lim

n→∞ yn = b,试证

lim
n→∞

x1yn + x2yn−1 + · · · + xny1

n
= ab
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解解解 令 xn = a + αn, yn = b + βn,则 n→ ∞时, αn、βn → 0. 于是

x1yn + x2yn−1 + · · · + xny1

n

=
(a + α1)(b + βn) + (a + α2)(b + βn−1) + · · · + (a + αn)(b + β1)

n

= ab + a
β1 + β2 + · · · + βn

n
+ b

α1 + α2 + · · · + αn

n

+
α1βn + α2βn−1 + · · · + αnβ1

n
.

据例 1.3, n→ ∞时第二,三项趋于零. 现证第四项极限亦为零.
事实上,因当 n→ ∞时, αn → 0,所以 αn 有界,即 ∃M > 0,使得 ∀n ∈ N, |αn| ≤ M.

故

0 <
∣∣∣∣∣
α1βn + α2βn−1 + · · · + αnβ1

n

∣∣∣∣∣

≤ M
|βn| + |βn−1| + · · · + |β1|

n
→ 0.

从而

lim
n→∞

x1yn + x2yn−1 + · · · + xny1

n
= ab.

例例例 1.5 设 a1 > 0, an+1 = an + 1
an
, n = 1, 2, · · · .证明

lim
n→∞

an√
2n

= 1.

证证证明明明 显然 an ≥ 2 (n ≥ 2)且 an+1 ≥ an.

若 {an}有界,由单调有界原理 {an}有极限,设 lim
n→∞ an = a ≥ 2, a为有限数. 由递推

式 an+1 = an + 1
an
两边取极限有 a = a + 1

a , 1
a = 0出现矛盾. 从而 {an}无界,而由 {an}严

格递增,有又易见 lim
n→∞ an = +∞, lim

n→∞
1
an

= 0.

取 xn = a2
n, yn = 2n,显然 {yn}递增且 yn → ∞,

lim
n→∞

xn+1 − xn

yn+1 − yn
= lim

n→∞
a2

n+1 − a2
n

2(n + 1) − 2n
=

1
2

lim
n→∞(a2

n+1 − a2
n).

由题设递推式 an+1 = an + 1
an
得

a2
n+1 = a2

n +
1
a2

n
+ 2,

即

a2
n+1 − a2

n =
1
a2

n
+ 2,
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代入前面的式子,并注意到 lim
n→∞

1
a2

n
= 0

lim
n→∞

xn+1 − xn

yn+1 − yn
=

1
2

lim
n→∞

(
1
a2

n
+ 2

)
= 1

应用施笃茨定理得

lim
n→∞

a2
n

2n
= lim

n→∞
xn

yn
= lim

n→∞
xn+1 − xn

yn+1 − yn
= 1.

故 lim
n→∞

an√
2n

= 1.

例例例 1.6 证明 lim
n→∞ sin n不存在.

证证证明明明 方法一 (反证法): 若 lim
n→∞ sin n = A,其中 A为有限数.

sin(n + 2) − sin n = 2 cos(n + 1) sin 1,

lim
n→∞ 2 cos(n + 1) sin 1 = lim

n→∞ (sin(n + 2) − sin n) = A − A = 0,

lim
n→∞ cos(n + 1) = 0, lim

n→∞ cos n = 0,

A = lim
n→∞ sin n = ±1.

另一方面 sin 2n = 2 sin n cos n两边取极限 A = 2A × 0 = 0矛盾. 故 lim
n→∞ sin n不存在.

方法二 (Cauchy 收敛准则的否定定义): 对 ε0 =
√

2
2 ,∀N, 取 n = [2Nπ + 3π

4 ],m =

[2Nπ + 2π].则

2Nπ +
π

4
≤ 2Nπ +

3π
4
− 1 ≤ n ≤ 2Nπ +

3π
4
,

2Nπ + π ≤ 2Nπ + 2π − 1 ≤ m ≤ 2Nπ + 2π.

从而

|sin n − sin m| = sin n − sin m ≥ sin n ≥ sin
π

4
=

√
2

2
= ε0,

由 Cauchy收敛准则的否定定义知 lim
n→∞ sin n不存在.

例例例 1.7 设 lim
n→∞ n(An − An−1) = 0. 试证: 极限 lim

n→∞
A1+A2+···+An

n 存在时

lim
n→∞ An = lim

n→∞
A1 + A2 + · · · + An

n

证证证明明明 因 An =
(
An − A1+···+An

n

)
+

A1+···+An
n ,只需证明第一项趋于零.

为了利用 lim
n→∞ n(An − An−1) = 0,特令 a1 = A1, a2 = A2 − A1, · · · , an = An − An−1, · · ·

则知 lim
n→∞ nan = 0,且

An = (An − An−1) + (An−1 − An−2) + · · · + (A2 − A1) + A1

= an + an−1 + · · · + a1.
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于是

lim
n→∞

(
An − A1 + · · · + An

n

)

= lim
n→∞

(
(a1 + · · · + an) − a1 + (a1 + a2) + · · · + (a1 + · · · + an)

n

)

= lim
n→∞

a2 + 2a3 + · · · + (n − 1)an

n
(应用 Stolz公式)

= lim
n→∞

(n − 1)an

n − (n − 1)
= lim

n→∞
n − 1

n
nan = 0.

证毕
例例例 1.8 设 x1 > 0, xn+1 =

c(1+xn)
c+xn

(c > 1为常数),求 lim
n→∞ xn.

解解解

xn+1 − xn =
c(1 + xn)

c + xn
− c(1 + xn−1)

c + xn−1
=

c(xn − xn−1)(c − 1)
(c + xn)(c + xn−1)

.

x2 − x1 =
c(1 + x1)

c + x1
− x1 =

c − x2
1

c + x1
.

(1) 若 x1 =
√

c,则 x2 = x1, xn+1 = xn =
√

c,从而 lim
n→∞ xn =

√
c.

(2) 若 x1 >
√

c,则 x2 − x1 =
c−x2

1
c+x1

< 0,于是 x2 < x1. 假定 xn < xn−1,则 xn+1 < xn.
由 xn+1 =

c(1+xn)
c+xn

< xn,则 c + cxn < cxn + x2
n, xn >

√
c.而 xn < x1,所以 xn单调递减且有

界.
同理可证, x1 <

√
c时,xn 单调递增且 x1 < xn <

√
c.

总之,xn单调有界,极限存在. 在 xn+1 =
c(1+xn)

c+xn
里取极限,解方程可知极限值为

√
c

例例例 1.9 用有限覆盖定理证明Weierstrass定理.
证证证明明明 Weierstrass定理 (致密性定理)任何有界数列必有收敛的子数列.
设 {xn}为有界数列, a是它的一个下界, b是它的一个上界,于是下列两种情形之

一成立:
(i)存在 α ∈ [a, b],使在 α的任何邻域中都有 {xn}的无穷多项;
(ii)对任何 x ∈ [a, b],都存在 x的一个邻域 (x− δx, x + δx),使其中只含 {xn}的有限

多项.
如果 (ii)成立,则开区间族 {(x − δx, x + δx)|x ∈ [a, b]}构成 [a, b]的一个开覆盖.于

是由限覆盖定理知,其中必有有限子覆盖.由于每个开区间中都只含 {xn}的有限多项,
故有限个开区间之并也只含 {xn}的有限多项.但另一方面又 [a, b]应该包含 {xn}的所
有项,矛盾,这表明 (ii)不能成立,即 (i)必是成立.

考察 α的邻域序列
{(
α − 1

n , α + 1
n

)}
序列,由 (i)知,每个邻域中都含有 {xn}的无穷

多项.首先在区间 (α−1, α+1)中取一项,记为 xn1 .然后因
(
α − 1

2 , α + 1
2

)
中含 {xn}的无

穷多项,故可在其中取得下标大于 n1 的一项,记为 xn2 . 一般地,当 xnk ∈
(
α − 1

k , α + 1
k

)

取定之后,由于
(
α − 1

k+1 , α + 1
k+1

)
中含有 {xn}的无穷多项.故又可从中取出下标大于

nk 的一项,记为 xk+1.这样可以得到子列 {xnk }. 满足条件

|α − xnk | <
1
k
, k = 1, 2, · · · .



26 第一章 数列极限与实数系的基本定理

当然有
lim
k→∞

xnk = α,

即 {xnk }为 {xn}的收敛子数列.
例例例 1.10 设 {an}为正数列,且 lim

n→∞
an

an+1 + an+2
= 0,求证数列 {an}无界.

证证证明明明 由条件知 lim
n→∞

an+1 + an+2

an
= +∞.

对 M = 4,∃N, n ≥ N :
an+1 + an+2

an
> M,即 an+2 + an+1 > 4an.

由此 ∃n1 ≥ N : an1 > 2aN ,否则 aN+2 ≤ 2aN , aN+1 ≤ 2aN ,进而 aN+2 + aN+1 ≤ 4aN

矛盾.
同理

∃n2 > n1 : an2 > 2an1 > 22aN ;

· · ·
∃nk > nk−1 : ank > 2KaN .

显然 ank → ∞,从而数列 {an}无界.
例例例 1.11 设 0 < x1 < 1, xn+1 = xn(1 − xn), n = 1, 2, · · · .求证: lim

n→∞ nxn = 1.

证证证明明明 由 xn+1 = xn(1 − xn)知 xn+1 − xn = −x2
n < 0, .用数学归纳法可证 {xn}单调减

且 0 < xn < 1. 由单调有界原理知 lim
n→∞ xn存在设为 a. 由

xn+1 − xn = −x2
n

两边取极限得, a − a = −a2, a = 0.所以 lim
n→∞ xn = 0, lim

n→∞
1
xn

= ∞.

xn+1

xn
= 1 − xn, lim

n→∞
xn+1

xn
= 1 − 0 = 1.

由 Stolz定理得

lim
n→∞ nxn = lim

n→∞
(n + 1) − n

1
xn+1
− 1

xn

= − lim
n→∞

xn+1xn

xn+1 − xn

= − lim
n→∞

xn+1xn

−x2
n

= lim
n→∞

xn+1

xn
= 1.

第一章复习题

1. 设 xn =
n∑

k=1

(√
1 + k

n2 − 1
)

,求 lim
n→∞ xn.

2. 证明：若数列 {xn}无界，但非无穷大量，则必存在两个子列 {x(1)
nk }与 {x(2)

nk }，
其中 {x(1)

nk }是无穷大量，{x(2)
nk }是收敛子列.
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3. 设 lim
n→∞(a1 + a2 + · · · + an)存在,证明：

(1) lim
n→∞

1
n (a1 + 2a2 + · · · + nan) = 0;

(2) lim
n→∞(n! · a1a2 · · · an)

1
n = 0 (ai > 0, i = 1, 2, · · ·).

4. 设 lim
n→∞ an = a,证明: lim

n→∞
a1+2a2+···+nan

n2 = a
2 .

5. 设 an → a(n→ ∞),证明:

lim
n→∞

1
2n

n∑

k=0

Ck
nak = a.

6. 证明：若 p为自然数,则
(1) lim

n→∞
1p+2p+···+np

np+1 = 1
p+1 ;

(2) lim
n→∞

(
1p+2p+···+np

np − n
p+1

)
= 1

2 .

7. 证明：若 lim
n→∞ xn = +∞,则 lim

n→∞
x1+x2+···+xn

n = +∞.
8. 证明：若 xn > 0 (n = 1, 2, · · ·)且 lim

n→∞
xn+1
xn
存在,则 lim

n→∞
n
√

xn = lim
n→∞

xn+1
xn
.并用此

结论证明 lim
n→∞

n
n√n!

= e.

9. 设 lim
n→∞ xn = a,求证：

(1) 若 a , 0 ,则 lim
n→∞

xn+1
xn

= 1;

(2) 若 a = 0,则 lim
n→∞

xn+1
xn
可能不存在,举例说明;

(3) 若 lim
n→∞

xn+1
xn
存在且为 b,则 −1 ≤ b ≤ 1.

10. 设数列 {xn}满足 lim
n→∞(xn − xn−2) = 0,求证：

(1) lim
n→∞

xn
n = 0;

(2) lim
n→∞

xn−xn−1
n = 0.

11. 设 {an}单调下降,且 lim
n→∞ an = 0, bn =

a1+a2+···+an
n ,求证：

(1) bn单调下降；
(2) b2n ≤ 1

2 (an + bn);
(3) lim

n→∞ bn = 0.

12. 设 lim
n→∞ xn = lim

n→∞ yn = 0,并且存在常数 K 使得 |y1| + |y2| + · · · + |yn| ≤ K 对一切

n ∈ N 成立,令 zn = x1yn + x2yn−1 + · · · + xny1, n ∈ N 求证： lim
n→∞ zn = 0.

13. 设 a > 0, x1 > 0, xn+1 = 1
2 (xn + a

xn
) (n = 1, 2, · · ·).

(1)求证:xn是单调下降且有下界;
(2)求 lim

n→∞ xn.

14. 设 F0 = F1 = 1, Fn+1 = Fn + Fn−1,求证： lim
n→∞

Fn−1
Fn

=
√

5−1
2 .

15. 设序列 {xn}满足 |xn+1 − xn| ≤ q|xn − xn−1|(n = 1, 2, · · ·),其中 0 < q < 1. 求证：
序列 {xn}的极限存在.

16. 设 f (x)在 (−∞,+∞)上满足条件：

| f (x) − f (y)| ≤ q|x − y|(∀x, y ∈ (−∞,+∞)),
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其中 0 < q < 1.对 ∀x1 ∈ (−∞,+∞),令 xn+1 = f (xn) (n = 1, 2, · · ·).求证：序列 {xn}的
极限存在,且极限是 f (x)的不动点.

17. 设 x0 = a, x1 = b (b > a),用如下公式定义序列的项：

x2n =
x2n−1 + 2x2n−2

3
, x2n+1 =

2x2n + x2n−1

3
.

求证：序列 {xn}的极限存在.
18. 设 a0, a1 = q sin a0 + 1, an+1 = q sin an + a, (n = 0, 1, 2, · · ·),其中 0 < q < 1, a为

常数,证明
（1） {an}收敛;
（2） 设 lim

n→∞ an = ξ,则 ξ是方程 x = q sin x + a的根.

19. 设 xn, yn > 0. 若 xn+1 =
xn+yn

2 , yn+1 =
2xnyn
xn+yn

, n = 1, 2, · · · ,证明 {xn}和 {yn}收敛,
且 lim

n→∞ xn = lim
n→∞ yn.

20. 设 c > 0,任取 0 < x0 <
1
c ,若 xn+1 = xn(2 − cxn) (n = 0, 1, 2, · · ·),求 lim

n→∞ xn.

21. 设 xn > 0,求证 lim
n→∞( x1+xn+1

xn
)n ≥ e.

22. 数列 {xn} 有界且 lim
n→∞(xn+1 − xn) = 0, 令 l = lim

n→∞ inf
k≥n

xk, L = lim
n→∞ sup

k≥n
xk, 若记

S = {a ∈ R :有子列xkn → a(n→ ∞)},求证：S = [l, L].

23. 设数列 {an}满足 lim
n→∞ an

n∑
k=1

a2
i = 1,求证： lim

n→∞
3√3nan = 1.

24. 设数列 {xn}满足条件：对任何 m, n ∈ N,都有 0 ≤ xm+n ≤ xm + xn,求证极限
lim
n→∞

xn
n 存在.
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第二章 函数的极限与连续函数

§ 2.1 函数

§2.1.1 函数的定义
定定定义义义 2.1.1 在所考察的过程中保持不变的量称为常量,在这一过程中会起变化的

量称为变量. 如 s = v0t, v0为常量,时间 t与路程 s为变量.
定定定义义义 2.1.2 设集 X ⊂ R为非空集合,如果有一个 X从到 R的对应法则 f ,使对每

个 x ∈ X,在对应法则 f 之下都有唯一的 y ∈ R与 x对应,则称这个对应法则 f 是 X
上的一个函数,并称 X为函数 f 的定义域,称 R( f ) = {y : y = f (x), x ∈ X}为函数 f 的
值域,这时 y = f (x)称为 x的象,而 x称为 y的原象,函数 y = f (x)的定义域记为 D( f ).
x是函数的自变量, y是函数 f 的因变量.
特特特征征征函函函数数数

XA(x) =

{
1, x ∈ A,
0, x < A,

其中 A是 R的子集.
Dirichlet函函函数数数

D(x) =

{
1, x ∈ Q,
0, x < Q,

其中 Q是有理数集.
符符符号号号函函函数数数

sgn(x) =


−1, x < 0,
0, x = 0,
1, x > 0.

Riemann函函函数数数

R(x) =


1
p , x =

q
p
, q ∈ Z, p ∈ N, (p, q) = 1,

0, x < Q.

取取取整整整函函函数数数
y = [x],

其中 [x]表示不超过 x的最大整数,它的定义域是 X = (−∞,+∞),值域是 R = Z.
x的非负小数部分函数 y = x−[x],它的定义域是 X = (−∞,+∞),值域是 R = [0, 1).
定定定义义义 2.1.3 设 A, B是两个互不相交的实数集合,φ(x)和 ψ(x)是分别定义在集合 A

和集合 B上的函数,则

f (x) =

{
φ(x), x ∈ A,
ψ(x), x ∈ B,

是定义在集合 A
⋃

B上的函数. 这样的表示方法称为函数的分段表示,这里函数 f 是
分成两段来表示的. 事实上,分段表示可以分成任意有限段,甚至无限多段. 上述函数
都是分段函数.
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定定定义义义 2.1.4 设 F(x, y)表示二元方程, X,Y 为实数集. 如果对每个 x ∈ X,都能唯一
地确定一个 y ∈ Y 值使 F(x, y) = 0成立,则令这个 y与 x对应,从而确定了一个函数
y = f (x),满足 F(x, f (x)) = 0.于是称函数 y = f (x)为由方程 F(x, y) = 0所确定的隐函
数. 相对地,以前由解析表达式给出的函数 y = f (x)则称显函数. 对于隐函数,有时可
以解出明显表达式而化成显函数,有时则无法解出.

例例例 2.1.1 求函数 y =

√
x2 − 1

lg(2 − x)
+ arcsin

x
3
的定义域.

解解解 要使函数有意义必须 

x2 − 1 ≥ 0;
2 − x > 0;
2 − x , 1;
−1 ≤ x

3
≤ 1.

解上述不等式组,所求定义域为: x ∈ [−3,−1)
⋃

(1, 2).

例例例 2.1.2 设 f (
x + 1

3
) = x2 + 2x − 1,求 f (x).

解解解 令 x+1
3 = t,则 x = 3t − 1.

f (t) = (3t − 1)2 + 2(3t − 1) − 1 = 9t2 − 2,

所以
f (x) = 9x2 − 2.

例例例 2.1.3 设 f : R −→ R满足方程 f (x + y) = f (x) + f (y), x, y ∈ R,试证：对一切有
理数 x,有 f (x) = x f (1).

证证证明明明 由条件 f (x + y) = f (x) + f (y)知

f (
n∑

k=1

xk) =

n∑

k=1

f (xk), (xk ∈ R).

若 q ∈ N, x ∈ R,则 f (qx) = q f (x),特别地 f (q) = q f (1).
由 f (0) = f (0 + 0) = f (0) + f (0)得 f (0) = 0.

0 = f (0) = f (1 + (−1)) = f (1) + f (−1), f (−1) = − f (1).

若 q ∈ Z−,则 f (q) = f ((−q) · (−1)) = (−q) f (−1) = q f (1).
由此 q ∈ Z, f (q) = q f (1).对任何有理数 x =

q
p , (q ∈ Z, p ∈ N),

q f (1) = f (q) = f (p · q
p

) = p f (
q
p

), f (x) =
q
p

f (1) = x f (1).

§ 2.1.2 函数的几何特征

（1）单单单调调调性性性 设函数 f (x)于某区间 I上有定义.如果对于任何 x1, x2 ∈ I, x1 < x2,
都有

f (x1) ≤ f (x2) ( f (x1) ≥ f (x2))
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则称函数 y = f (x)在区间 I 上是单调递增 (递减)函数,如果式中为严格不等号,则称
函数 y = f (x)在区间 I 上是严格单调递增 (严格单调递减)函数. 单调递增函数和单
调递减函数统称单调函数,严格单调递增函数和严格单调递减函数统称为严格单调
函数.

（2）奇奇奇偶偶偶性性性 如果函数 y = f (x)的定义域是关于原点对称的区间或关于原点对
称的更一般的集 I,且对任何 x ∈ I,都有

f (−x) = − f (x), ( f (−x) = f (x)),

则称函数 f (x)为奇 (偶)函数. 易见,奇函数的图形关于原点中心,而偶函数的图形关
于 y轴对称.

（3）有有有界界界性性性 设函数 f (x)的定义域是 X, 值域是 R( f ) = { f (x) : x ∈ X}. 如果实
数集 R( f ) 有上界 (下界), 称函数 f (x) 有上界 (下界); 如果说函数 f (x) 的值域 R( f )
是有界集, 则称 f (x)为有界函数; 如果 R( f )是无界集, 则称 f (x)为无界函数. 显然,
函数 f (x) 为 X 上的有界函数的充分必要条件是存在 M > 0, 使对所有 x ∈ X, 都有
| f (x)| ≤ M.

（4）周周周期期期性性性 凡是能使等式 f (x + r) = f (x), (r > 0为常数)对所有 x恒成立的函
数 f (x)称为周期函数, 其中的常数 r 称为函数 f (x)的周期,其中最小的称为最小周
期.

例例例 2.1.4 判定函数 f (x) = ln(x +
√

1 + x2)的奇偶性.
解解解

f (−x) = ln(−x +
√

1 + (−x)2) = ln(−x +
√

1 + x2)

= ln
(1 + x2 − x2)

x +
√

1+2
= −ln(x +

√
1 + x2) = − f (x).

所以 f (x)为奇函数.
例例例 2.1.5 求证：(−a, a)上的任何函数均可表为一个奇函数和一个偶函数之和.
证证证明明明 设 f (x)为 (−a, a)上的任何函数,

f (x) =
f (x) + f (−x)

2
+

f (x) − f (−x)
2

.

而 φ(x) =
f (x) + f (−x)

2
为偶函数, ψ(x) =

f (x) − f (−x)
2

为奇函数,因此 f (x) = φ(x)+ψ(x)

表为一个奇函数和一个偶函数之和.
例例例 2.1.6 Dirichlet函数

D(x) =

{
1, x ∈ Q,
0, x < Q,

为有界的偶函数,但非单调.任何正有理数都是它的周期,但无最小周期.

§ 2.1.3 复合函数与反函数
复复复合合合函函函数数数 y = f (u), u = φ(x)复合为 y = f [φ(x)], φ(x)的值域不能超过 f (u)的定

义域.
例例例 2.1.7 设 f (x) = sin x, f [φ(x)] = 1 − x2,且 |φ(x)| ≤ π

2
,求 φ(x)及其定义域.
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解解解 y = f (u)与 u = φ(x)的复合为 y = f [φ(x)] = sin φ(x). 所以

sin φ(x) = 1 − x2, φ(x) = arcsin(1 − x2),

定义域为 −1 ≤ 1 − x2 ≤ 1,即 |x| ≤ √2.

例例例 2.1.8 设 f (x) =

{
x2, x ≤ 4,
ex, x > 4;

φ(x) =

{
1 + x, x ≤ 0,
lnx, x > 0.

求 φ[ f (x)].

解解解

φ[ f (x)] =

{
1 + f (x), f (x) ≤ 0;
2ln f (x), f (x) > 0

=


1, x = 0;
2ln|x|, x , 0, x ≤ 4;
x, x > 4.

反反反函函函数数数 设函数 y = f (x) 的定义域为 X, 如果对于任何 y ∈ R( f ), 都恰有一个
x ∈ X,使得 y = f (x),则 y = f (x)就确定了一个 y ∈ R( f )由到 x ∈ X 的单值对应.按定
义,这就确定了 x为 y的函数,称为函数 y = f (x)的反函数,记为 x = f −1(y). 但也可以
按习惯把自变量写成 x,而因变量写成 y,即写成 y = f −1(x). 它的定义域是 R( f ),而值
域是 X. 于是有

( f ◦ f −1)(x) = x, x ∈ R( f ),

( f −1 ◦ f )(x) = x, x ∈ X.

关于反函数的存在性,我们有如下的定理.
定定定理理理 2.1.1 设 y = f (x)在某个区间 X内严格单调增加（或减少）,又设和这个 X

相对应的值域为 Y ,那么必存在反函数 x = f −1(y),它在 Y 内也是严格单调增加（或
减少）的.

证证证明明明对于任何 y ∈ Y ,因为 Y 为 f (x)的值域,故有 x ∈ X,使得 y = f (x). 若还有
x′ ∈ X, x , x′,使得 f (x′) = y,则有 f (x) = f (x′),此与函数 f (x)的严格递增性矛盾,故
满足条件 y = f (x)的 x是唯一的,即对应 y→ x是单值的. 从而函数 x = f −1(y)存在.

对于任何 y1, y2 ∈ Y, y1 < y2,记 x1 = f −1(y1),x2 = f −1(y2). 若 x1 ≥ x2,则由函数的
严格递增性可得 f (x1) ≥ f (x2),即 y1 ≥ y2 矛盾,故必有 x1 < x2,即反函数 x = f −1(y)
也是严格递增的.

当 f (x)为区间 I 上的严格单调函数时,它当然有反函数 f −1,但当 f (x)不是严格
单调函数时,也可能有反函数. 例如函数

f (x) =

{
x, 当x为有理数,
−x,当x为无理数,

它不但不是严格单调函数,而且它的图形也无法明确画出来. 但是, f (x)有反函数而且
反函数就是它自身,即 f −1(x) = f (x).

例例例 2.1.9求函数

y =


x, −∞ < x < 1,
x2, 1 ≤ x ≤ 4,
2x, 4 < x < +∞
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的反函数及反函数的定义域.
解解解 反函数及反函数的定义域如下:

x =


y, −∞ < y < 1;√

y, 1 ≤ y ≤ 16;
log2 y, 16 < y < +∞.

§ 2.1.4 基本初等函数

指指指数数数函函函数数数 y = ax (a > 0, a , 1)
对对对数数数函函函数数数 y = loga x (a > o, a , 1)
幂幂幂函函函数数数 y = xµ (µ , 0)
三三三角角角函函函数数数 y = sin x, y = cos x, y = tan x, y = cot x
反反反三三三角角角函函函数数数 y = arcsin x, y = arccos x, y = arctan x, y = arccotx

双双双曲曲曲函函函数数数 shx =
ex − e−x

2
, chx =

ex + e−x

2
, thx =

shx
chx

=
ex − e−x

ex + e−x , cthx =
chx
shx

=

ex + e−x

ex − e−x .

上述六类函数统称为基本初等函数. 凡经过基本初等函数的有限次四则运算及
有限次复合所得到的函数,称为初等函数.

习题 2.1

1. 求定义域

(1) f (x) =
√

1 − x2; (2) f (x) =
3
√

1+x
1−x ;

(3) f (x) = x+1
x2+x−2 ; (4) f (x) = log( 1+sin x

1−cos x );
(5) f (x) = ln(sin π

x ); (6) f (x) = arcsin(1 − x) + ln(lnx).

2. 判断下列函数在给定区间的单调性,并证明：

(1) f (x) = x2 (0 ≤ x < +∞); (2) f (x) = sin x (−π2 ≤ x ≤ π
2 );

(3) f (x) = tan x (−π2 < x < π
2 ); (4) f (x) = cos x (0 ≤ x ≤ π);

(5) f (x) = cot x (0 < x < π).

3. 符号函数 y = sgnx,用下列方法来定义：

sgnx =


1, 若 x > 0;
0, 若 x = 0;
−1, 若 x < 0.

作这个函数的图象,并证明 |x| = xsgnx.
4. 函数 y = [x](数 x 的整数部分）用下法定义：若 x = n + r, 式中 n 为整数且

0 ≤ r < 1,则 [x] = n. 作这个函数的图象.
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5. 函数 chx = ex+e−x

2 , sh(x) = ex−e−x

2 ,分别称为双曲余弦和双曲正弦. 证明：
（1）chx是偶函数, shx是奇函数;
（2）chx2 − shx2 = 1 x ∈ R.
6. 设 f (x) = 1

2 (ax + a−x) (a > 0)证明： f (x + y) + f (x − y) = 2 f (x) · f (y).
7. 求下列函数的定义域和值域：

(1) y =
√

2 + x − x2; (2) y = arcsin(ln x
10 );

(3) y = ln(1 − 2 cos x); (4) y = arccos 2x
1+x2 .

8. 已知 f (x) = 10x−10−x

10x+10−x

(1) 判定函数 f (x)的奇偶性;
(2) 证明函数 f (x)在定义域内增函数;
(3) 求 f (x)的值域.
9. 已知 f (x) = 4x

4x+2 ,求

f (
1

2009
) + f (

2
2009

) + f (
3

2009
) + · · · + f (

2008
2009

).

10. 设 f (x)在 (0,+∞)有定义.a > 0, b > 0,求证：
（1） 若 f (x)

x 单调下降,则 f (a + b) ≤ f (a) + f (b);
（2） 若 f (x)

x 单调上升,则 f (a + b) ≥ f (a) + f (b).
11. 利用上题结论证明：
（1） 当 p > 1时,(a + b)p ≥ ap + bp;
（2） 当 0 < p < 1时 (a + b)p ≤ ap + bp.

§ 2.2 函数的极限

定定定义义义 2.2.1(函数在某点极限) 设函数 f (x)在点 x0 附近有定义,但 x0 这一点可以
例外,A是一实数. 如果对于任意给定的 ε > 0,存在 δ > 0,使得当 0 < |x − x0| < δ时,
有 | f (x) − A| < ε,就称 f (x)当 x趋向 x0 时以 A为极限,记成 lim

x→x0
f (x) = A,也可以简

记为 f (x)→ A(x→ x0),我们也说 f (x)在点 x0有极限.
在上述定义中如将 0 < |x − x0| < δ改为 x0 − δ < x < x0,其它不变,可定义左极限

f (x0−) = lim
x→x0−

f (x). 同样可定义右极限 f (x0+).

注注注 1 当正数 ε给定之后, 满足要求的 δ通常是与 ε有关的, 由 | f (x) − A| < ε确
定. 有时先限定 |x − x0| < r, 将 | f (x) − A| 适当放大, 使 | f (x) − A| < M|x − x0|, 再由
M|x − x0| < ε确定 δ.
注注注 2 几何意义：对于任意给定的 ε > 0,当 0 < |x − x0| < δ时,曲线 y = f (x)总

在两条直线 y = A − ε, y = A + ε之间.
注注注 3 lim

x→x0
f (x)存在的充要条件是 lim

x→x0+
f (x)与 lim

x→x0−
f (x)存在且相等.

例例例 2.2.1 证明 lim
x→1

x3 − 1
x − 1

= 3.
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证证证明明明 先限定 |x − 1| < 1,即 0 < x < 2.
∣∣∣∣∣∣
x3 − 1
x − 1

− 3

∣∣∣∣∣∣ = |x2 + x − 2| = |(x + 2)(x − 1)| = |x + 2||x − 1| < 4|x − 1|.

∀ε > 0,由 4|x − 1| < ε得 |x − 1| < ε

4
.

取 δ = min{1, ε
4
},当 0 < |x − 1| < δ时,有

∣∣∣∣∣∣
x3 − 1
x − 1

− 3

∣∣∣∣∣∣ < ε.由此 lim
x→1

x3 − 1
x − 1

= 3.

例例例 2.2.2 证明 lim
x→3

(x2 − 4x + 4) = 1.

证证证明明明 先限定 |x − 3| < 1,即 2 < x < 4.
∣∣∣(x2 − 4x + 4) − 1

∣∣∣ = |x2 − 4x + 3| = |(x − 3)(x − 1)| = |x − 3||x − 1| < 3|x − 3|.

∀ε > 0,由 3|x − 3| < ε,得 |x − 3| < ε

3
.

取 δ = min{1, ε
3
},当 |x−3| < δ时,有

∣∣∣(x2 − 4x + 4) − 1
∣∣∣ < ε.由此 lim

x→3
(x2−4x+4) = 1.

例例例 2.2.3 讨论下列函数在所指点的左、右极限

(1) f (x) =
(x + 1)(−1)[x]

x2 − 1
, (x = −1);

(2) f (x) =


x sin

1
x
, x > 0,

1 + x2, x < 0,
(x = 0).

解解解 (1) x , −1时, f (x) =
(−1)[x]

x − 1
.

lim
x→−1−

f (x) =
(−1)−2

(−1) − 1
= −1

2
.

lim
x→−1+

f (x) =
(−1)−1

(−1) − 1
=

1
2
.

(2) lim
x→0+

f (x) = lim
x→0+

x sin
1
x

= 0. lim
x→0−

f (x) = lim
x→0−

(1 + x) = 1.

定定定义义义 2.2.2(函数在正无限处极限) 若对任意给定的 ε > 0,存在 X > 0,当 x > X
时,总有 | f (x) − A| < ε,就称 A为 f (x)在正无限远处的极限,或者称 A是当 x → +∞
时的极限,记为： lim

x→+∞ f (x) = A或 f (+∞) = A,这时也称函数 f (x)在正无限远处有极

限 A.
相仿地, 可给出函数在负无限远处极限 lim

x→−∞ f (x) = A 及函数在无限远处极限

lim
x→∞ f (x) = A的定义.

易证 lim
x→∞ f (x) = A⇐⇒ lim

x→+∞ f (x) = lim
x→−∞ f (x) = A.

例例例 2.2.4 证明 lim
x→∞

2x2 + x
x2 − 2

= 2.

证证证明明明 先限定 |x| > 4.
∣∣∣∣∣∣
2x2 + x
x2 − 2

− 2

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
x + 4
x2 − 2

∣∣∣∣∣ ≤
|x| + 4

1
2 x2 + ( 1

2 x2 − 2)
<

2|x|
1
2 x2

=
4
|x| .
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∀ε > 0,由
4
|x| < ε得 |x| > 4ε.

取 X = max{4, 4ε},当 |x| > X时,有

∣∣∣∣∣∣
2x2 + x
x2 − 2

− 2

∣∣∣∣∣∣ < ε.由此 lim
x→∞

2x2 + x
x2 − 2

= 2.

定定定义义义 2.2.3 前面所讲的都是自变量 x→ a（这里 a = x0或 x0+, x0−或∞,+∞,−∞
等）,函数值随着 x → a趋近某个定数的情形. 现在,我们讨论当 x → a时函数值无
限制地增大,即函数值趋于无穷大的情形.

lim
x→a

f (x) = +∞, lim
x→a

f (x) = −∞, lim
x→a

f (x) = ∞.

性性性质质质 若 lim
x→a

f (x) = ∞,则 lim
x→a

1
f (x)

= 0；反之,若在 a的某空心邻域内 f (x) , 0,

且 lim
x→a

f (x) = 0,则 lim
x→a

1
f (x)

= ∞.

证证证明明明 ∀ε > 0,若 lim
x→a

f (x) = ∞,则存在 δ > 0当 0 < |x − a| < δ时, | f (x)| > 1
ε
,即

1
| f (x)| < ε,故

lim
x→a

1
f (x)

= 0.

同理可证: 若在 a的某空心邻域内 f (x) , 0,且 lim
x→a

f (x) = 0,则 lim
x→a

1
f (x)

= ∞.证
明留给读者.

例例例 2.2.5 已知 f (x) = e
1
x ,求 f (0−), f (0+).

解解解 f (0−) = lim
x→0−

e
1
x = 0, f (0+) = lim

x→0+
e

1
x = +∞.

例例例 2.2.6 已知 f (x) = sgnx,求 f (0−), f (0+), f (+∞), f (−∞).

解解解 显然 f (x) =


1, x > 0,
0, x = 0,
−1, x < 0.

所以

f (0−) = −1, f (0+) = 1, f (+∞) = 1, f (−∞) = −1.

习题 2.2

1. 用函数极限的定义证明:

(1) lim
x→4

√
x = 2; (2) lim

x→+∞ e−x = 0;

(3) lim
x→0+

lnx = −∞; (4) lim
x→−∞

x2

x+1 = −∞;

(5) lim
x→2+

2x
x2−4 = +∞; (6) lim

x→∞
x+1

2x−1 = − 1
2 ;

(7) lim
x→∞

3x2+2x−1
x2−2 = 3; (8) lim

x→3

x − 3
x2 − 9

=
1
6

;

(9) lim
x→−∞ arctan x = −π2 ; (10) lim

x→ π
2

tan x = ∞.
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2. 证明等式：
(1) lim

x→a
sin x = sin a; (2) lim

x→a
cos x = cos a.

3. 设 f (x)在 (0, 1)内有定义,且 lim
x→0

f (x) = 0, lim
x→0

f (x)− f ( x
2 )

x = 0,求证：lim
n→0

f (x)
x = 0.

§2.3 函数极限的性质与四则运算

定定定理理理 2.3.1（唯一性） 如果函数 f (x)在 x0 收敛,则极限唯一.
证证证明明明 若 lim

x→x0
f (x) = a, lim

x→x0
f (x) = b, (b , a).

不妨设 a < b.取 ε = b−a
2 ,根据函数极限的定义,存在 δ1 > 0,当 0 < |x − x0| < δ1

时,

| f (x) − a| < ε =
b − a

2
,

即

−b − a
2

< f (x) <
b + a

2
.

以及存在 δ2 > 0,当 0 < |x − x0| < δ2 时,

| f (x) − b| < ε =
b − a

2
,

即
b + a

2
< f (x) <

3b − a
2

.

取 δ = min{δ1, δ2},当 0 < |x − x0| < δ,同时有
b + a

2
< f (x) <

b + a
2

矛盾,证毕.
定定定理理理 2.3.2（有界性） 如果函数 f (x)在 x0 收敛,则 f (x)在 x0 的某空心邻域内

有界.
证证证明明明 函数 f (x)在 x0收敛,设 lim

x→x0
f (x) = a.

取 ε = 1,根据函数极限的定义,存在 δ > 0,当 0 < |x − x0| < δ时,| f (x) − a| < 1所
以 | f (x)| < |a| + 1, f (x)在 0 < |x − x0| < δ内有界.

定定定理理理 2.3.3 设函数 f (x)在点 x0 的一个空心邻域中有定义,且对任何序列 xn ,
x0, xn → x0, { f (xn)}都收敛,则存在 A ∈ R,使得

(i)对任何上述的 {xn},都有 lim
n→∞ f (xn) = A.

(ii) lim
x→x0

f (x) = A.

证证证明明明 (i)取定一个数列序列 x′n , x0, x′n → x0,是由假设 { f (x′n)}收敛,记

lim
n→∞ f (x′n) = A.
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对于任何一个数列 xn , x0, xn → x0,同样由假设 { f (x′n)}收敛,记 lim
n→∞ f (x′n) = B.

令

yn =

{
x′k,当n = 2k − 1,
xk, 当n = 2k,

则 {yn}满足条件 yn , x0, yn → x0,由假设 { f (yn)}收敛,因而 { f (x′n)}, { f (xn)}作为它的
两个子列,极限相等,故有 B = A. 即 (i)得证.

(ii)若 lim
x→x0

f (x) , A,则由极限的否定定义知存在 ε0,使对任何 δ = 1/n > 0,都存

在 xn,使得 0 < |xn − x0| < 1/n, | f (xn) − A| ≥ ε0.这表明 {xn}满足条件 xn , x0, xn → x0,

但 { f (xn)} , A,此与 (i)的结果矛盾,从而必有 lim
x→x0

f (x) , A.

推推推论论论 设有两个数列 {xn}和 {x′n}: xn , x0, xn → x0, x′n , x0, x′n → x0,使得 { f (xn)}
和 { f (xn)}都收敛但极限不等,则 f (x)在点 x0没有极限.

注注注：如果我们只关心函数在点的极限是否存在,而不管极限值是多少,则定理有
下述另一种表述.

定定定理理理 2.3.4 lim
x→x0

f (x)存在的充要条件是对任何序列 xn , x0, xn → x0,

lim
n→∞ f (xn)

都收敛.
证证证明明明 必要性. 设 lim

x→x0
f (x) = A,则对任何 ε > 0,都存在 δ > 0,使当 0 < |x− x0| < δ

时,就有 | f (x) − A| < ε.又因 xn , x0, xn → x0,,故对上述 δ,有 N,使当 n > N 时,就有
0 < |xn − x0| < δ,由此 | f (xn) − A| < ε,从而 lim

n→∞ f (xn)收敛.

充分性. 若对任何序列 xn , x0, xn → x0,

lim
n→∞ f (xn)

都收敛,由定定定理理理 2.3.3存在 A ∈ R,使得 lim
x→x0

f (x) = A, lim
x→x0

f (x)存在.

推推推论论论 2.3.1 lim
x→x0

f (x) = A的充要条件是对任何序列 xn , x0, xn → x0,有

lim
n→∞ f (xn) = A.

定定定理理理 2.3.5 lim
x→x0

f (x) = ∞的充要条件是对任何序列 xn , x0, xn → x0,有

lim
n→∞ f (xn) = ∞.

该定理的证明同推论 2.3.1.

例例例 2.3.1 证明 lim
x→0

sin
1
x
不存在.

证证证明明明 取 xn =
1

nπ + π
2
,则 xn → 0.显然 sin

1
xn

= (−1)n. 但由于 lim
n→∞(−1)n 不存在,

根据定理 2.3.4,可知 lim
x→0

sin
1
x
不存在.
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定定定理理理 2.3.6（保号性） 若在 x0 的某空心邻域内

f (x) ≥ g(x), lim
x→x0

f (x) = A, lim
x→x0

g(x) = B,

则 A ≥ B.
证证证明明明 运用反证法. 若 A < B,取 ε = B−A

2 .

由 lim
x→x0

f (x) = A,存在 δ1 > 0,当 0 < |x − x0| < δ1 时,| f (x) − A| < ε = B−A
2 ,即

−B − A
2

< f (x) <
B + A

2
.

由 lim
x→x0

g(x) = B,存在 δ2 > 0,当 0 < |x − x0| < δ2 时,|g(x) − B| < ε = B−A
2 ,即

B + A
2

< g(x) <
3B + A

2
.

取 δ = min{δ1, δ2},当 0 < |x − x0| < δ,同时有

f (x) <
B + A

2
< g(x)

与条件在 x0的某空心邻域内 f (x) ≥ g(x)矛盾,证毕.
推推推论论论 2.3.2 若 lim

x→x0
f (x) = A, lim

x→x0
g(x) = B, A > B, 则在 x0 的某空心邻域内

f (x) > g(x).
证证证明明明 反证法. 若在 x0 的某空心邻域内 f (x) ≤ g(x),则由定理 2.3.6, A ≤ B,矛盾.
定定定理理理 2.3.7（夹逼原理） 若在 x0 的某空心邻域内有 f (x) ≤ g(x) ≤ h(x)且

lim
x→x0

f (x) = lim
x→x0

h(x) = A,

则有 lim
x→x0

g(x) = A.

证证证明明明 由 lim
x→x0

f (x) = A,存在 δ1 > 0,当 0 < |x − x0| < δ1 时,| f (x) − A| < ε,即

A − ε < f (x) < A + ε.

由 lim
x→x0

h(x) = A,存在 δ2 > 0,当 0 < |x − x0| < δ2 时,|h(x) − A| < ε,即

A − ε < h(x) < A + ε.

取 δ = min{δ1, δ2},当 0 < |x − x0| < δ,时,

A − ε < f (x) ≤ g(x) ≤ h(x) < A + ε,

从而 |g(x) − A| < ε, lim
x→x0

g(x) = A.
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定定定理理理 2.3.8（极限的四则运算） 设 lim
x→x0

f (x) = A, lim
x→x0

g(x) = B,则

lim
x→x0

[ f (x) ± g(x)] = A ± B, lim
x→x0

f (x)g(x) = AB, lim
x→x0

f (x)
g(x)

=
A
B
,

在商的情况下,要求 B , 0.
证证证明明明 由 lim

x→x0
f (x) = A,存在 δ1 > 0,当 0 < |x − x0| < δ1时,| f (x) − A| < ε.

由 lim
x→x0

g(x) = B,存在 δ2 > 0,当 0 < |x − x0| < δ2时,|g(x) − B| < ε,
取 δ = min{δ1, δ2},当 0 < |x − x0| < δ,同时有 | f (x) − A| < ε, |g(x) − B| < ε.
由此

| f (x) ± g(x) − (A ± B)| ≤ |( f (x) − A) ± (g(x) − B)| ≤ | f (x) − A| + |g(x) − B| < ε + ε = 2ε,

lim
x→x0

[ f (x) ± g(x)] = A ± B.

由 lim
x→x0

f (x) = A, lim
x→x0

g(x) = B及定理 2.3.2,存在正常数 M,使得在 x0 的某空心

邻域内有 | f (x)| ≤ M, |g(x)| ≤ M.

| f (x)g(x) − AB| = |( f (x) − A)g(x) + A(g(x) − B)|
≤ | f (x) − A||g(x)| + |A||g(x) − B| < (M + |A|)ε,

所以 lim
x→x0

f (x)g(x) = AB.

由 B , 0及 lim
x→x0
|g(x)| = |B| > |B|2 ,可假定在 x0 的某空心邻域内 |g(x)| > |B|2 .

∣∣∣∣∣
f (x)
g(x)

− A
B

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
f (x)B − Ag(x)

g(x)B

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
( f (x) − A)B − A(g(x) − B)

g(x)B

∣∣∣∣∣

≤ 2
|B|ε + |A|ε
|B|2 = 2

|A| + |B|
|B|2 ε,

所以 lim
x→x0

f (x)
g(x)

=
A
B
.

定定定理理理 2.3.9（柯西收敛原理） 函数 f (x)在点 x0有极限的充分必要条件是对任何
ε > 0,都存在 δ > 0,使当 0 < |x − x0| < δ及 0 < |x′ − x0| < δ时,就有

| f (x) − f (x′)| < ε.

证证证明明明 必要性. 设 lim
x→x0

f (x) = A,于是对于任给的 ε > 0,δ > 0,使当 0 < |x − x0| < δ
时,就有

| f (x) − f (x0)| < ε

2
.

于是当 0 < |x − x0| < δ及 0 < |x′ − x0| < δ时,就有

| f (x) − f (x′)| ≤ | f (x) − f (x0)| + | f (x′) − f (x0)| < ε

2
+
ε

2
= ε.
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充分性. 设 {xn}是满足条件 xn → x0 (n → ∞)且 xn , x0 (n = 1, 2, · · ·)的任一数
列. 对于任给的 ε > 0,按假设存在 δ > 0使当 0 < |x − x0| < δ及 0 < |x′ − x0| < δ时,就
有

| f (x) − f (x′)| < δ.
对于上述的 δ , 因为 xn → x0 (n → ∞) 且 xn , x0 (n = 1, 2, · · ·) 故有 N, 使当时
m > N, n > N,

0 < |xm − x0| < δ, 0 < |xn − x0| < δ,
故 | f (xm) − f (xn)| < ε, 即 { f (xn)} 为柯西数列, 从而由数列极限的柯西收敛原理知
{ f (xn)}收敛,再由定理 2.3.4,即知 f (x)在点 x0 的极限存在.

注意,对于其他过程,也都有相应的柯西收敛原理,例如在 x → +∞时,有如下的
定理.

定定定理理理 2.3.9’ 函数 f (x)在 +∞处有极限的充分必要条件是对任何 ε > 0, 都存在
X > 0,使当 x > X, x′ > X时,就有

| f (x) − f (x′)| < ε.
例例例 2.3.2 求极限 lim

x→+∞
(√

x2 + 1 − x
)
.

解解解

lim
x→+∞

( √
x2 + 1 − x

)
= lim

x→+∞

(√
x2 + 1 − x

) (√
x2 + 1 + x

)
√

x2 + 1 + x

= lim
x→+∞

1√
x2 + 1 + x

= 0.

例例例 2.3.3 从条件 lim
x→+∞

(
x2 + 1
x + 1

− ax − b
)

= 0,求常数 a, b.

解解解 由条件 lim
x→+∞

(
x2 + 1
x + 1

− ax − b
)

= 0知

0 = lim
x→+∞

1
x

(
x2 + 1
x + 1

− ax − b
)

= lim
x→+∞


1 + 1

x2

1 + 1
x

− x − b
x

 = 1 − a,

所以 a = 1,从而 b = lim
x→+∞

(
x2 + 1
x + 1

− x
)

= lim
x→+∞

1 − x
x + 1

= −1.

重重重要要要极极极限限限一一一

lim
x→0

sin x
x

= 1.

证证证明明明 通过单位圆内扇形面积与两三角形面积比较得

sin x < x < tan x, 0 < x <
π

2
.

从而有

cos x <
sin x

x
< 1, 0 < x <

π

2
.
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显然上式对于 −π2 < x < 0也成立. 由于

| cos x − 1| = 2 sin2 x
2
≤ x2

2
,

可知 lim
x→0

cos x = 1.应用极限的夹逼法则,得到

lim
x→0

sin x
x

= 1.

重重重要要要极极极限限限二二二

lim
x→∞

(
1 +

1
x

)x

= e.

证证证明明明 先证 x→ +∞的情形. 对任意 x ≥ 1,

[x] ≤ x < [x] + 1, 1 +
1

[x] + 1
< 1 +

1
x
< 1 +

1
[x]

,

(
1 +

1
[x] + 1

)[x]

<

(
1 +

1
x

)x

<

(
1 +

1
[x]

)[x]+1

.

其中 [x]表示 x的整数部分. 当 x→ +∞时,不等式左右两侧表现为两个数列极限

lim
n→∞

(
1 +

1
n

)n

= e

与

lim
n→∞

(
1 +

1
n

)n+1

= e.

利用函数极限的夹逼性,得到

lim
x→+∞

(
1 +

1
x

)x

= e.

再证

lim
x→−∞

(
1 +

1
x

)x

= e.

为此令 y = −x,于是当 x→ −∞时, y→ +∞,从而有

lim
x→−∞

(
1 +

1
x

)x

= lim
y→+∞

(
1 − 1

y

)−y

= lim
y→+∞


(
1 +

1
y − 1

)y−1

·
(
1 +

1
y − 1

) = e.
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将 lim
x→+∞

(
1 +

1
x

)x

= e与 lim
x→−∞

(
1 +

1
x

)x

= e结合起来,就得到

lim
x→∞

(
1 +

1
x

)x

= e.

证毕
注注注 上述证明中包含下述结果:

lim
x→∞

(
1 − 1

x

)x

=
1
e
.

例例例 2.3.4 求极限 lim
x→1

(3 − 2x)
2

1−x .

解解解 3 − 2x = 1 + 2(1 − x),令 y = 1
2(1−x) ,则当 x→ 1时 y→ ∞.

lim
x→1

(3 − 2x)
2

1−x = lim
y→∞(1 +

1
y

)
4
y = e4.

例例例 2.3.5 求极限 lim
n→∞

sin π
n2√

3 + 1
n2 −

√
3
.

解解解

lim
n→∞

sin π
n2√

3 + 1
n2 −

√
3

= lim
n→∞

(√
3 + 1

n2 +
√

3
)

sin π
n2

(
3 + 1

n2

)
− 3

= lim
n→∞ π


√

3 +
1
n2 +

√
3


sin π

n2

π
n2

= 2
√

3π.

例例例 2.3.6 求 lim
x→0

(
1 + tan x
1 + sin x

) 1
sin x

.

解解解 令

y =

(
1 + tan x
1 + sin x

) 1
sin x

,

则

lny =
1

sin x
ln

1 + tan x
1 + sin x

=
1

sin x
tan x − sin x

1 + sin x
ln

(
1 +

tan x − sin x
1 + sin x

) 1 + sin x
tan x − sin x

.

因为

lim
x→0

1
sin x

tan x − sin x
1 + sin x

= lim
x→0

1 − cos x
cos x(1 + sin x)

= 0,

lim
x→0

(
1 +

tan x − sin x
1 + sin x

) 1 + sin x
tan x − sin x

= e,
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所以 lim
n→∞ lny = 0 · e = 0,原式 = lim

x→0
y = lim

x→0
elny = e

lim
x→0

lny
= e0 = 1.

例例例 2.3.7 求 lim
n→∞

(
1 +

1
n

+
1
n2

)n

.

解解解 lim
n→∞

(
1 +

1
n

+
1
n2

)n

= lim
n→∞

(
1 +

n + 1
n2

) n2
n+1

n+1
n2

= e
lim

n→∞
n+1
n2 = e0 = 1.

习题 2.3

1. 证明定定定理理理 2.3.5.
2. 求极限：

(1) lim
x→3

x2−5x+6
x2−8x+15 ; (2) lim

x→1
x3−3x+2
x4−4x+3 ;

(3) lim
x→0

(1+2x)(1+3x)−1
x ; (4) lim

x→∞
x2−1

2x2−x−1 ;

(5) lim
x→0

(1+x)5−(1+5x)
x2+x5 ; (6) lim

x→1
x2−1

2x2−x−1 ;

(7) lim
x→∞

sin x
x (m和n为自然数); (8) lim

x→−∞ arctan x√
1+x2

;

(9) lim
x→∞ arcsin 1−x

1+x ; (10) lim
x→∞ arccos

(√
x2 + x − x

)
.

3. 求下列极限:

(1) lim
x→1

x2−√x√
x−1 ; (2) lim

x→4

√
1+2x−3√

x−2 ;

(3) lim
x→3

√
x+13−2

√
x+1

x2−9 ; (4) lim
x→16

4√x−2√
x−4 ;

(5) lim
x→+∞

n√1+x−1
x ; (6) lim

x→+∞
(√

(x + a)(x + b) − x
)

;

(7) lim
x→+∞

√
x+ 3√x+ 4√x√

2x+1
; (8) lim

x→−2

3√x−6+2
x3+8 .

4. 讨论下列极限：

(1) lim
x→π

sin mx
sin nx (m和n为整数); (2) lim

x→0
sin 2x−sin 3x

x ;

(3) lim
x→0

sin 5x
x ; (4) lim

x→∞ x sin 1
x ;

(5) lim
x→0

sin 5x−sin 3x
sin x ; (6) lim

x→0
1−cos x
sin x2 ;

(7) lim
x→a

sin x−sin a
x−a ; (8) lim

x→a
cot x−cot a

x−a ;

(9) lim
x→0

√
1−cos x2

1−cos x ; (10) lim
x→0

1−√cos x
1−cos

√
x
;

(11) lim
x→0

tan x−sin x
sin3 x

; (12) lim
x→ π

3

sin(x− π3 )
1−2 cos x ;

(13) lim
h→0

cos(x+h)−cos x
h ; (14) lim

x→0
x2

1−cos x ;

(15) lim
x→0

cos x−cos 3x
x2 ; (16) lim

x→1
(1 − x) tan πx

2 .
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5. 求极限

(1) lim
x→∞

(
1 + 1

x

)x2

; (2) lim
x→∞

(
1 + 1

x2

)x
;

(3) lim
x→a

lnx−lna
x−a (a > 0); (4) lim

x→∞
(

x2+1
x2−1

)x2

;

(5) lim
x→0

x√1 − 2x; (6) lim
x→∞

(
x+a
x−a

)x
;

(7) lim
x→0

(
1 + x2

)cot2 x
; (8) lim

x→1
(1 + sin(πx))cot πx ;

(9) lim
x→0

ln(1+x)
x ; (10) lim

x→∞ x [ln(1 + x) − lnx] .

6. 设 lim
x→a

f (x) = A (a ≥ 0),证明： lim
x→√a

f (x2) = A.

§2.4 连续函数

§ 2.4.1 连续函数的定义

定定定义义义 2.4.1 若 lim
x→x0

f (x) = f (x0),则称 f (x)在 x0 连续;若 lim
x→x0−

f (x) = f (x0),则称

f (x)在 x0左连续;若 lim
x→x0+

f (x) = f (x0),则称 f (x)在 x0右连续.若 f (x)在某区间 I上

每点连续,则称 f (x)在 I 上连续.
定定定义义义 2.4.2 设函数 f (x)在区间 I（或开,或闭,或半开半闭）内满足：对任意的

ε > 0,可找到只与 ε有关而与 I 内的点 x无关的 η > 0,使得对 I 内任意两点 x1 和 x2,
当 |x1 − x2| < η时,总有 | f (x1) − f (x2)| < ε,就称 f (x)在 I 内一致连续.

例例例 2.4.1 函数 sin x, cos x在任意一点 x0是连续的,也就是在 (−∞,+∞)内连续.
解解解 ∀ε > 0,因为

|sin x − sin x0| =
∣∣∣∣∣2 cos

x + x0

2
sin

x − x0

2

∣∣∣∣∣ ≤ 2
∣∣∣∣∣
x − x0

2

∣∣∣∣∣ = |x − x0|,

取 δ = ε,当 |x − x0| < δ时, | sin x − sin x0| < ε.所以 sin x在任意一点 x0 是连续的.
同理可证 cos x在任意一点 x0 是连续的,故 sin x, cos x在 (−∞,+∞)内连续.
由证明过程可知 sin x, cos x在 (−∞,+∞)内也是一致连续的.
例例例 2.4.2 证明 x2 在 (−∞,+∞)内连续,但非一致连续.
证证证明明明 ∀x0 ∈ (−∞,+∞,假定 |x − x0| < 1,则 |x| < |x0| + 1. ∀ε > 0,因为

|x2 − x2
0| = |(x + x0)(x − x0)| ≤ (|x| + |x0|)|x − x0| ≤ (2|x0| + 1)|x − x0|,

要使 |x2 − x2
0| < ε,只须 (2|x0| + 1)|x − x0| < ε,即 |x − x0| < ε

2|x0| + 1
.

取 δ = min
{

1,
ε

2|x0| + 1

}
,当 |x − x0| < δ时,|x2 − x2

0| < ε,故 x2 在 (−∞,+∞)内连

续.
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取 ε = 1, ∀δ,取 x1 = δ + 1
δ , x2 = δ

2 + 1
δ ,显然 x1, x2 ∈ (−∞,+∞)且 |x1 − x2| = δ

2 < δ,

但

|x2
1 − x2

2| =
∣∣∣∣∣∣∣

(
δ +

1
δ

)2

−
(
δ

2
+

1
δ

)2
∣∣∣∣∣∣∣ = 1 +

3δ2

4
> 1 = ε0,

由此 x2在 (−∞,+∞)内非一致连续.

§ 2.4.2 连续函数的性质和运算

定定定理理理 2.4.1 若 f (x), g(x) 都在 x0 点连续, 则 f (x) ± g(x), f (x)g(x),
f (x)
g(x)

也在点 x0

连续；但对商的情形,必须设 g(x0) , 0.
证证证明明明 由极限的四则运算及连续性定义即知.
定定定理理理 2.4.2 设 f (x) 在 a ≤ x ≤ b 严格增加（减少）, 并且在每点连续, 又设

f (a) = α, f (b) = β,则在区间 y ∈ [α, β]上,存在反函数 x = φ(y),它在这区间上也是严
格增加（减少）和连续的.

证证证明明明 见定理 2.6.4的证明.
定定定理理理 2.4.3 若 y = f (u) 在点 u0 连续, 而 u = φ(x) 在 x0 点的极限为 u0, 即

lim
x→x0

φ(x) = u0,则

lim
x→x0

f [φ(x)] = f (u0) = f [ lim
x→x0

φ(x)].

特别地,若 f (u)在点 u0连续,而 u = φ(x)在点 x0连续,那么复合函数 y = f [φ(x)]在点
x0连续.
证证证明明明 ∀ε > 0,由 y = f (u)在点 u0连续,存在 δ1 > 0,当 |u − u0| < δ1 时,

| f (u) − f (u0)| < ε.

再由 lim
x→x0

φ(x) = u0,存在 δ > 0,当 0 < |x − x0| < δ时, |φ(x) − u0| < δ1. 若 u = φ(x),则

|u − u0| < δ1,从而 | f [φ(x)] − f (u0)| < ε,故

lim
x→x0

f [φ(x)] = f (u0) = f [ lim
x→x0

φ(x)].

特别地,若 f (u)在点 u0连续,而 u = φ(x)在点 x0 连续,则

lim
x→x0

φ(x) = φ(x0) = u0, lim
x→x0

f [φ(x)] = f (u0) = f [φ(x0)],

即 y = f [φ(x)]在点 x0连续.

§ 2.4.3 初等函数连续性与函数的间断点分类

例例例 2.4.3 证明 y = ax 在 (−∞,+∞)内连续.
证证证明明明 先证 y = ax 在 x = 0连续.
若 a > 1, ∀ε > 0,要使 |ax − a0| = |ax − 1| < ε,只需 1 − ε < ax < 1 + ε,即

loga(1 − ε) < x < loga(1 + ε).
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若取 δ = min{− loga(1 − ε), loga(1 + ε)},当 |x − 0| = |x| < δ时,

|ax − a0| = |ax − 1| < ε.

所以 lim
x→0

ax = 1 = a0,即 y = ax 在 x = 0连续.

对一般的 x0 ∈ (−∞,+∞),因为 ax = ax0ax−x0 , ax−x0 可看成 y = au 与 u = x − x0 复
合而成, au 在 u = 0连续,u = x − x0 在 x = x0 连续,由复合函数的连续性知 ax−x0 在
x = x0连续, ax = ax0ax−x0 在 x = x0 连续,从而 y = ax 在 (−∞,+∞)内连续.
若 a = 1, y = ax ≡ 1结论显然.

若 0 < a < 1, y = ax =
1

( 1
a )x

.因为 1
a > 1, ( 1

a )x 在 (−∞,+∞)内连续,故 y = ax 在

(−∞,+∞)内连续.
综上所述 y = ax 在 (−∞,+∞)内连续.
已知 sin x, cos x在 (−∞,+∞)内连续,由连续的四则运算知 y = tan x, cot x在定义

域内连续,从而一切三角函数在定义域内连续.由 y = ax 在定义域内连续及反函数的

连续性知 y = loga x在定义域内连续,由此 y = xµ = eµlnx 在定义域内连续,故一切基
本初等函数,进而一切初等函数在定义域内连续,即得下面的定理.

定定定理理理 2.4.4 初等函数在定义域内连续.
定定定义义义 2.4.3
（1） f (x0−), f (x0+)存在,但不相等,此时称 x0为 f (x)的跳跃间断点.
（2） f (x0−) = f (x0+),亦即 lim

x→x0
f (x)存在,但它不等于 f (x0)或 f (x)在 x0 点没

有定义,这时称 x0 为可去间断点.
（3） f (x0−), f (x0)中至少有一不存在,此时称 x0 是 f (x)的第二类间断点.
注注注在可去间断点处可改变点的函数值或者补充该点的函数值使该函数在此点连

续.
跳跃间断点和可去间断点统称为第一类间点.
例例例 2.4.4 讨论 y =

x
tan x

的不连续点（间断点）.

解解解 lim
x→0

x
tan x

= 1, x = 0为可去间断点.

lim
x→kπ

x
tan x

= ∞ (k , 0), x = kπ为无穷间断点 (第二类间断点).

lim
x→kπ+ π

2

x
tan x

= 0 (k , 0), x = kπ + π
2 为可去间断点 (第一类间断点).

例例例 2.4.5 讨论 y = x[x]的不连续点（间断点）.
解解解 x = k ∈ Z (k , 0)为跳跃间断点

例例例 2.4.6 研究函数 y =


x2 − 9
x − 3

, x , 3,

6, x = 3.
的连续性,并画出该函数的图形.

解解解 x , 3时, f (x) = x + 3连续.而

lim
x→3

f (x) = lim
x→3

x2 − 9
x − 3

= lim
x→3

(x + 3) = 6 = f (3),

由此 f (x)在 x = 3连续.从而 f (x)在 (−∞,+∞)上连续.
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例例例 2.4.7 定出 a, b和 c,使得函数

f (x) =



−1, x ≤ −1;
ax2 + bx + c, |x| < 1, x , 0;
2, x = 0;
1, x ≥ 1.

在 (−∞,+∞)上连续.
解解解 f (−1−) = −1, f (−1+) = a(−12) + b(−1) + c = a − b + c.
由 f (x)连续知 f (−1−) = f (−1+),所以 a − b + c = −1.
而 f (0−) = c = f (0+) = f (0) = 2.
再由 f (1−) = a + b + c, f (1+) = 1知 a + b + c = 1.
联立上述三方程解得 a = −2, b = 1, c = 2.
例例例 2.4.8 设函数 f , g在 (a, b)上连续,令

F(x) = max( f (x), g(x)),G(x) = min( f (x), g(x)),

则 F,G是 (a, b)上的连续函数.
证证证明明明 由

F(x) =
f (x) + g(x)

2
+
| f (x) − g(x)|

2
, G(x) =

f (x) + g(x)
2

− | f (x) − g(x)|
2

及 y = |x|的连续性即知.

例例例 2.4.9 证明 y = sin
1
x
在 (c, 1) (c > 0)是一致连续的,而在 (0, 1)连续但非一致

连续.
证证证明明明 ∀x1, x2 ∈ (c, 1),

∣∣∣∣∣sin
1
x1
− sin

1
x2

∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∣∣∣cos


1
x1

+ 1
x2

2

 sin


1
x1
− 1

x2

2


∣∣∣∣∣∣∣

≤ 2

∣∣∣∣∣∣∣
1
x1
− 1

x2

2

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
1
c2 |x1 − x2|.

∀ε > 0,若
1
c2 |x1 − x2| < ε即 |x1 − x2| < c2ε.取 δ = c2ε,当 |x1 − x2| < δ时,

∣∣∣∣∣sin
1
x1
− sin

1
x2

∣∣∣∣∣ < ε.

故 y = sin
1
x
在 (c, 1) (c > 0)是一致连续的.

∀x ∈ (0, 1)取 c > 0使 x ∈ (c, 1),由前面的证明知 y = sin
1
x
在 (c, 1)上一致连续,

进而在 x ∈ (0, 1)连续.
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对 ε = 1, ∀ δ > 0,取 x1 =
1

2nπ + π
2
, x2 =

1
2nπ
∈ (0, 1),当 n充分大时

|x1 − x2| = π

2nπ(2nπ + π
2 )
< δ.

但 ∣∣∣∣∣sin
1
x1
− sin

1
x2

∣∣∣∣∣ = 1 = ε,

所以 y = sin
1
x
在 (0, 1)上非一致连续.

习题 2.4

1. 求极限

(1) lim
x→1−

arctan 1
1−x . (2) lim

x→1+
arctan 1

1−x ;

(3) lim
x→0−

1
1+e

1
x

; (4) lim
x→0+

1
1+e

1
x

(5) lim
x→0

x
√

cos 1
x ; (6) lim

x→0+
x
[

1
x

]
.

2. 证明

f (x) =

{
x sin 1

x , x , 0
0 x = 0

是 (−∞,+∞)上的连续函数.
3. 设 lim

x→x0
f (x) = a > 0, lim

x→x0
g(x) = b,证明： lim

x→x0
f (x)g(x) = ab,并求下列极限

(1) lim
x→∞( x+1

x−1 )
2x−1
x+1 ; (2) lim

x→∞( x+1
x−1 )x;

(3) lim
n→∞ tann(π4 + 1

n ); (4) lim
x→a

( sin x
sin a )

1
x−a .

4. 证明
(1) lim

x→0
ax−1

x = lna (a > 0); (2) lim
n→∞ n( n√a − 1) = lna.

5. 设函数 f (x)在 (a, b)中有定义且在点 x0 ∈ (a, b)连续,则 f (x)在点 x0 的某一
个邻域有界.

6. 证明若 f (x)为连续函数,则 | f (x)|也是连续的.
7. 函数 f (x)在点 x0连续的充分必要条件是对于任何收敛于 x0的数列 {xn},都有

lim
n→+∞ f (xn) = f (x0).

8. 证明：
(1)某区间上两个一致连续函数之和必定一致连续;
(2)某区间上两个一致连续函数之积不一定一致连续.
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9. 求证函数 1
x 在 (0, 1]上不一致连续.

10. f (x) = x2在 [0,+∞)上非一致连续,但是在 [a, A]上一致连续（A为任意有限
正数）.

11. 指出下列各函数的间断点,并指出间断点的类型:

(1) f (x) = x2−1
x2−3x+2 ; (2) f (x) = x arctan 1

x ;
(3) f (x) = x cot x; (4) f (x) = 1

lnx
;

(5) f (x) =

{
cos πx

x , |x| ≤ 1,
|x − 1|, |x| > 1

;

(6) f (x) =

{
sin(πx), x为有理数,
0, x为无理数.

12. 设函数 f (x)在点 x0 连续且 f (x0) > 0,求证存在 δ > 0使当 |x − x0| < δ时,就
有 f (x) ≥ c > 0,其中 c为常数.

13. 若 f (x)在 [a, b]连续,恒正,按定义证明 1
f (x) 在 [a, b]连续.

14. 设对所有 x ∈ [−1, 1],均有 | f (x)| ≤ |x|,求证 f (x)在点 0连续.
15. 设 a > 0, 函数 f (x)在 [a,+∞)上满足李普希兹条件：对任意 x, y ∈ [a,+∞),

都有 | f (x) − f (y)| ≤ L|x − y|,其中 L为常数,求证函数 f (x)
x 在 [a,+∞)上一致连续.

16. 判断下列各函数在指定区间上是否一致连续？说明理由.

(1) f (x) = 3√x, [0, 1]; (2) f (x) = sin π
x , (−∞,+∞);

(3) f (x) = x + sin x, (−∞,+∞); (4) f (x) = sin x2, (−∞,+∞).

17. 设函数 f (x)在 (a, b)中一致连续,求证 f (x)在 (a, b)中有界.
18. 设函数 f (x)在 [a, b]上只有第一类间断点,求证 f (x)于 [a, b]上有界.
19. 设 f (x)在 (a, b]与 [b.c)上都一致连续,求证 f (x)在 (a, c)中一致连续,若将区

间 (a, b]改为 (a, b),其他条件不动,结论如何？

§2.5 无穷小量和无穷大量的阶

定定定义义义 2.5.1 当 x→ x0时, f (x), g(x)为无穷小量.

（1）若 lim
x→x0

f (x)
g(x)

= 0或 lim
x→x0

g(x)
f (x)

= ∞,称 f (x)关于 g(x)是高阶无穷小量,也称

g(x)关于 f (x)是低阶无穷小量,记作 f (x) = o(g(x)).

（2）若 lim
x→x0

f (x)
g(x)

= c , 0,就称 f (x)和 g(x)是同阶无穷小量. 一般地,若存在常

数 A > 0, B > 0,当 x在 x0 的某空心邻域内时,a ≤ f (x)
g(x)

≤ B就称 f (x)和 g(x)是同阶

无穷小量,记为 f (x) = O(g(x))或 g(x) = O( f (x)).

（3）若 lim
x→x0

f (x)
g(x)

= 1,就称 f (x)和 g(x)是等价无穷小量,记为 f (x) ∼ g(x).

（4）若以 x作为基本无穷小量,则当 f (x)与 xk (主部, k为某一正数)为同阶无
穷小量时,称 f (x)为 k阶无穷小量.
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关于无穷大量的比较,也有类似的定义,例如当 x → x0 时, f (x), g(x)为无穷大量,

若 lim
x→x0

f (x)
g(x)

= ∞,就称 f (x)关于 g(x)为高阶无穷大量,等等.

除了 f (x) ∼ g(x), f (x) = O(g(x)), f (x) = o(g(x)) 这些记号以外, 我们时常还用
f (x) = O(1)表示 f (x)是有界变量,用 f (x) = o(1)表示 f (x)是无穷小量.
定定定理理理 2.5.1 若 α ∼ α1, β ∼ β1,则

α

β
=
α1

β1
.

证证证明明明 若 α ∼ α1, β ∼ β1,则

lim
x→x0

α

α1
= 1, lim

x→x0

β

β1
= 1.

lim
x→x0

α

β
= lim

x→x0

α

α1

α1

β1

β1

β
= lim

x→x0

α1

β1
.

在求极限时经常先有等价无穷小代换.

例例例 2.5.1 求 lim
x→0

x tan4 x

sin3 x(1 − cos x) cos2 3x
.

解解解 因为 x→ 0, sin x ∼ x, tan x ∼ x, 1 − cos x = 2 sin2 x
2 ∼ x2

2 ,所以

lim
x→0

x tan4 x

sin3 x(1 − cos x) cos2 3x
= lim

x→0

x · x4

x3 · x2

2 ) cos2 3x
= 2.

习题 2.5

1. 写出下述命题的“否定命题”的分析表述：
(1) {xn}是无穷小量;
(2) {xn}是正无穷大量;
(3) f (x)在 x0的右极限是 A;
(4) f (x)在 x0的左极限是正无穷大量;
(5) 当 x→ −∞, f (x)的极限是 A;
(6) 当 x→ +∞, f (x)是负无穷大量.
2. 设 x→ +∞和 n > 0. 证明
(1) cO(xn) = O(xn); (2) O(xn) + O(xm) = O(xn), (n > m); (3) O(xn)O(xm) =

O(xm+n).
3. 设 x→ +0,证明

(1) x sin 1
x = O(|x|); (2) lnx = o( 1

xε ), (ε > 0);

(3)

√
x +

√
x +
√

x ∼ 8√x; (4) arctan 1
x = O(1);

(5) (1 + x)n = 1 + nx + o(x).
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4. 设 x→ +∞. 证明

(1) x + x2 sin x = O(x2); (2) lnx = o(xε);

(3) xpe−x = o( 1
x2 ); (4)

√
x +

√
x +
√

x ∼ √x.

5. 设 x→ 0,选出下列函数的形如 Cxn 的主部,并求其对于无穷小变数 x的阶.

(1) 2x − 3x2 + x5; (2)
√

1 + x − √1 − x;
(3)
√

1 − 2x − 3√1 − 3x; (4) tan x − sin x.

6. 设 x→ +∞,选出下列函数的形如 C( 1
x )n的主部,并求其对于无穷小 1

x 的阶:

(1) x+1
x4+1 ; (2)

√
x + 1 − √x;

(3)
√

x + 2 − 2
√

x + 1 +
√

x; (4) 1
x sin 1

x .

7. 设 x→ 1,选出下列函数的形如 C( 1
x−1 )n 的主部,并求对于无穷大 1

x−1 的阶:

(1) x2

x2−1 ; (2)
√

1+x
1−x ;

(3) x
3√

1−x3
; (4) 1

sin πx ;

(5) lnx
(1−x)2 .

8. 求下列极限：

(1) lim
x→0

x4 + x3

sin 1
2 x tan2 x

; (2) lim
x→0+

1−√cos x
1−cos

√
x
;

(3) lim
x→+∞

(√
1 + x + x2 −

√
1 − x + x2

)
; (4) lim

x→0

(
cos x − x2

2

) 1
x2
.

第二章典型例题选讲一

例例例 2.1 讨论极限 lim
x→1

(
1
x −

[
1
x

])
是否存在.

分分分析析析与取整数函数 y = [x]有关的函数, 在整数点的两侧以分段函数形式表示,
故应考虑左、右极限.

解解解 在点 x0 = 1的左右两侧附近,当 x > 1时有

0 <
1
x
< 1⇒

[
1
x

]
= 0,

于是有

lim
x→1+

(
1
x
−

[
1
x

])
= lim

x→1+

1
x

= 1;
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当 x < 1(限定 x > 0)时有

1 ≤
[
1
x

]
≤ 1

x
,

故由夹逼法则得 lim
x→1−

[
1
x

]
= 1,从而有

lim
x→1−

(
1
x
−

[
1
x

])
= 0.

综上可知,极限 lim
x→1−

(
1
x −

[
1
x

])
不存在.

例例例 2.2 求下列极限:

(1) lim
x→+∞

(
sin
√

x + 1 − sin
√

x
)

; (2) lim
x→0

ln(1 + x)
x

;

(3) lim
x→0

(1+x)a−1
ln(1+x)

(a , 0); (4) lim
x→+∞

(
cos 1

x

)x2

;

(5) lim
x→+∞[(x + η)a − xa],其中 a > 0, a , 1, η > 0.

解解解

(1) sin
√

x + 1 − sin
√

x = 2 sin

√
x + 1 − √x

2
cos

√
x + 1 +

√
x

2
,

sin
√

x+1−√x
2 = sin 1

2(
√

x+1+
√

x)

≈ 1
2(
√

x+1+
√

x)
≈ 1

4
√

x
(x→ +∞),

cos
√

x+1+
√

x
2 = O(1) (x→ +∞),

所以有 lim
x→+∞

(
sin
√

x + 1 − sin
√

x
)

= 0.
(2)

lim
x→0

ln(1 + x)
x

= lim
x→0

ln(1 + x)
1
x = ln lim

x→0
(1 + x)

1
x = lne = 1.

(3) 令 t = (1 + x)a − 1,则当 x→ 0时 t → 0,且有

ln(1 + x) =
1
a

ln(1 + t) ≈ t
a

(t → 0),

从而得到

lim
x→0

(1 + x)a − 1
ln(1 + x)

= lim
t→0

t
t
a

= a.

(4)

lim
x→+∞

(
cos

1
x

)x2

= lim
x→+∞


(
1 +

(
cos

1
x
− 1

)) 1
cos 1

x −1


(cos 1

x−1)x2

= e
lim

x→+∞(−2 sin2 1
2x )x2

= e−
1
2 .

(5) (x + η)a − xa = xa−1 · x[(1 +
η
x

a) − 1],而
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lim
x→+∞ x

[(
1 +

η
x

)a − 1
]

= η lim
t→0+

(1+t)a−1
t (令 t =

η
x )

= η lim
t→0+

(1 + t)a − 1
ln(1 + t)

= ηa.

所以有

lim
x→+∞[(x + η)a − xa] =

{
0, 0 < a < 1,
+∞, a > 1.

例例例 2.3 设 a ≥ 0, b ≥ 0,求极限 lim
n→+∞

(
n√a+

n√b
2

)n
.

解解解 考虑函数极限

lim
x→+∞


a

1
x + b

1
x

2


x

= lim
x→+∞

[
(1 + ϕ(x))

1
ϕ(x)

]xϕ(x)
,

其中 ϕ(x) = 1
2 (a

1
x + b

1
x ) − 1.利用基本极限 lim

x→0
ax−1

x = lna,得到

lim
x→+∞ xϕ(x) = lim

t→0+

at+bt−2
2t

= lim
t→0+

at−1
2t + lim

t→0+

bt−1
2t

= 1
2 (lna + lnb).

另一方面,当 x→ +∞时, ϕ(x)→ 0,故有

lim
x→+∞(1 + ϕ(x))

1
ϕ(x) = e.

于是利用幂指数求极限公式得

lim
x→+∞


a

1
x + b

1
x

2


x

= e
1
2 (lna+lnb) =

√
ab.

最后,由归结原则得

lim
n→+∞


n√a +

n√b
2


x

=
√

ab.

例例例 2.4 求极限
lim
n→∞

(
cos

α

n
+ sin

α

n

)n
(α , 0).

解解解 先求相应的函数极限

lim
x→+∞

(
cos

α

x
+ sin

α

x

)x
= lim

x→+∞

[
(1 + ϕ(x))

1
ϕ(x)

]xϕ(x)
,

其中 ϕ(x) = cos α
x + sin α

x − 1,且有 lim
x→+∞ϕ(x) = 0,又

lim
x→+∞ xϕ(x) = lim

t→0+

sinαt+cosαt−1
t

= lim
t→0+

(
α sinαt

αt − ·
2 sin2 αt

2
t

)

= α.
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所以有
lim

x→+∞(cos
α

x
+ sin

α

x
)x = eα ⇒ lim

n→∞(cos
α

n
+ sin

α

n
)n = eα.

例例例 2.5 设函数 f (x)定义在 (a,+∞)上,满足条件
(i) ∀b > a, f (x)在 (a, b)内有界;
(ii) lim

x→+∞[ f (x + 1) − f (x)] = A,

证明 lim
x→+∞

f (x)
x = A.

证证证明明明 由条件 (ii),∀ε > 0,∃G > a,∀x ≥ G,有

| f (x + 1) − f (x) − A| < ε

3
.

∀x ≥ G, x可表示为 x = G + k + α,其中 k为非负整数, 0 ≤ α < 1.于是有
∣∣∣∣∣
f (x)

x
− A

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
f (x) − f (G + α) + f (G + α)

x
− G + k + α

x
A
∣∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∣
f (x) − f (G + α)

x
− k

x
A
∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣
f (G + α)

x

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣
G + α

x
A
∣∣∣∣∣ .

利用条件 (i), f 在 (a,G + 1)内有界,故只要取 x(≥ G)充分大,就能同时成立
∣∣∣∣∣
f (G + α)

x

∣∣∣∣∣ <
ε

3
以及

∣∣∣∣∣
G + α

x
A
∣∣∣∣∣ <

ε

3
.

另一方面,
∣∣∣∣∣
f (x) − f (G + α)

x
− k

x
A
∣∣∣∣∣

=
1
x
|[ f (x) − f (x − 1) − A] + [ f (x − 1) − f (x − 2) − A] + · · ·

+[ f (G + 1 + α) − f (G + α) − A]|
≤ 1

x
k · ε

3
<
ε

3
.

综合上面的式子导出
∣∣∣∣ f (x)

x − A
∣∣∣∣ < ε,从而 lim

x→+∞
f (x)

x = A.

例例例 2.6 设 f (x)在 (a, b)内单调,则 ∀x0 ∈ (a, b), f (x0+), f (x0−)存在.
证证证明明明 不妨设 f (x)在 (a, b)内单调递增.令 ξ = sup

x<x0

f (x).

∀ε > 0,由定义, ∃x1 ∈ (a, b), x1 < x0, ξ − ε < f (x1).
取 δ = x0 − x1,则 x > x0 − δ = x1 时, f (x) ≥ f (x1) > ξ − ε. 从而

ξ − ε < f (x)| ≤ ξ < ξ + ε, lim
x→x0−

f (x) = ξ.

若设 η = inf
x>x0

f (x),同理可证 f (x0+) = η.

例例例 2.7 设 f (x)在 (0, 1)内有定义,且函数 ex f (x)与 e− f (x) 在 (0, 1)内都是单调不
减的. 试证: f (x)在 (0, 1)内连续.
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证证证明明明 由 e− f (x) 在 (0, 1) 内单调不减知, 当 x > x0 时, 有 e− f (x) ≥ e− f (x0). 从而
f (x0) ≥ f (x),此即表明 f (x)单调递减,所以 ∀x0, f (x0+), f (x0−)存在. 令 x → x0+得
f (x0) ≥ f (x0+).
由 ex f (x)单调不减知,当 x > x0时, ex f (x) ≥ ex0 f (x0).令 x→ x0+0,得 ex0 f (x0+) ≥

ex0 f (x0), f (x0) ≥ f (x0). 故 f (x0+) = f (x0).
类似可证 f (x0−) = f (x0)，从而 f (x) 在 x0 处连续. 由 x0 的任意性, 知 f (x) 在

(0, 1)处处连续.
例例例 2.8 设 f (x)在 (a, b)上至多只有第一类间断点,且对 ∀x, y ∈ (a, b)有 f

(
x+y
2

)
≤

f (x)+ f (y)
2 .求证: f (x)在 (a, b)上连续.
证证证明明明 因为 f (x)在 (a, b)上至多只有第一类间断点,所以∀x0 ∈ (a, b), f (x0−), f (x0+)

存在.
取 x = x0 − h, y = x0 + h,由条件得

2 f (x0) ≤ f (x0 − h) + f (x0 + h).

令 h→ 0,则
2 f (x0) ≤ f (x0−) + f (x0+).

取 x = x0, y = x0 + 2h,由条件得

2 f (x0 + h) ≤ f (x0) + f (x0 + 2h).

令 h→ 0,则
2 f (x0+) ≤ f (x0) + f (x0+); f (x0+) ≤ f (x0).

同理可证 f (x0−) ≤ f (x0),所以

2 f (x0) = f (x0−) + f (x0+) ≤ f (x0) + f (x0+); f (x0) ≤ f (x0+).

故 f (x0−) = f (x0),同理 f (x0+) = f (x0).因而 f (x)在 (a, b)上连续.
例例例 2.9 设 f (x)对 (−∞,+∞)内一切 x有 f (x2) = f (x),且 f (x)在 x = 0, x = 1连续,

证明 f (x)在 (−∞,+∞)为常数.
证证证明明明 若 x > 0,由条件得

f (x) = f (x
1
2 ) = f (x

1
4 ) = · · · = f (x

1
2n ) = · · ·

因此

f (x) = lim
n→∞ f (x

1
2n ) = f ( lim

n→∞ x
1

2n ) = f (1).

若 x < 0, f (x) = f (x2) = f (1). 当 x = 0时, f (x) = lim
x→0

f (x) = f (1). 故 f (x) = f (1)

(常数).
例例例 2.10 证明 (1) 若数列 xn(n = 1, 2, · · ·)收敛,且 xn > 0,则

lim
n→∞

n√x1x2 · · · xn = lim
n→∞ xn
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(2) 若 xn > 0 (n = 1, 2, · · ·)且 lim
n→∞

xn+1
xn
存在,则

lim
n→∞

n√xn = lim
n→∞

xn+1

xn
.

证证证明明明 (1) 利用例 1.1的已知极限及连续性,

lim
n→∞

n√x1x2 · · · xn = lim
n→∞ e

1
n (lnx1+···+lnxn)

= e
lim

n→∞
1
n (lnx1+···+lnxn)

= e
lim

n→∞ lnxn
= e

ln( lim
n→∞ xn)

= lim
n→∞ xn

(2) 利用 (1)的结果

lim
n→∞

n√xn = lim
n→∞

n√x1
n

√(
x2

x1

) (
x3

x2

)
· · ·

(
xn

xn−1

)

= lim
n→∞

n√x1

[(
x2

x1

) (
x3

x2

)
· · ·

(
xn

xn−1

)] 1
n−1 · n−1

n

= 1 · lim
n→∞

xn

xn−1
= lim

n→∞
xn

xn−1
.

第二章复习题一

1. 求下列极限:

(1) lim
x→0

x[ 1
x ]; (2) lim

x→0+

(
1
x − [ 1

x ]
)

;

(3) lim
x→0

(1+x)n−1
x ; (4) lim

x→0

(1+mx)n−(1+nx)m

x2 ;

(5) lim
x→+∞

xm−1
xn−1 ; (6) lim

x→+∞ xa sin 1
x ;

(7) lim
x→∞ ex sin x; (8) lim

x→0

arctan(a+x)−arctan a
x ;

(9) lim
x→0

√
1+x sin x−1

ex2−1
; (10) lim

x→0

cos(xex)−cos(xe−x)
x3 ;

(11) lim
x→ π

4

tan 2x tan
(
π
4 − x

)
; (12) lim

x→∞ x
(
π
4 − arctan x

x+1

)
.

2. 求下列极限:

(1) lim
h→0

ax+h+ax−h−2ax

h2 (a > 0) (2) lim
x→+∞

√
x+
√

x+
√

x√
x+1

;

(3) lim
x→0

√
1+x− 3√

1+2x2

ln(1+3x)
; (4) lim

x→+∞


√

x +

√
x +
√

x − √x

 ;

(5) lim
x→+∞ x

(√
x2 + 2x − 2

√
x2 + x + x

)
;

(6) lim
x→+∞

( 3√
x3 + 3x2 −

√
x2 − 2x

)
.
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3. 求下列极限：

(1) lim
x→+∞ x

1
x ; (2) lim

x→1
(2 − x)sec πx

2 ;

(3) lim
x→∞

(
x2−1
x2+1

) x−1
x+1 ; (4) lim

x→0
(x + ex)

1
x ;

(5) lim
x→ π

2

(sin x)tan x ; (6) lim
x→0

ln cos ax
ln cos bx

(7) lim
x→0+

(
cos
√

x
) 1

x ; (8) lim
x→0

ln tan( π4 +ax)
sin bx ;

(9) lim
n→∞ cosn x√

n
; (10) lim

x→0

(
1+x2x

1+x3x

) 1
x2 ;

(11) lim
x→0

(
cos x

cos 2x

) 1
x2 ; (12) lim

x→0

(
ax2

+bx2

ax+bx

) 1
x

(a > 0, b > 0);

(13) lim
x→0

ax2
+bx2

(ax−bx)2 ; (14) lim
x→+∞ ln(1 + 2x)ln(1 + 3

x );

(15) lim
x→1

(1 − x) logx 2; (16) lim
x→0

(
ax+bx+cx

3

) 1
x (a > 0, b > 0, c > 0).

4. 利用夹逼法证明：
(1) lim

x→+∞
xk

ax = 0,其中 a > 1, k为任意自然数;

(2) lim
x→+∞

lnk
x

x = 0,其中 k为任意自然数.

5. 求下列函数的间断点,并判断间断点的类型.

(1) f (x) = x
sin x ; (2) f (x) = [x] sin 1

x ;

(3) f (x) = [2x] − 2[x]; (4) f (x) = 1
xn e

1
x2 ;

(5) f (x) = xlnn|x|; (6) f (x) = x2−x
|x|(x2−1) ;

(7) f (x) =
√

1+3x−1√
1+2x−1

; (8) f (x) = 1
1+ 1

x
;

(9) f (x) =

{
sin π

p , x =
q
p (p, q互质, p > 0)

0, x无理数
.

6. 证明: lim
x→x0+

f (x) = +∞ 的充分必要条件是对于任意从右方收敛于的数列
{xn} (xn > x0),成立

lim
n→∞ f (xn) = +∞.

7. 证明区间 (a, b)上单调函数的不连续点必为第一类不连续点.
8. 确定 a和 b ,使下列各无穷小量或无穷大量等价于 axb.
(1) f (x) = x5 − 3x4 + x3 + x(x→ 0, (x→ ∞);
(2) f (x) = x5+3x2

3x4−x3 , (x→ 0, x→ ∞);

(3) f (x) =
√

x3 +
3√

x2, (x→ 0+, x→ +∞);
(4) f (x) =

√
x2 − 1 − x, (x→ +∞);

(5) f (x) =

√
1 + x

√
x − e2x, (x→ 0+);

(6) f (x) = ln cos x − arctan x2, (x→ 0);
(7) f (x) =

√
1 + 3x − 3√1 + 2x, (x→ 0, (x→ +∞);
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(8) f (x) =
√

1 + tan x − √1 − sin x, (x→ 0).
9. 当 x→ 0+时,对任意自然数 k, ( −1

lnx
)k 关于 x是低阶无穷小量.

10. 当 x→ 0+时,对任意自然数 k, e−
1
x 关于 xk 是高阶无穷小量.

11. 函数极限 lim
x→+∞ f (x) 存在而且有限的充分必要条件是：对于任意给定的

ε > 0,存在 X > 0,对一切 x′, x′′ > X,成立 | f (x′) − f (x′′)| < ε.
12. 函数极限 lim

x→x0
f (x) 存在的充分必要条件是：对于任意给定的 ε > 0, 存在

δ > 0,当 0 < |x′ − x0| < δ, 0 < |x′′ − x0| < δ时,成立 | f (x′) − f (x′′)| < ε.
13. 当 x = 0时下列函数无定义,试定义 f (0)的数值,使 f (x)在 x = 0连续：

(1) f (x) =
√

1+x−1
3√1+x−1

; (2) f (x) = tan 2x
x ;

(3) f (x) = sin x sin 1
x ; (4) f (x) = (1 + x)

1
x ;

(5) f (x) = xln2x; (6) f (x) = xx (x > 0).

14. 设 |x| < 1,求极限 lim
n→∞

(
1 + x+x2+···+xn

n

)n
.

15. 已知 a1, · · · , an > 0 (n ≥ 2),且 f (x) =

[
ax

1+···+ax
n

n

] 1
x
,求 lim

x→0
f (x).

16. 设 lim
x→x0

f (x) = +∞,求证 lim
x→x0

ln f (x)
f (x) = 0.

17. 设 f (x)在实轴上连续,且 lim
x→∞ f 2(x) = ∞,求证 lim

x→∞ f (x) = ∞.

18. 设序列 {xn}由如下迭代产生：x1 = 1
2 , xn+1 = x2

n + xn(n = 1, 2, · · ·),求证：

lim
n→∞

(
1

1 + x1
+

1
1 + x2

+ · · · + 1
1 + xn

)
= 2.

§ 2.6 闭区间上连续函数性质及其证明

我们已经知道：闭区间上的连续函数具有许多很很重要的性质. 其中大多数性
质从直观上看是相当明显的,但在数学上却必须一个个加以严格的论证,而不能仅以
直观来代替,这些性质,对于开区间上的连续函数或者闭区间上的非连续函数,一般
说来是不成立的. 在下面的讨论中,我们将给出适当的例子来表明这一点.

定定定理理理 2.6.1 (有界性定理) 若函数 f (x)在闭区间 [a, b]上连续,则它在 [a, b]上有
界.

证证证法法法 1 用致密性定理来证. 若函数 f (x)在闭区间 [a, b]上无界,则对于任何自然
数 n, 在闭区间 [a, b]上至少存在一点 xn, 使得 | f (xn)| > n,显然 f (xn) → ∞(n → ∞).
由致密性定理, 在有界数列 {xn} 中能选出一个收敛的子列 xnk → x0 ∈ [a, b]. 一
方面 f (xnk ) → ∞ (k → ∞); 另一方面, 函数 f (x) 在 [a, b] 上连续, 故在 x0 点处,
当 x → x0 时, 就有 f (x) → f (x0), 而 xnk → x0, 根据函数极限与数列极限的关
系, 有 lim

k→∞
f (xnk ) = f (x0), 到此我们获得了两个互相矛盾的结论: f (xnk ) → ∞ 及

f (xnk ) → f (x0) (k → ∞),也就是说, f (x)在 [a, b]上无界的假设与已给条件矛盾,这样
就证明了定理.
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证证证法法法 2 用有限覆盖定理来证.
∀x0 ∈ [a, b], 按连续的定义, lim

x→x0
f (x) = f (x0), 因此存在 δx0 > 0, 使 f (x) 在

(x0 − δx0 , x0 + δx0)内有界 (若 x0 = a补充 f (x)在 (x0 − δx0 , x0)的值为 f (a),对于 x0 = b
同样考虑), 即存在 Mx0 > 0 使得对 ∀x ∈ (x0 − δx0 , x0 + δx0) 有 | f (x)| ≤ Mx0 . 显然
[a, b] ⊂ ⋃

x0∈[a,b]
(x0 − δx0 , x0 + δx0).由有限覆盖定理,存在有限个开区间覆盖 [a, b],记这

有限个开区间为

(x1 − δx1 , x1 + δx1), (x2 − δx2 , x2 + δx2), · · · , (xk − δxk , xk + δxk ).

记 M = max{Mx1 ,Mx2 , · · · ,Mxk },则 ∀x ∈ [a, b],存在 i,使得 x ∈ (xi − δxi , xi + δxi),从而
| f (x)| ≤ Mxi ≤ M.故 f (x)在 [a, b]上有界.

在上面的证明中,还有一点需要补充说明一下,在端点 a及 b上,按极限性质,应
有半开半闭区间 [a, a + δa)及 (b − δb, b]),使 f (x)在这两个区间上函数为有界,而这两
个区间皆非开区间,但我们可以把它们换为开区间 (a− δa, a + δa)及 (b− δb, b + δb),并
考虑函数 F(x) :

F(x) =


f (a), a − δa < x < a
f (x), a ≤ x ≤ b
f (b), b < x < b + δb

由上面的讨论知道 F(x)在 [a, b]上有界,亦即 f (x)在 [a, b]上有界.
注注注 1 此定理还可用区间套定理证明.
注注注 2 这个定理只表明了闭区间上的连续函数一定有界. 但对于开区间上的连续

函数和闭区间上的非连续函数,这时既不能肯定它们一定无界,也不能肯定它们一定

有界,需按具体的问题而定. 例如函数 y = sin
1
x
和 y =

1
x
皆在开区间 (0, 1)连续,但前

者在 (0, 1)内有界,后者无界.

y = x − [x]在 [0, 1]的上确界为 1,下确界为 0,但无最大值. y =
1
x
在 (0, 1)的上确

界为 +∞,下确界为 1,但无最大值也无最小值.
从上面的两个例子可以看到,若函数在闭区间不连续或仅在开区间连续,就不一

定有最大值或最小值.即使对有界函数而言,虽然它一定存在上确界和下确界,但它
仍然可以没有最大值和最小值.

定定定理理理 2.6.2 (最大、最小值定理) 在闭区间 [a, b]上的连续函数 f (x)一定有最大
值和最小值.

证证证明明明 由有界性定理, f (x) 在 [a, b] 有界, 因此有上确界 M 和下确界 m, 即 M =

sup
x∈[[a,b]

f (x),m = inf
x∈[[a,b]

f (x).

由上确界定义,对 ε =
1
n

,存在 xn ∈ [a, b]使 M − 1
n
< f (xn) ≤ M,即 lim

n→∞ f (xn) = M.

由致密性定理, {xn} 有一收敛的子列 {xnk }, 设 xnk → x0 ∈ [a, b], 再由子列的性质
lim
k→∞

f (xnk ) = M.而 f (x)在点 x0 连续,即 lim
x→x0

f (x) = f (x0),由函数极限与数列极限的

关系,最后得到
M = lim

k→∞
f (xnk ) = lim

x→x0
f (x) = f (x0)

这就证明了 f (x)有最大值.同理可证 f (x)有最小值.
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定定定理理理 2.6.3 (零点存在定理) 若 f (x)在 [a, b]连续,且 f (a), f (b)异号,则在 (a, b)内
至少有 f (x) = 0的一个根 ξ.

证证证明明明(应用区间套定理) . 不妨设 f (a) < 0, f (b) > 0, 将 [a, b] 二等到分, 中点为
1
2 (a + b). 若 f ( 1

2 (a + b)) = 0,定理就得到了证明. 若不然,两个部分区间中必有一个区
间,在两端点处函数值异号,设此区间为 [a1, b1],并且也有 f (a1) < 0, f (b1) > 0.再将
[a1, b1]二等分,中点为 1

2 (a1 + b1),若 f ( 1
2 (a1 + b1)) = 0,定理就得到了证明. 若不然,可

以继续下去,于是有两种可能:
1. 进行若干次后,在某分点处函数值为零,这样定理即得证明.
2. 分点处函数值不为零, 此时函数在两端异号, 如此我们得到一个区间列

{[an, bn]},它有两个性质: (1) [a1, b1] ⊃ [a1, b1] ⊃ · · · ,并且 f (an) < 0, f (bn) > 0; (2)当
n → ∞时 bn − an = b−a

2n → 0.由区间套定理,必有 ξ ∈ [a, b],使 lim
n→∞ an = lim

n→∞ bn = ξ.

因为 f (x) 在 [a, b] 上连续, 因此在 x = ξ 处亦连续, 因而 f (ξ) = lim
n→∞ f (an) ≤ 0 和

f (ξ) = lim
n→∞ f (bn) ≥ 0,即 f (ξ) = 0,证毕.

注意,在定理的条件下, f (x)在 (a, b)之间也可能不止一个根；又当 f (a), f (b)同
号时,也不能说 [a, b]中一定没有 f (x)的根,画图可举出这样的例子. ‘

推推推论论论 2.6.1 (介值定理) 若 f (x)在 [a, b]连续,且 f (a) , f (b),则 f (x)在 (a, b)内可
取得介于 f (a)与 f (b)之间的任何值 η.

证证证明明明 令 F(x) = f (x) − η,显然 F(x)在 [a, b]连续,且 F(a) = f (a) − η < 0, F(b) =

f (b) − η > 0.由零点存在定理至少存在 ξ ∈ (a, b)使 F(ξ) = 0,即 f (ξ) = η.

推推推论论论 2.6.2 f (x)在 [a, b]连续,最小值与最大值分别为 m,M. 则 f (x)在 (a, b)内可
取得介于 m与 M之间的任何值 η.

证证证明明明 若 m = M,则 f (x) ≡ c结论显然成立. 设 m < M,由 f (x)在 [a, b]连续知存
在 α, β ∈ [a, b]使 f (α) = m, f (β) = M.将 f (x)在 [α, β]或 [β, α]上利用推论 2.6.1,存在
ξ ∈ (α, β) ⊂ (a, b)使得 f (ξ) = η,证毕.

定定定理理理 2.6.4 (反函数连续性定理) 设 f (x)在 a ≤ x ≤ b上严格增加（减少）且连
续,又 f (a) = α, f (b) = β,则在 α ≤ y ≤ β上存在着 y = f (x)的反函数 x = φ(y), φ(y)在
[α, β]上也是严格增加（减少）且连续的.

证证证明明明 在第一节中,我们已经证明了反函数的存在性和单调性,现在只要再证明:
(1)函数的值域是 [α, β]; (2)反函数在 [α, β]连续.

(1) 设 y 是 [α, β] 中的任意一点, 如果 y = α 或 β, 那么相应的 x = a 或 b, 即有
f (a) = α或 f (b) = β,换句话说, α和 β在 f (x)的值域中. 又如果 α < y < β,由介值定
理知道,在 (a, b)中必存在一点 x0,满足 f (x0) = y,这表明 (α, β)内的任何 y也在 f (x)
的值域中,即证明了 (i).

(2) 证明 φ(y)在 [α, β]连续,即证明 φ(y)在区间上任意一点 y0 是连续的. 按定义,
也就是要证明,对任意的 ε > 0,存在 δ > 0,使 |y − y0| < δ时,成立下式：

|φ(y) − φ(y0)| < ε.

记 φ(y0) = x0, φ(y) = x,那么 f (x0) = y0, f (x) = y,我们所要证明的不等式 |φ(y) −
φ(y0)| < ε化为 |x − x0| < ε,亦即

x0 − ε < x < x0 + ε.
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从 φ(y)的严格单调增加性,要这个不等式成立,只要

f (x0 − ε) < f (x) < f (x0 + ε)

就可以了. 也就是只要

f (x0 − ε) − f (x0) < f (x) − y0 < f (x0 + ε) − f (x0)

因此只要取 δ = min{ f (x0) − f (x0 − ε), f (x0 + ε) − f (x0)}, 于是当 |y − y0| < δ时, 就有
|φ(y) − φ(y0)| < ε.

定定定理理理 2.6.5 (一致连续性定理,康托定理） 闭区间 [a, b]上的连续函数 f (x)必定
一致连续.

证证证法法法 1 (采用反证法)
若函数 f (x) 在 [a, b] 上非一致连续, 则存在 ε0 > 0 对于任何数 δ = 1

n (n =

1, 2, · · ·),在区间 [a, b]内至少存在两点 x(1)
n 及 x(2)

n ,虽然 |x(1)
n − x(2)

n | < 1
n ,但

| f (x(1)
n ) − f (x(2)

n )| ≥ ε0.

由致密性定理在有界数列 {x(1)
n }中存在一收敛的子列 x(1)

nk → x0, 这里 x0 ∈ [a, b]. 再
由 |x(1)

n − x(2)
n | < 1

n → 0(n → ∞) 知 x(1)
nk − x(2)

nk → 0, 所以有 x(2)
nk → x0(k → ∞) 并且

f (x(1)
nk ) − f (x(2)

nk )| ≥ ε0 对一切 k 成立. 另一方面, 由于函数 f (x) 在点 x0 连续, 亦即
lim
x→x0

f (x) = f (x0)按函数极限与数列极限的关系有

lim
x→x0

f (x(1)
nk ) = f (x0), lim

x→x0
f (x(2)

nk ) = f (x0)

从而
lim
x→x0

(
f (x(1)

nk ) − f (x(2)
nk )

)
= 0

这同 f (x(1)
nk ) − f (x(2)

nk )| ≥ ε0对一切 k成立相矛盾,从而证明了康托定理.
证证证法法法 2 (用有限覆盖定理来证明).
设 x0 是 [a, b] 的任何一点. 因为 f (x) 在点 x0 连续, 所以对任一正数 ε, 必有

正数 δx0 > 0, 对于适合不等式 |x′ − x0| < δx0
2 和 |x′′ − x0| < δx0

2 的一切 x′ 和 x′′, 有
| f (x′) − f (x0)| < ε

2 , | f (x′′) − f (x0)| < ε
2 ,于是

|x′′ − x′| ≤ |x′′ − x0| + |x′ − x0| <
δx0

2
+
δx0

2
= δx0 ,

| f (x′′) − f (x′)| ≤ | f (x′′) − f (x0)| + | f (x′) − f (x0)| < ε

2
+
ε

2
= ε.

这就是说: [a, b]的任何一点 x0 的邻域 O(x0,
δx0
2 ) (a点有右邻域, b点有左邻域)内任

意两点 x′和 x′′,都有
| f (x′′) − f (x′)| < ε.

显然 [a, b] ⊂ ⋃
x0∈[a,b]

O(x0,
δx0
4 ).由有限覆盖定理,存在有限个开区间覆盖 [a, b],记这有

限个开区间为 O(xi,
δxi
4 ) i = 1, 2 · · · ,m.
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取 η = min{ δx1
4 ,

δx2
4 , · · · ,

δxm
4 }.对 ∀x′, x′′ ∈ [a, b], |x′ − x′′| < η.

x′ ∈ [a, b] ⊂
m⋃

k=1
O(xk,

δxk
4 ),存在 k,x′ ∈ O(xk,

δxk
4 ),即 |x′ − xk| < δxk

4 .又由

|x′′ − xk| ≤ |x′′ − x′| + |x′ − xk| < η +
δxk

4
≤ δxk

2
,

于是

| f (x′′) − f (x′)| < ε,

证毕.
对于开区间 (a, b) 内的连续函数, 只要在端点 a, b 处, 函数具有单侧极限 f (a +

0), f (b − 0),那么可以断言这个函数在 [a, b]一致连续.对于无穷区间 [a,+∞)上的连
续函数,当 x → +∞时如果函数具有有限极限,那么这函数是 [a,+∞)上的一致连续
函数. 此外有限区间上的一致连续的函数必为有界的.

例例例 2.6.1证明方程 2x − 4x = 0在区间内 (0,
1
2

)有一根.

证证证明明明 令 F(x) = 2x−4x,显然 F(x)在 [0,
1
2

]连续,且 F(0) = 1 > 0, F(
1
2

) =
√

2−2 <

0.由零点存在定理存在 ξ ∈ (0,
1
2

)使得 F(ξ) = 0,即 2x − 4x = 0在区间内 (0,
1
2

)有一

根.
例例例 2.6.2证明方程 x3 + 2x − 1 = 0在区间 (0, 1)内有唯一根.
证证证明明明 令 F(x) = x3+2x−1,显然 F(x)在 [0, 1]连续,且 F(0) = −1 < 0, F(1) = 2 > 0.

由零点存在定理存在 ξ ∈ (0, 1)使得 F(ξ) = 0,即 x3 +2x−1 = 0在区间 (0, 1)内有一根,
即有 ξ3 + 2ξ − 1 = 0. 若 η是 x3 + 2x − 1 = 0在区间 (0, 1)内另一根,则 η3 + 2η − 1 = 0
故 η3 + 2η − 1 = ξ3 + 2ξ − 1, (η − ξ)(η2 + ηξ + ξ2 + 2) = 0,而 η2 + ηξ + ξ2 + 2 > 0,所以
η = ξ矛盾,故方程 x3 + 2x − 1 = 0在区间 (0, 1)内有唯一根.

例例例 2.6.3设 f (x)在 [0, 1]上连续且 f (0) = f (1),求证：对任何 n ∈ N存在 xn ∈ [0, 1]

使得 f (xn) = f (xn +
1
n

).

证证证明明明 (反证法)令 F(x) = f (x)− f (x+
1
n

).若不存在 x0 ∈ [0, 1]使得 f (x0) = f (x0+
1
n

),

即 F(x0) = 0,则 ∀x ∈ [0, 1 − 1
n

], F(x) , 0.

下证 F(x)在 [0, 1 − 1
n

]一定同号,否则,∃x1, x2 ∈ [0, 1 − 1
n

]满足 F(x1)F(x2) < 0,由

零点存在定理存在 x ∈ [0, 1 − 1
n

], F(x) = 0矛盾.

若 F(x) > 0,∀x ∈ [0, 1 − 1
n

],则 f (0) > f (
1
n

) > f (
2
n

) > · · · > f (
n
n

) = f (1)与条件矛

盾. 若 F(x) < 0, ∀x ∈ [0, 1 − 1
n

]同理可得 f (0) < f (1)矛盾. 证毕.

例例例 2.6.4证明 y =
√

x在 [0,+∞)上一致连续.
证证证法法法一一一 首先 y =

√
x 在 [0, 2] 上连续进而一致连续, 从而 ∀ε > 0,∃δ1 > 0,

∀x1, x2 ∈ [0, 2],当 |x1 − x2| < δ1 时, | √x1 − √x2| < ε.
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另一方面,因为 ∀x1, x2 ∈ [1,+∞),

| √x1 −
√

x2| = |x1 − x2|√
x1 +

√
x2
≤ 1

2
|x1 − x2|,

取 δ2 = 2ε,当 x1, x2 ∈ [1,+∞), |x1 − x2| < δ时

| √x1 −
√

x2| < ε.

取 δ = min{δ1, δ2, 1}, ∀x1, x2 ∈ [0,+∞),若 |x1 − x2| < δ,则 x1, x2同属于 [0, 2]或 [1,+∞).
事实上若 x1 ∈ [0, 1], 由 |x2 − x1| < 1 知 x2 ∈ [0, 2]; 若 x1 ∈ [1, 2] 且 x2 ≤ 1, 则

x1, x2 ∈ [0, 2];若 x1 ∈ [1, 2]且 x2 > 1,则 x1, x2 ∈ [1,+∞);若 x1 ∈ [2,+∞)由 |x2− x1| < 1
知 x2 ∈ [1,+∞).故由上述讨论知当 |x1 − x2| < δ时, | f (x1)− f (x2)| < ε,√x在 [0,+∞)上
一致连续.

证证证法法法二二二 x1 > x2,

(
√

x1 −
√

x2)2 = x1 − 2
√

x1x2 + x2 + x2 = x1 − x2 −
√

x2(
√

x1 −
√

x2) ≤ x1 − x1

| √x1 −
√

x2| ≤ |x1 − x2|.
例例例 2.6.5设 f (x)在 (−∞,+∞)上连续,对于任意 x, y ∈ (−∞,+∞),函数 f 满足

| f (x) − f (y)| ≤ k|x − y| (0 < k < 1),

求证：
（1）函数 kx − f (x)递增；
（2）存在唯一的 ξ ∈ (−∞,+∞),使 f (ξ) = ξ.

证证证明明明 (1) ∀x1, x2 ∈ (−∞,+∞), x1 > x2,由条件知

| f (x1) − f (x2)| ≤ k|x1 − x2| = k(x1 − x2),

kx1 − f (x1) ≥ kx2 − f (x2),

所以函数 kx − f (x)递增.
(2)先证存在性：固定 x1 ∈ (−∞,+∞).令 x2 = f (x1), xn = f (xn−1) (n = 2, 3 · · ·).

若当 f (x1) = x1,则存在性得证，所以可设 f (x1) , x1,不失一般性可假定 f (x1) < x1.
显然 x2 − x1 = f (x1) − x1 < 0;若 xn − xn−1 < 0,则

|xn+1−xn| = | f (xn)− f (xn−1)| ≤ k|xn−xn−1| = k| f (xn−1)− f (xn−2)| ≤ k2|xn−1−xn−2| ≤ · · · ≤ kn−1|x2−x1|.

由此

|xn+p − xn| ≤ (kn+p−1 + · · · + kn−1)|x2 − x1| = kn−1 − kn+p

1 − k
|x2 − x1|.

由于 0 < k < 1,显然对 ∀ε > 0, ∃N,当 n > N 时,对一切 n,

|xn+p − xn| ≤ ε.
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即 {xn}是柯西序列, lim
n→∞ xn 存在设为 ξ.由 f (x)的连续性及 xn+1 = f (xn),两边取极限

得 ξ = f (ξ).
下正唯一性： f (ξ) = ξ.若 f (η) = η,由条件知

| f (ξ) − f (η)| ≤ k|ξ − η|,
从而 η = ξ,定理证毕.

注：如去掉连续性条件，结论仍成立。只需在证明中注意到

|ξ − f (ξ)| = |ξ − xn+1 + xn+1 − f (ξ)| = |ξ − xn+1 + f (xn) − f (ξ)| ≤ |x − xn+1| + k|xn − ξ| → 0.

习题 2.6

1.设 f (x) ∈ C(a, b), x1, x2, · · · , xn ∈ (a, b),求证：∃ξ ∈ (a, b),使得 f (ξ) = 1
n

n∑
k=1

f (xk).

2. 设函数 f (x)在 [a, b]上递增且 f (a) ≥ a, f (b) ≤ b,求证存在点 ξ ∈ [a, b],使得
f (ξ) = ξ.
提示: 仿零点存在定理的证明 (区间套定理).
3. 试证任何试实系数的奇次多项式至少有一个实零点.
4. 设函数 f (x) 和 g(x) 都在 [a, b] 上连续且 f (a) < g(a), f (b) > g(b), 求证存在

x0 ∈ [a, b],使得 f (x0) = g(x0).
5. 设 f (x) 在 [a, b] 上连续且对任何 x ∈ [a, b], 都存在 y ∈ [a, b], 使得 | f (y)| ≤

1
2 | f (x)|,求证存在点 ξ ∈ [a, b],使得 f (ξ) = 0.

6. 设 ωa(δ) = sup | f (x′) − f (x′′)| : x′, x′′ ∈ N(a, δ),求证函数 f (x)在点 a连续的充
分必要条件是 lim

δ→0+
ωa(δ) = 0.

7. 设函数 f (x)在 [0, 2]上连续,且 f (0) = f (2),证明：存在 x, y ∈ [0, 2], y − x = 1,
使得 f (x) = f (y).

提示: 令 F(x) = f (x) − f (x + 1), x ∈ [0, 1].
8. 若单调函数 f (x)可以取到 f (a)与 f (b)之间的所有值,求证 f (x)在 [a, b]连续.

第二章典型例题选讲二

例例例 2.11 证明:
(1) sin

√
x在 [0,+∞)上一致连续;

(2) sin x2在 [0,+∞)上不一致连续.
证证证明明明 (1) ∀x′, x′′ ∈ [1,+∞)有

| sin
√

x′ − sin
√

x′′| = 2

∣∣∣∣∣∣sin
√

x′ − √x′′

2

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣cos

√
x′ +

√
x′′

2

∣∣∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
√

x′ −
√

x′′
∣∣∣∣ =

|x′ − x′′|√
x′ +

√
x′′

≤ 1
2

∣∣∣x′ − x′′
∣∣∣ .
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∀ > 0,取 δ = 2ε,当 |x′ − x′′| < δ时，

| sin
√

x′ − sin
√

x′′| < ε.

故 sin
√

x在 [1,+∞)上一致连续.又 sin
√

x在 [0, 2]上连续进而一致连续.于是, sin
√

x
在 [0,+∞)上一致连续.

(2) ∃ε0 = 1,∀δ > 0,取 x1 =
√

nπ + π
2 , x2 =

√
nπ,则

|x1 − x2| =
π
2√

nπ + π
2 +
√

nπ
.

易见当正整数 n充分大时有 |x1 − x2| < δ, 而 | sin x2
1 − sin x2

2| = 1 = ε0.所以 sin x2 在
[0,+∞)上不一致连续.

例例例 2.12 设函数 f 在 (a, b)内连续,且

f (a + 0) = f (b − 0) = α,

其中 α为有限数,+∞或 −∞. 证明 f 在 (a, b)内能取到最大值或最小值.
证证证明明明 当 α为有限数时,令

F(x) =

{
f (x), x ∈ (a, b),
α, x = a 与 b,

则易见 F 在 [a, b]上连续,从而 F 在 [a, b]上能取到最大值与最小值.由此不难推出 f
在 (a, b)内至少能取到最大值或最小值之一.

当 α = +∞时,取 x0 ∈ (a, b),则 ∃δ > 0(δ < min{x0 − a, b− x0}),∀x ∈ (a, a + δ)
⋃

(b−
δ, b), 有 f (x) > f (x0). 而在闭区间 [a + δ, b − δ] 上, f 能取到最小值, 设为 f (x1), 则
f (x0) ≥ f (x1).由此可见 f (x1)为 f 在 (a, b)内的最小值.
类似地可证: 当 α = −∞时, f 在 (a, b)内可取到最大值.
下例是利用连续函数的性质.
例例例 2.13 设 f 在 [0, 1]上连续且 f (0) = 0, f (1) = 1, f ( f (x)) = x.试证 f (x) = x.
证证证明明明 (1) 先证 f 是单射.
事实上, ∀x1, x2 ∈ [0, 1],若 f (x1) = f (x2),则利用条件 f ( f (x)) = x可知

x1 = f ( f (x1)) = f ( f (x2)) = x2.

(2) 证明 0 < f (x) < 1,∀x ∈ (0, 1).
事实上,由 f 是单射,显然 f (x) , 0, 1. 若 f (x) < 0,由 f (1) = 1,将 f (x)在 [x, 1]上

用介值定理,存在 ξ ∈ (x, 1), f (ξ) = 0. 而 f (0) = 0,与 f 是单射矛盾. 而 f (x) , 0,所以
f (x) > 0. 同理可证 f (x) < 1.故 0 < f (x) < 1.

(3) 下证 f 严格单调增加.
∀x1, x2 ∈ [0, 1],若 x1 < x2,则 f (x1) < f (x2). 否则 f (x2) < f (x1) < 1 = f (1),将 f (x)

在 [x2, 1]上用介值定理，存在 η ∈ (x2, 1)使 f (η) = f (x1),而 η > x2 > x1 与 f 是单射
矛盾,由此知 f 在 [0, 1]严格单调增加.
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(4) ∀x ∈ [0, 1],要么 f (x) ≥ x,要么 f (x) ≤ x. 由 f (x)↗知,

f (x) ≥ x时,有x = f ( f (x)) ≥ f (x);

f (x) ≤ x时,有x = f ( f (x)) ≤ f (x).

故总有 f (x) = x.
例例例 2.14 设 f : [a, b]→ [a, b]为连续函数,证明:∃ξ ∈ [a, b],使得 f (ξ) = ξ.
证证证明明明 若 f (a) = a或 f (b) = b,问题自明.否则, f (a) > a, f (b) < b.由 g(x) = f (x)−x

连续,及 g(a) = f (a)−a > 0, g(b) = f (b)−b < 0,用介值定理知 ∃ξ ∈ (a, b)使得 g(ξ) = 0,
即 f (ξ) = ξ. 证毕.

例例例 2.15 证明: f (x)在区间 I 上一致连续的充要条件是: 对 I 上任意二数列 xn, x′n
只要 xn − x′n → 0,就有 f (xn) − f (x′n)→ 0 (当 n→ ∞时).

证证证明明明必要性 因 f 一致连续,所以 ∀ε > 0,∃δ > 0, 当 x, x′ ∈ I, |x − x′| < δ时有
| f (x) − f (x′)| < ε. 但 xn − x′n → 0 (当 n → ∞ 时), 故对 δ > 0,∃N > 0, 当 n > N 时
|xn − x′n| < δ,从而

| f (xn) − f (x′n)| < ε.
即 f (xn) − f (x′n)→ 0(当n→ ∞时).

充分性 若 f 在 I 上非一致连续,则 ∃ε0 > 0,∃xn, x′n ∈ I,虽然

|xn − x′n| <
1
n
,但| f (xn) − f (x′n)| ≥ ε0.

可见 xn − x′n → 0,但 f (xn) − f (x′n) 6→ 0(当 n→ ∞时),矛盾.
例例例 2.16 设 f (x)在有限开区间 (a, b)上连续,试证 f (x)在 (a, b)上一致连续的充

要条件是极限 lim
x→a+0

f (x)及 lim
x→b−0

f (x)存在 (有限).

证证证明明明必要性 已知 ∀ε > 0,∃δ > 0,当 x′, x′′ ∈ (a, b), |x′ − x′′| < δ时,有

| f (x′) − f (x′′)| < ε.

故 ∀x′, x′′ ∈ (a, b), a < x′ < a + δ, a < x′′ < a + δ时,有

| f (x′) − f (x′′)| < ε.

据 Cauchy准则,知 lim
x→a+0

f (x)存在 (有限).同理 lim
x→b−0

f (x)存在.

充分性 补充定义

f (a) = lim
x→a+0

f (x), f (b) = lim
x→b−0

f (x),

则 f (x)在 [a, b]上连续.由 Cantor定理, f (x)在 [a, b]上一致连续.从而原 f (x)在 (a, b)
上一致连续.

注注注 (1)此例表明: 在有限开区间上连续函数是否一致连续取决于函数在间断点附
近的状态. 应用本例容易判明 y = 1

x sin x在 (0, 1)上一致连续.而 y = sin 1
x , y = lnx, y =

1
1−x 在 (0, 1)上非一致连续.
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(2)由此例还可看出, f 在 (a, b)上一致连续,则 f 在 (a, b)上有界. 然而,在开区间
上连续、有界,不一定一致连续,如 y = sin 1

x .
(3)当 (a, b)改为无穷区间时,该例的必要性不再成立. 如 f (x) = x, g(x) = sin x在

(−∞,+∞)上一致连续,但在端点 ±∞无极限.对于无穷区间,充分性仍是对的. 请看下
例:

例例例 2.17 证明：若 f (x)在 [a,+∞)上连续, lim
x→+∞ f (x) = A (有限),则 f (x)在 [a,+∞)

上一致连续.
证证证明明明 lim

x→+∞(x) = A,由 Cauchy准则知 ∀ε > 0,∃∆ > a当 x′, x′′ > ∆时,有

| f (x′) − f (x′′)| < ε.

由 Cantor定理, f 在 [a,∆ + 1]上一致连续,故对此 ε > 0,∃δ1 > 0, 当 x′, x′′ ∈ [a,∆ +

1], |x′ − x′′| < δ1时,有
| f (x′) − f (x′′)| < ε.

令 δ = min{1, δ1},则 x′, x′′ > a, |x′ − x′′| < δ时,x′, x′′要么同属于 [a,∆ + 1],要么同属于
(∆,+∞). 从而当 |x′ − x′′| < δ时, | f (x′) − f (x′′)| < ε. 即 f 在 [a,+∞)上一致连续.

注注注 如下的证明是错误的: 首先利用以上证明得出结论” f 在 [∆,+∞)上一致连
续”,然后利用 Cantor定理, f 在 [a,∆]上一致连续,从而 f 在 [a,+∞)上一致连续.其
错误在于 ∆与 ε有关,由上述证明得不出 f 在 [∆,+∞)上一致连续.

例例例 2.18 设 f (x)在 [a,+∞)上一致连续, ϕ(x)在 [a,+∞)上连续, lim
x→+∞[ f (x)−ϕ(x)] =

0. 证明: ϕ(x)在 [a,+∞)上一致连续.
证证证 因 lim

x→+∞[ f (x) − ϕ(x)] = 0,所以 ∀ε > 0,∃∆ > a,当 x > ∆时, | f (x) − ϕ(x)| < ε
3 .

又因 f 一致连续,故对 ∀ε > 0,∃δ1 > 0,当 |x′ − x′′| < δ1 时 | f (x′) − f (x′′)| < ε
3 . 如此,

∀x′, x′′ > ∆, |x′ − x′′| < δ1 时,有

|ϕ(x′) − ϕ(x′′)| ≤ |ϕ(x′) − f (x′)| + | f (x′) − f (x′′)| + | f (x′′) − ϕ(x′′)|
<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

利用 Cantor定理,可知 ϕ(x)在 [a,∆ + 1]上一致连续,所以对此 ∀ε > 0,∃δ2 > 0,
当 x′, x′′ ∈ [a,∆ + 1], |x′ − x′′| < δ2时,有

|ϕ(x′) − ϕ(x′′)| < ε.

3◦ 取 δ = min{1, δ1, δ2} 时, 则 x′, x′′ ∈ [a,+∞), |x′ − x′′| < δ 时, x′, x′′ 要么同时在
[a,∆ + 1],要么同时在 [∆,+∞,所以 |ϕ(x′) − ϕ(x′′)| < ε. 证毕.

注：由 f (x) − ϕ(x)在 [a,+∞)连续，利用例 2.7的结论知 f (x) − ϕ(x)在 [a,+∞)
上一致连续，再由条件 f (x)在 [a,+∞)上一致连续，进而 ϕ(x)在 [a,+∞)上也一致
连续。

例例例 2.19 设 f (x) 在 (−∞,+∞) 上一致连续, 则存在非负实数 a 与 b, 使对一切
x ∈ (−∞,+∞),都有 | f (x)| ≤ a|x| + b.试证明之.
证证证明明明 因 f (x)一致连续,所以 ∀ε > 0,∃δ > 0,当 |x′− x′′| ≤ δ时,有 | f (x′)− f (x′′)| <

ε. 现将 ε > 0, δ > 0固定. 由于 ∀x ∈ (−∞,+∞),∃n ∈ Z (整数集),使得 x = nδ + x0,其中
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x0 ∈ (−δ, δ). 注意到 f (x)在 [−δ, δ]上有界,即 ∃M > 0,使得 | f (x)| ≤ M (∀x ∈ [−δ, δ]).
因此,

f (x) =

n∑

k=1

{ f (kδ + x0) − f [(k − 1)δ + x0]} + f (x0),

| f (x)| ≤
n∑

k=1

| f (kδ + x0) − f [(k − 1)δ + x0]| + | f (x0)| ≤ |n|ε + M.

由 x = nδ + x0知
∣∣∣ x−x0

δ

∣∣∣ = |n|,代入上式
| f (x)| ≤ ε

δ
|x − x0| + M ≤ ε

δ
|x| + (M +

ε

δ
|x0|)

≤ ε
δ
|x| + (M + ε).

记 ε
δ = a,M + ε = b,则 a > 0, b > 0,

| f (x)| ≤ a|x| + b (∀x ∈ (−∞,+∞)).

注注注 此例说明,若 f (x)在 (−∞,+∞)内一致连续,则 x→ +∞时, f (x) = O(x).

例例例 2.20 设 x→ 0时, f (x) ∼ x,xn =
n∑

i=1
f ( 2i−1

n2 a),试证 lim
n→∞ xn = a (a > 0).

证证证明明明 由 x→ 0时, f (x) ∼ x知 ∀ε > 0,∃δ > 0,当 0 < |x| < δ时,
∣∣∣∣∣
f (x)

x
− 1

∣∣∣∣∣ < 1

即
| f (x) − x| < ε|x|.

注意到 a =
n∑

i=1

2i−1
n2 a,则

|xn − a| =
∣∣∣∣∣∣∣

n∑

i=1

f (
2i − 1

n2 a) −
n∑

i=1

2i − 1
n2 a

∣∣∣∣∣∣∣

≤
n∑

i=1

∣∣∣∣∣ f (
2i − 1

n2 a) − 2i − 1
n2 a

∣∣∣∣∣

而 2i−1
n2 |a| < 2n−1

n2 |a| < 2
n |a|,当 2

n |a| < δ,即 n > 2|a|
δ , N 时,

0 <
2i − 1

n2 |a| < δ (i = 1, 2, · · · , n).

从而

|xn − a| ≤
n∑

i=1

2i − 1
n2 |a|ε = |a|ε.

故 lim
n→∞ xn = a (a > 0),证毕.

注注注 f (x) = sin x, cos x, arcsin x, arctan x, ex − 1, ln(1 − x)均满足上述条件.
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第二章复习题二

1. 设 f (x)在 [a, b]上连续,且 | f (x)|在 [a, b]上单调,求证： f (x)在 [a, b]上不变
号.

2. 讨论下列函数的一致连续性：
(1) f (x) = x

4−x2 (−1 ≥ x ≥ 1);
(2) f (x) = lnx (0 < x < 1);
(3) f (x) = sin x

x 0 < x < π);
(4) f (x) = ex cos 1

x (0 < x < 1);
(5) f (x) = arctan x(−∞ < x < +∞);
(6) f (x) =

√
x(1 ≤ x < +∞);

(7) f (x) = x sin x(0 ≤ x < +∞).
3. 证明函数 f (x) =

| sin x|
x 在每个区间 J1 = (−1 < x < 0), J2 = (0 < x < 1)上是一致

连续的,但在它们的和 J1 + J2 = (0 < |x| < 1)上并不是一致连续的.
4. 证明函数 f (x) = sin x2 在区间上 (−∞ < x < +∞)是连续的并且有界,但在此区

间上并不是一致连续的.
5. 证明函数 f (x) = sin π

x 在区间上 (0, 1)是连续的并且有界,但在此区间上并不
是一致连续的.

6. 设函数 f (x)在 (0,+∞)中有定义, lim
x→+∞ f (x) = l且对任何 x > 0,都有 f (2x) =

f (x),求证 f (x) ≡ l.
7. 求证：方程 x3 + px + q = 0 (p > 0)有且仅有一个根.
8. 函数 f 在 [0,+∞)上一致连续,且对任何 x ∈ [0, 1]有 lim

n→∞ f (x + n) = 0(n ∈ N),

证明 lim
x→+∞ f (x) = 0.

9. 设 f (x)在 [0,+∞)上连续,对 ∀h ≥ 0, lim
n→∞ f (h + n) = A,（有限数）. 求证：

lim
x→+∞ f (x) = A.

10. 证明连续的周期函数一定是一致连续的,由此证明 sin2 x + sin x2 不是周期函
数.

11. 设 f (x) ∈ C(−∞,+∞),且严格单调,又 lim
x→−∞ f (x) = 0, lim

x→+∞ f (x) = +∞,求证：

方程 f 3(x) − 6 f 2(x) + 9 f (x) = 3有且仅有三个根.
12. 设 f (x) ∈ C[a, b], 且有唯一的取到 f (x)最大值的点 x∗ 又设 xn ∈ [a, b] (n =

1, 2, · · ·),使得 lim
x→∞ f (xn) = f (x∗),求证： lim

n→∞ xn = x∗.

13. 设 f (x)在 (a, b)内一致连续,值域含于区间 (c, d), 又 g(x)在 (c, d)内一致连
续,求证：g( f (x))在 (a, b)内一致连续.

14. 设 f (x) ∈ C(−∞,+∞), 存在 lim
x→±∞ f (x) = +∞, 且 f (x) 的最小值 f (a) < a, 求

证： f ( f (x))至少在两个点处取到它的最小值.
15. 设 f (x)在 [0,+∞)上一致连续,且对任意的 h > 0,序列 { f (nh)}极限存在,求

证： lim
x→+∞ f (x)存在.

16. 设 f (x) ∈ C(−∞,+∞),且

lim
x→−∞ f (x) = A, lim

x→+∞ f (x) = B,
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求证： f (x)在 (−∞,+∞)上一致连续.
17. 求极限: lim

n→∞ cos a
n
√

n
cos 2a

n
√

n
· · · cos na

n
√

n
.

18. 证明 (1) lim
n→∞

n∏
i=1

(
1 + 2i−1

n2 a
)

= ea2
; (2) lim

n→∞
n∏

i=1
cos

√
2i−1
n a2 = e−

a4
2 .
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第三章 导数与微分

§ 3.1 导数的定义

§ 3.1.1 导数的引进
1 变速直线运动的瞬时的速度
设质点作非匀速直线运动,其所走路程 s与时间 t的函数关系为 s = s(t),求任一

时刻 t0时质点运动的速度.
设从 t0到 t0 + ∆t这段时间内,质点所走的路程为 ∆s = s(t0 + ∆t)− s(t0). 对匀速直

线运动来说,其速度可用公式来 v =
∆s
∆t
计算.对变速直线运动来说,当 ∆t很小时,速

度的变化也很小,可以近似地看作匀速直线运动.比值

v =
∆s
∆t

=
s(t0 + ∆t) − s(t0)

∆t

就是变速直线运动在区间 [t0, t0 + ∆t]上的平均速度. v可以作为时刻 t0速度的近似值,
显然 ∆t 愈小,近似程度就愈好,但是无论 ∆t 取多么小, v仍是平均速度,如果采用极
限的方法,令 ∆t → 0,若平均速度 v的极限存在,即

lim
∆t→0

v = lim
∆t→0

∆s
∆t

= lim
∆t→0

s(t0 + ∆t) − s(t0)
∆t

= v0.

则称 v0为直线运动 s = s(t)在时刻 t0的瞬时速度.
2 曲线在一点处的切线斜率
设平面上一条处处有切线的曲线方程为 y = f (x),求曲线上点 P0(x0, y0)处切线

的斜率.
首先介绍曲线切线的概念. 在曲线上取点 P0(x0, y0), P(x, y)是曲线上点 P0 邻近

的一点,过 P0, P两点作为一条直线,得到曲线在点 P0处的一条割线 P0P,然后让点 P
沿曲线趋向 P0,则割线 P0P的极限位置 P0T 就称为曲线在点 P0 的切线.注意到割线
P0P的斜率

k = tanα1 =
∆y
∆x

=
f (x0 + ∆x) − f (x0)

∆x
.

其中 α1为割线 P0P的倾角. 所以切线 P0T 的斜率

k = tanα = lim
∆x→0

∆y
∆x

= lim
∆x→0

f (x0 + ∆x) − f (x0)
∆x

.

其中 α为切线 P0T 的倾角.
从上面所讨论的两个问题可以看出它们的共性,都可以归结为如下的极限：

lim
∆x→0

f (x0 + ∆x) − f (x0)
∆x

.

由此可以得到函数在某一点处的导数定义.

§ 3.1.2 导数的定义及几何意义
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定定定义义义 3.1.1 设函数 y = f (x) 在 x0 附近有定义, 对应于自变量的任一改变量
∆x = x − x0,函数的改变量为 ∆y = f (x0 + ∆x) − f (x0),若极限

lim
∆x→0

∆y
∆x

= lim
∆x→0

f (x0 + ∆x) − f (x0)
∆x

存在,则此极限值称为函数 y = f (x)在点 x0 的导数（也叫微商）,记为 f ′(x0) (或 y′,

或
dy
dx
,或

d f
dx

),这时我们就说 f (x)在点 x0导数存在,或者说 f (x)在点 x0可导.

导导导数数数的的的几几几何何何意意意义义义 f ′(x0)表示曲线 y = f (x)在 x = x0处切线的斜率.

若极限值 lim
∆x→0

∆y
∆x

= lim
∆x→0

f (x0 + ∆x) − f (x0)
∆x

为 +∞或 −∞,则称 f (x)在点 x0 有

无穷导数,记为 f ′(x0) = ±∞.
利用左极限与右极限,有左导数 f ′−(x0)及右导数 f ′+(x0)定义.
定定定义义义 3.1.2 设有函数 y = f (x),在 x0 左边附近有定义,若极限

lim
∆x→0

f (x0 + ∆x) − f (x0)
∆x

存在,则此极限值称为函数 y = f (x)在点 x0 的左导数,记为 f ′−(x0) ,这时称 f (x)在点
x0左导数存在,或者说 f (x)在点 x0左可导,同样可定义导数 f ′+(x0).
函数 f (x)的导数仍可看成自变量 x的一个函数,也称为函数 f (x)的导函数,记为

f ′(x),有时也简记为 y′.同样左导数记为 f ′−(x),右导数记为 f ′+(x).
定定定义义义 3.1.3 若 f (x)在区间 (a, b)的每一点都可导, 则称 f (x)在区间 (a, b)可导.

若 f (x)在区间 (a, b)可导,且 f ′+(a)及 f ′−(b)都存在,则称 f (x)在闭区间 [a, b]可导.
例例例 3.1.1 求常数函数 y = f (x) = C的导数.

解解解 f ′(x) = lim
∆x→0

f (x0 + ∆x) − f (x0)
∆x

= lim
∆x→0

C −C
∆x

= 0.

例例例 3.1.2 求函数 y = f (x) = x2 的导数,并求 y = f (x)在 x = 4处的切线与法线方
程.

解解解 f ′(4) = lim
x→4

f (x) − f (4)
x − 4

= lim
x→4

x2 − 16
x − 4

= lim
x→4

(x + 4) = 4 + 4 = 8.

y = f (x)在 x = 4处的切线方程为 y − 16 = 8(x − 4),即 8x − y − 16 = 0.
法线方程 y − 16 = − 1

8 x − 4,即 x + 8y − 132 = 0.
例例例 3.1.3 求三角函数 y = sin x, cos x的导数.
解解解

(sin x)′ = lim
∆x→0

sin(x + ∆x) − sin x)
∆x

= lim
∆x→0

2 cos(x + ∆x
2 ) sin ∆x

2

∆x
= cos x.

(cos x)′ = lim
∆x→0

cos(x + ∆x) − cos x)
∆x

= lim
∆x→0

−2 sin(x + ∆x
2 ) sin ∆x

2

∆x
= − sin x.

例例例 3.1.4 求对数函数 y = loga x的导数.
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解解解

(loga x)′ = lim
∆x→0

loga(x + ∆x) − loga x)
∆x

= lim
∆x→0

loga

(
1 +

∆x
x

) 1
∆x

=
1
x

lim
∆x→0

loga

(
1 +

∆x
x

) x
∆x

=
1
x

loga e =
1

xlna
.

例例例 3.1.5 求幂函数 y = xµ的导数.
解解解

(xµ)′ = lim
h→0

(x + h)µ − xµ)
h

= lim
h→0

xµ
(
1 + h

x

)µ − 1

h
= lim

h→0
xµ−1

(
1 + h

x

)µ − 1
h
x

= µxµ−1.

例例例 3.1.6 若 f (x)在点 x0处可导,则 f (x)在 x0 处连续.

证证证明明明 由于 f ′(x0) = lim
x→x0

f (x) − f (x0)
x − x0

,所以

f (x) − f (x0) = ( f ′(x0) + α)(x − x0)

其中 x→ x0时, α→ 0.
故 x→ x0 时, f (x)→ f (x0),即 f (x)在 x0处连续.
例例例 3.1.7 设 f (x) = |x|,证明函数 f (x)在 x = 0处不可导.
证证证明明明

lim
x→0+

f (x) − f (0)
x − 0

= lim
x→0+

|x| − 0
x

= 1,

lim
x→0−

f (x) − f (0)
x − 0

= lim
x→0−

|x| − 0
x

= −1,

f ′(0+) , f ′(0−),所以函数 f (x)在 x = 0处不可导.

习题 3.1

1. 由导数定义求 y = 3√x的导数.
2. 按定义证明：可导的周期函数,其导函数仍为周期函数.
3. 按定义证明：可导的偶函数其导函数为奇函数,而可导的奇函数其导函数为

偶函数.
4. 若函数 f 在点 x0处可导,则 f 必在 x0 处连续.
5. 设 f (x) = |x|,证明函数 f 在 x = 0处不可导.
6. 设 f 是一偶函数且在 x = 0可导,证明 f ′(0) = 0.
7. 若 f ′+(a) > 0,试证 ∃δ > 0,∀x ∈ (a, a + δ),成立 f (x) > f (a).
8. 设函数 f 在 x0可导,则 lim

h→0

f (x0+h)− f (x0−h)
2h = f ′(x0).

9. 设 y = f (x)在 x0 可导,记 ϕ(t) = f (x0 + at), a为常数,求 ϕ′(0).
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10. 设 f (x)在 x = 0可导,且对任意 x, y ∈ R,成立 f (x + y) = f (x) + f (y) + 2xy,求
f ′(x).. 设 f (x)在 x = 0可导,且对任意 x, y ∈ R,成立 f (x + y) = f (x) + f (y) + 2xy,求
f ′(x).

11. 设 f (x) = x(x − 2)2(x − 3)3,求 f ′(0), f ′(2), f ′(3).

§ 3.2 求导法则

§ 3.2.1 导数的四则运算
定定定理理理 3.2.1 设 u(x), v(x)在 x可导,则
(1) [u(x) ± v(x)]′ = u′(x) ± v′(x);
(2) [cu(x)]′ = cu′(x),其中 c为常数;
(3) [u(x)v(x)]′ = u′(x)v(x) + u(x)v′(x);

(4)
[
u(x)
v(x)

]′
=

u′(x)v(x) − u(x)v′(x)
v2(x)

,其中 v(x) , 0为常数.

证证证明明明 直接按导数的定义验证. 下仅证 (3). 令 F(x) = u(x)v(x)则

F(x + h) − F(x)
h

=
u(x + h)v(x + h) − u(x)v(x)

h

=
[u(x + h) − u(x)]

h
v(x + h) + u(x)

v(x + h) − v(x)
h

→ u′(x)v(x) + u(x)v′(x) (h→ 0).

例例例 3.2.1 求 f (x) = x5 + sin x − ex 的导数.
解解解 f ′(x) = 5x4 + cos x − ex.

例例例 3.2.2 求 f (x) = x2 sin x + 7
√

x的导数.
解解解 f ′(x) = 2x sin x + x2 cos x + 7

2
√

x
.

例例例 3.2.3 求 f (x) =
sin x
cos x

的导数.

解解解 f ′(x) =
cos x cos x − sin x(− sin x)

cos2 x
= sec2 x.

例例例 3.2.4 求 f (x) = x2 · sin x · lnx +
tan x

x
的导数.

解解解

f ′(x) = (x2 sin x)′lnx + (x2 sin x)
1
x

+
(tan x)′x − tan x

x2

= (2x sin x + x2 cos x)lnx + x sin x +
x sec2 x − tan x

x2 .

例例例 3.2.5求曲线 y = 3(4x − x2)在点 x = 1处的切线方程和法线方程.
解解解 y′ = 3(4 − 2x).在点 x = 1处,y = 9, y′ = 6.
切线方程为 y − 9 = 6(x − 1),即 6x − y + 3 = 0.

法线方程为 y − 9 = −1
6

(x − 1),即 x + 6y − 55 = 0.

§ 3.2.2 初等函数的求导
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1 反函数的导数
定定定理理理 3.2.2 设 y = f (x)在 x0 的某一邻域 (a, b)内连续、严格单调,且在点 x0 导

数 f ′(x0)存在. 则当 f ′(x0) , 0时,其反函数 x = φ(y)在 y0 点可导,这里 y0 = φ(x0),并

且有 φ′(y0) =
1

f ′(x0)
;当 f ′(x0) = 0时, φ′(y0) = ∞.

证证证明明明 根据已知条件 y = f (x)的值域 I = f ((a, b))也是区间,反函数 x = φ(y)在 I
上存在且同样是连续、严格单调的.

由此可见,当∆x = x−x0 → 0时, ∆y = f (x0+∆x)− f (x0)→ 0且∆x , 0⇐⇒ ∆y , 0.
因此,当 f ′(x0) , 0时,有

φ′(y0) = lim
∆y→0

∆x
∆y

= lim
∆x→0

1
∆y
∆x

=
1

f ′(x0)
;

当 f ′(x0) = 0时, φ′(y0) = ∞.
2 反三角函数的导数

(arcsin x)′ =
1√

1 − x2
, (arccos x)′ = − 1√

1 − x2
.

(arctan x)′ =
1

1 + x2 , (arccot x)′ = − 1
1 + x2 .

3 指数函数的导数
(ax)′ = axlna, (ex)′ = ex.

4 初等函数的求导公式

(ax)′ = axlna (ex)′ = ex

loga x = 1
xlna

(lnx)′ =
dx
x

(xµ)′ = µxµ−1(µ , 0)
(

1
x

)
= 1

2
√

x
(sin x)′ = cos x (cos x)′ = − sin x
(tan x)′ = sec2 x (cot x)′ = − csc2 x
(sec x)′ = tan x sec x (csc x)′ = − cot x csc x

(arcsin x)′ = −(arccos x)′ =
1√

1 − x2

(arctan x)′ = −(arccot x)′ =
1

1 + x2

例例例 3.2.6设 y =
ex sin x

1 + tan x
+ x2lnx求 y′.

解解解

y′ =
(ex sin x + ex cos x)(1 + tan x) − ex sin x sec x tan x

(1 + tan x)2 + 2xlnx + x2 1
x

=
ex(2 sin x + cos x + sin x tan x − tan2 x)

(1 + tan x)2 + 2xlnx + x.
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例例例 3.2.7设 y = x arctan x − xex +
lnx√

x
,求 y′.

解解解

y′ = arctan x +
1

1 + x2 − ex − xex +
1
x

x−
1
2 + lnx(−1

2
)x−

3
2

= arctan x +
1

1 + x2 − ex − xex +
1

x
√

x
− lnx

2x
√

x
.

例例例 3.2.8 曲线 y = xn (n 为正整数) 上点 (1, 1) 处的切线交 x 轴于点 (ξ, 0), 求
lim
n→∞ y(ξ).

解解解 y′ = nxn−1, y′(1) = n.曲线 y = xn 上点 (1, 1)处的切线方程为

y − 1 = n(x − 1),

令 y = 0,则切线与 x轴交点的横坐标为 ξ = 1 − 1
n ,此时

y(ξ) =

(
1 − 1

n

)n

, lim
n→∞ y(ξ) = e−1.

§ 3.2.3 复合函数的求导法
定定定理理理 3.2.3 若 y = f (u)在点 u可导,u = g(x)在点 x可导,则复合函数 y = f (g(x))

在点 x可导,且有关系式
dy
dx

=
dy
du

du
dx
.

证证证明明明 由 y = f (u)在点 u可导知

∆y = f ′(u)∆u + o(1)∆u,

这里 ∆u , 0,但可补充定义 ∆u = 0时 o(1) = 0,此时该式也适用. 从而

∆y
∆x

= f ′(u)
∆u
∆x

+
∆u
∆x

o(1).

由 u = g(x)在点 x可导知当 ∆x→ 0时 ∆u
∆x → g′(x),从而

∆y
∆x
→ f ′(u)g′(x),

即
dy
dx

=
dy
du

du
dx
.

由此可见复合函数 y关于自变量 x的导数是：复合函数 y关于中间变量 u的导
数与中间变量 u关于自变量 x的导数的乘积,这就是复合函数的求导法则.它在导数
运算中有着很重要的作用,利用它可以求出许多复杂的函数的导数.
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例例例 3.2.9设 y = (x2 − 2
√

3x + 4)4,求
dy
dx
.

解解解 y′ = 4(x2 − 2
√

3x + 4)3(2x − 2
√

3) = 8(x − √3)(x2 − 2
√

3x + 4)3.

例例例 3.2.10设 y = sin
√

a2 − x2 + ex2
cos 2x,求

dy
dx
.

解解解

y′ = cos
√

a2 − x2(
√

a2 − x2)′ + ex2
(x2)′ cos 2x + ex2

(−2 sin 2x)

=
1

2
√

a2 − x2
(−2x) cos

√
a2 − x2 + 2xex2

cos 2x − 2ex2
sin 2x

= − x√
a2 − x2

cos
√

a2 − x2 + 2xex2
cos 2x − 2ex2

sin 2x.

例例例 3.2.11设 y = 2cos2 1
x − 4,求

dy
dx
.

解解解

y′ = 2cos2 1
x ln2

(
cos2 1

x

)′
= 2 cos

1
x

(− sin
1
x

)(− 1
x2 )2cos2 1

x ln2 =
ln2
x2 2cos2 1

x sin
2
x
.

对数求导法

例例例 3.2.12设 y = [u(x)]v(x),求
dy
dx
.

解解解 y = ev(x)ln[u(x)],

y′ = ev(x)ln[u(x)]
(
v′(x)ln[u(x)] + v(x)

u′(x)
u(x)

)
=

(
v′(x)ln[u(x)] +

v(x)u′(x)
u(x)

)
[u(x)]v(x).

例例例 3.2.13设 y =
4

√
(x + 3)(x + 4)

x − 1
,求

dy
dx
.

解解解 易知函数的定义域为 −4 ≤ x ≤ −3或 x > 1. 函数 y在 x = −4,−3处不可导.
当 −4 < x < −3时

lny =
1
4

(ln(−x − 3) + ln(x + 4) − ln(−x − 1)) ,

两边对 x求导得

1
y

y′ =
1
4

( −1
−x − 3

+
1

x + 4
− −1
−x + 1

)
=

1
4

(
1

x + 3
+

1
x + 4

− 1
x − 1

)
,

y′ =
1
4

4

√
(x + 3)(x + 4)

x − 1

(
1

x + 3
+

1
x + 4

− 1
x − 1

)
.

当 x > 1时,求导结果相同.

习题 3.2
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1. 求下列函数的导数 dy
dx .

(1) y = x3 − 3x + 7; (2) y =
√

x − 1
x ;

(3) y = a cos x + b sin x; (4) y = x
2
3 + x cos x;

(5) y = 3 log x2 + 5e6x; (6) y = x sin x2;
(7) y = 3√x cos x; (8) y = sin x

x + x
sin x ;

(9) y = x log x sin x; (10) y = arcsin x√
1−x2

;
(11) y = arctan(1 + x3); (12) y = cos x−sin x

cos x+sin x ;
(13) y = sinn x cos x; (14) y = (sin x + cos x)n;
(15) y = arctan 2x

1−x2 ; (16) y = arcsin(sin x cos x);
(17) y = e−x sin x√

1+x2
; (18) y = x

√
a2 − x2 + x√

a2−x2
.

2. 求下列函数的导数 f ′(x)

(1) f (x) =

√
(1 + x)

√
xex−1 + arcsin 1−x√

1+x2
; (2) f (x) = xsin x;

(3) f (x) = x
√

1 − x2 + arcsin x; (4) f (x) = tan(cos xx);

(5) f (x) = arctan
2x

1 − x2 ; (6) f (x) = log(x +
√

x2 + a2).

3. 设 y = f (sin x) sin f (x),求
dy
dx
.

4. 设 y = φ(x)
√
ψ(x), (φ(x) , 0, ψ(x) > 0),求

dy
dx
.

5. 设

f (x) =

{
3x − x2

2 − 2, 0 ≤ x ≤ 4;
6 − x, x > 4.

问 f (x)在 x = 4处可导吗?
6. 设 f (x)可导,计算 lim

t→0

f (a+αt)− f (a+βt)
t , α , 0, β , 0.

7. 设 f (x)对 x可求导的函数,求 dy
dx :

(1) y = f (x3), (2) y = f (ex)e f (x), (3) y = f ( f ( f (x))).
8. 求曲线 y =

√
1 − x2 在 x = 1

2 处的切线方程和法线方程.
9. 求曲线 y = ex 上的一点,使过该点的切线与直线 y = −ex平行,并写出该点的

法线方程.
10. 求曲线 y = x2 和 y = 1

x (x > 0)的交点处切线的夹角.

11. 确定常数 a, b,使函数 f (x) =

{
ax + b, x > 1,
x2, x ≤ 1

有连续的导数.

f ′−(1) = lim
x→1−

x2 − 1
x − 1

= 2, f ′+(1) = lim
x→1+

f ′(x) = a

由条件 f 应满足 f (1) = f (1−) = f (1+),以及 f ′+(1) = f ′−(1).于是有

a + b = 1, a = 2,即 a = 2, b = −1.
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12. 设

f (x) =


x2 sin π

x , x < 0;
A, x = 0;
ax2 + b, x > 0.

其中 A, a, b为常数. 试问 A, a, b为何值时, f (x)在 x = 0处可导,并求 f ′(0).
13. 设在邻域 U(0; δ)内函数 f , g满足 | f (x)| ≤ |g(x)|.若 g(0) = g′(0) = 0,求 f ′(0).

§3.3 微分及其运算

§ 3.3.1 微分的定义
设函数 f (x)在 (a, b)内有定义,且 x0 ∈ (a, b). 如果存在一个常数 A,使得

f (x0 + ∆x) − f (x0) = A∆x + o(∆x),∆x→ 0,

则称函数 f (x)在点 x0 处可微；函数改变量的线性主要部分 A∆x称为 f (x)在 x0 处
的微分,记为 dy或 d f (x0).

定定定理理理 3.3.1 函数 y = f (x) 在点 x0 可微的充要条件是 y = f (x) 在点 x0 可导, 且
dy = f ′(x0)dx.其中 dx = ∆x = x − x0 称为自变量的微分.

证证证明明明 若函数 y = f (x)在点 x0可微,则

∆y = f (x0 + ∆x) − f (x0) = A∆x + o(∆x),∆x→ 0.

∆y
∆x

= A +
o(∆x)

∆x
→ A

即 y = f (x)在点 x0可导,且 f ′(x0) = A,从而在点 x0可导,且 dy = f ′(x0)dx.
反过来,若 y = f (x)在点 x0可导,记 A = f ′(x0) = lim

∆x→0

∆y
∆x ,则

∆y
∆x

= f ′(x0) + α,

∆y = f ′(x0)∆x + α∆x.

其中 α→ 0当 ∆x→ 0时. 故 y = f (x)在点 x0可微.
由此,对一元函数而言,可导和可微是同一件事,且 d f (x) = f ′(x)dx.
注注注 微分的几何意义表示曲线在该点处切线上点的纵坐标增量.

§ 3.3.2 微分的运算
微分的四则运算的证明完全同导数的四则运算.
定定定理理理 3.3.2 设 u(x), v(x)在 x可微,则
(1) d[u(x) ± v(x)] = du(x) ± dv(x);
(2) d[cu(x)] = cdu(x),其中 c为常数;
(3) d[u(x)v(x)] = du(x)v(x) + u(x)dv(x);

(4) d
[
u(x)
v(x)

]
=

du(x)v(x) − u(x)dv(x)
v2(x)

,其中 v(x) , 0为常数.

§ 3.3.3 复合函数微分与基本公式
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定定定理理理 3.3.3 设 y = f (u)与 u = φ(x)均可微,则复合函数 y = f [φ(x)]的微分为

dy = f ′(u)φ′(x)dx.

证证证明明明 dy = [ f (φ(x))]′dx = f ′(u)φ′(x)dx = f ′(u)du.
一阶微分的形式不变性:
定定定理理理 3.3.4 若 y = f (u), u = φ(x)均可微,则 dy = f ′(u)φ′(x)dx = f ′(u)du,不论 u是

自变量还是中间变量,形式不变.

例例例 3.3.1 设 y =
cos2 2x

x3 + 2,求 dy.

解解解 y′ =
2cos(2x)(− sin(2x))x3−cos2(2x)3x2

x6 = − x sin(4x)+3 cos2(2x)
x4 .

dy = − x sin(4x) + 3 cos2(2x)
x4 dx.

例例例 3.3.2 设 u, v是 x的可微函数,v , 0, y = arctan
u
v
,求 dy.

解解解

dy =
1

1 + ( u
v )2 d(

u
v

))

=
v2

u2 + v2

vdu − udv
v2 =

vdu − udv
u2 + v2

=
vu′ − uv′

u2 + v2 dx.

例例例 3.3.3 设 y = e−x2
sin 1

x ,求 dy.
解解解

dy = d(e−x2
) sin

1
x

+ e−x2
d sin

1
x

= −2xe−x2
dx sin

1
x
− 1

x2 e−x2
cos

1
x

dx

= −e−x2
(
2x sin

1
x

+
1
x2 cos

1
x

)
dx.

习题 3.3

1. 求 y关于 x的微分:

(1) y = 1
x ; (2) y = arctan(ax + b);

(3) y = sin x − x cos x; (4) y = log(x +
√

x2 + a2).
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2. 设 u, v,w均为 x的可微函数,求 y关于 x的微分:

(1) y = uvw; (2) y = u
v2 ;

(3) y = 1√
u2+v2+w2

; (4) y = arctan( u
vw );

(5) y = ln(
√

u2 + v2 + w2).

3. 求 y关于 x的微分:

(1) y = xsin(sin xx); (2) y = tan(cos xx);
(3) y = x

√
1 − x2 + arcsin x; (4) y = ex2− 1

x ;
(5) y =

√
x + lnx − 1√

x
; (6) y = sin ax cos bx;

(7) y = ln tan x; (8)y = arcsin
√

1 − x2;

(9) y = sin2(ln(3x + 1)); (10) y = arctan ex − ln
√

e2x

e2x+1 .

§3.4 隐函数与参数方程式所表示函数的求导法

§ 3.4.1 隐函数求导法
一元函数中因变量 y 与自变量 x 的对应关系可以用不同的形式来表达, 若

因变量 y 已经表达成自变量 x 的明显关系式 y = f (x), 通常称其为显函数. 例如
y = ex2

, y = tan
√

x等.
若因变量 y = f (x)由方程 F(x, y) = 0确定,即设有二元方程 F(x, y) = 0,在某区间

I 上由方程确定了 x与 y的对应关系,则称 F(x, y) = 0在区间 I 上确定了一个隐函数
y = f x). 例如,方程 x2 − 2x + y3 = 3及 exy + x2y = 1,由前者可解出 y =

3√
3 + 2x − x2.

这种将隐函数化为显函数, 叫作隐函数的显化, 但是隐函数的显化有时很困难,
甚至是不可能,例如从 exy + x2y = 1中解出 y是不可能的,因此我们给出隐函数一般
的定义.

定定定义义义 3.4.1 对于 x, y 的二元方程 F(x, y) = 0, 如果存在函数 y = f (x), 使得
F[x, f (x)] ≡ 0,则称 y = f (x)是由方程 F(x, y) = 0所确定的隐函数.
隐函数有时是多值的. 例如, 方程 x2 + y2 = 1 定义了 y 是 x 的隐函数, 由于

x ∈ [0, 1],除 x = ±1外都对应了两个 y值,对于这样的函数,约定只取定其中的一支.
至于如何选择这单值支,有时是任意的,有时则要依其它条件.

方程 F(x, y) = 0的左端应满足什么条件,才能确定一个隐函数? 这个隐函数是否
存在导数? 将在本书的下册多元函数微分学一章中讨论,这里不妨设方程 F(x, y) = 0
确定了 y为 x的隐函数,记为 y = f (x),且为可导函数,于是有恒等式

F[x, f (x)] ≡ 0.

恒等式的两边对 x求导数应相等,再从等式中解出 f ′(x),即为所求的隐函数之导数.
在具体求隐函数的导数时,不需要把方程中的 y换为 x,只要将方程 F(x, y) = 0中的 y
视为 x的函数,并把等式看成恒等式,两边对 x求导数,再从中解出 y′即可.

例例例 3.4.1 若 y(x)是方程 exy + x2y = 1所确定的函数,求
dy
dx
.
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解解解 两边对 x求导,
exy(y + xy′) + 2xy + x2y′ = 0,

y′ = −2xy + yexy

x2 + xexy .

例例例 3.4.2 求曲线 y3 + y2 = 2x在点 (1, 1)的切线方程和法线方程.
解解解 两边对 x求导, 3y2y′ + 2yy′ = 2.在点 (1, 1)处

y′ =
2

3y2 + 2y
=

2
5
.

曲线 y3 + y2 = 2x在点 (1, 1)的切线方程为

y − 1 =
2
5

(x − 1), 即2x − 5y + 3 = 0;

法线方程

y − 1 = −5
2

(x − 1), 即5x + 2y − 7 = 0.

§ 3.4.2 参数方程式所表示函数的求导法

设曲线由参数方程 x = φ(t), y = ψ(t)给出,其中 t ∈ [α, β]为参数. 如果 x = φ(t)在
[a, b]上是严格单调的,故有反函数 t = φ−1(x),由此 y = ψ[φ−1(x)]. 这表明由参数方程
可确定函数 y = y(x),它是 y = ψ(t)与 x = φ(t)的反函数 t = φ−1 的复合函数,于是在
φ(t)和 ψ(t)都可导且 x = φ(t)的反函数存在的前提下,有

dy
dx

=
dy
dt

dt
dx

=

dy
dt
dx
dt

=
ψ′(t)
φ′(t)

.

例例例 3.4.3 若
{

x = et cos t,
y = et sin t

, 求
dy
dx
.

解解解
dy
dx

=
et sin t + et cos t
et cos t − et sin t

=
sin t + cos t
cos t − sin t

.

§ 3.4.3 不可导的函数举例
例例例 3.4.4 考察函数 f (x) = x

2
3 (−∞ < x < +∞)在点 x = 0的导数.

解解解

f ′−(0) = lim
x→0−

x
2
3 − 0

x − 0
= lim

x→0−
x−

1
3 = −∞

f ′+(0) = lim
x→0+

x
2
3 − 0

x − 0
= lim

x→0+
x−

1
3 = +∞

所以 f (x)在点 x = 0不可导.

例例例 3.4.5 考察函数 f (x) =


x sin

1
x
, x , 0,

0, x = 0
在点 x = 0的导数.
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解解解

lim
x→0

x sin
1
x
− 0

x − 0
= lim

x→0
sin

1
x

不存在. 故函数 f (x)在点 x = 0不可导.

习题 3.4
1. 对于由方程确定的隐函数,求解 dy

dx .

(1) x = y + ey; (2) x = y + log y;
(3) x2

a2 +
y2

b2 = 1; (4)
√

x +
√

y =
√

a (a > 0);

(5) y2

x =
√

x2 + y2; (6) yexy − x + 1 = 0;
(7) y = 1 − log(x + y) + ey; (8) arctan y

x = ln(
√

x2 + y2);
(9) yex + lny = 1; (10) x

3
2 + y

3
2 = 16.

2. 求 dy
dx .

(1)
{

x = 10 cos 3t + 120 cos t,
y = 10 sin 3t + 120 sin t;

(2)
{

x = a(t − sin t),
y = a(1 − cos t);

(3)
{

x = 1 − t2,

y = t − t3;

(4)
{

x = sin2 t,
y = cos2 t;

(5)
{

x = e2t cos2 t,
y = e2t sin2 t.

3. 设 y = y(x)是由 y = −yex + 2ey sin x − 7x所确定的函数,求 y′(0).

4. 对于由方程 xy − ex + ey = 0确定的隐函数,求
dy
dx
.

5. 求曲线
x2

4
+

y2

9
= 1在点 A(1,

3
√

3
2

)处的切线方程和法线方程.

6. 求下列函数在 0点的左.右导数.

(1) f (x) =

{
x2, x ≤ 0,
xex, x > 0;

(2) f (x) =


x

1+e
1
x
, x , 0,

0, x = 0;

(3) f (x) =

{
x2 sin 1

x , x , 0,
0, x = 0.

7. 求下列函数在导数不存在的点的左.右导数：
(1) y = |ln|x||; (2) y = | tan x|; (3) y =

√
1 − cos x.

§3.5 高阶导数与高阶微分
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设函数 f 在区间 I 上可导,则 f ′(x)在 I 上定义了一个函数 f ′,称为 f 的导函数.
这时,我们自然要进一步研究 f ′ 是不是可导? 如果 f ′ 在 I 上可导,那么 f ′ 的导函数
( f ′)′ 记为 f ′′,称为 f 的 2阶导函数. 2阶导函数的导函数（如果存在的话）记为 f ′′′,
称为 f 的 3阶导函数. 归纳地,对任何自然数 n,可以定义 f 的 n阶导函数 f (n).

对于非匀速直线运动, 若用 s(t) 表示质点的位移和时间的关系, 那么一阶导数
s′(t)是速度函数,而 2阶导数 s′′(t)是质点的加速度函数. 为了说法上的一致起见,函
数 f 的导数也称为 f 的一阶导数. 对于平面曲线 y = f (x)来说,一阶导数 f ′(x)表示
曲线上各点切线的斜率.至于二阶导数 f ′′的许多重要的几何应用,以后再说明.

例例例 3.5.1 已知函数 f (x) =


x4 sin

1
x
, x , 0,

0, x = 0,
求 f ′′(x),并讨论 f (n)(x)的存在性.

解解解

f ′(0) = lim
x→0

x4 sin
1
x
− 0

x − 0
= lim

x→0
x3 sin

1
x

= 0,

当 x , 0,时

f ′(x) = 4x3 sin
1
x
− x2 cos

1
x
.

f ′′(0) = lim
x→0

f ′(x) − 0
x − 0

= lim
x→0

(4x3 sin
1
x
− x cos

1
x

) = 0,

当 x , 0,时

f ′′(x) = 12x2 sin
1
x
− 6x cos

1
x
− 1

x
.

f (3)(0) = lim
x→0

f ′′(x) − 0
x − 0

= lim
x→0

(
12x sin

1
x
− 6 cos

1
x
− 1

x
sin

1
x

)

不存在. 由此当 x , 0时 f (n)(x)存在,但当 x = 0时, f ′(0) = f ′′(0) = 0,若 n ≥ 3, f (n)(0)
不存在.

例例例 3.5.2 考虑函数 y = eλx (λ为一常数),求 f (n)(x).
解解解 可用数学归纳法证明 f (n)(x) = λnex.

例例例 3.5.3 对于 f (x) = sin x,求 f (n)(x).
解解解 n = 1时, f ′(x) = cos x = sin(x + π

2 ).
设 n = k时 f (k)(x) = sin(x + kπ

2 ),当 n = k + 1时,

f (k+1)(x) = cos(x +
kπ
2

) = sin(x +
(k + 1)π

2
).

由数学归纳法知对一切 n, f (n)(x) = sin(x + nπ
2 ).

例例例 3.5.4 假设 p(x) 是一个 n 次多项式, 试求将 p(x) 按基底 1, (x − a), (x −
a)2, · · · , (x − a)n展开时的系数,这里 a是任意给定的实数.

解解解 设 P(x) =
n∑

k=0
ak(x − a)k,则对 i = 0, 1, · · · , n,

P(i)(x) =

n∑

k=i

akk(k − 1) · · · (k − i + 1)(x − a)k−i,
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取 x = a,则 P(i)(a) = aii!, ai =
P(i)(a)

i! .故将 p(x)按基底 1, (x − a), (x − a)2, · · · , (x − a)n展

开时的系数 ai =
P(i)(a)

i! .

对于计算 n阶导数,显然有下列的公式

( f + g)(n) = f (n) + g(n), (c f )(n) = c f (n),

这里 c是任意的常数. 用数学归纳法可以计算两个函数的乘积的 n阶导数:

( f g)(n) =

n∑

k=0

Ck
n f (n−k)g(k).

例例例 3.5.5 设 y = x2 cos x,求 y(50).

解解解 由于 cos(k) x = cos(x + kπ
2 ), (x2)′ = 2x, (x2)′′ = 2, (x2)(k) = 0 (k ≥ 3).所以

y(50) =

50∑

k=0

Ck
50(x2)(k) cos(50−k)

= x2 cos(x +
50π

2
) + C1

502x cos(x +
49π

2
) + C2

502 cos(x +
48π

2
)

= −x2 cos x − 100x(2450 − x2) cos x − 100x sin x + 2450 cos x

= (2450 − x2) cos x − 100x sin x.

高阶微分
若 y = f (x),则 dy = f (x)dx.

d2y = d(dy) = d( f (x)dx) = d( f (x))dx + f (x)d(dx) = f ′′(x)(dx)2 = f ′′(x)dx2.

同样
d3y = f ′′′(x)dx3, · · · , dny = f (n)(x)dxn.

注注注: 高阶微分不具形式不变性. 若 x为自变量,则 d(dx) = 0, d2y = f ′′(x)dx2;若 x
为中间变量,则 d2y = f ′′(x)dx2 + f (x)d(dx).

例例例 3.5.6 设 y = x2, x = t2,求 d2y.
解解解 一方面,若 x为中间变量,则 y = t4, dy = 4t3dt, d2y = 12t2dt2.

另一方面若 x为自变量,则 dy = 2xdx, d2y = d(2x)dx = 2dx2.但此时

d2y = 2(dx)2 = 2(2tdt)2 = 8t2dt2,

二者不等.

习题 3.5

1. 求下列函数的二阶导数

(1 y = x√
1−x2

; (2) y = xlnx;

(3) y = e−x2
; (4) y = arcsin x√

1−x2
;

(5) y = x2e2x; (6) y = 2x3 + 3x2 − 3x.
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2. 用归纳法证明
(1) (ax)(n) = ax(lna)n (a > 0); (2) (lnx)(n) =

(−1)n−1·(n−1)!
xn ;

(3) cos(n)(x) = cos(x + nπ
2 ).

3. 求 n阶导数

(1) y = 1
x(1−x) ; (2) y = 1

x2−2x−3 ;
(3) y = cos2 ax; (4) y = ex

x ;
(5) y = 2xlnx.

4. 设 f (x)各阶导数存在,求 y′′及 y′′′.

(1) y = f (x2); (2) y = f ( 1
x );

(3) y = f (e−x); (4) y = f (lnx).

5. 求高阶微分
(1) y =

√
1 + x2,求 d2y;

(2) y = xx,求 d2y;
(3) y = x cos 2x,求 d3y;
(4) y = 1√

x
,求 d3y;

(5) y = xnex,求 dny;
(6) y = lnx

x ,求 dny.
6. 若 u, v为 x的函数,且可微分足够次数,求高阶微分:
(1) y = uv,求 d2y;
(2) y = u

v ,求 d2y;
(3) y = sin(u),求 d3y;
(4) y = lnu,求 d3y.
7. 求由隐函数所确定的二阶导数:
(1) ex+y − xy = 0;
(2) x3 + y3 − 3axy = 0;
(3) y2 + 2lny − x4 = 0.
8. 若

f (x) =

{ sin x
x , x , 0,

1, x = 0.

求 f ′(0), f ′′(0).
9. 设 f ′′(u)存在, y = f (x + y). 求 dy

dx ,
d2y
d2 x .

10. 求 d(x2).它与 (dx)2 = dx2不同.

11. 若 y(x)是方程 ey = xy所确定的函数,求
d2y
dx2 .

12. 设 y = C1eλ1 x + C2eλ2 x,其中 C1,C2, λ1, λ2 是常数,证明它满足方程

y′′ − (λ1 + λ2)y′ + λ1λ2y = 0.

13. 若
{

x = et cos t;
y = et sin t.

求
d2y
dx2 .
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14. 将 4次多项式 3x4 − 5x3 + 4x2 − 2x − 1按 (x − 2)的方幂展开.

第三章典型例题选讲

例例例 3.1设 m为自然数, f 在 (−∞,+∞)上定义,

f (x) =

{
xm sin 1

x , x , 0,
0, x = 0.

(1) m为何值时, f 在 x0 = 0可导；
(2) m为何值时, f ′在点 x0 = 0连续.
解解解 (1)当 x , 0时, f (x)− f (0)

x−0 = xm−1 sin 1
x ;

当 x→ 0时, sin 1
x 有界但无极限.

因此 f ′(0)存在当且仅当 xm−1 → 0 (x→ 0).于是 m > 1,这时 f ′(0) = 0.
(2)当 x , 0时,

f ′(x) = mxm−1 sin
1
x
− xm−2 cos

1
x

= xm−2(mx sin
1
x
− cos

1
x

).

当 x → 0 时, mx sin 1
x − cos 1

x 有界但无极限. 因此 f ′ 在点 x0 = 0 连续, 当且仅当
xm−2 → 0 (x→ 0),于是有 m > 2.
例例例 3.2 设 m为自然数,

f (x) =

{
xm sin 1

x , x , 0,
0, x = 0.

(1)何时 f ′′(0)存在?
(2)何时 f ′′在点 x = 0连续?
解解解 (1)当 m > 2时,

f ′(x) =

{
mxm−1 sin 1

x − xm−2 cos 1
x , x , 0,

0, x = 0,

且 f ′在点 x = 0连续,于是当 x , 0时,

f ′(x) − f ′(0)
x − 0

= mxm−2 sin 1x − xm−3 cos
1
x

= xm−3(mx sin
1
x
− cos

1
x

).

由于当 x → 0时, mx sin 1
x − cos 1

x 有界但无极限,因此上式当 x → 0时极限存在,当且
仅当 m > 3,这时有

f ′′(0) = 0.

(2)当 x , 0时,

f ′′(x) = m(m − 1)xm−2 sin 1
x − 2(m − 1)xm−3 cos 1

x − xm−4 sin 1
x

= xm−4[m(m − 1)x2 sin 1
x − 2(m − 1)x cos 1

x − sin 1
x ].
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由于当 x→ 0时,

m(m − 1)x2 sin
1
x
− 2(m − 1)x cos

1
x
− sin

1
x

有界但无极限,因此 f ′′(x)在点 x = 0处连续,当且仅当 m > 4,这时有

lim
x→0

f ′′(x) = 0 = f ′′(0).

例例例 3.3 证明: 函数

f (x) =


e−

1
x2 , x , 0

0, x=0

在 x = 0处 f (n)(0) = 0 (n = 1, 2, · · ·).
证证证明明明 f ′(0) = lim

x→0
e
− 1

x2 −0
x−0 = lim

x→0

1
x

e
1
x2

令y= 1
x

= lim
y→∞

y
ey2 = 0.

设 f (n−1)(0) = 0,易证

f (n−1)(x) = p
(
1
x

)
e−

1
x2 (x , 0),

其中 p
(

1
x

)
表示关于 1

x 的某个多项式. 因此

f (n)(0) = lim
x→0

p
(

1
x

)
e−

1
x2 − 0

x − 0
令y= 1

x
= lim

y→∞
yp(y)
ey2 = 0.

例例例 3.4 设函数 f 在点 x = 0连续,并满足

lim
x→0

f (2x) − f (x)
x

= A.

求证 f ′(0)存在,并且 f ′(0) = A.
分分分析析析由于需要证明 f ′(0)的存在性,我们应该根据题设条件,按导数的定义来证

明,即对任给 ε > 0,存在 δ > 0,当 |x| < δ时,有
∣∣∣∣∣
f (x) − f (0)

x
− A

∣∣∣∣∣ < ε.

证证证明明明 由已知条件,∀ε > 0,∃δ > 0,当 z ∈ U◦(0; δ)时,有
∣∣∣∣∣
f (2z) − f (z)

z
− A

∣∣∣∣∣ <
1
2
ε.

即有

A − 1
2
ε <

f (2z) − f (z)
z

< A +
1
2
ε.

任取 x ∈ U◦(0; δ),并令 zm = 2−mx,m = 1, 2, · · · , n.,则有

2−m(A − 1
2
ε) <

f (2zm) − f (zm)
x

< 2−m(A +
1
2
ε),m = 1, 2, · · · , n.
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将上式中由 m = 1, 2, · · · , n分别相加,得到

(1 − 2−n)(A − 1
2
ε) <

f (x) − f (2−nx)
x

< (1 − 2−n)(A +
1
2
ε).

在上式中令 n→ +∞,则由 f 在点 x = 0的连续性,

A − 1
2
ε ≤ f (x) − f (0)

x
≤ A +

1
2
ε,

即 ∣∣∣∣∣
f (x) − f (0)

x
− A

∣∣∣∣∣ ≤
1
2
ε < ε.

于是由导数的定义,有 f ′(0) = A.
例例例 3.5 设函数 f 在 (0,+∞)上定义,且对任何 x, y ∈ (0,+∞),都有

f (xy) = f (x) + f (y).

若 f ′(1)存在,求 f ′(x), x ∈ (0,+∞).
解解解 在等式 f (xy) = f (x) + f (y) 中取 y = 1, 得 f (1) = 0. 在上式中再令 y =

1 + 4x, 0 < |4x| < 1,得到

x · f (x + x4x) − f (x)
x4x

=
f (1 + 4x)
4x

=
f (1 + 4x) − f (1)

4x
.

在上式中令 4x→ 0,即得
x f ′(x) = f ′(1),

即

f ′(x) =
f ′(1)

x
.

例例例 3.6 星形线的参数方程为

x = a cos3 t, y = a sin3 t (a > 0, 0 ≤ t < 2π).

(1)求过点 (x(t0), y(t0))的切线方程;
(2)证明当 t0 , 0, π2 , π和

3π
2 时,切线被坐标轴所截线段为一常数.

解解解 (1)由参数表示的函数的导数求导法则,有

dy
dx

=
3a sin2 t cos t
−3a cos2 t sin t

= − tan t.

于是 dy
dx

∣∣∣∣
t=t0

= − tan t0,所求切线方程为

y − a sin3 t0 = − tan t0(x − a cos3 t0).

(2)该切线与 x轴和 y轴的交点分别是 M(a cos t0, 0)和 N(0, a sin t0).于是有

|MN| =
√

(a cos t0 − 0)2 + (0 − a sin t0)2 = a.
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例例例 3.7 设 y = arctan x
(1)证明 y满足方程

(1 + x2)y′′ + 2xy′ = 0;

(2)求 y(n)(0).
分分分析析析 本题需将函数式或导数式变形后再求导,从而得到一般的递推公式.
解解解 (1) y(0) = 0. 由 y′(x) = 1

1+x2 ,得到 y′(0) = 1. 将等式

(1 + x2)y′(x) = 1

两边对 x求一次导数,有
(1 + x2)y′′ + 2xy′ = 0.

(2)设 n ≥ 2. 上式对 x求 n阶导数,有

(1 + x2)y(n+2) + 2(n + 1)xy(n+1) + n(n + 1)y(n) = 0.

于是得到递推公式
y(n+2)(0) = −n(n + 1)y(n)(0).

又由
y(0) = 0, y′(0) = 1, y′′(0) = 0,

y(2m)(0) = 0, y(2m+1)(0) = (−1)m(2m)!.

例例例 3.8 证明: f (x) = |x|3 在 x = 0处三阶导数 f ′′′(0)不存在.
证证证 f (x) = |x|3 = sgnx · x3,因此

f ′(x) = 3sgnx · x2 = 3x|x|. (x , 0时)

f ′(0) = lim
x→0

f (x) − f (0)
x − 0

= lim
x→0

sgnx · x3

x
= 0.

f ′′(x) = (3sgnx · x2)′ = 6sgnx · x = 6|x|. (x , 0时)

f ′′(0) = lim
x→0

f ′(x) − f ′(0)
x − 0

= lim
x→0

3x|x|
x

= 0.

f ′′′+ (0) = lim
x→0+

f ′′(x) − f ′′(0)
x − 0

= lim
x→0+

6sgnx · x
x

= 6.

同理 f ′′′− (0) = −6. 所以 f ′′′(0)不存在.
例例例 3.9 设函数 f (x)在闭区间 [a, b]上连续, f (a) = f (b),且在开区间 (a, b)内有连

续的右导数

f ′+(x) = lim
h→0+

f (x + h) − f (x)
h

(a < x < b).

试证: 存在一点 ξ ∈ (a, b),使得 f ′+(ξ) = 0.
证证证 若 f (x) ≡常数,则 f ′+(x) ≡ 0,问题自明. 现设 f (x)不恒常数.
为了证明 ∃ξ ∈ (a, b), 使 f ′+(ξ) = 0, 只要证明 ∃α, β ∈ (a, b), 分别有 f ′+(α) ≤

0, f ′+(β) ≥ 0,那么由 f ′+(x)的连续性,便知存在 ξ 使 f ′+(ξ) = 0. 事实上,找这样的 α, β,
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只要找最大 (小)值点即可.因 f (x)在 [a, b]上连续,故在 [a, b]上必达最、最小值.而
f (a) = f (b),所以最大、最小值至少有一个在内部达到. 不妨设 α ∈ (a, b)是 f 的最大
值点 (内部达最小值类似讨论),于是

f ′+(α) = lim
x→α+

f (x) − f (α)
x − α ≤ 0.

任取一点 c : a < c < α,因 f 在 [c, α]上连续, f 在 [c, α]上也必有一点 β < α达到最小
值.于是

f ′+(β) = lim
x→β+

f (x) − f (β)
x − β ≥ 0.

如此我们即达到了目的.
例例例 3.10 设 f (x)在 x = x0处可微, αn < x0 < βn(n = 1, 2, · · ·), lim

n→∞αn = lim
n→∞ βn = x0,

证明:

lim
n→∞

f (βn) − f (αn)
βn − αn

= f ′(x0).

证证证明明明 证法一：∀ε > 0，由条件知存在 δ > 0,当 |x − x0| < δ时
∣∣∣∣∣
f (x) − f (x0)

x − x0
− f ′(x0)

∣∣∣∣∣ < ε,

即

( f ′(x0) − ε)|x − x0| < f (x) − f (x0) < ( f ′(x0) + ε)|x − x0|.
而 lim

n→∞αn = lim
n→∞ βn = x0,所以存在 N,当 n > N 时 |αn − x0| < δ, |βn − x0| < δ,从而

( f ′(x0) − ε)(x0 − αn| < f (x0) − f (αn) < ( f ′(x0) + ε)(x0 − αn|

( f ′(x0) − ε)(βn − x0) < f (βn) − f (x0) < ( f ′(x0) + ε)(βn − x0).

两式相加得

( f ′(x0) − ε)(βn − αn) < f (βn) − f (αn) < ( f ′(x0) + ε)(βn − αn).

即 ∣∣∣∣∣
f (βn) − f (αn)
βn − αn

− f ′(x0)
∣∣∣∣∣ < ε

所以 lim
n→∞

f (βn)− f (αn)
βn−αn

= f ′(x0).

证法二：首先,容易看到

f (βn) − f (αn)
βn − αn

=
f (βn) − f (x0) + f (x0) − f (αn)

βn − αn

=
βn − x0

βn − αn
· f (βn) − f (x0)

βn − x0
− αn − x0

βn − αn
· f (αn) − f (x0)

αn − x0
,



第三章典型例题选讲 93

若记 λn =
βn−x0
βn−αn

,则 x0−αn
βn−αn

= 1 − λn,且 0 < λn < 1, 0 < 1 − λn < 1,上式可改写为

f (βn) − f (αn)
βn − αn

= λn
f (βn) − f (x0)
βn − x0

+ (1 − λn)
f (αn) − f (x0)
αn − x0

.

但 f ′(x0) = λn f ′(x0) + (1 − λn) f ′(x0),故
∣∣∣∣∣
f (βn) − f (αn)
βn − αn

− f ′(x0)
∣∣∣∣∣ ≤ λn

∣∣∣∣∣
f (βn) − f (x0)
βn − x0

− f ′(x0)
∣∣∣∣∣

+ (1 − λn)
∣∣∣∣∣
f (αn) − f (x0)
αn − x0

− f ′(x0)
∣∣∣∣∣→ 0 (当n→ ∞时)

例例例 3.11 设 f (x)在 [a, b]上可微,试证:∃ξ ∈ [a, b]使得

| f ′(ξ)| ≥
∣∣∣∣∣
f (b) − f (a)

b − a

∣∣∣∣∣ .

证证证法法法 用二分法,作区间套 {[an, bn]},使
∣∣∣∣∣
f (bn) − f (an)

bn − an

∣∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣∣
f (b) − f (a)

b − a

∣∣∣∣∣ .

然后令 n→ ∞取极限,利用上例结果.
证证证明明明 记 c = a+b

2 为 [a, b]的中点,又记 v = | f (b) − f (a)|. 则

v = | f (b) − f (a)| ≤ | f (b) − f (c)| + | f (c) − f (a)|.

于是 | f (b) − f (c)| 与 | f (c) − f (a)| 中至少有一个例如 f (b) − f (c)| ≥ v
2 , 那么相应地取

a1 = c, b1 = b. 不然就取 a1 = a, b1 = c. 总之,[a1, b1]为 [a, b]的半区间,b1 − a1 = b−a
2 ,

且 ∣∣∣∣∣
f (b1) − f (a1)

b1 − a1

∣∣∣∣∣ ≥
v
2

b−a
2

=

∣∣∣∣∣
f (b) − f (a)

b − a

∣∣∣∣∣ .

用 [a1, b1]作为 [a, b],重复上述作法,可得

[a2, b2] ⊂ [a1, b1], b2 − a2 =
b − a

4
,

且 ∣∣∣∣∣
f (b2) − f (a2)

b2 − a2

∣∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣∣
f (b) − f (a)

b − a

∣∣∣∣∣ .

如此无限进行下去,我们得到一区间套:

[a, b] ⊃ [a1, b1] ⊃ [a2, b2] ⊃ · · · ⊃ [an, bn] ⊃ · · ·

bn − an = b−a
2n → 0 (当 n→ ∞时),且恒有

∣∣∣∣∣
f (bn) − f (an)

bn − an

∣∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣∣
f (b) − f (a)

b − a

∣∣∣∣∣ (n = 1, 2, · · ·)
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根据区间套定理, ∃ξ ∈ [an, bn], n = 1, 2, · · ·,且 an → ξ, bn → ξ (当 n → ∞时). 于是利
用上题结果,知 ∣∣∣ f ′(ξ)

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ lim
n→∞

f (bn) − f (an)
bn − an

∣∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣∣
f (b) − f (a)

b − a

∣∣∣∣∣ .

第三章复习题

1. 求下列函数的导数：

(1) y = x2ex sin x − x tan x + 4 log x; (2) y = x sin x+cos x
x sin x−cos x ;

(3) y =

√
x +

√
x + sin

√
x; (4) y = arcsin(sin2 x);

(5) y = 2x sec x + (arctan x3)2; (6) y = axa
+ aax

+ xaa
.

2. 求下列函数的导数:

(1) y = f (ex)e f (x); (2) y = f (x2) + f (x + sin x);
(3) y = arctan ϕ(x)

ψ(x) ; (4) y = logϕ(x) ψ(x).

3. 用对数求导法求下列函数的导数：
(1) y = x2

1−x

√
x+1

1+x+x2 ;

(2) y = xxx
.

4. 已知
{

x = cos4 t,
y = sin4 t,

求 dy
dx |t= π

4
.

5. 设 x(t), y(t)可微,r =
√

x2 + y2, θ = arctan y
x ,求 dr, dθ.

6. 设曲线既可用参数式 x = x(t), y = y(t)表示, 又可用极坐标 r = r(θ)表示. 求
证：(dx)2 + (dy)2 = (rdθ)2 + (dr)2.

7. 求证心脏线 r = a(1 − cosθ)(a > 0)的向径与切线间的夹角等于向径极角的一
半.

8. 求下列函数的导数：
(1) y = x3 cos x,求 y(30)(x).
(2) y = ex

x ,求 y(10)(x).
(3) y = 1+x√

1−x
,求 y(10)(x).

(4) y = x2

1−x ,求 y(8)(x).
9. 求下列函数的 n阶导数：
(1) y = x

3√1+x
; (2) y = cos4 x.

(3) y = ex cos x; (4) ex sin x.
10. 设 y = arcsin x,证明 (1− x2)y(n+2)(x)− (2n + 1)xy(n+1) − n2y(n)(x) = 0 (n ≥ 0),并

求 y(n)(0).
11. 设 y = (arcsinx)2.
(1) 求证：(1 − x2)y′′ − xy′ = 2; (2) 求 y(n)(0).
12. 设 y = 1√

1−x2
arcsin x,求 y(n)(0).



第三章复习题 95

13. 设 f (x)为可导函数,证明: 若 x = 1时,有 d
dx f (x2) = d

dx f 2(x),则必有 f ′(1) = 0
或 f (1) = 1.

14. 设 f (x) =

√
(1+x)

√
x

ex−1 + arcsin 1−x√
1+x2
求 f ′(1).

15. 已知 f (x)是 (−∞,+∞)上的连续函数,它在 x = 0的某个邻域内满足关系式

f (1 + sin x) − 3 f (1 − sin x) = 8x + o(x) (x→ 0),

且 f (x)在点 x = 1处可导,求曲线 y = f (x)在点 (1, f (1))处的切线方程.
16. 若函数 ψ(x) =

f (x)− f (a)
f ′(a) [1 +

f (x)− f (a)
( f ′(a))2 ( f ′(a) − 1

2 f ′′(a))],求 ψ′(a), ψ′′(a).
17. 已知 f (x) = (x − a)2φ(x),其中 φ′(x)在点 x = a的某邻域内连续,求 f ′′(a).
18. 设函数 f (x)在点 a处连续,且 | f (x)|在 a处可导,证明: f (x)在 a处也可导.
19. 设

f (x) =

{
cos x, x < 0,
ln(1 + x2), x ≥ 0,

求 f ′(x).
20. 对于函数 f (x) = | sin x|3, x ∈ (−1, 1)
(1) 证明: f ′′′(x)不存在;
(2) 说明点 x = 0是不是 f ′′′(x)的可去间断点.
21. 求出函数

f (x) =

{
x

4
3 cos(x−

1
3 ), x , 0,

0, x = 0

的导函数 f ′(x),讨论 f ′(x)的连续性.
22. 设 f ∈ C2(R), 且 f (x + h) + f (x − h) − 2 f (x) ≥ 0,∀x ∈ R,∀h > 0 , 证明:

∀x ∈ R, f ′′(x) ≥ 0.
23. 设函数 f (x)连续, f ′(0)存在,并且对于任何的 x, y ∈ R,有

f (x + y) =
f (x) + f (y)

1 − 4 f (x) f (y)

(1) 证明: f (x)在 R上可微;
(2) 若 f ′(0) = 1

2 ,求 f (x).
24. 设 f (x) ∈ C[a, b], f ′(a) 存在, 并设 η 满足 f ′(a) > η >

f (b)− f (a)
b−a . 求证：∃ξ ∈

(a, b),使得 f (ξ)− f (a)
ξ−a = η.

25. 设 f 是定义在 R上的函数,且对任何 x1, x2 ∈ R,都有 f (x1 + x2) = f (x1) f (x2),
且 f ′(0) = 1,证明对任何 x ∈ R都有 f ′(x) = f (x).

26. 设 Pn(x) = 1
2nn!

dn

dxn (x2 − 1)n. 求证：
(1) Pn(x)的最高次项系数为 (2n)!

2n(n!)2 ;
(2) Pn(1) = 1, Pn(−1) = (−1)n;
(3) (x2 − 1)P′′n (x) + 2xP′n(x) − n(n + 1)Pn(x) = 0.
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第四章 微分学的中值定理及其应用

§ 4.1 中值定理

§ 4.1.1 费尔马 (Fermat)定理
定定定义义义 4.1.1 设函数 f : [a, b] −→ R. 如果对点 x0 ∈ (a, b) 存在 δ > 0 使得

∆ = (x0 − δ, x0 + δ) ⊂ [a, b]并且当 x ∈ ∆时 f (x) ≤ f (x0),即 f (x0)是 f 在 ∆上的最大
值,那么称 f (x0)是 f 在 [a, b]上的一个极大值,x0 称为 f 的一个极大值点.

类似的可以定义 f 在 [a, b]上的极小值和极小值点.
极小值和极大值统称为极值,而极小值点和极大值点统称为极值点.
定定定理理理 4.1.1(Fermat) 若函数 f 在其极值点 x0 ∈ (a, b)处可导,则必有 f ′(x0) = 0.
证证证明明明 若 f 在 x0 取极小值点, 则 f (x) ≤ f (x0). f ′−(x0) = lim

x→x0−
f (x)− f (x0)

x−x0
≥ 0, 而

f ′−(x0) = lim
x→x0+

f (x)− f (x0)
x−x0

≤ 0,故 f ′(x0) = 0.

定定定义义义 4.1.2 满足 x0 ∈ (a, b)且 f ′(x0) = 0的点 x0称为函数 f 的一个驻点.
注：可导的极值点是驻点,但反之未必.

§ 4.1.2 拉格朗日 (Lagrange)中值定理
定定定理理理 4.1.2(Rolle) 设函数 f 在 [a, b]上连续,在 (a, b)内可导,且 f (a) = f (b),那么

存在一点 ξ ∈ (a, b),使得 f ′(ξ) = 0.
证证证明明明 由 f (x)在 [a, b]连续知 f (x)在 [a, b]上可取最大值 M与最小值 m.
(1)若 m = M,则 ∀x ∈ [a, b],m ≤ f (x) ≤ M, f (x) = m = M为常数,此时 ∀ξ ∈ (a, b),

有 f ′(ξ) = 0.
(2)设 m < M,由于 f (a) = f (b),从而至少存在一点 ξ ∈ (a, b),使 f (x)在点 ξ取得

M 或 m. 显然 ξ 为 f (x)在 (a, b)极值点,再由 f (x)在 ξ ∈ (a, b)可导及费尔马定理知
f ′(ξ) = 0.
几何意义:存在 ξ ∈ (a, b),使 f (x)在点 ξ的切线与 x轴平行,或与端点连线平行.
例例例 4.1.1 考察 2n次多项式 Q(x) = xn(1 − x)n, n ∈ N.求证:Q(x)在 (0, 1)之内无实

零点.
证证证明明明 显然Q(x)在 [0, 1]连续,在 (0, 1)可导且Q(0) = Q(1) = 1.若Q(x)在 (0, 1)内

有实零点 x0,由 Rolle中值定理知存在 ξ1 ∈ (0, x0)及 ξ2 ∈ (x0, 1)使 Q′(ξ1) = Q′(ξ2) = 0.
但若

Q′(x) = nxn−1(1 − x)n−1(1 − 2x) = 0, x ∈ (0, 1),

则 x = 1
2 ,从而 ξ1 = ξ2 = 1

2 矛盾,故 Q(x)在 (0, 1)之内无实零点.
定定定理理理 4.1.3 设 f 与 λ在 [a, b]上连续,在 (a, b)内可微,并且 λ(a) = 1, λ(b) = 0,则

必存在一点 ξ ∈ (a, b),使得 f ′(ξ) = λ′(ξ)( f (a) − f (b)).
证明：(将 ξ改为 x,两边积分,有时先变形). 令 F(x) = f (x) − λ(x)( f (a) − f (b)),由

f (x)与 λ(x)的条件知 F(x)在 [a, b]连续,在 (a, b)可导. 由

F(a) = f (a) − λ(a)( f (a) − f (b)) = f (b), F(b) = f (b) − λ(b)( f (a) − f (b)) = f (b)

知 F(a) = F(b),由 Rolle中值定理,存在 ξ ∈ (a, b)使得 F′(ξ) = 0,即

f ′(ξ) = λ′(ξ)( f (a) − f (b)).
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定定定理理理 4.1.4(Lagrange) 设 f 在 [a, b]上连续,在 (a, b)内可导,则存在一点 ξ ∈ (a, b),

使得
f (b) − f (a)

b − a
= f ′(ξ).

证证证明明明 方法 1: 在定理 4.1.3中取 λ(x) =
b − x
b − a

即得.

方法 2: 令 F(x) = f (x) −
[
f (a) +

f (b)− f (a)
b−a (x − a)

]
, 显然 F(x) 在 [a, b] 连续, 在

(a, b) 可导且 F(a) = F(b) = 0, 由 Rolle 中值定理, 存在 ξ ∈ (a, b) 使得 F′(ξ) = 0, 即
f ′(ξ) =

f (b)− f (a)
b−a .

注注注 (1)几何意义: y = f (x)上一定存在一点 ξ ∈ (a, b),使 f (x)在点 ξ的切线与端
点连线平行.

(2)若 f (a) = f (b),此时 Lagrange中值定理即为 Rolle中值定理.
推推推论论论 4.1.1 设 f 在 [a, b]上连续,在 (a, b)内可导,则 f 在 [a, b]上为常数的充要

条件是 f ′ = 0在 (a, b)内成立.
证证证明明明 若 f 在 [a, b] 上为常数, 设 f (x) = c, 显然 ∀ξ ∈ (a, b), f ′(ξ) = 0. 反过来,

若 ∀ξ ∈ (a, b), f ′(ξ) = 0. 将 f (x) 在 [a, x] 上用 Lagrange 中值定理存在 ξ ∈ (a, x),
f (x) − f (a) = f ′(ξ)(x − a) = 0, f (x) = f (a) = const.
定定定理理理 4.1.5(Cauchy) 设 f 和 g在 [a, b]上连续,在 (a, b)内可导,且当 x ∈ (a, b)时,

g′(x) , 0,这时必存在一点 ξ ∈ (a, b),使得

f (b) − f (a)
g(b) − g(a)

=
f ′(ξ)
g′(ξ)

.

证证证明明明 在定理 4.1.3中取 λ(x) =
g(b) − g(x)
g(b) − g(a)

即得.

在一元函数微分学中,Rolle定理,Lagrange定理,Cauchy定理统称为中值定理,前
一个是后一个的特例.

例例例 4.1.2 证明 arctan x在 (−∞,+∞)上一致连续.
证证证明明明 ∀ε > 0,∀x1, x2 ∈ (−∞,+∞),不妨设 x1 < x2.由于 f (x) = arctan x在 [x1, x2]

连续且可导,于是由 Lagrange中值定理,存在 ξ ∈ (x1, x2)满足 f (x2)− f (x1) = f ′(ξ)(x2−
x1).而 f ′(ξ) = 1

1+ξ2 ,所以

| f (x2) − f (x1)| = 1
1 + ξ2 |x2 − x1| ≤ |x2 − x1|.

对 ∀ε > 0，取 δ = ε, ∀x1, x2 ∈ (−∞,+∞), 当 |x2 − x1| < δ 时, | f (x2) − f (x1)| < ε, 故
f (x) = arctan x在 (−∞,+∞)上一致连续.

例例例 4.1.3 设 0 < α < β <
π

2
,求证：

β − α
cos2 α

< tan β − tanα <
β − α
cos2 β

.

证证证明明明 令 f (x) = tan x, x ∈ [α, β] ⊂ (0, π2 ).将 f (x)在 [α, β]用 Lagrange中值定理,存
在 ξ ∈ (α, β), f (β) − f (α) = f ′(ξ)(β − α).而

1
cos2 α

< f ′(ξ) = sec2 ξ =
1

cos2 ξ
<

1
cos2 β

,

所以
β − α
cos2 α

< tan β − tanα <
β − α
cos2 β

.
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例例例 4.1.4 证明：当 x ∈ (−∞, 1)时 arctan
1 + x
1 − x

= arctan x +
π

4
.

证证证明明明 令 F(x) = arctan
1 + x
1 − x

− arctan x,则

F′(x) =
1

1 + ( 1+x
1−x )2

(1 − x) − (1 + x)(−1)
(1 + x)2 − 1

1 + x2 = 0,

所以

F(x) = const = F(0) = arctan 1 − 0 =
π

4
=
π

4
,

即

arctan
1 + x
1 − x

= arctan x +
π

4
.

例例例 4.1.5 讨论二次函数 f (x) = ax2 + bx + c,求出点 ξ,使得等式

f (x) − f (y)
x − y

= f ′(ξ), x , y

成立.
解解解 不妨设 x > y.将 f (x)在 [y, x]上用 Lagrange中值定理,存在 ξ ∈ (y, x)满足

f (x) − f (y) = f ′(ξ)(x − y).

而 f ′(ξ) = 2aξ + b,所以

ax2 + bx + c − (ay2 + by + c) = (2aξ + b)(x − y),

a(x − y)(x + y) + b(x − y) = (2aξ + b)(x − y),

a(x + y) + b = 2aξ + b, ξ =
x + y

2
.

例例例 4.1.6 设 f (x)在 [a, b]上可微.试证: f ′(x)在 [a, b]上连续的充要条件是 f (x)
在 [a, b]上一致可微.即: ∀ε > 0,∃δ > 0,当 0 < |h| < δ时,有

∣∣∣∣∣
f (x + h) − f (x)

h
− f ′(x)

∣∣∣∣∣ < ε

对一切 x ∈ [a, b]成立.
证证证明明明 必要性: 因 f ′(x) 在 [a, b] 上连续, 因此一致连续, 即 ∀ε > 0,∃δ > 0, 当

x′, x′′ ∈ [a, b], |x′ − x′′| < δ 时, 便有 | f ′(x′) − f ′(x′′)| < ε. 由此 0 < |h| < δ 时, 任何
x ∈ [a, b],有

∣∣∣∣∣
f (x + h) − f (x)

h
− f ′(x)

∣∣∣∣∣
= | f ′(ξ) − f ′(x)| (ξ在x与x + h之间)

< ε. (因为|ξ − x| < h < δ)
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充分性: 已知 ∀ε > 0,∃δ > 0,当 0 < |h| < δ时,
∣∣∣∣∣
f (x + h) − f (x)

h
− f ′(x)

∣∣∣∣∣ < ε, (∀x ∈ [a, b]).

因此, ∀x0 ∈ [a, b], 0 < |h| < δ时,只要 x0 + h ∈ [a, b],便有

| f ′(x0 + h) − f ′(x0)|
=

∣∣∣∣∣ f ′(x0 + h) − f (x0 + h) − f (x0)
h

+
f (x0 + h) − f (x0)

h
− f ′(x0)

∣∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∣ f ′(x0 + h) − f (x0 + h − h) − f (x0 + h)

−h

∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣
f (x0 + h) − f (x0)

h
− f ′(x0)

∣∣∣∣∣ < 2ε.

所以 f ′(x)在 x0处连续.由 x0的任意性,知 f ′(x)在 [a, b]上连续.
例例例 4.1.7 设函数 f 在 [0, 1]上连续,在 (0, 1)内可导,并且 f (0) = 0, f (1) = 1,又设

k1, · · · , kn是任意的 n个正数. 求证：在 (0, 1)中存在 n个互不相同的数 t1, · · · , tn,使得
n∑

i=1

ki

f ′(ti)
=

n∑

i=1

ki.

证证证明明明 对 i = 1, 2, · · · , n,令 yi =
k1+k2+···+ki

k ,其中 k = k1 + k2 + · · · + ki.显然

0 = y0 < y1 < y2 < · · · < yn−1 < yn = 1.

f (0) = 0, f (1) = 1,由介值定理, ∃x1 ∈ (0, 1), f (x1) = y1;将 f (x)在 [x1, 1]内用由介值
定理,∃x2 ∈ (x1, 1) ⊂ (0, 1), f (x2) = y2;以此继续下去,∃xi ∈ (0, 1), 0 < x1 < x2 < · · · <
xn−1 < xn = 1满足 f (xi) = yi (1 ≤ i ≤ n).将 f (x)在 [xi−1, xi] (1 ≤ i ≤ n, x0 = 0)上用
Lagrange中值定理,∃ti ∈ (xi−1, xi)满足

yi − yi−1 = f (xi) − f (xi−1) = f ′(ti)(xi − xi−1).

由此
yi − yi−1

f ′(ti)
= xi − xi−1,

n∑

i=1

(
k1 + k2 + · · · + ki

k
− k1 + k2 + · · · + ki−1

k

)
1

f ′(ti)
=

n∑

i=1

(xi − xi−1) = xn − x0 = 1,

即
n∑

i=1

ki
k

1
f ′(ti) = 1,

n∑
i=1

ki

f ′(ti)
=

n∑

i=1

ki.显然 t1, t2, · · · , tn互不相等.

习题 4.1

1. 证明: 3 arccos x − arccos(3x − 4x3) = π, x ∈ [−1
2 ,

1
2 ].

2. 证明下列不等式：
(1) | sin x − sin y| ≤ |x − y|, x, y ∈ R;
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(2) a−b
a < log( a

b ) < a−b
b ,其中 0 < b < a;

(3) a−b√
1+a2

√
1+b2

< arctan a − arctan b < a − b,其中 0 < b < a;

(4) pyp−1(x − y) ≤ xp − yp ≤ pxx−1(x − y),其中 0 < y < x且 p > 1.
(6) x(x − arctan x) > 0,当 x , 0时;
(7) x − x2

2 < log(1 + x) < x ,当 x > 0时;
(8) x − x3

6 < sin x < x ,当 x > 0时;
(9) log(1 + x) > arctan x

1+x ,当 x > 0时.
(10) 当 a > ln2 − 1时, x2 − 2ax + 1 < ex(x > 0).
(11) ( sin x

x )3 ≥ cos x (0 < |x| < π
2 ).

(12) 设 n为自然数, 0 < x < 1,则 xn(1 − x) < 1
ne .

(13) lnx
x−1 ≤ 1√

x
(x > 0, x , 1).

(14) 当 x < 0时, 1
x + 1

ln(1−x)
< 1.

(15) 设 0 < x < y < 1或 1 < x < y,则 y
x >

yx

xy .
(16) 当 x > 0且 x , 1时,有 (1 − x)(x2e1/x − ex) ≥ 0.
2. 比较 πe与 eπ的大小,并说明理由.
3. 设 f (x)在 (0,+∞)上单调下降,可微,如果当 x ∈ (0,+∞)时,0 < f (x) < | f ′(x)|

成立,则当 0 < x < 1时,必有 x f (x) > 1
x f ( 1

x ).
4. 设 a, b, c为三个实数,证明：方程 ex = ax2 + bx + c的根不超过三个.
5. 证明对任意实数 c,方程 x3 − 3x + c = 0在 [0, 1]上无相异根.
6、如果三阶可导的函数 f 是微分方程 y′′ + y = 0的一个解,证明: f 2 + ( f ′)2是常

值函数.
7. 设函数 f 在 [0, 1]上有 3阶导函数, 且 f (0) = f (1) = 0. 设 F(x) = x2 f (x), 求

证：：存在 ξ ∈ (0, 1)使得 F′′′(ξ) = 0.
8. 求证 f (x) =

√
xlnx在 [1,+∞)上一致连续.

9. 设 f (x)在 [a, b]上连续,在 (a, b)内除仅有的一个点外都可导,求证：∃c1, c2 ∈
(a, b)及 θ ∈ (0, 1),使得 f (b) − f (a) = (b − a)[θ f ′(c1) + (1 − θ) f ′(c2)].

10. 设函数 f (x)在 [0, 3]上连续可导,且在 (0, 3)内 f (0) + f (1) + f (2) = 3, f (3) = 1,
求证：∃ξ ∈ (0, 3)使得 f ′(ξ) = 0.

11. 设 f (x)在 [0, 1]上连续,在 [0, 1]内可导, f (0) = 0,求证：如果 f (x)在 (0, 1)上
不恒为零,则存在 ξ ∈ (0, 1),使得 f (ξ) · f ′(ξ) > 0.

提示: 若 ∀x ∈ (0, 1), f (x) f ′(x) ≤ 0, 则 | f 2(x)|′ ≤ 0, f 2(x) ≤ f 2(0) = 0, f 2(x) ≡ 0,
f (x) ≡ 0矛盾.

12. 设函数 f 在闭区间 [a, b]上连续,在开区间 (a, b)内二次可导, f (a) = f (b) = 0,
且存在 c ∈ (a, b)使 f (c) > 0. 证明：存在 ξ ∈ (a, b),使 f ′′(ξ) < 0.

提示：精解 P209 416.
13. 设函数 f 在 R上有 n阶导数,又 p是一个 n次多项式,最高次项系数为 a0. 如

果有互不相同的 xi使得 f (xi) = p(xi)(i = 0, 1, · · · , n),求证：存在 ξ,满足 a0 =
f (n)(ξ)

n!
.

§ 4.2 泰勒公式
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设函数 f (x)在 x0点可导或可微,于是按定义有

f (x) = f (x0) + f ′(x0)(x − x0) + o(x − x0).

这表明 f (x)在点 x0 附近,可用一次多项式近似表达 f (x),而误差是高于一阶的无穷
小量. 从几何上看,这就是用曲线的过点 x0 的切线来近似曲线.从指导思想上看,这
种逼近就是使在点 x0,函数值与一阶导数值都与原函数的相应值相等. 无论是理论证
明还是实际计算中,许多情况下使用这种逼近是不够的,这就需要寻求并建立更准确
的逼近.自然想到用高次多项式去逼近,并使多项式在点的函数及直到 n阶导数的值
都与原来函数的对应值相等. 这正是本节所要介绍的泰勒 (Taylor)公式.

泰泰泰勒勒勒 (Taylor)公公公式式式
定定定理理理 4.2.1 设函数 f (x)在 x = x0点有直到 n阶的导数,那么

f (x) =

n∑

k=0

f (k)(x0)
k!

(x − x0)k + Rn(x),

这就是函数 f (x) 在点 x0 附近关于 (x − x0) 的幂级数展开式, 也叫泰勒公式. 其中
Rn(x − x0) = o((x − x0)n)叫做皮亚诺 (Peano)余项.

证证证明明明 f (x)在 x = x0 点有直到 n阶的导数,当然要求 f (x)在点 x = x0 的某邻域
O(x0, δ)内有直到 n − 1阶的导数,从而 f (x)在 O(x0, δ)内有直到 n − 2阶的连续导数
且

Rn(x) = f (x) −
n∑

i=0

f (i)(x0)
i!

(x − x0)i,

R(k)(x) = f (k)(x) −
n∑

i=k

f (i)(x0)
i!

i(i − 1) · · · (i − k + 1)(x − x0)i−k.

令 x = x0,则 R(k)(x0) = 0, (k = 0, 1, · · · , n − 1).于是连续应用 n − 1次洛必达法则得

lim
x→x0

Rn(x)
(x − x0)n = lim

x→x0

R′n(x)
n(x − x0)n−1 = · · ·

= lim
x→x0

R(n−1)
n (x)

n!(x − x0)

=
1
n!

lim
x→x0

(
f (n−1)(x) − f (n−1)(x0)

x − x0
− f (n)(x0)

)
= 0.

故 Rn(x) = o((x − x0)n).
定定定理理理 4.2.2 设函数 f (x)在 x = x0 点某邻域 O(x0, δ)内有直到 n + 1阶的导数,那

么

f (x) =

n∑

k=0

f (k)(x0)
k!

(x − x0)k + Rn(x),
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其中 Rn(x) =
f (n+1)(ξ)
(n + 1)!

(x − x0)n+1,ξ在 x0 与 x之间. 这就是函数 f (x)在点 x0 附近关于

(x − x0)的幂级数展开式,也叫泰勒公式,式中 Rn(x)叫做拉格朗日余项.
证证证明明明 做辅出函数

φ(t) = f (x) −
n∑

k=0

f (k)(t)
k!

(x − t)k,

于是 φ(t)在 [x0, x]或 [x, x0]上连续,在 (x0, x)或 (x, x0)上可导且有 φ(x0) = Rn(x), φ(x) =

0,

φ′(t) = f ′(t) −
n∑

k=1

[
f (k+1)(t)

k!
(x − t)k − f (k)(t)k(x − t)k−1

]

= −
n∑

k=0

f (k+1)(t)
k!

(x − t)k +

n∑

k=1

f (k)(t)
(k − 1)!

(x − t)k−1

= − f (n+1)(t)
n!

(x − t)n.

再令 ψ(t) = (x− t)(n+1),于是 ψ(x0) = (x− x0)n+1, ψ(x) = 0.用 Cauchy中值定理存在 ξ介
于 x与 x0 之间,使得

Rn(x)
(x − x0)n+1 =

φ(x0) − φ(x)
ψ(x0) − ψ(x)

=
φ′(ξ)
ψ′(ξ)

=
− 1

n! f (n+1)(ξ)(x − ξ)n

−(n + 1)(x − ξ)n =
f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
,

由此得到公式.
在 x = x0 = 0处的两种余项的泰勒公式分别化为

f (x) =

n∑

k=0

f (k)(0)
k!

xk + o(xn),

f (x) =

n∑

k=0

f (k)(0)
k!

xk +
f (n+1)(θx)
(n + 1)!

xn+1, (0 < θ < 1).

这两个公式称为麦克劳林 (Maclaurin)公式.
例例例 4.2.1 求 sin x, cos x, ex 的麦克劳林展开式.
解解解 sin(n)(x) = sin(x + nπ

2 ),

sin(n)(0) = sin(
nπ
2

) =

{
(−)k−1, n = 2k − 1,
0 n = 2k.

sin x =

n∑

k=1

(−1)k−1

(2k − 1)!
x(2k−1) +

(−1)n sin θx
(2n + 1)!

x2n+1,

其中 0 < θ < 1,−∞ < x < +∞.
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同样可求出

cos x =

n∑

k=0

(−1)k

(2k)!
x2k +

(−1)n+1 cos θx
(2n + 2)!

x2n+2,

其中 0 < θ < 1,−∞ < x < +∞.

ex =

n∑

k=0

1
(k)!

xk +
eθx

(n + 1)!
xn+1,

其中 0 < θ < 1,−∞ < x < +∞.
例例例 4.2.2 求函数 (1 + x)α (α为任何实数)及 ln(1 + x)关于 x = 0的泰勒展开式.
解解解 设 f (x) = (1 + x)α,则

f (k)(x) = α(α − 1) · · · (α − k + 1)(1 + x)α−k.

所以 f (k)(0) = α(α − 1) · · · (α − k + 1).由此

(1 + x)α =

n∑

k=0

α(α − 1) · · · (α − k + 1)
(k)!

xk +
(α(α − 1) · · · (α − n)(1 + θx)α−n−1

(n + 1)!
xn+1,

其中 0 < θ < 1,−1 < x < +∞.
设 g(x) = ln(1 + x),则当 −1 < x < +∞时

g(k)(x) = (g′(x))(k−1) =
(
(1 + x)−1

)(k−1)
= (−1)k−1 (k − 1)!

(1 + x)k , k = 1, 2, · · · ,

所以 g(k)(0) = (−1)k−1(k − 1)!,因此

ln(1 + x) =

n∑

k=1

(−1)k−1 xk

k
+

xn+1

(n + 1)(1 + θx)n+1 ,

其中 0 < θ < 1,−1 < x < +∞.
例例例 4.2.3 计算极限 lim

x→0

ex sin x − x(1 + x)
sin x3 .

解解解 因为

ex = 1 + x +
x2

2
+

x3

3!
+ o(x4), sin x = x − x3

3!
+ o(x4),

所以

ex sin x − x(1 + x) = (1 + x +
x2

2
+

x3

3!
+ o(x4))(x − x3

3!
+ o(x4)) − x(1 + x) =

x3

3
+ o(x4).

又 x→ 0时 sin x ∼ x,所以

lim
x→0

ex sin x − x(1 + x)
sin x3 = lim

x→0

x3

3 + o(x4)

x3 =
1
3
.
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例例例 4.2.4 设函数 f 在区间 [0, 2]上二阶可导,且在 [0, 2]上有

| f (x)| ≤ 1, | f ′′(x)| ≤ 1.

求证在 [0, 2]上有 | f ′(x)| ≤ 2.
证证证 任取 x ∈ [0, 2],由泰勒公式

f (0) = f (x) + f ′(x)(0 − x) +
f ′′(ξ1)

2!
(0 − x)2,

f (2) = f (x) + f ′(x)(2 − x) +
f ′′(ξ2)

2!
(2 − x)2,

其中 ξ1 ∈ (0, x), ξ2 ∈ (x, 2).上面两式相减得到

2 f ′(x) = f (2) − f (0) +
f ′′(ξ1)

2!
x2 − f ′′(ξ2)

2!
(2 − x)2.

于是当 x ∈ [0, 2]时,有

2| f ′(x)| ≤ | f (2)| + | f (0)| + | f ′′(ξ1)|
2 x2 +

| f ′′(ξ2)|
2 (2 − x)2

≤ 2 + 1
2 [x2 + (2 − x)2]

= 3 + (1 − x)2 ≤ 3 + 1 = 4,

即有
| f ′(x)| ≤ 2.

习题 4.2

1. 求函数 f (x) = 1
x2+2x−3 在 x = 0处的泰勒展开式.

2. 利用泰勒公式求极限

lim
x→0

cos x − e−
x2
2

x4 .

答案：− 1
12

3. 若 f (x)在 [a, b]上有二阶导数, f ′(a) = f ′(b) = 0,试证: ∃ξ ∈ (a, b)使得

| f ′′(ξ)| ≥ 4
(b − a)2 | f (b) − f (a)|.

4. 设 f (x)在 [0, 1]上具有二阶连续导数, 且满足 f (1) = f (0)及 | f ′′(x)| ≤ M(x ∈
[0, 1]). 试证: 对一切 x ∈ [0, 1]有 | f ′(x)| ≤ M

2 .

§ 4.3 利用导数研究函数
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§ 4.3.1 单调性
定定定理理理 4.3.1 设函数 f 在区间 [a, b]上连续,在 (a, b)内可导,那么 f 在 [a, b]上递

增（减）的充分必要条件是 f ′ ≥ 0(≤ 0)在区间 (a, b)内成立.
证证证明明明 必要性: 不妨设 f (x)在 [a, b]上单调递增. ∀x ∈ (a, b),

f ′(x) = lim
h→0

f (x + h) − f (x)
h

≥ 0.

充分性: 假设 ∀x ∈ (a, b), f ′(x) ≥ 0. ∀x1, x2 ∈ [a, b],不妨设 x1 < x2.显然 [x1, x2] ⊂
[a, b].将 f (x)在 [x1, x2]上利用拉格朗日中值定理,存在 ξ ∈ [x1, x2]满足

f (x2) − f (x1) = f ′(ξ)(x2 − x1) ≥ 0,

所以 f 在 [a, b]上递增.对于递减情形同样可证明.
定定定理理理 4.3.2 设函数 f 在区间 [a, b]上连续,在 (a, b)内可导,如果 f ′ > 0(< 0)在区

间 (a, b)内成立,那么 f 在 [a, b]上是严格递增（严格递减）的.
证证证明明明 ∀x1, x2 ∈ [a, b],不妨设 x1 < x2.显然 [x1, x2] ⊂ [a, b].将 f (x)在 [x1, x2]上利

用拉格朗日中值定理, 存在 ξ ∈ [x1, x2]满足 f (x2) − f (x1) = f ′(ξ)(x2 − x1),而有条件
f ′(ξ) > 0,所以 f (x2) − f (x1) > 0, f (x2) > f (x1), f (x)在 [a, b]上严格递增.同样可证明
若 f ′(x) < 0则 f (x)在 [a, b]上严格递减.

注注注：该定理的逆命题不成立, 如 f (x) = x3 在 [−∞,+∞] 上是严格递增的, 但
f ′(0) = 0.
定定定理理理 4.3.3 设函数 f 在区间 [a, b]上连续,在开区间 (a, b)内除了有限个点之外,

有正（负）的导数,那么 f 在 [a, b]上是严格递增（严格递减）的.
证证证明明明 设 c ∈ (a, b), f ′(c) = 0而在 (a, c)与 (c, b)上 f ′(x) > 0(< 0). 由定理 4.3.2, f

在 [a, c]及 [c, b]都是严格递增（严格递减）的,从而在 [a, b]上是严格递增（严格递
减）. 对于开区间 (a, b)内除了有限个点之外,有正（负）的导数情形,证明方法完全
相同.

定定定理理理 4.3.4 设函数 f 在区间 [a, b]上连续,在 (a, b)内可导,那么 f 在 [a, b]上严
格递增（严格递减）的充分必要条件是 (1)当 x ∈ (a, b)时； f ′ ≥ 0(≤ 0); (2)在 (a, b)
的任何开子区间内, f ′ . 0.

证证证明明明 必要性: 不妨设 f (x)在 [a, b]上严格递增,由定理 4.3.1知 f ′(x) ≥ 0, (1)成
立.

假设条件 (2)不成立,则存在一开区间 (α, β) ⊂ [a, b]满足 f ′(x) ≡ 0,从而 f (x) ≡
C, x ∈ (α, β). 这与 f 在 [a, b]上严格递增矛盾,故 (2)成立.

充分性: 若 (1),(2)都成立, 由 (1)知 f 在 [a, b]上递增,从而 ∀x1, x2 ∈ [a, b], x1 <

x2, f (x1) ≤ f (x2).
下证明 f (x1) , f (x2). 否则 f (x1) = f (x2), ∀x ∈ (x1, x2) 即 x1 < x < x2, 所以

f (x1) ≤ f (x) ≤ f (x2)从而 f (x) = f (x1) = f (x2) = const,故在 (x1, x2)内 f ′(x) ≡ 0与条
件 (2)矛盾,从而 f (x1) < f (x2),故 f 在 [a, b]上严格递增.

例例例 4.3.1 证明方程 x − 1
2

sin x = 0只有一个根 x = 0.
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证证证明明明 令 f (x) = x − 1
2

sin x,则 f ′(x) = 1 − 1
2 cos x > 0, f (x)在 (−∞,+∞)上严格单

调递增.显然 x = 0是 f (x) = 0的根,故 x − 1
2

sin x = 0只有一个根 x = 0.

例例例 4.3.2 求 y = 3x − x3的单调区间.
解解解 函数的定义域为 (−∞,+∞). y′ = 3 − 3x2,令 y′ = 0,则 x = ±1.
当 −∞ < x < −1或 1 < x < +∞时, y′ < 0;当 −1 < x < 1时, y′ > 0.
故 y = 3x − x3 在的单调减区间为 −∞ < x < −1或 1 < x < +∞,单调增区间为

−1 ≤ x ≤ 1.

例例例 4.3.3 证明 x > 0时 sin x > x − x3

3!
.

证证证明明明 令 f (x) = sin x − (x − x3

3!
).

f ′(x) = cos x − 1 +
x2

2
, f ′′(x) = − sin x + x, f ′′′(x) = − cos x + 1.

由 f ′′′(x) ≥ 0且在任何开区间内不恒为零,由定理 4.3.4知 x > 0时 f ′′(x)严格单调递
增,从而 x > 0时 f ′′(x) > f ′′(0) = 0.

由定理 4.3.2 知 x > 0 时 f ′(x) 严格单调递增，从而 f ′(x) > f ′(0) = 0, 同理

f (x) > f (0) = 0,故 x > 0时 sin x > x − x3

3!
.

例例例 4.3.4 设 n = 0, 1, 2, · · ·,求证：ex > 1 +
x
1!

+
x2

2!
+ · · · + xn

n!
对 x > 0成立.

证证证明明明 当 n = 0时,由 x > 0知 ex > e0 = 1,不等式成立.
设 n = k时成立,

ex > 1 +
x
1!

+
x2

2!
+ · · · + xk

k!
.

当 n = k + 1时,令

f (x) = ex − (1 +
x
1!

+
x2

2!
+ · · · + xk+1

(k + 1)!
,

则

f ′(x) = ex − (1 +
x
1!

+
x2

2!
+ · · · + xk

k!
> 0,

由此 f (x)在 x > 0时严格单调递增, x > 0时, f (x) > f (0) = 0,故

ex > (1 +
x
1!

+
x2

2!
+ · · · + xk+1

(k + 1)!
.

由归纳假设证毕.

例例例 4.3.5 求证：当 0 < x <
π

2
时,

2
π
<

sin x
x

< 1.

证证证明明明 设 f (x) = sin x − 2x
π , x ∈ [0, π2 ],则 f ′(x) = cos x − 2

π .

令 f ′(x) = 0则 x = arccos 2
π .

当 x ∈ (0, arccos 2
π ) 时 f ′(x) > 0, f (x) 在 (0, arccos 2

π ) 内严格单调递增, f (x) >
f (0) = 0;
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当 x ∈ (arccos 2
π ,

π
2 ) 时 f ′(x) < 0, f (x) 在 (arccos 2

π ,
π
2 ) 内严格单调递减, f (x) >

f (π2 ) = 0.

所以 f (x) > 0,即 sin x > 2x
π ,

2
π
<

sin x
x
.

同理可证
sin x

x
< 1.

§ 4.3.2 极值与最值
由 Fermat定理知: 可导的极值点是驻点,但极值点也可能是不可导点,如 f (x) =

|x|在 x = 0不可导,但 x = 0为 f (x)的极小值点.
定定定理理理 4.3.5 设函数 f 在 [a, b]上连续,x0 ∈ (a, b),如果存在正数 δ > 0,使得
(1)在 (x0 − δ, x0)内 f ′ > 0,而在 (x0, x0 + δ)内 f ′ < 0,那么 f (x0)是 f 的一个严格

极大值,所谓“严格极大值”是指：当 0 < |x − x0| < δ时 f (x) < f (x0)；
(2)在 (x0 − δ, x0)内 f ′ < 0,而在 (x0, x0 + δ)内 f ′ > 0,那么 f (x0)是 f 的一个严格

极小值,所谓“严格极小值”是指：当 0 < |x − x0| < δ时 f (x) > f (x0)；
(3)在 (x0 − δ, x0)与 (x0, x0 + δ)内 f ′同号,那么 f (x0)不是 f 的极值.
注注注：该定理适合 f (x) = |x|在 x = 0. 可画图说明可不要求 f (x)在 x0可导.
证证证明明明 (1) 由条件 x ∈ (x0 − δ, x0), f ′(x) > 0, f (x) 严格单调递增, f (x) < f (x0);

x ∈ (x0, x0 + δ)内 f ′(x) < 0, f (x)严格单调递增, f (x) < f (x0),所以当 0 < |x − x0| < δ时
f (x) < f (x0), f (x0)是 f 的一个严格极大值.同理可证明 (2)与 (3).
定定定理理理 4.3.6 设 f 在 [a, b]上连续, x0 是 f 的一个驻点. 进一步,设 f ′′(x0)存在,那

么
(1)当 f ′′(x0) < 0时 f (x0)是 f 的一个严格极大值；
(2)当 f ′′(x0) > 0时 f (x0)是 f 的一个严格极小值.
证证证明明明 (1) 若 f ′′(x0) < 0 则 lim

x→x0

f ′(x)− f ′(x0)
x−x0

< 0, ∃δ > 0, x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), x ,

x0,
f ′(x)− f ′(x0)

x−x0
< 0.而 f ′(x0) = 0,所以 x ∈ (x0 − δ, x0), f ′(x) > 0; x ∈ (x0, x0 + δ) f ′(x) < 0.

由定理 4.3.5知 f (x0)是 f 的一个严格极大值.
同理可证明 (2).
应当看到,以上两个定理都只是判断严格极值的充分条件.有这样的情形,存在

着这样的函数 f ,在它的某个极值点的任何一侧,都不具有单调的性质. 考察函数

f (x) =


x sin

1
x

+ |x|, x , 0;

0, x = 0.

它是一个处处连续的偶函数, f (0) 是它的一个极小值, 但是当 x > 0 时 f ′(x) =

sin
1
x
− 1

x
cos

1
x

+ 1, f ′(
1

nπ
) = 1 + (−1)n+1nπ交替改变符号,因此对任意的 δ > 0,函数 f

在 (0, δ)上都不是单调的；在 (−δ, 0)上也不是单调的.
例例例 4.3.6 讨论 y = (x − 1)

3√
x2的极值.

解解解 函数的定义域为 (−∞,+∞). y′ = 5x−2
3 3√x

, y在 x = 0不可导.

令 y′ = 0则 5x − 2 = 0, x = 2
5 .用不可导点及驻点将定义域分为若干区间

(−∞, 0], (0,
2
5

), [
2
5
,+∞).
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x ∈ (−∞, 0), y′ > 0; x ∈ (0, 2
5 ), y′ < 0; x ∈ ( 2

5 ,+∞), y′ > 0.由此 x = 0时 y取极大值 −1;

x = 2
5 时 y取极小值 − 3

5
3
√

4
25 .

定定定义义义 4.3.1 [a, b]上连续函数的最小值与最大值统称为最值,而在其上取得最值
的点称为最值点.

求最值的方法：
（1）求 (a, b)内 f 的驻点与不可导点 x1, · · · , xm.
（2）比较 f (x1), · · · , f (xm), f (a), f (b)的大小,其中最大的一个是最大值,最小的

一个是最大值.
（3）实际问题中,如果 f 在 (a, b)的内部驻点只有一个 x1,且从实际问题本身又

可以知道在 (a, b)内必定有最小值或最大值,那么, f (x1)就是所要求的最小值或最大
值,不需再算出 f (a)和 f (b).

例例例 4.3.7 设 f (x) = (x − 1)(x − 2)2,求函数 f 在区间 [0,
5
2

]上的最小值与最大值.

解解解 f ′(x) = (x − 2)2 + 2(x − 1)(x − 2) = (x − 2)(3x − 4).
令 f ′(x) = 0,得驻点 x = 2, 4

3 .因为

f (0) = −4, f (2) = 0, f (
4
3

) =
4
27
, f (

5
2

) =
3
8
.

所以 min = f (0) = −4, max = f (
5
2

) =
3
8
.

例例例 4.3.8 设有一块边长为 a的正方形铁皮,从其各角截去同样的小正方形,作成
一个无盖的方匣,问截去多少,方能使作成的匣子之容积最大.

解解解 设所截小正方形边长为 x,则方匣容积 V = x(a − 2x)2.

V ′(x) = (a − 2x)2 + 2x(a − 2x)(−2) = (a − 2x)(a − 6x).

令 V ′(x) = 0得驻点 x = a
6 .

由实际意义,当所截小正方形边长为 a
6 时,作成的匣子之容积最大.

§ 4.3.3 函数的凸性与作图
定定定义义义 4.3.2 设函数 f (x)在区间 [a, b]上连续,若对 [a, b]中任意两点 x1, x2,恒有

f
( x1 + x2

2

)
≥ f (x1) + f (x2)

2
,

则称 f 在 [a, b]上是向上凸的,简称上凸,有恒有

f
( x1 + x2

2

)
≤ f (x1) + f (x2)

2
,

则称 f 在 [a, b]上是向下凸的,简称下凸. 有时称下凸为凹.
如果上述定义中等号不成立时,我们就说 f 在 [a, b]上是严格上凸的 (或严格下

凸的).
定定定理理理 4.3.7 设 f (x)在区间 (a, b)上内存在二阶导数 f ′′(x),那么
(1)在 (a, b)内 f ′′(x) < 0,则 f (x)在 (a, b)为上凸;



§ 4.3 利用导数研究函数 109

(2)在 (a, b)内 f ′′(x) > 0,则 f (x)在 (a, b)为下凸.
上凸弧与下凸弧的分界点称为拐点.
证证证明明明 ∀x1, x2 ∈ (a, b),令 x0 =

x1+x2
2 ，由二阶泰勒公式有

f (x1) − f (x0) = f ′(x0)(x1 − x0) +
f ”(ξ1)

2
(x1 − x0)2,

f (x2) − f (x0) = f ′(x0)(x2 − x0) +
f ”(ξ2)

2
(x2 − x0)2.

两者相加,若 f ”(x) < 0，则

f (x1) + f (x2) − 2 f (x0) ≤ f ′(x0)(x1 + x2 − 2x0) = 0.

从而

f (x0) ≥ f (x1) + f (x2)
2

.

所以 f (x)在 (a, b)为上凸.
同样可证若 f ′′(x) > 0,则

f (x0) ≤ f (x1) + f (x2)
2

,

从而 f (x)在 (a, b)为下凸.
函函函数数数 y = f (x)的的的图图图像像像作作作图图图步步步骤骤骤
(1)求 y = f (x)的定义域;
(2)求不可导点、驻点以及二阶导数为零的点;
(3)用 (2)中的点将定义域分成若干区间,在每个区间内讨论 f ′(x), f ′′(x)的符号,

一般可列表表示,求出单调区间、凹凸区间、极值点、最值点与拐点;
(4)求渐近线
lim
x→∞ f (x) = a,水平渐近线 y = a.

lim
x→c

f (x) = ∞,垂直渐近线 x = c.

lim
x→∞[ f (x) − ax − b] = 0 =⇒ a = lim

x→∞
f (x)

x
, b = lim

x→∞[ f (x) − ax],斜渐近线 y = ax + b;

(5)适当补充一些点,描点作图.

例例例 4.3.9 讨论函数 y =
2x

1 + x2 的单调性及凸性,并求它的极值与拐点.

解解解 首先可以知道,函数 f (x) =
2x

1 + x2 的定义域为 (−∞,+∞). 它的零点为 x = 0.

对 f (x)求导,

f ′(x) =
2(1 + x2) − 2x × 2x

(1 + x2)2 =
2(1 − x2)
(1 + x2)2 ,

即 f ′(x)有零点 x = 1和 −1.
f ′(x) 在 x = −1 的左边和右边的符号分别为负和正, 而在 x = 1 的右边和左边

的符号分别为正和负,所以 y = f (x)在 (−∞,−1)内单调递减,在 (−1, 1)内单调递增,
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( , 1) 1 ( 1,1) 1 (1, )

0 0

x

'y

y 1 1

表 1.

(1,+∞)内单调递减, x = −1是 f (x)的极小值点,对应极小值为 −1, x = 1是 f (x)的极
大值点,对应极大值为 1.

再求 f (x)的二阶导数,

f ′′(x) =
4x(x2 − 3)
(1 + x2)2 ,

即知零点为 x = −√3, 0,
√

3. 因为在 x = −√3,
√

3 的左边和右边 f ′′(x) 的符号分
别为负和正, 而在 x = 0 的左边和右边 f ′′(x) 的符号分别为正和负, 所以 y = f (x)
在 (−∞,−√3] 内上凸, 在 (−√3, 0]) 内下凸, 在 (0,

√
3) 内上凸, 在 (

√
3,+∞) 下凸,

x = −√3, 0,
√

3是 f (x)的拐点.

x

''y

y

( , 3) ( 3,0) (0, 3) ( 3, )

表 2.

lim
x→∞ f (x) = lim

x→∞
2x

1+x2 = 0,水平渐近线为 y = 0;无垂直渐近线.

a = lim
x→∞

f (x)
x = lim

x→∞
2

1+x2 = 0, b = lim
x→∞( f (x) − ax) = lim

x→∞
2x

1+x2 = 0, 斜渐近线为

y = ax + b = 0即为水平渐近线.
根据这些信息,再求出若干个特殊点上的函数值,就不难画出 y = f (x)的图形了

(图 3).
例例例 4.3.10 讨论 y = x + arctan x的渐近线.
解解解 lim

x→∞ f (x) = lim
x→∞(x + arctan x) = +∞, 无水平渐近线; lim

x→x0
f (x) = lim

x→∞(x +

arctan x) = x0 + arctan x0,无垂直渐近线.
a = lim

x→∞
f (x)

x = lim
x→∞

x+arctan x
x = 1, b = lim

x→∞( f (x) − ax) = lim
x→±∞(x + arctan x − x) = ±π2 ,

斜渐近线为 y = x ± π
2 .
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x

y

1

1

1

1

3

3

图 3.

例例例 4.3.11 在 Oxy坐标系下画出函数 y = 1√
2π

e−
x2
2 的大致图形.

解解解 因为 f (x) = 1√
2π

e−
x2
2 是在整个实数域中有定义的偶函数,我们只要考察 x ≥ 0

就可以了.
求 f (x)的一阶导数和二阶导数,有

f ′(x) = − 1√
2π

xe−
x2
2

和

f ′′(x) =
1√
2π

e−
x2
2 (x2 − 1),

所以, f (x)的可能的极值点为 f ′(x)的零点 x = 0,可能的拐点的横坐标为 f ′′(x)的零
点 x = 1.

经检验, f ′(x)在 x = 0的左边和右边的符号分别为正和负,所以 x = 0是 f (x)的
极大值点;而在的左边和右边的符号也分别为正和负,所以 (1, f (x))即 (1, 1√

2π
e−

1
2 )是

f (x)的拐点.
这样,我们便可以得知 f (x)在 x ≥ 0处的大致变化情况 (表 4):

0 (0,1) 1 (1, )

'( )f x

''( )f x

( )f x

0

0

e

表 4.

当 x → ∞时,y = 1√
2π

e−
x2
2 → 0,因此 y = 0即 x轴是 y = f (x)的水平渐近线,容易

看出, y = f (x)不再有其它的渐近线 (图 5).
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e

1

2

2

e

x

e

图 5.

利用上面得到的 f (x)性态,便不难画出 y = f (x)在右半平面的图形,然后利用对

称性,就可以作出整个 y = f (x)的图形了. 以后学习概率论时会知道, y = 1√
2π

e−
x2
2 是

一个非常重要的函数.

习题 4.3

1. 求证：
(1) 当 x ≥ 0时, f (x) = x

1+x 单调增加；

(2) |a+b|
1+|a+b| ≤ |a|

1+|a| +
|b|

1+|b|
2. 求证：对任何 n次多项式 P(x),∃x0 > 0,使得 P(x)在 (−∞,−x0)和在 (x0,+∞)

上都是严格单调的.
3. 设 f (x)在 [a, b]上连续,且在 (a, b)内只有一个极大值点和一个极小值点. 求

证：极大值必大于极小值.
4. 设 f (x) ∈ [a, b],在区间 [a, b]上只有一个极值点,求证：如果该点是极大值点

必为最大值点,如果该点是极小值点必为最小值点.
5. 内接于椭圆 x2

a2 +
y2

b2 = 1,边平行于坐标轴的矩形,何时面积最大?
6. 体积一定的圆锥形帐篷,高与底半径之比如何时,表面积最小?
7. 设 f (x)在内 (a, b)二阶可导,且 x0 ∈ (a, b),使得 f ′′(x0) , 0,求证：
(1) 如果 f ′(x0) = 0,则存在 x1, x2 ∈ (a, b),使得 f (x1) − f (x2) = 0;
(2) 如果 f ′(x0) , 0,则存在 x1, x2 ∈ (a, b),使得 f (x1)− f (x2)

x1−x2
= f ′(x0).

8. 设 a, b > 0, k ∈ R,求证：函数 f (x) = a2ekx + b2e−kx 存在与 k无关的极小值.
9. 设 f (x), g(x)在 (a, b)内可导. 且 f (x) , g(x), g(x) , 0,求证： f (x)

g(x) 在 (a, b)内无

极值的充要条件是 f (x)+g(x)
f (x)−g(x) 在 (a, b)内无极值.

10. (1) 求证：{ lnn
n }∞n=3为一递减序列；

(2) 求序列 { n√n}的最大项.
11. 假设 f (x) = 1 + x + x2

2! + · · · + x2n

(2n)! . 求证： f (x)在实轴上有正的最小值.

12. 设 a > 0, b > 0,求证： f (x) =
√

a + bx2为凹函数.
13. 求证：不存在三次或三次以上的奇次多项式为凹函数.
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14. 证明: 同一区间上的两个凸函数之和仍是凸函数.
15. 设 f (x)在 (a,b)上取正值,且为凸函数,求证： 1

f (x) 是在 (a, b)上的凹函数.
16. 判断函数的凹凸性:
(1) xαx ≥ 0, α ≥ 1;
(2) ax, a > 0, x ∈ R;
(3) log( 1

x ), x > 0;
(4) x log x, x > 0;
(5) − sin x, x ∈ [0, π].
17. 设 f : [a, b] → R为凸函数,如果有 c ∈ (a, b)使得 f (a) = f (c) = f (b),求证: f

为常值函数.
18. 设 f (x)在 [a,+∞)上二次可微, f ′′(x) ≥ 0. 求证：
(1) f (x)− f (x−h)

h ≤ f ′(x) ≤ f (x+h)− f (x)
h (0 < h < x);

(2) 若 lim
x→+∞

f (x)
x = 1,则 lim→+∞ f ′(x) = 1.

19. 作出下列函数图形：

(1) y = x3 − x2 − x + 3, (2) y = x4 − 2x + 10;
(3) y = x + 1

x , (4) y = x · e−x2
;

(5) y = x · lnx; (6) y = e−x2
;

(7) y = log(1 + x2); (8) y = x − ln(1 + x);
(9)y = x

1−x ; (10) y = x2e−x;
(11) f (x) = |x + 2|e− 1

x .

20. 已知 f (x) = x3 + ax2 + bx在 x = 1处有极值 −2,确定系数 a, b,并求出 y = f (x)
所有极大、极小、拐点,并描绘 y = f (x)的图形.

§4.4 弧微分与曲率
§ 4.4.1 平面曲线的曲率

在生产实践中,常常需要考虑曲线的弯曲程度.如厂房结构中的钢梁、车床上的
轴等,它们在外力作用下,会发生弯曲,弯曲到一定程度就要断裂. 因此,在计算梁或
轴的强度时,需要考虑它们弯曲的程度.我们先来看两条曲线,如何比较它们的弯曲
程度.

假如两曲线线段 AB和 A′B′(图 6的长度一样,都是 ∆s,但它们的切线的变化不
同,对第一条曲线说来, 在 A点有一条切线 τA, 我们设想 A点沿着曲线变动到 B点,
于是切线也跟着变动,变为在 B点的切线 τB. τA 与 τB之间的夹角 ∆ϕ1 就是从 A到 B
切线方向变化的大小. 同样, 在第二条曲线上, ∆ϕ2 是从 A′ 到 B′ 切线方向变化的大
小. 在图上很容易看出 ∆ϕ1 < ∆ϕ2,它表示第二条曲线段比第一条曲线段弯曲得厉害
些,由此可见,角度变化 ∆ϕ大,弯度也大.

但是切线方向变化的角度 ∆ϕ还不能完全反映曲线的弯曲程度.如图 7所示,两
段圆弧 ∆s、∆s′的切线方向改变了同一角度 ∆ϕ,但可明显看出弧长小的一段弯曲大.

从以上的分析,可见曲线的弯曲程度不仅与其切线方向变化的角度 ∆ϕ的大小有
关,而且还与所考察的曲线段的弧长 ∆s有关,因此,一段曲线的弯曲程度可以用

K =
∆φ

∆s
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图 6. 图 7.

来衡量,如图 8所示,其中 ∆ϕ表示曲线段 AB上切线方向变化的角度,∆s为这一段曲
线 AB的弧长,我们称

K =
∆φ

∆s
为曲线段的平均曲率,它刻划了这一段曲线的平均弯曲程度.

图 8. 图 9.

对于半径为 R的圆 (图 9)来说,圆周上任意弧段 ÂB的切线方向变化的角度 ∆ϕ

等于半径 OA和 OB之间的夹角 ∆α. 又因为 ÂB = ∆s = R∆α,所以曲线段 ÂB的平均
曲率为

K =
∆φ

∆s
=

∆α

∆s
=

1
R

上式说明圆周上的平均曲率 K 是一个常数 1
R .

对于直线来说,因沿着它切线方向没有变化,即 ∆ϕ = 0,所以

K =
∆φ

∆s
= 0

这表示直线上任意一段的平均曲率都是零,或者说“直线不曲”.
对于一般的曲线来说,如何刻划它在一点 A处的弯曲程度呢？从图中可以看到,

如果把 ∆s取得小一些,AB弧段上的平均曲率也就能比较精确地反映出曲线在 A点
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处的弯曲程度.随着点 B越来越靠近点 A,弧长 ∆s越来越小 (∆ϕ与 ∆s是有关系的,

随着 ∆s的缩小, ∆ϕ也随之缩小,
∆φ

∆s
也就越来越精确地刻划出在 A点的弯曲程度 (即

A点的曲率).因此,我们就把极限

lim
B→A

∆φ

∆s
= lim

∆s→0

∆φ

∆s

叫做曲线在 A点的曲率.这个极限也就是导数
dφ
ds

,我们记为

K =

∣∣∣∣∣
dφ
ds

∣∣∣∣∣

曲率 K 刻划了曲线在一点处的弯曲程度.这里取绝对值是为了使曲率为正数.

§ 4.4.2 弧长的微分

前面指出曲线的曲率 K =

∣∣∣∣∣
dφ
ds

∣∣∣∣∣,因此要计算曲率,须要求出 dϕ及 ds,这里的 ds

称为曲线弧长的微分,它不仅在计算曲率时要用到,在别的场合（如曲线积分）也要
用到. 这里先借助几何的直观来讨论弧长的微分.

图 10.

设一条平面曲线的弧长 s由某一定点起算.设 M̂N 是由某一点 M(x, y)起弧长的
改变量 ∆s,而 ∆x和 ∆y是相应的 x和 y的改变量,由直角三角形 (图 10)得到

(MN)2 = (∆x)2 + (∆y)2

由此
(MN)2

(∆x)2 = 1 +

(
∆y
∆x

)2

当 ∆x充分小时,在一些假定之下（例如这条曲线具有连续导数）,可以用弧 M̂N 代
替 MN,再令 ∆x→ 0得到 (

ds
dx

)2

= 1 +

(
dy
dx

)2
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由此得到弧长微分的表达式

ds = ±
√

1 + y′2dx

或

ds = ±
√

(dx)2 + (dy)2, ds2 = dx2 + dy2.

ds正负的选取是按实际需要来确定,这里暂不讨论.
下面给出 ds的具体表达式：
(1)若弧的方程为 y = f (x)(a ≤ x ≤ b), f ′(x)在 [a, b]连续,则

ds = ±
√

1 + ( f ′(x))2dx.

(2)若弧的方程为 x = φ(t), y = ψ(t)(α ≤ t ≤ β), φ′(t), ψ′(t)在 [α, β]连续,且不全为
0,则

ds = ±
√

(φ′(t))2 + (ψ′(t))2dt.

(3)若弧的方程式为 ρ = ρ(θ)（极坐标方程式）(α ≤ θ ≤ β), ρ′(θ)在 [α, β]连续,这
时可将其看作参数方程 x = ρ(θ) cos θ, y = ρ(θ) sin θ,从而有

ds = ±
√

dx2 + dy2 = ±
√

[(ρ(θ) cos θ)′]2 + [(ρ(θ) sin θ)′]2

= ±
√
ρ2(θ) + ρ′2(θ)dθ.

§ 4.4.3 曲率的计算

现在来导出曲率的计算公式,为此,需计算 dϕ.
由图 10 看出, 曲线在点 M 的切线的斜率为 tanϕ, 再由导数的几何意义, 就有

tan φ = y′, φ = arctan y′,所以两边对 x求导数,有

dφ
dx

=
y′′

1 + y′2
,

即

dφ =
y′′

1 + y′2
dx.

把计算得到的 ds和 dϕ代入中 K =

∣∣∣∣∣
dφ
ds

∣∣∣∣∣,得到

K =

∣∣∣∣∣
dφ
ds

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
y′′

(1 + y′2)
3
2

∣∣∣∣∣∣∣ ,

这就是曲率的计算公式.
由此,不难推出曲线为参数方程 x = ϕ(t), y = ψ(t)或极坐标方程 ρ = ρ(θ)时,曲率

的计算公式,请读者自行推导.



习题 4.4 117

前已指出, 圆周上的平均曲率是一个常数, 因此圆周上任一点的曲率也是常数,
它正好等于圆的半径的倒数. 也就是说,圆有这样的特点,圆的半径正好是曲率的倒

数,即 R =
1
K
.

一般地, 我们把曲线上一点的曲率的倒数称为曲线在该点的曲率半径, 记作
ρ = 1

K .下面再解释一下曲率半径的几何意义.

图 11.

如图 11, 在 A点处作曲线的法线,并在曲线凹的一侧, 在法线上取一点 O, 并使
OA = ρ (ρ是曲线在 A点的曲率半径). 然后以 O为圆心,ρ为半径作一个圆,这个圆称
为曲线在 A点的曲率圆. 此圆与曲线在 A点具有以下关系.

(1)有共同的切线,亦即圆与曲线在点 p相切;
(2)有相同的曲率;
(3)因此,圆和曲线在 A点具有相同的一阶和二阶导数.
这一事实表明, 当我们讨论函数 y = f (x) 在某点 x 的性质时, 若这个性质只与

x, y, y′, y′′ 有关,那么我们只要讨论曲线在 x点的曲率的性质,即可看出这曲线在 x点
附近的性质.

例例例 求抛物线 y = x2 上任一点处的曲率和曲率半径.
解解解 y′ = 2x, y′′ = 2. 曲率

K =

∣∣∣∣∣∣∣
y′′

(1 + y′2)
3
2

∣∣∣∣∣∣∣ =
2

(1 + 4x2)
3
2

;

曲率半径

ρ =
1
K

=
(1 + 4x2)

3
2

2
.

由上面 K 的表达式可以看出,在原点处, y = x2 的曲率 K 最大,即曲率半径最小. 随着
曲线 y = x2 自原点处逐渐上升, K 的分母 (1 + 4x2)

3
2 逐渐增大,因而曲率也就逐渐减

小,即曲率半径逐渐增大 (如图 12).

习题 4.4
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图 12.

1. 求下列曲线的曲率与曲率半径：

(1) y = ach x
a (a > 0); (2) y2 = 2px(p > 0);

(3) x = a(t − sin t), y = a(1 − cos t) (a > 0); (4) ρ = a(1 + cos θ) (a > 0);
(5) ρ2 = 2a2 cos 2θ (a > 0); (6) ρ = aeλθ (λ > 0).

2. 求曲线 y = 2(x − 1)2的最小曲率半径.
3. 求曲线 y = 4x − x2 的曲率以及在点 (2, 4)的曲率半径.
4. 证明：若曲线的所有切线经过同一个点,则该曲线是一条直线.

§ 4.5 洛必达 (L’Hospital)法则
定定定理理理 4.5.1 设 f , g 在 (a, b) 内可导, 并且 g(x) , 0 对 x ∈ (a, b) 成立. 又设

lim
x→a+

f (x) = lim
x→a+

g(x) = 0. 在这些条件下,如果极限 lim
x→a+

f ′(x)
g′(x)

存在或∞,那么便有

lim
x→a+

f (x)
g(x)

= lim
x→a+

f ′(x)
g′(x)

.

证证证明明明 取 δ > 0满足 a + δ < b.令

F(x) =

{
0, x = a
f (x), x , a

G(x) =

{
0, x = a
g(x), x , a

显然 F(x)与 G(x)在 [a, a + δ]上连续,在 (a, a + δ)可导. 将 F(x)与 G(x)在 [a, x]上用
Cauchy中值定理,存在 ξ ∈ (a, x)满足

f (x)
g(x)

=
F(x) − F(a)
G(x) −G(a)

=
F′(ξ)
G′(ξ)

=
f ′(ξ)
g′(ξ)

.

若 x→ a+,则 ξ → a + .而 lim
x→a+

f ′(x)
g′(x)

存在或∞从而

lim
x→a+

f (x)
g(x)

= lim
x→a+

f ′(x)
g′(x)
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存在或∞.
注：x→ b−, x→ c ∈ (a, b),情形同样.
定定定理理理 4.5.2 设 f (x), g(x)在 (a,+∞)内可导,并且 g(x) , 0对 x ∈ (a,+∞)成立. 又

设 lim
x→+∞ f (x) = lim

x→+∞ g(x) = 0. 在这些条件下,如果极限 lim
x→+∞

f ′(x)
g′(x)

存在或 ∞,那么便

有

lim
x→+∞

f (x)
g(x)

= lim
x→+∞

f ′(x)
g′(x)

.

证证证明明明 令 t = 1
x ,即 x = 1

t ,当 x→ +∞时, t → 0 + .不妨设 a > 0.
设 F(t) = f ( 1

t ), G(t) = g( 1
t )), t ∈ (0, 1

a ).则 F(t)与 G(t)在 (0, 1
a )内可导, G(t) , 0.则

lim
t→0+

F(t) = lim
t→0+

f (
1
t

) = lim
x→+∞ f (x) = 0.

lim
t→0+

G(t) = lim
t→0+

g(
1
t

) = lim
x→+∞ g(x) = 0.

此外

lim
t→0+

F′(t)
G′(t)

= lim
t→0+

f ′(t)(− 1
t2 )

g′(t)− 1
t2

= lim
x→+∞

f ′(x)
g′(x)

= A(或∞).

由定理 4.5.2知

lim
t→0+

F(t)
G(t)

= A(或∞),

从而

lim
x→+∞

f (x)
g(x)

= lim
t→0+

f ′( 1
t )

g′( 1
t )

= lim
t→0+

F(t)
G(t)

= A(或∞).

注注注 x→ −∞, x→ ∞,情形同样.
定定定理理理 4.5.3 设 f , g 在 (a, b) 内可导, 并且 g(x) , 0 对 x ∈ (a, b) 成立. 又设

lim
x→a+

f (x) = lim
x→a+

g(x) = ∞. 在这些条件下,如果极限 lim
x→a+

f ′(x)
g′(x)

存在或∞,那么便有

lim
x→a+

f (x)
g(x)

= lim
x→a+

f ′(x)
g′(x)

.

证证证明明明 （类似于 Stolz定理的证明）若 lim
x→a+

f ′(x)
g′(x)

= A(有限数),则 ∀ε > 0,∃δ1 > 0,

当 x ∈ (a, a + δ1)时 ∣∣∣∣∣
f ′(x)
g′(x)

− A
∣∣∣∣∣ < ε.

取定 c满足 (a, c) ⊂ (a, a + δ1),∀x ∈ (a, c),将 f (x)与 g(x)在 (x, c)上用 Cauchy中值定
理,存在 ξ ∈ (x, c)满足

f (x) − f (c)
g(x) − g(c)

=
f ′(ξ)
g′(ξ)

.
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而

f (x) − f (x)
g(x) − g(c)

=

f (x)
g(x) − f (c)

g(x)

1 − f (c)
g(x)

,

由此

A − ε <
f (x)
g(x) − f (c)

g(x)

1 − f (c)
g(x)

< A + ε,

(A − ε)
(
1 − f (c)

g(x)

)
+

f (c)
g(x)

<
f (x)
g(x)

< (A + ε)
(
1 − f (c)

g(x)

)
+

f (c)
g(x)

.

令 x→ a−,上面右边与左边不得式两边分别取上极限与下极限得

A − ε ≤ lim inf
x→a−

f (x)
g(x)

≤ lim sup
x→a−

f (x)
g(x)

≤ A + ε.

由 ε的任意性知 lim
x→a+

f (x)
g(x)

= A.

同理可证 lim
x→a+

f (x)
g(x)

= +∞.
注注注：x→ b−, x→ c ∈ (a, b), x→ −∞, x→ +∞, x→ ∞,情形同样.

例例例 4.5.1 求 lim
x→0

1 − cos x
x2 .

解解解 lim
x→0

1 − cos x
x2 = lim

x→0

sin x
2x

=
1
2
.

例例例 4.5.2 求 lim
x→0

x − x cos x
x − sinx

.

解解解

lim
x→0

x − x cos x
x − sinx

= lim
x→0

1 − cos x + x sin x
1 − cos x

= 1 + lim
x→0

x2

1 − cos x
= 1 + lim

x→0

2x
sin x

= 1 + 2 = 3.

例例例 4.5.3 lim
x→+∞

π
2 − arctan x

1
x

.

解解解 lim
x→+∞

π
2 − arctan x

1
x

= lim
x→+∞

− 1
1+x2

− 1
x2

= lim
x→+∞

x2

1 + x2 = 1.

例例例 4.5.4 lim
x→0

ln sin mx
ln sin nx

.

解解解 x→ 0, sin x ∼ x.

lim
x→0

ln sin mx
ln sin nx

= lim
x→0

m cos mx
sin mx

n cos nx
sin nx

= lim
x→0

m sin nx cos mx
n sin mx cos nx

= lim
x→0

mnx cos mx
nmx cos nx

= lim
x→0

cos mx
cos nx

= 1.
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其它情形: 0 ×∞,∞−∞, 00,∞0可转化为
0
0
或
∞
∞ .

例例例 4.5.5 求极限 lim
x→0+

xµlnx (µ > 0).

解解解

lim
x→0+

xµlnx = lim
x→0+

lnx
x−µ

= lim
x→0+

1
x

−µx−µ−1 = lim
x→0+

xµ

−µ = 0.

例例例 4.5.6 求极限 lim
x→π/2

(sec x − tan x).

解解解 lim
x→π/2

(sec x − tan x) = lim
x→π/2

1−sin x
cos x = lim

x→π/2
− cos x
− sin x = lim

x→π/2
cot x = 0.

例例例 4.5.7 求极限 lim
x→0+

(sin x)x.

解解解

lim
x→0+

(sin x)x = e
lim

x→0+

ln sin x
1
x = e

lim
x→0+

cos x
sin x
− 1

x2 = e
− lim

x→0+

x2 cos x
sin x = e

− lim
x→0+

x2 cos x
x e0 = 1.

例例例 4.5.8 设函数 f (x)在 x0 点处二阶可导,证明:

lim
h→0

f (x0 + 2h) − 2 f (x0 + h) + f (x0)
h2 = f ′′(x0).

证证证明明明 用洛必达法则及 f ′′(x0)的定义可得

lim
h→0

f (x0 + 2h) − 2 f (x0 + h) + f (x0)
h2 = lim

h→0

2 f ′(x0 + 2h) − 2 f ′(x0 + h)
2h

= lim
h→0

[ f ′(x0 + 2h) − f (x0)] − [ f ′(x0 + h) − f ′(x0)]
h

= 2 f ′′(x0) − f ′′(x0) = f ′′(x0).

注注注 对于 0
0 型的极限问题,可先用等价无穷小代换,再用四则运算（极限不为零

的因子先求出极限）,最后再用洛必达法则.
例例例 4.5.9 求 lim

x→0

(tan x−x)ex sin3 2x
(x−sin x) cos3 x tan3 8x .

解解解 当 x→ 0时, tan 2x ∼ 2x, sin 8x ∼ 8x,所以

lim
x→0

(tan x − x)ex sin3 2x
(x − sin x) cos3 x tan3 8x

= lim
x→0

ex

cos3 x
lim
x→0

(tan x − x)(2x)3

(x − sin x)(8x)3

=
1
64

lim
x→0

tan x − x
x − sin x

=
1
64

lim
x→0

sec2 x − 1
1 − cos x

=
1
64

lim
x→0

1 − cos2 x
(1 − cos x) cos2 x

=
1
64

lim
x→0

1 + cos x
cos2 x

=
1
32
.

习题 4.5
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1. 求下列极限:

(1) lim
x→ π

4

(tan x)tan 2x; (2) lim
x→0

(1+x)
1
x −e

x ;

(3) lim
x→+∞(π2 − arctan x)

1

lnx (4) lim
x→∞(π − 2 arctan x)lnx;

(5) lim
x→0

(1+x)ln(1+x)
x2 − 1

x ; (6) lim
x→0

( tan x
x )

1
x2 ;

(7) lim
x→0

1−cos x
√

cos 3x
ln(1+2x2)

; (8) lim
x→0

( 3−3x

2+x )csc x;

(9) lim
x→0

arctan x−x
ln(1+5x2 sin x)

(10) lim
x→0

1−
√

1−x2

ex−cos x ;

(11) lim
x→0

eax − ebx

sin ax − sin bx
; (12) lim

x→1

(
1

lnx
− 1

x − 1

)
=

1
2

;

(13) lim
x→0

(tan x − x)ex

(x − sin x) cos3 x
; (14) lim

x→
π

2
−

(tan x)
π
2−x;

(15) lim
x→0

(
sin x

x

) 1
x2

= e−
1
6 ; (16) lim

x→0+
(cot x)

1

lnx = e−1;

(17) lim
x→∞ x

((
1 +

1
x

)x

− e
)

= − e
2

; (18) lim
x→0

x(ex + 1) − 2(ex − 1)
tan3 x cos2 4x

;

(19) lim
x→0

[ 1
sin2(x)

− 1
x2 ] = 1

3 ; (20) lim
n→∞ n2( n√a − n+1√a) (a > 0).

2. 计算下列极限:

(1) lim
x→0

ax+a−x−2
x2 (a > 0); (2) lim

x→in f ty

(
(x3 − x2 + x

2 )e1/x −
√

x6 + 1
)

;

(3) lim
x→0

x cot x−1
x2 ; (4) lim

x→0

x(ex+1)−2(ex−1)
x3 ;

(5) lim
x→+∞

ex+e−x

x3 ; (6) lim
x→1−

log x log(1 − x);

(7) lim
x→0+

xx; (8) lim
x→1

x
1

1−x ;

(9) lim
x→∞(cos a

x )x; (10) lim
x→0

( 1
x − 1

ex−1 );

(11) lim
x→∞ x((1 + 1

x )x − e); (12) lim
x→0

( 2
π arccos x)

1
x ;

(13) lim
x→+∞( 2

π arctan x)x.

3. 设 f 在 0的某一邻域内二次连续可导且 f (0) = 0,定义 g(0) = f ′(0)且当 x , 0
时 g(x) =

f (x)
x ,求证：g在 0的某一邻域内是连续可导的.

4. 设 y1 = c > 0, yn+1
n+1 = log(1 +

yn
n ), n ≥ 1,求极限 lim

n→∞ yn.

第四章典型例题选讲

例例例 4.1 (1)设 h > 0,函数 f 在 [a − h, a + h]上可导. 证明存在 θ ∈ (0, 1),使得
f (a + h) − 2 f (a) + f (a − h)

h
= f ′(a + θh) − f ′(a − θh);



第四章典型例题选讲 123

(2)设函数 g在点 a二阶可导. 证明

lim
h→0

g(a + h) − 2g(a) + g(a − h)
h2 = g′′(a).

证证证明明明 (1)令
F(x) = f (a + x) + f (a − x), x ∈ [0, h].

则函数 F 在 [0, h]上满足拉格朗日中值定理的条件.于是存在 θ ∈ (0, 1),使得

f (a+h)−2 f (a)+ f (a−h)
h =

F(h)−F(0)
h−0 = F′(θh)

= f ′(a + θh) − f ′(a − θh).

(2) 由于函数 g 在点 a 二阶可导, 于是存在 a 的某邻域 U(a, δ), δ > 0, 使得 g 在
U(a, δ)内连续并存在一阶导数. 任取 h ∈ (0, δ),令

F(x) = g(a + x) − 2g(a) + g(a − x),G(x) = x2, x ∈ [0, h],

则函数 F 和 G满足柯西中值定理中所有的条件,因此存在 ξ ∈ (0, h),使得

F(h)−F(0)
G(h)−G(0) =

g(a+h)−2g(a)+g(a−h)
h2

=
F′(ξ)
G′(ξ) =

g′(a+ξ)−g′(a−ξ)
2ξ .

又因当 h→ 0时,ξ → 0,而 g在点 a二阶可导,所以有

lim
h→0

F(h)−F(0)
G(h)−G(0) = lim

h→0

g(a+h)−2g(a)+g(a−h)
h2

= lim
ξ→0

g′(a+ξ)−g′(a−ξ)
2ξ

= 1
2 lim
ξ→0

[ g′(a+ξ)−g′(a)
ξ +

g′(a−0)−g′(a)
−ξ ]

= 1
2 (g′′(a) + g′′(a)) = g′′(a).

例例例 4.2 设函数 f 在区间 (0, 1]内连续、可导,并且

lim
x→0+

√
x f ′(x) = a,

求证 f 在 (0, 1]内一致连续.
证证证明明明 (利用柯西中值定理)由 lim

x→0+

√
x f ′(x) = a知 ∃c > 0,当 x ∈ (0, c)时

∣∣∣√x f ′(x)
∣∣∣ ≤ M.

∀ε > 0, x1, x2 ∈ (0, c), x1 < x2.将 f (x)及 g(x) =
√

x在 [x1, x2]上用 Cauchy中值定理

f (x2) − f (x1)
g(x2) − g(x1)

=
f ′(ξ)
g′(ξ)

= 2
√
ξ f ′(ξ),

其中 ξ ∈ (x1, x2).

| f (x2) − f (x1)| = 2
∣∣∣∣
√
ξ f ′(ξ)

∣∣∣∣ (√x2 −
√

x1) ≤ 2M(
√

x2 −
√

x1).
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又

(
√

x2 −
√

x1)2 = x2 − 2
√

x1x2 + x1 = x2 − x1 −
√

2x1(
√

x2 −
√

x1) ≤ x2 − x1

所以
| f (x2) − f (x1)| ≤ 2M

√
x2 − x1.

∀ε > 0,取 δ = min{( ε
2M )2, c},则当 x1, x2 ∈ (0, c],且 |x1 − x2| < δ时,有

| f (x1) − f (x2)| ≤ 2M| √x2 − √x1|
≤ 2M

√|x2 − x1| < ε.
从而 f (x)在 (0, c]上一致连续.而 f (x)在 [c, 1]连续从而一致连续,故 f (x)在 (0, 1]上
一致连续.

例例例 4.3 f (x)在 [a, b]上可导且 f ′(a+) f ′(b−) < 0.证明 ∃ξ(a, b)满足 f ′(ξ) = 0. 并
用此结果证明: 若 f (x)在 (a, b)可导,则其导数 f ′(x)无第一间断点.(达布 Darboux定
理)

证证证明明明 (1)由 f ′(a+) f ′(b−) < 0,不妨设 f ′(a+) > 0, f ′(b−) < 0.
由 f ′(a+) = lim

x→a+
f ′(x) > 0, ∃δ1,当 x ∈ (a, a + δ1)时, f ′(x) > 0. f (x)在 (a, a + δ1)

上单调递增, f (a) < f (x).
由 f ′(b−) = lim

x→b−
f ′(x) < 0, ∃δ2,当 x ∈ (b − δ2, b)时, f ′(x) < 0. f (x)在 (b − δ2, b)

上单调递减, f (b) < f (x).
又 f (x) 在 [a, b] 可导必连续 (a, b 不可能为最大值点), 由最大值最小值定理知

f (x)在 (a, b)内存在 (极值点)最大值点 ξ,由 Fermat定理知 f ′(ξ) = 0.
(2) 假设 f ′(x) 有第一间断点 x0, 则满足 f ′(x0+) , f ′(x0−), 不妨设 f ′(x0+) >

f ′(x0−).显然 f ′(x0+)与 f ′(x0−)存在无数个常数 c,满足 f ′(x0+) > c > f ′(x0−).
令 F(x) = f (x)− cx,则 F(x)在 (a, b)可导 F′(x) = f ′(x)− c. F′(x0+) = f ′(x0+)− c >

0, F′(x0−) = f ′(x0−) − c < 0.同 (1)可证 ∃δ1,当 x ∈ (x0, x0 + δ1)时, F′(x) > 0. F(x)在
(x0, x0 + δ1)上单调递增, F(x0) < F(x).

∃δ2,当 x ∈ (x0−δ2, x0)时, F′(x) < 0. F(x)在 (x0−δ2, x0)上单调递减, F(x0) < F(x).
取 δ = min{δ1, δ2},当 x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)时 F(x0) < F(x), x0 为 F(x)的极小值,从

而 F′(x0) = 0,即 f ′(x0) = c, c = f ′(x0)为一定值,与 c的任意性矛盾,假设不成立,即
f ′(x)无第一间断点.
注注注：：：上述定理中条件 f ′(a+) f ′(b−) < 0变为 f ′+(a) f ′−(b) < 0,结论仍成立.
例例例 4.4 f (x)在 [a, b]上可导且 f ′+(a) , f ′−(b).证明对于介于 f ′+(a)与 f ′−(b)之间的

每个实数 µ, ∃ξ(a, b)满足 f ′(ξ) = µ.
证证证明明明 令 F(x) = f (x) − µx,则 F′(a+) = f ′(a+) − µ < 0, F′(b−) = f ′(b−) − µ > 0.由

例 4.3知 ∃ξ(a, b)满足 F′(ξ) = 0即 f ′(ξ) = µ.
例例例 4.5 (G. Darboux定理,导数的介值定理)若函数 f (x)在区间 [a, b]上处处可导

(端点指单侧导数),且 f ′(a) < f ′(b),则 ∀c : f ′(a) < c < f ′(b),∃ξ ∈ (a, b),使得 f ′(ξ) = c.
证证证明明明 作辅助函数

g(x) = f (x) − cx

则 g(x)在 [a, b]上处处可导, g′(a) = f ′(a) − c < 0, g′(b) = f ′(b) − c > 0, 只要能证明
∃ξ ∈ (a, b),使得 g′(ξ) = 0,则即 f ′(ξ) = c,命题得证.
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事实上,由于

lim
x→a+0

g(x) − g(a)
x − a

= g′(a) < 0,

所以 x > a, x与 a充分接近时,有 g(x) < g(a);同理由 g′(b) > 0,知 x < b且 x与 b充
分接近时有 g(x) < g(b). 故 g(x)在端点 a, b处不取最小值.但 g(x)连续,它在闭区间
[a, b]上有最小值.所以 ∃ξ ∈ (a, b),使得 g(ξ) = min

a≤x≤b
g(x). 由 Fermat定理, g′(ξ) = 0.

例例例 4.6 设函数 f (x)在 (−∞,+∞)上二次可微,且有界,试证存在点 x0 ∈ (−∞,+∞),
使得 f ′′(x0) = 0.

证证证明明明 若 f ′′(x)不变号,例如 f ′′(x) > 0 ( f ′′(x) < 0类似可证),则 f ′(x)严格递增.
取 x0 ∈ (−∞,+∞)使 f ′(x0) , 0. 否则 ∀x ∈ (−∞,+∞), f ′(x) = 0, f ≡ C 茅盾. 不失一般
性，设 f ′(x0) > 0. 当 x > x0,并令 x→ +∞时

f (x) = f (x0) + f ′(ξ)(x − x0) > f (x0) + f ′(x0)(x − x0)→ +∞.

若 f ′(x0) < 0,则当 x < x0,并令 x→ −∞时

f (x) = f (x0) + f ′(ξ)(x − x0) > f (x0) + f ′(x0)(x − x0)→ +∞.

与 f (x)有界矛盾.
由此 f ′′(x)变号,则由导数的介值性, ∃ξ ∈ (−∞,+∞),使得 f ′′(ξ) = 0
例例例 4.7 若函数 f (x)在无穷区间 (x0,+∞)内可微两次,且 lim

x→x0+
f (x) = lim

x→+∞ f (x) =

0 (或 A),则至少存在 ξ ∈ (x0,+∞)满足 f ′′(ξ) = 0.
证证证明明明 假设在 (x0,+∞)不存在 ξ满足 f ′′(ξ) = 0,那么 f ′′(x)在 (x0,+∞)保持同号,

即 ∀x ∈ (x0,+∞)有 f ′′(x) > 0或 f ′′(x) < 0. (如果 ∃x1, x2 ∈ (x0,+∞), f ′′(x1) f ′′(x2) < 0,
那么由前例的结论 ∃ξ ∈ (x0,+∞), f ′′(ξ) = 0此与假设矛盾).

下设 f ′′(x) > 0, 则 f ′(x) 严格单调递增. ∀x ∈ (x0,+∞), 下证 ∃c ∈ (x0,+∞) 满足
f ′(c) = 0.
否则 f ′(ξ)在 (x0,+∞)恒大于零 (或恒小于零),此时 f (x)在 (x0,+∞)上严格单调

递增. ∀x1 ∈ (x0,+∞),取定

x0 < x2 < x1 < x3 < +∞ ⇒ f (x2) < f (x1),

一方面 ∀x, x < x2 ⇒ f (x) < f (x2),当 x→ x0+时有 0 ≤ f (x2) < f (x1).
另一方面 ∀x, x3 < x⇒ f (x3) < f (x),当 x→ +∞时有 f (x1) < f (x3) ≤ 0.
由此 0 ≤ f (x2) < f (x1) < f (x3) ≤ 0 ⇒ f (x2) = f (x3)矛盾. 故 ∃c ∈ (x0,+∞)满足

f ′(c) = 0.
再由 f ′′(x) > 0, f ′(x) 严格单调递增知 ∃η, 当 η > c 时 f ′(η) > f ′(c) = 0. 曲线

y = f (x)在点 (η, f (η))的切线方程

y(x) − f (η) = f ′(η)(x − η)

令 x → +∞ 则 y(x) → +∞. 另一方面 f ′′(x) > 0 知切线在曲线 y = f (x) 的下方, 即
f (x) > y(x). 但当 x → +∞ 时有 f (x) → 0, 导致矛盾. 故至少存在 ξ ∈ (x0,+∞) 满足
f ′′(ξ) = 0.
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例例例 4.8 设 f (x)在 [a, b]上严格单调递增,又有

{xn} ∈ [a, b], lim
n→∞ f (xn) = f (a).

证明 lim
n→∞ xn = a.

证证证明明明 假设 lim
n→∞ xn , a,则 ∃ε0 > 0,∀N,∃nN > N, xnN > a + ε0 或 xnN < a − ε0 (该

情况舍). 故 f (XN) > f (a + ε0).
由 lim

n→∞ f (xn) = f (a)知 lim
N→∞

f (xnN ) = f (a),所以 f (a) ≥ f (a + ε0) > f (a)矛盾. 故

lim
n→∞ xn = a.

例例例 4.9 设在 (−∞,+∞) 内 f ′′(x) > 0, 又 f (0) < 0. 试证: f (x)
x 分别在 (−∞, 0) 和

(0,+∞)内严格单调增加.
证证证明明明 ∀x ∈ (0,+∞).在 [0, x]上用拉格朗日中值定理, f (x) − f (0) = f ′(ξ)x.由条件

f ′′(x) > 0, f ′(x)在 (0,+∞)上单调递增,而 f (0) < 0,所以

f (x) = f (0) + f ′(ξ)x < f ′(ξ)x < f ′(x)x.

∀x1, x2 ∈ (0,+∞)不妨设 x1 < x2. 对于函数 f (x)
x 在 [x1, x2]上再用拉格朗日中值定理,

f (x2)
x2
− f (x1)

x1
=

f ′(η)η − f (η)
η2 (x2 − x1) > 0

其中 η ∈ (x1, x2),由此 f (x)
x 在 (0,+∞)内严格单调增加.

同理可证 f (x)
x 在 (−∞, 0)内严格单调增加.

例例例 4.10 设函数 f 在点 a的某领域U(a; δ)内连续,在U◦(a; δ)内可导,且 lim
x→a

f ′(x)

存在. 证明 f ′(a)存在,且 f ′(a) = lim
x→a

f ′(x).

证证证明明明 由拉格朗日中值定理, ∀x ∈ U◦(a; δ),存在介于 a和 x之间的一点 ξ,使得

f (x) − f (a)
x − a

= f ′(ξ),

而且当 x→ a时, ξ → a.由题设,lim
x→a

f ′(x)存在,于是在上式中令 x→ a,即得

f ′(a) = lim
x→a

f (x) − f (a)
x − a

= lim
x→a

f ′(ξ) = lim
x→a

f ′(x).

例例例 4.11 (1)设函数 f 在 [a, b]上连续,在 (a, b)内可导,且 f (a) = f (b) = 0.证明:
存在 ξ ∈ (a, b),使得 f (ξ) = f ′(ξ).

(2) 设函数 f 在 [a, b] 上有一直到 n 阶导数, 在 (a, b) 内 n + 1 阶可导, 且有
f (k)(a) = f (k)(b) = 0, k = 0, 1, · · · , n.证明: 存在 ξ ∈ (a, b),使得 f (ξ) = f (n+1)(ξ).

证证证明明明 (1) 令 h(x) = e−x f (x). 则 h(x) 在 [a, b] 上连续, 在 (a, b) 内可导, 且有
h(a) = h(b) = 0.于是由罗尔中值定理 ,∃ξ ∈ (a, b),使得

0 = h′(ξ) = e−ξ[ f ′(ξ) − f (ξ)],
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即
f (ξ) = f ′(ξ).

(2)当 n = 0时,即为 (1)中结论.若 n > 0,令

h(x) = e−x
n∑

k=0

f (k)(x), x ∈ [a, b],

则由假设,函数 h(x)在 [a, b]上连续,在 (a, b)内可导,且有

h(a) = h(b) = 0.

应用 (1)中结论,存在 ξ ∈ (a, b),使得

0 = h′(ξ) = e−ξ


n∑

k=0

f (k+1)(ξ) −
n∑

k=0

f (k)(ξ)

 ,

即

0 =

n∑

k=0

f (k+1)(ξ) −
n∑

k=0

f (k)(ξ) = f (n+1)(ξ) − f (ξ).

例例例 4.12 设函数 f 在 (a,+∞)内可导,且有 lim
x→+∞ f ′(x) = A.证明

lim
x→+∞

f (x)
x

= A.

证证证明明明 由 lim
x→+∞ f ′(x) = A 和函数极限的局部有界性, ∀ε > 0,∃K > 0 和 N′ >

max{a,K},使得
| f ′(x) − A| < ε

2
, | f ′(x)| < K

对任何 x > N′成立. 于是由拉格朗日中值定理, ∃ξ ∈ (N′, x),使得
∣∣∣∣∣
f (x)

x
− A

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
f (x) − f (N′) + f (N′)

x
− A

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
f ′(ξ)(x − N′) + f (N′)

x
− A

∣∣∣∣∣

≤
∣∣∣ f ′(ξ) − A

∣∣∣ +
N′| f ′(ξ)| + | f (N′)|

x
<
ε

2
+

KN′ + | f (N′)|
x

令 M = KN′ + | f (N′)|.则必存在 N > N′,使得 x > N 时,

0 <
M
x
<
ε

2
.

于是,当 x > N 时,有 ∣∣∣∣∣
f (x)

x
− A

∣∣∣∣∣ <
ε

2
+

M
x
<
ε

2
+
ε

2
= ε.

即有

lim
x→+∞

f (x)
x

= A.
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例例例 4.13 设函数 f 在区间 [0, 1]上二阶可导,且有

f (0) = f (1) = 0, min
x∈[0,1]

f (x) = −1.

证明存在 ξ ∈ (0, 1),使得
f ′′(ξ) ≥ 8.

证证证明明明 由条件，存在 x0 ∈ (0, 1)满足 f (x0) = −1.因为 x0 是最小值点,也是驻点,
于是有 f ′(x0) = 0.将 f (0)和 f (1)在点 x0展开为泰勒公式

0 = f (0) = f (x0) + f ′(x0)(0 − x0) +
f ′′(ξ1)

2! (0 − x0)2

= −1 + 1
2 f ′′(ξ1)x2

0, ξ1 ∈ (0, x0),

0 = f (1) = f (x0) + f ′(x0)(1 − x0) +
f ′′(ξ2)

2! (1 − x0)2

= −1 + 1
2 f ′′(ξ2)(1 − x0)2, ξ2 ∈ (x0, 1),

于是有

f ′′(ξ1) =
2
x2

0

, f ′′(ξ2) =
2

(1 − x0)2 .

记 ξ ∈ (0, 1)并满足
f ′′(ξ) = max{ f ′′(ξ1), f ′′(ξ2)},

当 0 < x0 ≤ 1
2 时 0 < x2

0 <
1
4 , 0 < (1 − x0)2 ≤ 1

4 ,所以 max{ 2
x2

0
, 2

(1−x0)2 } ≥ 8.

同理可证当 1
2 < x0 < 1时 max{ 2

x2
0
, 2

(1−x0)2 } > 8.

于是有

f ′′(ξ) = max{ 2
x2

0

,
2

(1 − x0)2 } ≥ 8.

例例例 4.14 设 (a, b)为有限或无穷区间, f (x)在 (a,b)内可微,且

lim
x→a+0

f (x) = lim
x→b−0

f (x) = A

(有限或 ±∞),试证: ∃ξ ∈ (a, b),使得 f ′(ξ) = 0.
证证证明明明 若 f (x) ≡ A(有限数), 则 f ′(x) ≡ 0, 问题自明. 若 f (x) 不恒等于 A, 则

∃x0 ∈ (a, b),使得 f (x0) , A,下设 f (x0) > A(对 f (x0) < A类似可证). 因为

lim
x→a+0

f (x) = lim
x→b−0

f (x) = A

函数 f (x)在 (a, b)内连续,所以对于任意取定的数 µ, (A < µ < f (x0)),∃x1 ∈ (a, x0), x2 ∈
(x0, b),使得

f (x1) = f (x2) = µ.

从而由 Rolle定理知, ∃ξ ∈ (x1, x2) ⊂ (a, b),使得 f ′(ξ) = 0. 若 A = +∞ (或 −∞),则 (a, b)
任取一点作 x0,上面推理保持有效.

若 A = +∞, b = +∞. 取定 x0 ∈ (a,+∞),再取 µ, f (x0) < µ.
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因为 lim
x→+∞ f (x) = +∞, ∃x2 > x0, f (x2) > µ. 将 f (x) 在 [x0, x2] 上用介值定理

∃ξ2 ∈ (x0, x2)使 f (ξ2) = µ.

而 lim
x→a+

f (x) = +∞, ∃x1 (a < x1 < x0),使 f (x1) > µ. 将 f (x)在 [x1, x2]上用介值

定理, 存在 ξ1 ∈ (x1, x0)，使得 f (ξ1) = µ. 再将 f (x)在 [ξ1, ξ2]上用罗尔中值定理, 得
f ′(ξ) = 0
例例例 4.15 设 f (x) 在包含 x0 的区间 I 上二次可微,x0 + h ∈ I, λ ∈ (0, 1), 试证:

∃θ ∈ (0, 1),使得

f (x0 + λh) = λ f (x0 + h) + (1 − λ) f (x0) +
λ

2
(λ − 1)h2 f ′′(x0 + θh).

分分分析析析 因 0 < λ < 1,可取数 M,使得

f (x0 + λh) − λ f (x0 + h) − (1 − λ) f (x0) − λ
2

(λ − 1)h2 · M = 0. (1)

故只要证明: ∃θ ∈ (0, 1),使得 M = f ′′(x0 + θh). 令

F(t) = f (x0 + th) − t f (x0 + h) − (1 − t) f (x0) − t
2

(t − 1)h2M,

则 F(t)在 [0, 1]上二次可微,且有三个零点

F(0) = F(1) = F(λ) = 0.

两次应用 Rolle定理,可知 ∃θ ∈ (0, 1)使得

F′′(θ) = 0.

此即 M = f ′′(x0 + θh). 移项,即得所欲证结果.
例例例 4.16 设 f (x)在 [a, b]上连续,在 (a, b)内有二阶导数,试证存在 c ∈ (a, b)使

f (b) − 2 f (
a + b

2
) + f (a) =

(b − a)2

4
f ′′(c).

证证证法法法一一一 所证式左端

f (b) − 2 f (
a + b

2
) + f (a) =

[
f (b) − f (

a + b
2

)
]
−

[
f (

a + b
2

) − f (a)
]

=

[
f (

a + b
2

+
b − a

2
) − f (

a + b
2

)
]
−

[
f (a +

b − a
2

) − f (a)
]
.

作辅助函数

ϕ(x) = f (x +
b − a

2
) − f (x)



130 第四章 微分学的中值定理及其应用

则

上式 = ϕ(
a + b

2
) − ϕ(a)

= ϕ′(ξ) · (a + b
2
− a) = ϕ′(ξ)

b − a
2

ξ ∈ (a,
a + b

2
)

= [ f ′(ξ +
b − a

2
) − f ′(ξ)]

b − a
2

= f ′′(ξ + θ
b − a

2
) · b − a

2
· b − a

2
θ ∈ (0, 1)

= f ′′(c) · (b − a)2

4
, c = ξ + θ

b − a
2
∈ (a, b).

证证证法法法二二二 待定系数法：取 M使 f (b) − 2 f
(

a+b
2

)
+ f (a) =

(b−a)2

4 M.令

F(x) = f (x) − 2 f
(a + x

2

)
+ f (a) − (x − a)2

4
M,

则 F(a) = F(b) = 0. 将 F(x)在 [a, b]上用 Rolle中值定理存在 ξ ∈ (a, b)使 F′(ξ) = 0,
即

f ′(ξ) − f ′
(a + ξ

2

)
=
ξ − a

2
M.

另一方面,将 f ′(x)在
[

a+ξ
2 , ξ

]
用拉格朗日中值定理存在 c ∈

[
a+ξ

2 , ξ
]
⊂ (a, b)，使得

f ′(ξ) − f ′
(a + ξ

2

)
= f ′′(c)

(
ξ − a + ξ

2

)
.

故 ξ−a
2 M = f ′′(c)

(
ξ − a+ξ

2

)
, 即 M = f ′′(c). 从而 c ∈ (a, b) 使 f (b) − 2 f

(
a+b

2

)
+ f (a) =

(b−a)2

4 f ′′(c).
例例例 4.17 设 f (x) 在 [0,+∞) 上可微, f (0) = 0, 并设有实数 A > 0, 使得 | f ′(x)| ≤

A| f (x)|在 [0,+∞)上成立,试证明在 [0,+∞)上 f (x) ≡ 0.
证证证法法法 I 因 f (x)在 [0,+∞)上可微, f (0) = 0,利用 Langrange定理

| f (x)| = | f (0) + f ′(ξ1)(x − 0)| = | f ′(ξ1)x| ≤ A| f (ξ1)|x
当限制 x ∈ (0, 1

2A ]时,则得

| f (x)| ≤ 1
2
| f (ξ1)|, 0 < ξ1 < x.

重复使用此式可得

| f (x)| ≤ 1
2
| f (ξ1)| ≤ 1

4
| f (ξ2)| ≤ · · · ≤ 1

2n | f (ξn)|.

这里 0 < ξn < ξn−1 < · · · < ξ1 < x ≤ 1
2A . 由 f (x)的连续性, ∃M > 0,使得 | f (x)| ≤ M,在

[0, 1
2A ]上,故

| f (x)| ≤ M
2n (n = 1, 2, · · ·).
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从而 f (x) ≡ 0 在 [0, 1
2A ] 上. 用数学归纳法, 可证在一切 i−1

2A ,
i

2A ](i = 1, 2, · · ·) 上恒有
f (x) ≡ 0,所以 [0,+∞)上 f (x) ≡ 0.
证证证法法法 II 因 | f (x)|在 [0, 1

2A ]上连续,故 ∃x1 ∈ [0, 1
2A ]使

| f (x1)| = max
0≤x≤ 1

2A

| f (x)| = M.

于是

M = | f (x1)| = | f (0) + f ′(ξ)(x1 − 0)| = | f ′(ξ)x1|
≤ A| f (ξ) · x1 ≤ 1

2
| f (ξ)| ≤ 1

2
M

所以 M = 0, f (x) ≡ 0在 [0, 1
2A ]上,以下同 I.

证证证法法法 III (反证法)若 f (x)不恒等于零,则 ∃x0 ∈ (0,+∞),使得 f (x0) , 0,不妨设
f (x0) > 0( f (x0) < 0可类似证明). 记 x1 = inf{x|(x, x0)上 f (x) > 0},由连续函数局部保号
性,只能 f (x1) = 0, (x1, x0)内 f (x) > 0.

g(x) = ln f (x), (当x ∈ (x1, x0)时).

则

|g′(x)| =
∣∣∣∣∣
f ′(x)
f (x)

∣∣∣∣∣ ≤ A.

故 g(x)在有限区间 (x1, x0)上有界. 但

lim
x→x1+0

f (x) = f (x1) = 0,

故 lim
x→x1+0

g(x) = +∞,矛盾.

例例例 4.18 设函数 f (x)在 (a, b)内可微,a, b > 0,且 f (a + 0), f (b− 0)均存在 (为有限
数),试证明: ∃ξ ∈ (a, b)使得

ξ f (′ξ) − f (ξ) =
b f (a) − a f (b)

b − a

分分分析析析 令 f (a) = f (a + 0), f (b) = f (b− 0),则 f (x)在 [a, b]上连续,在 (a, b)内可导,
欲证明的式 (1)可改写成

a f (b) − b f (a)
a − b

= f (ξ) − ξ f (′ξ),

亦即
f (b)
b − f (a)

a
1
b − 1

a

=
−( f (x)

x )′

−( 1
x )′

∣∣∣∣
x=ξ
.

因此,对函数 F(x) =
f (x)

x ,G(x) = 1
x ,在 [a, b]上应用 Cauchy中值定理即得.
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例例例 4.19 设 f (x) 在 [a, b] 上连续, (a, b) 内可导 (0 ≤ a < b), f (a) , f (b). 证明:
∃ξ, η ∈ (a, b)使得

f ′(ξ) =
a + b

2η
f ′(η).

证证证明明明 所证之式等价于

f ′(ξ)
1

(b − a) =
f ′(η)
2η

(b2 − a2).

为证此式,只要取 F(x) = f (x),取 G(x) = x和 x2 在 [a, b]上分别应用 Cauchy中值定
理,则知

f (b) − f (a) =
f ′(ξ)

1
· (b − a) =

f ′(η)
2η

(b2 − a2),

其中 ξ, η ∈ (a, b).
例例例 4.20 设 (1) f (x)在 (x0 − δ, x0 + δ)内是 n阶连续可微函数;此处 δ > 0; (2)当

k = 2, 3, · · · , (n − 1)时,有 f (k)(x0) = 0但是 f (n)(x0) , 0; (3)当 0 , |h| < δ时有
f (x0 + h) − f (x0)

h
= f ′(x0 + h · θ(h)),

其中 0 < θ(h) < 1证明: lim
h→0

θ(h) =
n−1
√

1
n .

证证证明明明 我们要设法从条件 (3)中解出 θ(h). 为此,我们将条件 (3)左边的 f (x0 + h)
及右端的 f ′(x0 + h · θ(h))在 x0处展开. 注意条件 (2),知 ∃θ1, θ2 ∈ (0, 1)使得

f (x0 + h) = f (x0) + h f ′(x0) +
hn

n!
f (n)(x0 + θ1h),

f ′(x0 + hθ(h)) = f ′(x0) +
hn−1 · (θ(h))n−1

(n − 1)!
f (n)(x0 + θ2hθ(h)).

于是条件变成

f ′(x0) + hn−1

n! f (n)(x0 + θ1h)
= f ′(x0) +

hn−1·(θ(h))n−1

(n−1)! f (n)(x0 + θ2h · θ(h)),

从而

θ(h) =
n−1

√
f (n)(x0 + θ1h)

n · f (n)(x0 + θ2hθ(h))
,

因 θ1, θ2, θ(h) ∈ (0, 1),利用 f (n)(x)的连续性，由此可得

lim
h→0

θ(h) =
n−1

√
1
n
.

例例例 4.21 已知函数 f (x)在区间 (−1, 1)内有二阶导数,且 f (0) = f ′(0) = 0,

| f ′′(x)| ≤ | f (x)| + | f ′(x)|.
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试证：∃δ > 0,使得 (−δ, δ)内 f (x) ≡ 0.
证证证明明明 为了证明 f (x)在 x = 0的邻域内恒为零. 我们将 f (x), f ′(x)在 x = 0处按

Taylor公式展开. 注意到 f (0) = f ′(0) = 0,我们有

f (x) = f (0) + f ′(0)x +
f ′′(ξ)

2
x2 =

1
2

f ′′(ξ)x2,

f ′(x) = f ′(0) + f ′′(η)x = f ′′(η)x.

从而

| f (x)| + | f ′(x)| = |1
2

f ′′(ξ)x2| + | f ′′(η)x|.
今限制 x ∈ [−1

4 ,
1
4 ],则 | f (x)| + | f ′(x)|在 [− 1

4 ,
1
4 ]上连续有, x0 ∈ [−1

4 ,
1
4 ],使得

| f (x0)| + | f ′(x0)| = max
− 1

4≤x≤ 1
4

| f (x)| + | f ′(x)| ≡ M.

我们只要证明 M = 0即可.事实上

M = | f (x0)| + | f ′(x0)| = | 12 f ′′(ξ0)x2
0| + | f ′′(η0)x0|

≤ 1
4 (| f ′′(ξ0)| + | f ′′(η0)|)

≤ 1
4 (| f ′(ξ0)| + | f (ξ0)| + | f ′(η0)| + | f (η0)|)

≤ 1
4 · 2M = 1

2 M.

即 0 ≤ M ≤ 1
2 M.所以 M = 0,在 [− 1

4 ,
1
4 ]上 f (x) ≡ 0,证毕.

例例例 4.22 求证 tan x
x > x

sin x ,∀x ∈ (0, π2 ).
证证证明明明 原式等价于 f (x) ≡ sin x · tan x − x2 > 0.因 f (0) = f ′(0) = f ′′(0) = 0.

f ′′′(x) = sin x(5 sec2 x − 1) + 6 sin3 x sec4 x > 0,

故 f (x) > 0 (当 x ∈ (0, π2 )). 原式得证.
例例例 4.23 设 0 < x1 < 1, xn+1 = sin xn (n = 1, 2, · · · , ),求证 lim

n→∞
√

nxn =
√

3.

证证证明明明 0 < x1 < 1, 0 < x2 = sin x1 < x1 < 1,用数学归纳法可证 0 < xn+1 = sin xn <

xn < 1. 又单调有界原理知 lim
n→∞ xn 存在设 lim

n→∞ xn = a. xn+1 = sin xn 两边取极限得

a = sin a, a = 0.

lim
n→∞ nx2

n = lim
n→∞

n
1
x2

n

= lim
n→∞

(n + 1) − n
1

x2
n+1
− 1

x2
n

(S tolz定理)

= − lim
n→∞

x2
nx2

n+1

x2
n+1 − x2

n
= − lim

n→∞
x2

n sin2 xn

sin2 xn − x2
n
.

而

lim
x→0

x2 sin2 x

sin2 x − x2
= lim

x→0

x4

sin2 x − x2
= lim

x→0

4x3

2 sin x cos x − 2x

= 4 lim
x→0

x3

sin 2x − 2x
= 4 lim

x→0

3x2

2 cos 2x − 2

= −6 lim
x→0

x2

1 − cos 2x
= 6 lim

x→0

2x
2 cos 2x

= 3.
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再由 lim
n→∞ xn = 0知 lim

n→∞ nx2
n = 3从而 lim

n→∞
√

nxn =
√

3.

第四章复习题

2. 设 f (x)在 (a, b)上连续,在 (a, b)内可导, f (a) = f (b) = 0. 试证: ∀α ∈ R,∃ξ ∈
(a, b)使得 α f (ξ) = f ′(ξ).

提提提示示示 考虑辅助函数 F(x) = f (x)e−αx.

3. 设 f (x), g(x) 在 [a, b] 上连续, 在 (a, b) 内可导, ∀x ∈ (a, b), g′(x) , 0, 试证:
∃ξ ∈ (a, b),使得 f ′(ξ)

g′(ξ) =
f (ξ)− f (a)
g(b)−g(ξ) .

提提提示示示 考虑辅助函数 F(x) = [ f (x) − f (a)][g(b) − g(x)].
4. 设 f (x + h) = f (x) + h f ′(x) + · · · + hn

n! f (n)(x + θ · h), (0 < θ < 1),且 f (n+1)(x) , 0,
证明：

lim
h→0

θ =
1

n + 1
.

提提提示示示

f (x + h) = f (x) + h f ′(x) + · · · + hn

n!
f (n)(x) +

hn+1

(n + 1)!
f (n+1)(x) + o(hn+1).

从而有 θh f (n)(x+θh)− f (n)(x)
θh = h

n+1 f (n+1)(x) + o(h).
5. 设 f (x) 在 [a, b] 上连续, 在 (a, b) 上可导, 则存在 x ∈ (a, b) 满足 b f (b)−a f (a)

b−a =

f (ξ) + ξ f ′(ξ).
6、设 f 在 [0,+∞) 可导, 且 0 ≤ f (x) ≤ x

1 + x2 , 证明：存在 ξ > 0 使得 f ′(ξ) =

1 − ξ2

(1 + ξ2)2 .

7. 设函数 f 在闭区间 [a, b]上连续,在开区间 (a, b)内二次可导, f (a) = f (b) = 0
且存在 c ∈ (a, b),使 f (c) > 0. 证明：存在 ξ ∈ (a, b),使得 f ′′(ξ) < 0.

8、设 f ∈ C(R),存在常数 k ∈ (0, 1),使得 | f (x) − f (y)| ≤ k|x − y|对一切 x, y ∈ R成
立. 求证：在 R上有唯一的不动点.

9. 设函数在区间 [0,+∞)上可导, f (0) = 0且 f ′严格递增,求证: f (x)
x 在 (a,+∞)也

严格递增.
10. 设函数 f 在 R有上界,且 f ′′ ≥ 0,证明： f 为常值函数.
11. 设函数 f , g 在区间 [a,+∞) 上连续, 且当 x > a 时 | f ′(x)| ≤ g′(x), 证明：当

x ≥ a时
| f (x) − f (a)| ≤ g(x) − g(a).

12. 设函数 f 在开区间 I 内连续,并且 I 中的每一点都是极值点,求证: f 是 I 内
的常值函数.

13. 设函数 f (x)在区间 [a, b]上满足 | f (x) − f (y)| ≤ N |x − y|α,∀x, y ∈ [a, b], 其中
M > 0, α > 1为常数,证明： f (x)在 [a, b]上恒为常数.

14. 设函数 f (x)在 [a, b]中连续, f (a) < f (b),又设对一切 x ∈ (a, b),

lim
t→0

f (x + t) − f (x − t)
t
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存在,用 g(x)表示这一极限值,求证: 存在 c ∈ (a, b),使得 g(c) ≥ 0.
15. 设 f (x) 定义在 [a, b] 上, 具有介质性质: ∀r : f (c1) < r < f (c2) 其中 c1, c2 ∈

[a, b],必 ∃c在 c1, c2之间,使得 f (c) = r,又设 f (x)在 (a, b)内可微, f ′(x)在 (a, b)内有
界,求证: f (x)在 [a, b]上连续.

16. 设 f (x)在 [0,+∞)内可微,且满足不等式 0 ≤ f (x) ≤ ln 2x+1
x+
√

1+x2
,∀x ∈ (0,+∞),

证明存在一点 ξ ∈ (0,+∞),使得 f ′(ξ) = 2
2ξ+1 − 1√

1+ξ2
.

17. 设 f (x)在 x0 处有连续的导数,求证: ∀ε > 0,∃δ > 0,当 k , h, |h|, |k| < δ时,有
| f (x0+h)− f (x0+k)

h−k − f ′(x0)| < ε.
18. 设 f (x) 在 [a, b] 上二阶可导, 过点 A(a, f (a)) 与 B(b, f (b)) 的直线与曲线

y = f (x) 相交于 C(c, f (c)), 其中 a < c < b, 证明：在 (a, b) 中至少存在一点 ξ, 使得
f ′′(ξ) = 0.

19. 函数 f (x)在 [0, x]区间上的拉格朗日中值公式为 f (x) − f (0) = f ′(θx)x,其中
0 < θ < 1,且 θ是与 f (x)及 x有关的量,对 f (x) = arctan x,求当 x→ 0+时 θ的极限值.

20.设函数 f (x)在区间 [a, b]上可微,若 ξ为 (a, b)内一定点 f (ξ) > 0, (x−ξ) f ′(x) ≥
0,则在 [a, b]上总成立着 f (x) > 0.

21. 设 f (x) 在 [a, b] 上三阶可导, f ′(a) = f ′(b) = 0 并存在点 c ∈ (a, b) 有 f (c) =

max
a≤x≤b

f (x),证明：方程 f ′′′(x) = 0在 (a, b)内至少有一个根.

22. 证明：在区间 (−1, 1)内,至少存在两点,使 d2

dx2 [(x2 − 1)nx] = 0 (n为大于 1的
正整数).

23. 设 f (x)在 [0, 1]上二阶可导,且当 0 ≤ x ≤ 1时,恒有 | f (x)| ≤ 1, | f ′′(x)| ≤ 2. 证
明：当 0 ≤ x ≤ 1时, | f ′(x)| ≤ 3.

24.设 f (x)在 (−∞,+∞)上具有二阶导数,且满足Mk = sup
−∞<x<+∞

| f k(x)| < +∞, (k =

0, 2). 试证: M1 = sup
−∞<x<+∞

| f ′(x)| < +∞,且 M2
1 ≤ 2M0M2.

提提提示示示 上述 3题同例 4.2.4，用泰勒展开.
25. 设 f (x)在 [0, a]上二次可导,且 f (0) = 0, f ′′(x) < 0,求证： f (x)

x 在 (0, a]上单
调下降.

26. 设 f (x)在 [a,+∞)上二次可微, f ′′(x) ≥ 0, lim→+∞ f (x) = 0 ,求证： lim→+∞ f ′(x) = 0.

27. 设 f (x)在 [a, b]上连续,在 (a, b)内可导,但非线性函数,求证：∃ξ, η ∈ (a, b),
使得 f ′(ξ) < f (b)− f (a)

b−a < f ′(η).
28. 设 f (x)在 (a,+∞)上可导,且 lim

x→+∞[ f (x) + x f ′(x)] = l,求证： lim
x→+∞ f (x) = l.

29. 证明：若 f (x)在有限区间 (a, b)内可导但无界,则其导函数 f ′(x)在 (a, b)内
也必无界.

30.设 f (x)在 [0, 1]上二阶可导,,则有 ξ ∈ (0, 1),使得 f ( 1
2 ) = 1

2 ( f (0)+ f (1))− 1
8 f ′′(ξ).

31. 设 f (x)在 [a, b]内连续,在 (a, b)内二阶可导,且 | f ′′(x)| ≥ m ≥ 0 (m为常数),
又 f (a) = f (b) = 0,证明；max

0≤x≤b
| f (x)| ≥ m

8 (b − a)2.

32. 设 f (x)在 (0, 1)内可微,且满足 | f ′(x)| ≤ 1,求证： lim
n→∞ f ( 1

n )存在.

33. 证明：函数 f (x) = ( 2
π − 1)lnx − ln2 + ln(1 + x)在 (0, 1)内只有一个零点.

34、设函数 f 在 (a,+∞)上可导,且 lim
x→+∞( f (x) + f ′(x)) = 0,证明： lim

x→+∞ f (x) = 0.
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35. 证明: 若函数 f (x)在 (0,+∞)内可微,且 lim
x→+∞ f ′(x) = 0,则 lim

x→+∞
f (x)

x = 0.

36、设 f 与 g在 (−∞,+∞)上可导,它们在 −∞和 +∞上分别存在有限的极限,又

设当 x ∈ R时 g′(x) , 0. 证明：存在 ξ ∈ (−∞,+∞)使得
f (+∞) − f (−∞)
g(+∞) − g(−∞)

=
f ′(ξ)
g′(ξ)

.

37、设 n ∈ N,且 f (x) =
n∑

k=1
ckeλk x,其中 λ1, · · · , λn 为互不相等的实数,c1, · · · , cn 是

不同时为 0的实数,试问：函数 f 至多能有多少个实零点？
38. 设 f (x) 在 [a, b] 上可导, f ′(a) = f ′(b). 求证：∃c ∈ (a, b), 使得 f (c) − f (a) =

(c − a) f ′(c).
提示: 先对 f ′(a) = f ′(b) = 0 情形证明, 再考虑 g(x) = f (x) − A(x − a), 其中

A = f ′(a) = f ′(b).
39、函数 f 在 [0, 1] 上连续, 在 (0, 1) 内可导, 且 f (1) − f (0) = 1. 求证：对于

k = 0, 1, · · · , n − 1,存在一点 ξk ∈ (0, 1),使得 f ′(ξk) =
n!

k!(n − 1 − k)!
ξk

k(1 − ξk)n−1−k.

40、设函数 f 在区间 [a, b]上可导,求证：
（1）导函数 f ′ 可以取到 f ′(a) 与 f ′(b) 之间的一切数值；（提示：可先设

f ′(a) f ′(b) < 0.）
（2） f ′无第一类间断点.
41、函数 f 在 [a, b]上连续,在 (a, b)内 n次可导,设 a = x0 < x1 < · · · < xn = b,

求证：有一点 ξ ∈ (a, b),使
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
x0 x1 · · · xn

· · · · · · · · · · · ·
xn−1

0 xn−1
1 · · · xn−1

n
f (x0) f (x1) · · · f (xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
1
n!

f (n)(ξ) qi> j (xi − x j).

42、设 p 是一个实系数多项式, 再构造一个多项式 q(x) = (1 + x2)p(x)p′(x) +

x(p(x)2) + p′(x)2. 假设方程 p(x) = 0有 n个大于 1的不同实根,试证：方程 q(x) = 0
至少有 2n − 1个不同实根.

43、设 f : R→ R二次连续可导,且对一切 x ∈ R有 | f (x)| ≤ 1,此外 f (0)2+ f ′(0)2 =

4,证明：存在点 x0 ∈ R使得 f (x0) + f ′′(x0) = 0.
44. 对于数列 x0 = a, 0 < a < π

2 , xn+1 = sin xn−1 (n = 1, 2, · · ·). 证明: (1)

lim
n→∞ xn = 0; (2) lim

n→∞

√
n
3 xn = 1.
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第五章 求导的逆运算 (不定积分)
§ 5.1 不定积分的定义与性质

定定定义义义 5.1.1 若在某个区间上, F′(x) = f (x),则在这个区间上,函数 F(x)叫做函数
f (x)的原函数.
注：若 F(x)是 f (x)的原函数,则 f (x)的任一原函数 φ(x)可写为 φ(x) = F(x) + C.
定定定义义义 5.1.2 f (x)在某区间的原函数全体称为 f (x)在此区间的不定积分,记为

∫
f (x)dx.

若 F(x)是 f (x)的原函数,则
∫

f (x)dx = F(x) + C.
如：

∫
cos xdx = sin x + C.

注注注 (1) d
dx

(∫
f (x)dx

)
= f (x);

∫
( d

dx ) f (x)dx = f (x) + c.
(2)不定积分是求导运算的逆运算.
基基基本本本公公公式式式

d(ex) = exdx
∫

exexdx = ex + C

d(lnx) =
dx
x

∫ dx
x

= ln|x| + C

d(xµ) = µxµ−1dx (µ , 0)
∫

xµdx =
1

µ + 1
xµ+1 + C, (µ , −1)

d(sin x) = cos xdx
∫

cos xdx = sin x + C
d(cos x) = − sin xdx

∫
sin x = − cos x + C

d(tan x) = sec2 xdx
∫

sec2 xdx = tan x + C
d(cot x) = − csc2 xdx

∫
csc2 xdx = − cot x + C

d(sec x) = tan x sec xdx
∫

tan x sec x = sec x + C
d(csc x) = − cot x csc xdx

∫
cot x csc x = − csc x + C

d(arcsin x) =
dx√

1 − x2

∫ dx√
1 − x2

= arcsin x + C

d(arctan x) =
dx

1 + x2

∫ dx
1 + x2 = arctan x + C

运运运算算算法法法则则则
定定定理理理 5.1.1 设 f (x), g(x)在某区间上的不定积分存在, k为任意实数,则

∫ [
f (x) ± g(x)

]
dx =

∫
f (x)dx ±

∫
g(x)dx;

∫
k f (x)dx = k

∫
f (x)dx.

证证证明明明 设
∫

f (x)dx = F(x) + C1,
∫

g(x)dx = G(x) + C2,则

F′(x) = f (x),G′(x) = g(x).
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所以
(F(x) ±G(x))′ = F′(x) + G′(x) = f (x) ± g(x)∫ [

f (x) ± g(x)
]
dx = F(x) ±G(x) + C

∫
f (x)dx ±

∫
g(x)dx = F(x) + C1 ± (G(x) + C2) = (F(x) ±G(x)) + C1 ±C2,

其中 C,C1,C2均表示任意常数,故
∫ [

f (x) ± g(x)
]
dx =

∫
f (x)dx ±

∫
g(x)dx.

同理可证 ∫
k f (x)dx = k

∫
f (x)dx.

例例例 5.1.1 求 I =
∫ (

3x2 +
4
x

)
dx.

解解解 I = 3
∫

x2dx + 4
∫ 1

x
dx = x3 + 4ln|x| + C.

例例例 5.1.2 求 I =
∫ x2

1 + x2 dx.

解解解 I =
∫ (x2 + 1) − 1

1 + x2 dx =

∫
dx −

∫
1

1 + x2 dx = x − arctan x + C.

例例例 5.1.3 求 I =
∫ cos 2x

cos x + sin x
dx.

解解解 I =
∫

cos2 x−sin2 x
cos x+sin x dx =

∫
(cos x − sin x)dx = − sin x − cos x + C.

例例例 5.1.4 求 I =
∫ (

tan2 x − 3 sin x + ex + 1
)

dx.
解解解

I =

∫ (
sec2 x − 3 sin x + ex

)
dx

=

∫
sec2 xdx − 3

∫
sin xdx +

∫
exdx = tan x + 3 cos x + ex + C.

例例例 5.1.5 求 I =
∫ 2x+1 − 5x−1

10x dx.

解解解

I = 2
∫ (

1
5

)x

dx − 1
5

∫ (
1
2

)x

dx

= 2

(
1
5

)x

ln
1
5

− 1
5

(
1
2

)x

ln
1
2

= − 2
ln5 · 5x +

1
5ln2 · 2x + C.

例例例 5.1.6 求 I =
∫ x2 − 2x + 3√x + 1

x3 dx.
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解解解 I =
∫ (

1
x − 2 1

x2 + x−
8
3 + x−3

)
dx = ln|x| + 2

x − 3
5 x−

5
3 − 1

2x3 + C.

例例例 5.1.7 已知曲线的切线斜率 k =
1
4

x,它是随 x而变化的.

（1）求此曲线方程；

（2）若曲线经过点 (2,
5
2

),求此曲线方程.

解解解 由题意 y′ =
1
4

x,所以曲线方程族为 y =
∫ 1

4
xdx =

1
8

x2 + C.

若曲线经过点 (2,
5
2

),则
5
2

=
1
8
· 22 + C,C = 2,所求曲线方程为 y =

1
8

x2 + 2.

例例例 5.1.8 求
∫

max{x3, x2, 1}dx.
解解解

f (x) = max{x3, x2, 1} =


x2, x < −1,
1, −1 ≤ x ≤ 1,
x3, x > 1.

F(x) =

∫
max{x3, x2, 1} =



1
3 x3 + C1, x < −1,
x + C2, −1 < x < 1,
1
4 x4 + C3, x > 1.

因为 F(x)在 x = −1, 1处可导,进而连续,所以

F(−1) = lim
x→−1−

F(x) = lim
x→−1+

F(x); F(1) = lim
x→1−

F(x) = lim
x→1+

F(x).

从而

F(−1) = −1
3

+ C1 = −1 + C2; F(1) = 1 + C2 =
1
4

+ C3,

求得 C1 = C2 − 2
3 ,C3 = C2 + 3

4 , F(−1) − 1 + C2, F(1) = 1 + C2,故

F(x) =

∫
max{x3, x2, 1} =



1
3 x3 + C2 − 2

3 , x < −1,
x + C2, −1 ≤ x ≤ 1,
1
4 x4 + C2 + 3

4 , x > 1.

其中 C2为任意常数.
例例例 5.1.9 证明函数 sgnx, x ∈ [−1, 1]不存在原函数.
解解解

sgnx =


−1, −1 ≤ x < 0,
0, x = 0,
1, 0 < x ≤ 1.

若 sgnx, x ∈ [−1, 1]存在原函数 F(x),则

F(x) =

∫
sgnxdx =

{−x + C1, −1 ≤ x < 0,
x + C2, 0 < x ≤ 1.
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F(0) = lim
x→0−

F(x) = lim
x→0+

F(x),即 F(0) = C1 = C2 = C,故

F(x) =


−x + C, −1 ≤ x < 0,
C, x = 0,
x + C, 0 < x ≤ 1.

其中 C为任意常数. 但

F′−(0) = lim
x→0−

F(x) − F(0)
x − 0

= lim
x→0−

−x
x

= −1,

F′+(0) = lim
x→0+

F(x) − F(0)
x − 0

= lim
x→0−

x
x

= 1,

从而 F′−(0) , F′+(0), F(x)在 x = 0处不可导,此与 F(x)为 f (x)的原函数矛盾.

习题 5.1

1. 求下列不定积分：

(1)
∫

(x5 + 3x4 +
√

x
3 )dx; (2)

∫
(5 + x − 3 sec2 x)dx;

(3)
∫

(
√

x + 3√x + 2√
x

+ 2
3√x

)dx; (4)
∫

(ex + 1
x + 1

x2 + 1
x3 )dx;

(5)
∫

(7 − 3x2)3dx; (6)
∫

(1 − 1
x2 )

√
x
√

xdx;
(7)

∫
(5 cos x + sin x + 3x + 2)dx; (8)

∫
(3x + ( 1

4 )x − ex

5 )dx;
(9)

∫
(cos x − 2

1+x2 + 1√
1−x2

)dx; (10)
∫

(sin x + ex + 3x2

1+x2 )dx.

2. 证明：若
∫

f (t)dt = F(t) + c,则
∫

f (ax + b)dx = 1
a F(ax + b) + c.

§ 5.2 不定积分的计算

§ 5.2.1 凑微分法
定定定理理理 5.2.1 若 f (x)为区间 I 上的函数, f (x)可写成 g(φ(x))φ′(x),其中 φ在 I 上可

导,且 G(u)为 g(u)的一个原函数,则 G(φ(x))为 f (x)的一个原函数,且
∫

f (x)dx =

∫
g(φ(x))φ′(x)dx =

∫
g(u)du = G(φ(x)) + C.

证证证明明明 由 G′(u) = g(u), u = φ(x)知

dG(φ(x))
dx

= G′(φ(x))φ′(x) = g(φ(x))φ′(x) = f (x).

故 ∫
f (x)dx =

∫
g(φ(x))φ′(x)dx =

∫
g(u)du = G(φ(x)) + C.
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例例例 5.2.1 求
∫

x2ex3
dx.

解解解
∫

x2ex3
dx = 1

3

∫
ex3

d(x3) = 1
3 ex3

+ C.

例例例 5.2.2 求
∫ x7

3x8 + 2
dx.

解解解
∫ x7

3x8 + 2
dx =

1
24

∫
1

3x8 + 2
d(3x8 + 2) =

1
24

ln(3x8 + 2) + C.

例例例 5.2.3 求
∫ lnx

x
dx.

解解解
∫ lnx

x
dx =

∫
lnxd(lnx) =

1
2

(lnx)2 + C.

例例例 5.2.4 求
∫ 1

x2 + a2 dx (a > 0).

解解解
∫ 1

x2 + a2 dx =
1
a

∫
1

1 + ( x
a )2 d

( x
a

)
=

1
a

arctan
x
a

+ C.

例例例 5.2.5 求
∫

1
x2−a2 dx.

解解解 由于 1
x2−a2 = 1

2a

(
1

x−a − 1
x+a

)
,所以

∫
1

x2 − a2 dx =
1
2a

∫ (
1

x − a
− 1

x + a

)
dx

=
1
2a

(∫
1

x − a
dx −

∫
1

x + a
dx

)

=
1
2a

[∫
1

x − a
d(x − a) −

∫
1

x + a
d(x + a)

]

=
1
2a

(ln|x − a| − ln|x + a|) + C

=
1
2a

ln
∣∣∣∣∣
x − a
x + a

∣∣∣∣∣ + C.

例例例 5.2.6 求
∫

tan xdx.
解解解

∫
tan xdx =

∫
sin x
cos x dx = −

∫
1

cos x d(cos x) = −ln| cos x| + C.
类似可得

∫
cot xdx = ln| sin x| + C.

例例例 5.2.7 求
∫

sin3 x cos5 xdx.
解解解

∫
sin3 x cos5 xdx =

∫
sin3 x cos4 xd(sin x) =

∫
sin3 x(1 − sin2 x)2d(sin x)

=

∫
sin3 x(1 − 2 sin2 x + sin4 x)d(sin x) =

∫
(sin3 x − 2 sin5 x + sin7 x)d(sin x)

=
1
4

sin4 x − 1
3

sin6 x +
1
8

sin8 x + C.

例例例 5.2.8 求
∫

sin3 xdx.
解解解

∫
sin3 xdx = −

∫
sin2 xd(cos x) = −

∫
(1− cos2 x)d(cos x) = − cos x + 1

3 cos3 x + C.
例例例 5.2.9 求

∫
cos4 xdx.
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解解解

∫
cos4 xdx =

∫ (
1 + cos 2x

2

)2

dx

=
1
4

∫ (
1 + 2 cos 2x +

1 + cos 4x
2

)
dx

=
1
4

∫ (
3
2

+ 2 cos 2x +
1
2

cos 4x
)

dx

=
3
8

x +
1
4

sin 2x +
1
32

sin 4x + C.

例例例 5.2.10 求
∫

sec xdx.
解解解

∫
sec xdx =

∫
1

cos x
dx =

∫
cos x
cos2 x

dx

=

∫
1

1 − sin2 x
d(sin x) = −

∫
1

sin2 x − 1
d(sin x)

= −1
2

ln
∣∣∣∣∣
sin x − 1
sin x + 1

∣∣∣∣∣ + C =
1
2

ln
(1 + sin x)2

1 − sin2 x
+ C

=
1
2

ln
1 + 2 sin x + sin2 x

cos2 x
+ C =

1
2

ln(sec2 x + 2 sec x tan x + tan2 x) + C

= ln| sec x + tan x| + C.

例例例 5.2.11 求
∫

csc xdx.
解解解
∫

csc xdx =

∫
1

sin x
dx = −

∫
1

cos
(
x + π

2

)d
(
x +

π

2

)

= −
∫

sec
(
x +

π

2

)
dx = −ln

∣∣∣∣∣sec
(
x +

π

2

)
+ tan

(
x +

π

2

)∣∣∣∣∣ + C

= −ln |− csc x − cot x| + C = ln
∣∣∣∣∣

1
csc x + cot x

∣∣∣∣∣ + C

= ln
∣∣∣∣∣

csc x − cot x
csc2 x − cot2 x

∣∣∣∣∣ + C = ln| csc x − cot x| + C.

例例例 5.2.12 求 I =
∫

sin 5x cos 3xdx.
解解解

I =

∫
sin 5x cos 3xdx =

1
2

∫
(sin 8x + sin 2x)dx

=
1
16

∫
sin 8xd(8x) +

1
4

∫
sin 2xd(2x)

= − 1
16

cos 8x − 1
4

cos 2x + C.
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§ 5.2.2 换元法

定定定理理理 5.2.1 设 f (x)连续,x = φ(t)及 φ′(t)皆连续, x = φ(t)的反函数 t = φ−1(x)存
在且连续,并且

∫
f (φ(t))φ′(t)dt = F(t) + C,则

∫
f (x)dx = F(φ−1(x)) + C.

证证证明明明 由
∫

f (φ(t))φ′(t)dt = F(t) + C知 F′(t) = f (φ(t))φ′(t),从而

dF(φ−1(x))
dx

= F′(t)
dt
dx

= f (φ(t))φ′(t)
1

φ′(t)
= f (x),

故
∫

f (x)dx = F(φ−1(x)) + C.

注注注 形如 n
√

ax+b
cx+d ,用代换 t =

n
√

ax+b
cx+d .

形如
√

a2 − x2,用代换 x = a sin t, (−π2 < t < π
2 ).

形如
√

x2 − a2,若 x > a,用代换 x = a sec t, (0 < t < π
2 );若 x < −a,令 x = −t转化

为前一种情形.
形如

√
x2 + a2,用代换 x = a tan t, (−π2 < t < π

2 ).

例例例 5.2.13 求
∫ dx

1 +
√

1 + x
.

解解解 令
√

1 + x = t,则 x = t2 − 1, dx = 2tdt.

∫
dx

1 +
√

1 + x
=

∫
2tdt
1 + t

= 2
∫ (

1 − 1
1 + t

)
dt

= 2(t − ln|1 + t|) + C = 2
√

1 + x − ln
(
1 +
√

1 + x
)

+ C.

例例例 5.2.14 求
∫ dx√

x(1 + 3√x)
.

解解解 令 6√x = t,则 x = t6, dx = 6t5dt.

∫
dx√

x(1 + 3√x)
= 6

∫
t5

t3(1 + t2)
dt = 6

∫
t2

1 + t2 dt

= 6
∫

(1 − 1
1 + t2 )dt = 6(t − arctan t) + C = 6 6√x − 6 arctan 6√x + C.

例例例 5.2.15 求
∫ sin

√
x√

x
dx.

解解解 令
√

x = t,则 x = t2, dx = 2tdt.

∫
sin
√

x√
x

dx =

∫
sin t

t
2tdt = 2

∫
sin tdt = −2 cos t + C = −2 cos

√
x + C.

例例例 5.2.16 求
∫ √

a2 − x2dx.
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解解解 令 x = a sin t (a > 0,−π2 < x < π
2 ),则 dx = a cos tdt.

∫ √
a2 − x2dx =

∫
a cos t(a cos tdt) = a2

∫
cos2 tdt

= a2
∫

1 + cos 2t
2

dt =
a2

2
t +

a2

4
sin 2t + C

=
a2

2
arcsin

x
a

+
a2

2
sin t cos t + C

=
a2

2
arcsin

x
a

+
a2

2
x
a

√
a2 − x2

a
+ C

=
a2

2
arcsin

x
a

+
1
2

x
√

a2 − x2 + C.

用三角代换同样可求得

∫
dx√

a2 − x2
= arcsin

x
a

+ C;

∫
1

a2 + x2 dx =
1
a

arctan
x
a

+ C;

∫
1√

x2 ± a2
dx = ln

∣∣∣∣x +
√

x2 ± a2
∣∣∣∣ + C;

∫ √
x2 ± a2 =

x
2
± a2

2
ln

∣∣∣∣x +
√

x2 ± a2
∣∣∣∣ + C.

§ 5.2.3 分部积分法

定定定理理理 5.2.2 设 u, v可微,则
∫

udv = uv −
∫

vdu.
证证证明明明 因为 d(uv) = udv + vdu,所以

∫
d(uv) =

∫
udv +

∫
vdu,

∫
udv = uv −

∫
vdu.

特点: v好求,
∫

vdu易求.
例例例 5.2.17 求

∫
x2exdx.

解解解
∫

x2exdx =

∫
x2d(ex) = x2ex − 2

∫
xexdx = x2ex − 2

∫
xd(ex)

= x2ex − 2(xex −
∫

exdx) = x2ex − 2xex + 2ex + C.

例例例 5.2.18 求
∫

x arctan xdx.
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解解解

∫
x arctan xdx =

∫
arctan xd(

x2

2
) =

1
2

x2 arctan x − 1
2

∫
x2

1 + x2 dx

=
1
2

x2 arctan x − 1
2

∫
(1 − 1

1 + x2 )dx =
1
2

x2 arctan x − 1
2

x +
1
2

arctan x + C.

例例例 5.2.19 求
∫

eax cos bxdx. (a , 0, b , 0).
解解解 因为

I =

∫
eax cos bxdx =

1
b

∫
eaxd(sin bx)

=
1
b

(eax sin bx − a
∫

eax sin bxdx) =
1
b

eax sin bx +
a
b2

∫
eaxd(cos bx)

=
1
b

eax sin bx +
a
b2 (eax cos bx −

∫
aeax cos bxdx =

1
b

eax sin bx +
a
b2 eax cos bx − a2

b2 I.

所以

(1 +
a2

b2 )I =
1
b

eax sin bx +
a
b2 eax cos bx,

I =
eax

a2 + b2 (b sin bx + a cos bx) + C.

§ 5.2.4 有理函数积分

部部部分分分分分分式式式法法法
例例例 5.2.20 求

∫ x
x3 + x2 + 3x + 3

dx.

解解解 设
x

x3 + x2 + 3x + 3
=

x
(x + 1)(x2 + 3)

≡ A
x + 1

+
Bx + C
x2 + 3

,则

x ≡ A(x2 + 3) + (x + 1)(Bx + C).

令 x = −1,则 −1 = 4A, A = −1
4 ;

令 x = 0,则 0 = 3A + C,C = −3A = 3
4 ;

再令 x = 1,则 1 = 4A + 2(B + C), 1 = −1 + 2( 3
4 + C), B = 1

4 .

故
x

x3 + x2 + 3x + 3
= −1

4
1

x + 1
+

1
4

x
x2 + 3

+
3
4

1
x2 + 3

.

∫
x

x3 + x2 + 3x + 3
dx = −1

4
ln|x + 1| + 1

8
ln(x2 + 3) +

3

4
√

3
arctan

x√
3

+ C.

5.2.5 含
√

ax2 + bx + c的积分

例例例 5.2.21 求 I =
∫ 2x + 1√
−x2 − 4x

dx.
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解解解

I = −
∫

1√
−x2 − 4x

d(−x2 − 4x) − 3
∫

1√
−x2 − 4x

dx

= −2
√
−x2 − 4x − 3

∫
1√

4 − (x + 1)2
dx

= −2
√
−x2 − 4x − 3 arcsin

x + 2
2

+ C.

例例例 5.2.22 求
∫

(x + 1)
√

x2 − 2x + 5dx.
解解解

I =
1
2

∫ √
x2 − 2x + 5d(x2 − 2x + 5) + 2

∫ √
(x − 1)2 + 4dx

=
1
3

(x2 − 2x + 5)
3
2 + (x − 1)

√
x2 − 2x + 5

+4ln(x − 1 +
√

x2 − 2x + 5) + C.

§ 5.2.6 三角函数积分

利用三角公式与万能变换.

例例例 5.12.23 求 I =
∫ dx

sin x(1 + cos x)
.

解解解 方法 1 (上下同乘 sin x):

I =

∫
sin xdx

sin2 x(1 + cos x)
= −

∫
d cos x

(1 − cos2 x)(1 + cos x)

=

∫ (
1

(u − 1)(u + 1)2 du =

∫
1

4(u − 1)
− 1

4(u + 1)
− 1

2(u + 1)2

)
du

=
1
4

ln|u − 1| − 1
4

ln|u + 1| + 1
2(u + 1)

+ C

=
1
4

ln
∣∣∣∣∣
u − 1
u + 1

∣∣∣∣∣ +
1

2(u + 1)
+ C

=
1
4

ln
1 − cos x
1 + cos x

+
1

2(1 + cos x)
+ C.
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方法 2 (万能变换 u = tan
x
2

):

I =

∫
dx

4 sin x
2 cos x

2 cos3 x
2

=

∫ sec4 x
2

4 tan x
2

dx

=
1
2

∫ 1 + tan2 x
2

tan x
2

d(tan
x
2

)

=
1
2

∫
1 + u2

u
du =

1
2

∫
(u +

1
u

)du

=
1
2

ln|u| + 1
4

u2 + C =
1
2

ln| tan
x
2
| + 1

4
tan2 x

2
+ C.

例例例 5.2.24 求 I =
∫ sin4 x

cos2 x
dx.

解解解法法法一一一 I =
∫

tan4 x sec2 xdx =
∫

tan4 xd(tan x) = 1
5 tan5 x + C.

解解解法法法二二二

I =

∫ (
1

cos x
− cos x

)2

dx =

∫ (
1

cos2x
− 2 + cos2 x

)
dx = tan x − 3

2
x +

1
4

sin x.

习题 5.2

1. 求下列不定积分：

(1)
∫

3x+6
4x−5 dx; (2)

∫
(sin(2x + 4) + cos(5x + 5))dx;

(3)
∫

1√
1−( x

2 +3)2
; (4)

∫
1√

1−4x2
dx;

(5)
∫

tan xdx; (6)
∫

tan
√

1 + x2 xdx√
1+x2

;
(7)

∫
dx

1−cos x ; (8)
∫

sin x cos x
1+sin4 x

dx;
(9)

∫
dx

sin2(x+ π
4 )

; (10)
∫

x2 3√
1 + x3dx;

(11)
∫

sin2 x cos x
1+sin3 x

dx; (12)
∫

dx
ex+e−x ;

(13)
∫ √

ln(x+
√

1+x2)
1+x2 dx (14)

∫
1+sin 2x

sin3 x
dx;

(15)
∫

sin x+cos x
3√sin x−cos x

dx; (16 )
∫

dx√
1+e2x

;

(17)
∫

dx
x2−2x+2 ; (18)

∫
x2−1
x4+1 dx;

(19)
∫

dx
(arcsin x)2

√
1−x2

; (20)
∫

dx
a2 sin2 x+b2 cos2 x

.
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2. 求下列不定积分：

(1)
∫ sin

√
x√

x
dx; (2)

∫ (2
√

x+1)2

x2 dx;

(3)
∫

e
√

x+1dx; (4)
∫

x2√
4−x2

dx;

(5)
∫ √

x2 + a2dx; (6)
∫ √

x2 − a2dx;
(7)

∫
dx√

(x−a)(b−x)
; (8)

∫
dx

x2
√

ax2+b
;

(9)
∫

xdx√
5+x−x2

; (10)
∫ √

2 + x − x2dx.

3. 求下列不定积分：

(1)
∫

x2 cos xdx; (2)
∫

x3lnxdx;
(3)

∫
lnxdx; (4)

∫
arcsin x√

1−x2
dx;

(5)
∫

csc xdx; (6)
∫

cos(lnx)dx;
(7)

∫
xdx

sin2 x
; (8)

∫
x cos2 xdx;

(9)
∫

x sin2 xdx; (10)
∫

arccos xdx;
(11)

∫
eax cos bxdx; (12)

∫
ln(x +

√
1 + x2)dx.

4. 求下列不定积分：

(1)
∫

dx
(x+1)(x+2) ; (2)

∫
x2+5x+4
x4+5x2+4 dx;

(3)
∫

dx
x4+x2+1 ; (4)

∫
dx

x3+1 ;
(5)

∫
dx

(x+1)(x2+1) ; (6)
∫

dx
(x2−4x+4)(x2−4x+5) ;

(7)
∫

x2dx
1−x4 ; (8)

∫
dx

(x+1)(x+2)2(x+3)3 .

5. 求下列不定积分:

(1)
∫

dx
sin x+tan x ; (2)

∫
xdx√

5+x−x2
;

(3)
∫

dx
x

4√
1+x4

; (4)
∫

xdx√
2+4x

;

(5)
∫

cos x
1+sin x dx; (6)

∫
dx

x(1+2
√

x+ 3√x)
;

(7)
∫ √

x+1−√x−1√
x+1+

√
x−1

dx; (8)
∫

dx√
x(1+ 4√x)3 ;

(9)
∫

xdx
4√x3(a−x)

; (10)
∫

x
√

x4 + 2x2 − 1dx;

(11)
∫ √

2 + x − x2dx; (12)
∫

x2dx√
1+x−x2

;
(13 )

∫
sin6 xdx (14)

∫
sin2 x cos4 xdx;

(15)
∫

cos4 x
sin3 x

dx; (16)
∫

dx
sin3 x cos5 x

;

(17)
∫

sin 5x cos xdx; (18)
∫

sin2 x
1+sin2 x

dx;
(19)

∫
dx

sin(x+a) sin(x+b) ; (20)
∫

xex cos xdx;
(21)

∫
dx

(2+cos x) sin x ; (22)
∫

ln2(x +
√

1 + x2)dx;
(23)

∫
x2ex cos xdx (24)

∫
xln 1+x

1−x dx;
(25)

∫
x arctan xln(1 + x2)dx; (26)

∫
sin x cos x
sin x+cos x dx

(27)
∫ dx

3
√

(x − 1)(x + 1)2
dx.
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第五章典型例题选讲

例例例 5.1求不定积分

I1 =

∫
(cos4 x + sin4 x)dx 与 I2 =

∫
(cos4 x − sin4 x)dx,

进而求出
∫

cos4 xdx与
∫

sin4 xdx.
解解解 利用三角函数的倍角半角公式易得

I1 =
∫

[(cos2 x + sin2 x)2 − 2 cos2 x sin2 x]dx
=

∫
(1 − 1

2 sin2 2x)dx = 1
4

∫
(3 + cos 4x)dx

= 1
4 (3x + 1

4 sin 4x) + C1;
I2 =

∫
(cos2 x + sin2 x)(cos2 x − sin2 x)dx

=
∫

cos 2xdx = 1
2 sin 2x + C2.

从而又有 ∫
cos4 xdx = 1

2 (I1 + I2)
= 1

32 (12x + sin 4x + 8 sin 2x) + C3;∫
sin4 xdx = 1

2 (I1 − I2)
= 1

32 (12x + sin 4x − 8 sin 2x) + C4.

其中 C1,C2,C3,C4都是任意常数.
例例例 5.2 求不定积分

I1 =

∫
(2x − 33)2dx 与 I2 =

∫
dx

x4(1 + x2)
.

解解解

I1 =
∫

(4x − 2 · 6x + 9x)dx
= 4x

ln4
− 2·6x

ln6
+ 9x

ln9
+ C1;

I2 =
∫ (1+x2)−x2

x4(1+x2) dx

=
∫ [

1
x4 − 1

x2(1+x2)

]
dx

=
∫ (

1
x4 − 1

x2 + 1
1+x2

)
dx

= − 1
3x3 + 1

x + arctan x + C.

例例例 5.3 试用多种办法求不定积分

I =

∫
dx

x
√

4 − x2
.
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解解解一一一 相继使用第一,第二换元积分法,得到

I =
∫

dx

x2
√

4
x2 −1

= −
∫

1

2
√

( 2
x )2−1

d( 2
x )

= − 1
2

∫
du√
u2−1

(令u = sec t)
= − 1

2

∫
sec t tan t

tan t dt
= − 1

2 ln |sec t + tan t| + C
= − 1

2 ln
∣∣∣∣u +

√
u2 − 1

∣∣∣∣ + C

= 1
2 ln

∣∣∣∣ x
2+
√

4−x2

∣∣∣∣ + C.

解解解二二二 令 x = 2 sin t,得到

I =
∫

2 cos t
4 sin t cos t dt = 1

2

∫
csc tdt

= 1
2 ln |csc t − cot t| + C

= 1
2 ln

∣∣∣∣ 2−
√

4−x2

x

∣∣∣∣ + C.

解解解三三三 令 x2 = 1
t ,于是有 dx

x = −1
2t dt,从而得到

I = −1
2

∫
dt

t
√

4− 1
t

= −1
2

∫
dt√
4t2−t

= −1
4

∫
1√

(t− 1
8 )2−( 1

8 )2
d(t − 1

8 )

= −1
4 ln

∣∣∣∣∣t − 1
8 +

√
t2 − t

4

∣∣∣∣∣ + C1

= −1
4 ln

∣∣∣∣∣ 1
x2 − 1

8 +

√
1
x4 − 1

4x2

∣∣∣∣∣ + C1

= 1
2 ln

∣∣∣∣ x
2+
√

4−x2

∣∣∣∣ + C.

解解解四四四 令
√

4 − x2 = t,于是 x = ±
√

4 − x2,从而得到

I =
∫

1
±t
√

4−t2
· ∓t√

4−t2
dt

= −
∫

dt
4−t2 = 1

4

∫ (
1

t−2 − 1
t+2

)
dt

= 1
4 ln

∣∣∣ t−2
t+2

∣∣∣ + C
= 1

2 ln
∣∣∣∣ x
2+
√

4−x2

∣∣∣∣ + C.

解解解五五五 由于

I =

∫
1

x(2 − x)

√
2 − x
2 + x

dx,

因此又可令 t =

√
2−x
2+x ,由此解出

x =
2(1 − t2)

1 + t2 , 2 − x =
4t2

1 + t2 , dx =
−8t

(1 + t2)2 dt,



第五章典型例题选讲 151

并得到

I =
∫

1+t2
2(1−t2) · 1+t2

4t2 · t −8t
(1+t2)2 dt

= −
∫

dt
1−t2 = 1

2 ln
∣∣∣ t−1
t+1

∣∣∣ + C

= 1
2 ln

∣∣∣∣
√

2−x−√2+x√
2−x+

√
2+x

∣∣∣∣ + C

= 1
2 ln

∣∣∣∣ x
2+
√

4−x2

∣∣∣∣ + C.

例例例 5.4 求不定积分

I1 =

∫
(2x − 1) cos 3xdx 与 I2 =

∫
x2e−xdx.

解解解 对于 I1,令 u = 2x − 1, v′ = cos 3x,则得

I1 =
∫

(2x − 1)d( 1
3 sin 3x)

= 1
3 (2x − 1) sin 3x − 2

3

∫
sin 3xdx

= 1
3 (2x − 1) sin 3x + 2

9 cos 3x + C.

类似地,经两次分部积分,又可求得

I2 =
∫

x2d(−e−x) = −x2e−x + 2
∫

xe−xdx
= −x2e−x − 2xe−x + 2

∫
e−xdx

= −(x2 + 2x + 2)e−x + C.

例例例 5.5 求不定积分

I1 =

∫
sec3 xdx 与 I2 =

∫ √
x2 + a2dx.

解解解 由于
I1 =

∫
sec xd(tan x)

= sec x tan x −
∫

sec x tan2 xdx
= sec x tan x +

∫
sec xdx −

∫
sec3 xdx

= sec x tan x + ln |sec x + tan x| − I1,

故得

I1 =
1
2

(sec x tan x + ln |sec x + tan x|) + C.

对于 I2,若令 x = a tan t,则得

I2 =
∫

a sec t · a sec2 tdt = a2
∫

sec3 tdt
= a2

2 (sec t tan t + ln| sec t + tan t|) + C1

= a2

2

[
x
a

√
1 + x2

a2 + ln
∣∣∣∣∣
√

1 + x2

a2 + x
a

∣∣∣∣∣
]

+ C1

= 1
2

(
x
√

a2 + x2 + a2ln
∣∣∣∣x +

√
a2 + x2

∣∣∣∣
)

+ C.
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它也可利用
∫

dx√
x2+a2

= ln
∣∣∣∣x +

√
a2 + x2

∣∣∣∣ + C而求得:

I2 = x
√

x2 + a2 −
∫

x2√
x2+a2

dt

= x
√

x2 + a2 +
∫

a2dx√
x2+a2

dx −
∫ √

x2 + a2dx

= x
√

x2 + a2 + a2ln
∣∣∣∣x +

√
x2 + a2

∣∣∣∣ − I2,

I2 = 1
2

(
x
√

x2 + a2 + a2ln
∣∣∣∣x +

√
x2 + a2

∣∣∣∣
)

+ C.

第五章复习题

1. 求不定积分:

(1)
∫ (x−1)2

√
x

dx; (2)
∫

(ex + e−x)2dx;
(3)

∫
dx

x4(1+x2) ; (4)
∫

dx
1−x4 ;

(5)
∫

dx
tan2 x ; (6)

∫
cos 2x
sin2 2x

dx;
(7)

∫
xdx√
1+x

; (8)
∫

dx
1+sin x ;

(9)
∫

dx
2+tan2 x ; (10)

∫
dx

1+a cos x dx (a > 0);
(11)

∫
dx

x
√

x2−1
.

2. 求不定积分:

(1)
∫

dx
1+x2+x4 ; (2)

∫
x2

1+x2+x4 ;
(3)

∫
cos3 x

sin x+cos x dx; (4)
∫

sin3 x
sin x+cos x dx.

3. 求不定积分:

(1)
∫

ln(x +
√

1 + x2)dx; (2)
∫

xearctan x

(1+x2)
3
2

dx;

(3)
∫ √

1 + x2dx; (4)
∫

x2
√

x2 + 1dx;
(5)

∫
e2x(tan x + 1)2dx; (6)

∫
exdx

ex+e−x ;
(7)

∫
dx

x+
√

x2+x+1
; (8)

∫
dx

3√(x+1)2(x−14)
.

4. 利用公式
∫

( f (x) + f ′(x))exdx =
∫

(ex f (x))′dx = ex f (x) + c,求下列不定积分:

(1)
∫

xex

(1 + x)2 dx; (2)
∫

1 + sin x
1 + cos x

exdx.

5. 设

f (x) =


0 x < 0;
x + 1 0 ≤ x ≤ 1;
2x x > 1.
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求
∫

f (x)dx.
6. 计算下列不定积分：

(1)
∫

cos x sin3 x
1+cos2 x dx; (2)

∫
arctan x
x2(1+x2) dx;

(3)
∫

xln 1+x
1−x dx; (4)

∫ ln(1+x)
x2 dx;

(5)
∫

x3√
1+x2

dx; (6)
∫

tan4 xdx;

(7)
∫

xex√
ex−2

(x > 1); (8)
∫

x2+1
x
√

1+x2
dx;

(9)
∫

x+sin x
1+cos x dx; (10)

∫
ex 1+sin x

1+cos x dx;
(11)

∫
talntdt (a为常数); (12)

∫
dx

(2+cos x) sin x ;

(13)
∫ ln(sin x)

sin2 x
dx; (14)

∫
dx

1+4 cos x ;
(15)

∫
(lnlnx + 1

lnx
)dx; (16)

∫
xdx

x3−3x+2 .

7. 导出不定积分的递推公式:
(1) In =

∫
(lnx)ndx;

(2) In =
∫

dx
xn
√

x2+1
;

(3) In =
∫

dx
sinn x (n > 2).

8. 求下列不定积分：

(1)
∫

e3x+1
ex+1 dx; (2)

∫
dx

x2(1+x2) ;

(3)
∫ √

x
√

xdx; (4)
∫

[
√

1+x
1−x +

√
1−x
1+x ]dx;

(5)
∫

tan2 xdx; (6)
∫

1+sin2 x
cos2 x sin2 x

dx;
(7)

∫
dx

cos2 x sin x ; (8)
∫

cos 2x
cos2 x sin2 x

dx;
(9)

∫
dx

2+3x2 ; (10)
∫

dx
2−3x2 ;

(11)
∫ 3√1 − 3xdx; (12)

∫
x 3√1 − 3xdx.

9. 求不定积分:

I =

∫
1

1 + x4 dx; J =

∫
x2

1 + x4 dx.

10. 求下列不定积分:

(1)
∫

dx√
3x2−2

; (2)
∫

dx
x
√

x2+1
;

(3)
∫ √

a+x
a−x dx (a > 0); (4)

∫ √
x−a
x+a dx (a ≥ 0);

(5)
∫

dx√
1+x+x2

; (6)
∫

x+3√
4x2+4x+3

dx;

(7)
∫

dx√
(x+a)(x+b)

(a < b); (8)
∫ √

x
1−x
√

x
dx.

11. 求下列不定积分:

(1)
∫

dx
x2
√

x2+1
; (2)

∫
dx

(a2+X2)3 ;

(3)
∫ √

a2−x2

x dx; (4)
∫ √

x2−a2

x ;
(5)

∫
x2
√

4 − x2dx; (6)
∫

x
1+
√

x
dx.
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12. 求下列不定积分:

(1)
∫

ln(a + x2)dx; (2)
∫

xαlnxdx;
(3)

∫ √
xln2xdx; (4)

∫
x2e−2xdx;

(5)
∫

x cos βxdx; (6)
∫

x2 sin 2xdx;
(7)

∫
x arctan xdx; (8)

∫
arcsin x

x2 dx;
(9)

∫
x

cos2 x dx; (10)
∫

x2ex

(x+2)2) dx.

13. 求下列不定积分:

(1)
∫

1+x+x2√
1+x2

exdx; (2)
∫

1+tan x
cos x exdx;

(3)
∫

(cos x − sin x)e−xdx; (4)
∫

x(2 − x)e−xdx.

14. 求下列不定积分:

(1)
∫ √

a2 − x2dx; (2)
∫ √

x2 − a2dx;

(3)
∫

arcsin
√

x
1+x dx; (4)

∫
earctan x

(1+x2)
3
2

dx;

(5)
∫

x arctan xln(1 + x2)dx; (6)
∫

x3 arccos x√
1−x2

dx.

15. 求下列不定积分:

(1)
∫

sin(lnx)dx; (2)
∫

cos(lnx)dx;
(3)

∫
xex cos xdx; (4)

∫
xex sin xdx.

16. 求下列不定积分的递推公式

(1)
∫

xnexdx; (2)
∫

xn(lnx)mdx;
(3)

∫
sinn xdx; (4)

∫
dx

sinn x (n ≥ 2).

17. 求下列不定积分:

(1)
∫

2x+3
(x−2)(x+5) dx; (2)

∫
dx

8−2x−x2 ;
(3)

∫
dx

(x+1)2(x−1) ; (4)
∫

2x−3
x2+2x+1 dx;

(5)
∫

dx
(x+1)(x2+1) ; (6)

∫
x4

x4+5x2+4 dx.

18. 求下列不定积分:

(1)
∫

cos x sin2 xdx; (2)
∫

cos x
1+sin x dx;

(3)
∫

tan x sin2 xdx; (4)
∫

tan3 xdx;
(5)

∫
cos4 x sin3 xdx; (6)

∫
sin3 x

1+cos2 x dx;
(7)

∫
dx

sin2 x cos x
; (8)

∫
sin 2x

2+tan2 x dx.

19. 求下列不定积分:

(1)
∫

sec3 xdx; (2)
∫

sin2 x
1+cos2 x dx

(3)
∫

sin 2x
cos4 x+sin4 x

dx; (4)
∫

dx
2x cos2 x+sin x cos x+sin2 x

.
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20. 求下列不定积分:

(1)
∫

dx
(1+cosx)2 ; (2)

∫
dθ

1+r2−2r cos θ (0 < r < 1);

(3)
∫ √

x

1+
4√

x3
dx; (4)

∫
dx

1+
√

x+
√

x+1
;

(5)
∫

x
x+
√

x2−1
dx; (6)

∫
dx

1+
√

1−2x−x2
.

21. 求下列不定积分:

(1)
∫

1
x

√
x+1
x−1 dx; (2)

∫
dx√

x+1+
3√x+1

(3)
∫ √

x2 + 1
x2 dx; (4)

∫
dx

x+
√

x2−x+1
.

22. 设 f (x)在 [a, b]上连续,在 (a, b)内可导,且 f (a) · f (b) > 0, f (a) · f ( a+b
2 ) < 0,

求证：对 ∀k ∈ R,∃ξ ∈ (a, b),使得 f ′(ξ) = k f (ξ).
23. 设 f (x)在 [a, b]上连续,在 (a, b)内可导,且 f (a) = f (b) = 0,求证：∃ξ ∈ (a, b),

使得 f ′(ξ) + f (ξ) = 0.
24. 设 f (x)在 [0, 1]上连续,在 (0, 1)上可导且 f (0) = 0. 求证存在 ξ ∈ (0, 1)满足

f ′(1−ξ))
f (1−ξ) =

2 f ′(ξ)
f (ξ) .

25. 已知 f (1) = 1,求 f (2). 如果：
（1） x f ′(x) + f (x) = 0对一切 x ∈ R成立；
（2） x f ′(x) − f (x) = 0对一切 x > 0成立.
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第六章 函数的定积分及其应用

§ 6.1 定积分的定义

积分的定义的引进：
1 曲曲曲边边边梯梯梯形形形的的的面面面积积积 S
在初等数学中,已经会求三角形、矩形、多边形等平面直边图形的面积.对于平

面上曲边图形的面积,除了圆和圆扇形的面积之外,现在还不会计算.
平面曲边图形中,最基本的就是曲边梯形,下面来讨论曲边梯形面积的求法.
在平面直角坐标系 xoy中,通常把由三条直线: x = a, x = b, Ox轴,及一条连续

的曲线 y = f (x)( f (x) ≥ 0)所围成的图形称为曲边梯形. 把 Ox轴上的区间 [a, b]称为
曲边梯形的底,而曲线段 y = f (x)(a ≤ x ≤ b)称为曲边梯形的曲边.(图 13)

x

y

O

图 13.

由于曲边梯形在底边上各点处的高 f (x)在区间 [a, b]上是变化的,不便于直接求
它的面积.注意到 f (x)是连续的,当 x变化不大时, f (x)的变化也不大.

当用一组垂直于 Ox轴的直线,把曲边梯形分成很多窄条形的小曲边梯形时,在
这些小曲边梯形内,高度的差别不大,就可以用一点处的高度,近似代替小曲边梯形
内各点处的高度,从而用一个小矩形的面积,近似地代替小曲边梯形的面积.只要曲
边梯形分割得足够细,且所有的小曲边梯形的底部宽度都很小,这时,小矩形的面积
与相应的小曲边梯形的面积就越接近,所有的小矩形面积之和,就越逼近原来的大曲
边梯形的面积 S。现详述如下:

(1) 分割
把区间 [a, b]任意分割为 n个子区间,其分点为

a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = b.

每一个子区间 [xi−1, xi]的长度记为 ∆xi = xi − xi−1 (i = 1, 2, · · · , n).
过各分点作垂直于 Ox轴的直线,把原来的大曲边梯形分成 n个小曲边梯形,分

别把这些小曲边梯形的面积记为 ∆S i, (i = 1, 2, · · · , n). 则

S =

n∑

i=1

∆S i.
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(2) 以常代变 (近似代替)
在每一个小曲边梯形中,以底边长为 ∆xi,底边 [xi−1, xi]上任意一点 ξi 处的高度

f (ξi) (ξi ∈ [xi−1, xi])为高的小矩形的面积 f (ξi)∆xi近似代替小曲边梯形的面积 ∆S i,即

∆S i ≈ f (ξi)∆xi, (i = 1, 2, · · · , n).

(3) 求和
把 n个小矩形的面积加起来,就得到大曲边梯形面积 S 的近似值：

S ≈
n∑

i=1

f (ξi)∆xi.

(4) 取极限

一般地说,无论 n多么大,各子区间的宽度 ∆xi多么小,和式
n∑

i=1
f (ξi)∆xi仍然不等

于曲边梯形的面积 S ,它只是 n个小矩形组成的台阶形的面积.
若把区间 [a, b]的分割无限地变细,使每一个子区间的长度 ∆xi皆趋于零,则台阶

形的面积
n∑

i=1
f (ξi)∆xi,与曲边梯形的面积 S 的差别就越来越小.

为了求出 S 的精确值,令 ‖T‖ = max
1≤i≤n

∆xi,如果无论对区间 [a, b]采取何种分割,

也不论点 ξi 在子区间 [xi−1, xi]中如何取法,只要分割无限地变细,当 ‖T‖ → 0时,和

式
n∑

i=1
f (ξi)∆xi均存在唯一的极限,则这个极限值就是曲边梯形的面积 S . 即

S = lim
‖T‖→0

n∑

i=1

f (ξi)∆xi.

2 变变变速速速直直直线线线运运运动动动的的的路路路程程程
设物体作直线运动,速度为 v,求从时刻 t = a到 t = b时物体所走过的路程 s.
如果速度 v不变,物体作匀速直线运动,路程 s等于速度乘以所用的时间：s =

v(b − a).
现在考虑物体作变速直线运动,其速度 v随时间 t而改变,即 v = v(t) (a ≤ t ≤ b)

是 t的连续函数,要求物体在时间间隔 [a, b]上所走过的路程 s. 解决这个问题的办法
与上面求曲边梯形的面积相似.

(1) 分割
把区间 [a, b]任意分割为 n个子区间,其分点为

a = t0 < t1 < t2 < . . . < tn−1 < tn = b.

每一个子区间 [ti−1, ti]的长度记为 ∆ti = ti − ti−1 (i = 1, 2, · · · , n).物体在时间间隔 [a, b]
上所走过的路程 s,等于它在各子区间时间间隔 [ti−1, ti]上所走过的路程之和.

(2) 以常代变 (近似代替)
在每一小段时间 [ti−1, ti]上,以任意一时刻 ξi处的速度 v(ξi)代替这一小段时间上

各点处的速度,得到物体在这一小段时间上路程 ∆si的近似值：

∆si ≈ v(ξi)∆ti, (i = 1, 2, · · · , n).
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(3) 求和
把上面的 n个 ∆si的近似值加起来,就得到路程 s的近似值：

s ≈
n∑

i=1

v(ξi)∆ti.

(4) 取极限
很明显,分割越细,总的误差就越小,把区间 [a, b]无限地细分下去. 如果无论对

[a, b]采取何种分割,也不论 ξ在 [ti−1, ti]中如何取法,记 max
1≤i≤n

∆ti = ‖T‖,当 ‖T‖ → 0时,

和式
n∑

i=1
v(ξi)∆ti均存在唯一的极限,则这个极限值就是路程 s的精确值.即

s = lim
‖T‖→0

n∑

i=1

v(ξi)∆ti.

定定定义义义 6.1.1 函数 f 在区间 [a, b] 上有定义, 如果存在实数 I 使得对于任意给定
的 ε > 0, 存在 δ > 0, 只要 [a, b] 的分割 T : a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b 适合
‖T‖ = max

1≤i≤n
|xi − xi−1| < δ,而不管 ξi ∈ [xi−1, xi](1 ≤ i ≤ n)如何选择,都有

∣∣∣∣∣∣∣I −
n∑

i=1

f (ξi)∆xi

∣∣∣∣∣∣∣ < ε

成立时,称 f 在 [a, b]上可积,称 I 是 f 在 [a, b]上的 Riemann定积分. 函数的积分通
常用符号

∫ b
a f (x)dx 来表记, 其中 a 与 b 分别称为积分的下限和上限, f 称为被积函

数,x称为积分变量, f (x)dx叫做被积表达式.
定定定理理理 6.1.1 函数 f (x)在区间 [a, b]上可积的必要条件是 f (x)在 [a, b]上有界.
证证证明明明 因为 f (x) 在 [a, b] 上可积, 故存在实数 I, 使对 ε0 = 1, 存在 δ > 0, 只要

‖T‖ < δ,无论怎样选取 ξk ∈ [xk−1, xk], k = 1, · · · , n,都有
∣∣∣∣∣∣∣

n∑

k=1

f (ξk)∆xk − I

∣∣∣∣∣∣∣ < 1.

取 n足够大,使
b − a

n
< δ.将区间 [a, b]均分成 n等分并记相应的分割为 T = {xk}.

对任意 j, 1 ≤ j ≤ n,取 ξk = xk, k , j. 于是
∣∣∣∣∣∣∣∣

n∑

k, j

f (xk)∆xk + f (ξ j)∆x j − I

∣∣∣∣∣∣∣∣
< 1,

| f (ξ j)∆x j| < |I| + 1 +

n∑

k, j

| f (xk)∆xk|,
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| f (ξ j)| < n(|I| + 1)
b − a

+

n∑

k, j

| f (xk)|.

由于上式右端为常数,而左端的 ξ j 可在 [x j−1, x j]上任取,故知 f (x)在 [x j−1, x j]上有
界,再由 j的任意性知 f (x)在 [a, b]上有界.

此外,从定积分的定义可以看出,定积分的值与积分变量无关,即有
∫ b

a
f (x)dx =

∫ b

a
f (t)dt.

因此,在进行运算或论证时,可随时根据需要而改换积分变量.
在定义中我们总假定 a < b,即下限小于上限.但在以后运算中,也会遇到下限不

小于上限的情形. 但由定义可直接看出：
∫ b

a
f (x)dx = −

∫ a

b
f (x)dx,

∫ a

a
f (x)dx = 0.

定积分的这种概念是由黎曼首先引入,所以当有必要与其他方法所定义的积分相区
别时,我们将把这种积分称之为黎曼积分.

定积分的几何意义：
∫ b

a f (x)dx表示 y = f (x), x = a, x = b与 x轴所围若干曲边梯
形的面积的代数和.

例例例 6.1.1 证明
∫ b

a 1dx = b − a.
证证证明明明 设 f (x) = 1, ∀ε > 0,∀ 分割 T : a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b,

∀ξi ∈ [xi−1, xi],因为
n∑

i=1

f (ξi)∆xi =

n∑

i=1

1∆xi = b − a,

所以 ∣∣∣∣∣∣∣
n∑

i=1

f (ξi)∆xi − (b − a)

∣∣∣∣∣∣∣ = 0 < ε,

∫ b

a
1dx = b − a.

例例例 6.1.2 计算
∫ b

a xdx.
解解解 设 f (x) = x, ∀ε > 0,∃δ < ε,∀分割 T : a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b,任取

ξi ∈ [xi−1, xi].记 ηi =
xi+xi−1

2 ,

n∑

i=1

f (ηi)∆xi =

n∑

i=1

ηi∆xi =
1
2

n∑

i=1

(x2
i − x2

i−1) =
1
2

(b2 − a2).

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

i=1

ξi∆xi −
n∑

i=1

ηi∆xi

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

i=1

(ξi − ηi)∆xi

∣∣∣∣∣∣∣

≤
n∑

i=1

|ξi − ηi|∆xi ≤ ‖T‖
n∑

i=1

∆xi

= ‖T‖(b − a) < (b − a)δ < (b − a)ε,
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所以 ∣∣∣∣∣∣∣
n∑

i=1

ξi∆xi − 1
2

(b2 − a2)

∣∣∣∣∣∣∣ < ε,

∫ b

a
xdx =

1
2

(b2 − a2).

定定定理理理 6.1.2 设 f (x)在 [a, b]上连续,且在 [a, b]上有原函数 F(x),则有
∫ b

a
f (x)dx =

∫ b

a
f (t)dt = F(x) |ba = F(b) − F(a).

证证证明明明 f (x)在 [a, b]上连续,进而一致连续,由此 ∀ε > 0,∃δ > 0,当 x(1), x(2) ∈ [a, b],
|x(1) − x(2)| < δ时

| f (x(1)) − f (x(2))| < ε.
对任意分割 T : a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b,将 F(x)在 [xi−1, xi]上用拉格朗日中值
定理,存在 ηi ∈ [xi−1, xi]使得 F(xi) − F(xi−1) = F′(ηi)∆xi = f (ηi)∆xi,而

F(b) − F(a) =

n∑

i=1

(F(xi) − F(xi−1)) =

n∑

i=1

f (ηi)∆xi.

当 ‖T‖ < δ,∀ξi ∈ [xi−1, xi]时
∣∣∣∣∣∣∣

n∑

i=1

f (ξi)∆xi − (F(b) − F(a))

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

i=1

f (ξi)∆xi −
n∑

i=1

f (ηi)∆xi

∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

i=1

( f (ξi) − f (ηi))∆xi

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
n∑

i=1

| f (ξi) − f (ηi)|∆xi

< ε

n∑

i=1

∆xi = (b − a)ε,

从而 ∫ b

a
f (x)dx =

∫ b

a
f (x)dx = F(b) − F(a).

例例例 6.1.3 计算 (1)
∫ 1

0 x2dx; (2)
∫ π

0 sin xdx.

解解解 (1)因为 x2 在 [0, 1]上连续,
[

1
3 x3

]′
= x2,所以

∫ 1

0
x2dx =

[
1
3

x3
]1

0
=

1
3

(1 − 0) =
1
3
.

(2)因为 sin x在 [0, π]上连续, [− cos x]′ = sin x,所以
∫ π

0
sin xdx = [− cos x]π0 = −(cos π − cos 0) = 2.
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例例例 6.1.4 计算 lim
n→∞

((
1 + 1

n

) (
1 + 2

n

)
· · ·

(
1 + n

n

)) 1
n .

解解解
((

1 + 1
n

) (
1 + 2

n

)
· · ·

(
1 + n

n

)) 1
n = e

1
n

(
ln(1+ 1

n )+ln(1+ 2
n )+···+ln(1+ n

n )
)
.

令 f (x) = ln(1 + x),则 f (x)在 [0, 1]上连续且
∫

f (x)dx = xln(1 + x) + ln(1 + x) − x + C,

所以 F(x) = xln(1 + x) + ln(1 + x) − x是 f (x)的一个原函数,由定理 6.1.2知
∫ 1

0
ln(1 + x)dx = [F(x)]1

0 = F(1) − F(0) = 2ln2.

一方面,取 T : 0 < 1
n <

2
n < · · · < n−1

n < 1, ‖T‖ = 1
n , xi = i

n ,∆xi = 1
n .由定积分的定义知

∫ 1

0
ln(1 + x)dx = lim

n→∞

n∑

i=1

f (xi)∆xi

= lim
n→∞

1
n

(
ln

(
1 +

1
n

)
+ ln

(
1 +

2
n

)
+ · · · + ln

(
1 +

n
n

))
,

故

lim
n→∞

((
1 +

1
n

) (
1 +

2
n

)
· · ·

(
1 +

n
n

)) 1
n

= e
∫ 1

0 ln(1+x)dx = e2ln2 = 4.

习题 6.1

1. 利用定积分的定义计算：

(1)
∫ 1

0 (ax + b)dx; (2)
∫ 2
−2 x2dx;

(3)
∫ 3

0 x3dx; (4)
∫ a

0 axdx.

2. 求极限：
(1) lim

n→∞
1
n

n∑
k=1

sin( kπ
n );

(2) lim
n→∞( n

n2+12 + n
n2+22 + · · · + n

n2+n2 ).

(3) lim
n→∞

1
n

n√n(n + 1) · · · (2n − 1);

(4) lim
n→∞

(n!)
1
n

n

3. 求极限：
(1) lim

n→∞
∫ π

2
0 sinn xdx; (2) lim

n→∞
∫ 1

0
xn

1+
√

x
dx.

§ 6.2 可积性理论
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§ 6.2.1 记号
由于可积函数必是有界的,在讨论可积性的时候,我们总假设函数 f 在 [a, b]上

有界,用 M 与 m分别记 f 在 [a, b]上的上确界与下确界,令 ω = M − m,称 ω为 f 在
[a, b]上的振幅.

对于 [a, b]的任何分割 T : a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn = b,在 T 的第 i个子区
间 [xi−1, xi]上 f 的上确界与下确界分别记为 Mi 与 mi,并令 ωi = Mi − mi 称之为 f 在
[xi−1, xi]上的振幅,这里 i = 1, 2, · · · , n.定义

S (T ) =

n∑

i=1

Mi∆xi, S (T ) =

n∑

i=1

mi∆xi,

并称它们是 f 关于分割 T 的达布上和与达布下和.显然

S (T ) ≤
n∑

i=1

f (ξi)∆xi ≤ S (T ).

§ 6.2.2 定积分存在的条件

定定定理理理 6.2.1 如果在原有的分点中加入新的分点，则上和不增，下和不减，也就
是说，分割 T 加入新分点后对应的分割 T ′ 的上和及下和分别记为 S (T )及 S (T ′)，
则 S (T ′) ≤ S (T ), S (T ′) ≥ S (T ).

证证证明明明 设原有分点为 a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b,不失一般性，不妨假
定只在 [xi−1, xi]中插入一个新分点 x′ : xi−1 < x′ < xi.记

Mi1 = sup{ f (x)|x ∈ [xi−1, x′]}, Mi2 = sup{ f (x)|x ∈ [x′, xi]}.

显然 Mi1 ≤ Mi,Mi2 ≤ Mi,所以

Mi1(x′ − xi−1) + Mi2(xi − x′) ≤ Mi(xi − xi−1).

而在 S (T )及 S (T ′)中其它各项并无变动，因此 S (T ′) ≤ S (T ).同理可证

S (T ′) ≥ S (T ).

定定定理理理 6.2.2 设 f (x)在 [a, b]上有界,则有对于一切分割 T，有

m(b − a) ≤ S (T ) ≤ S (T ) ≤ M(b − a),

这里分别用 M及 m记 f (x)在 [a, b]的上确界及下确界.
证证证明明明 沿用以上记号，显然有 m ≤ mi ≤ Mi ≥ M，于是有

S (T ) =

n∑

i=1

mi∆xi ≥ m(b − a);
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S (T ) =

n∑

i=1

Mi∆xi ≤
n∑

i=1

M∆xi = M(b − a).

故
m(b − a) ≤ S (T ) ≤ S (T ) ≤ M(b − a).

定定定理理理 6.2.3 对任何两个分割 T1,T2，都有 (S (T1) ≤ S (T2)).
证证证明明明 对于 [a, b]设有两个独立的分割 T1,T2，对应的达布和分别记为 S (T1), S (T1)

及 S (T2), S (T2)，我们来证明 S (T1) ≤ S (T2).把两种分割的分点合在一起，也是一种
分割 T1 ∪ T2，对应的达布和分别记为 S (T1 ∪ T2)，及 S (T1 ∪ T2). 于是由定理 6.2.1可
知

S (T1) ≤ S (T1 ∪ T2) ≤ S (T1 ∪ T2) ≤ S (T2).

根据定理 6.2.2，下和的集合 {S } 有上界，从而必有上确界，记为 l，即 l =

sup
T

S (T )，再由定理 6.2.3 可知 l ≤ S (T ). 同理记上和集合 {S } 的下确界为 L，就有

S (T ) ≤ L，而显然 l ≤ L，综合这些事实，有

S (T ) ≤ l ≤ L ≤ S (T ).

现在我们进一步证明，上述达布上和集合 {S (T )} 的下确界 L 及达布下和集合
{S (T )}的上确界 l,正好就是这些和的极限，这就下述的定理.

定定定理理理 6.2.4（达布定理） 对任何有界函数 f (x)，必有 lim
‖T‖→0

S (T ) = L, lim
‖T‖→0

S (T ) =

l.
证证证明明明 我们仅对上和的情形加以证明. 由于 L是 {S (T )}的下确界，所以对于任意

ε > 0，可以对 [a, b]作一分割

T ′ : a = x′0 < x′1 < · · · < x′p−1 < x′p = b

使得对应于这一分割的上和 S (T ′)满足 L ≤ S (T ′) ≤ L + ε
2 ,，即

0 ≤ S (T ′) − L <
ε

2
.

固定了 p及 {x′i }以后，可取

δ = min{x′1 − x′0, x
′
2 − x′1, · · · , x′p − x′p−1,

ε

2(p − 1)(M − m)
}

其中 M,m分别为 f (x)在 [a, b]的上、下确界.
于是，为了得到所需的结论，只要证明，对任意的分割 T : a = x0 < x1 < · · · <

xn−1 < xn = b只要 ‖T‖ < δ时，就成立

|S (T ) − L| = S (T ) − L < ε

（其中 S (T )为与此任意分割 T 对应的上和）即可.
事实上，合并以上两个分割的分点，作为新分割的分点，这样得到一个新的

分割，设其对应的上和为 S (T ∪ T ′)，那么，由于任一长度 xi − xi−1 都小于任一长
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度 x′j − x′j−1，所以在每一部分区间 (xi−1, xi)内至多只有 {x′j}中的一个点，又因 x′0, x
′
p

分别与 x0, xp 重合，因而它们不在 (x0, x1)及 (xn−1, xn)内，因此,含有 {x′j}的部分区
间 (xi−1, xi)最多只有 p − 1个.另一方面,若 (xi−1, xi)中不含有 x′j 的点,则在 S (T )及
S (T ∪ T ′)中都含有项 Mi(xi − xi−1),从而在差 S (T ) − S (T ∪ T ′)中只剩下 (xi−1, xi)中
含有 x′j 点的那些项的差. 设 (xi−1, xi)中含有点 x′j,而 Mi1,Mi2 分别为 f (x)在 [xi−1, x′j]
及 [x′j, xi]的上确界,那么对于含有 x′j的这种部分区间 (xi−1, xi)作和,得

0 ≤ S (T ) − S (T ∪ T ′) =
∑

Mi(xi − xi−1) −
∑

[Mi1(x′j − xi−1) + Mi2(xi − x′j)]

=
∑

(Mi − Mi1)(x′j − xi−1) +
∑

(Mi − Mi2)(xi − x′j)

≤ (M − m)[
∑

(x′j − xi−1) +
∑

(xi − x′j]

= (M − m)
∑

(xi − xi−1) ≤ (M − m)(p − 1)‖T‖
< (M − m)(p − 1) · ε

2(p − 1)(M − m)
=
ε

2
.

另一方面,由定理 6.2.1有

S (T ∪ T ′) − L ≤ S (T ′) − L <
ε

2

于是,将上面的两个不等式相加,得 0 ≤ S (T ) − L < ε.定理得证.
定定定理理理 6.2.5（定积分存在的第一充要条件） 有界函数 f (x)在 [a, b]上可积的充

要条件是 L = l,即 lim
‖T‖→0

S (T ) = lim
‖T‖→0

S (T ).

证证证明明明 必要条件.设函数 f (x)在区间 [a, b]上可积,其定积分为 I. 于是按定义知,
对任何 ε > 0, 都存在 δ > 0, 使对 [a, b] 上的任何分割 T : a = x0 < x1 < x2 < · · · <
xn−1 < xn = b,只要 ‖T‖ < δ,对 ∀ξi ∈ [xi−1, xi],就有

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

i=1

f (ξi)∆xi − I

∣∣∣∣∣∣∣ <
ε

2
.

设 Mi为 f (x)在 [xi−1, xi]上的上确界,由上确界定义,可得 ηi ∈ [xi−1, xi],使

0 ≤ Mi − f (ηi) <
ε

2(b − a)
,

于是 ∣∣∣∣∣∣∣S (T ) −
n∑

i=1

f (ηi)∆xi

∣∣∣∣∣∣∣ =

n∑

i=1

(Mi − f (ηi))∆xi <
ε

2(b − a)
(b − a) =

ε

2
.

同时,因为 ηi ∈ [xi−1, xi],故 ∣∣∣∣∣∣∣
n∑

i=1

f (ηi)∆xi − I

∣∣∣∣∣∣∣ <
ε

2
.
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于是有

|S (T ) − I| ≤
∣∣∣∣∣∣∣S (T ) −

n∑

i=1

f (ηi)∆xi

∣∣∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

i=1

f (ηi)∆xi − I

∣∣∣∣∣∣∣ <
ε

2
+
ε

2
= ε,

即

lim
‖T‖→0

S (T ) = I.

同理可证

lim
‖T‖→0

S (T ) = I.

由此可见,当 f (x)可积时, L与 l相等,而且就是 f (x)在 [a, b]上的积分值.
充分性. 设 lim

‖T‖→0
S (T ) = lim

‖T‖→0
S (T ) = I.对于 [a, b]上的任何分割

T : a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b

以及 ∀ξi ∈ [xi−1, xi],有

S (T ) ≤
n∑

i=1

f (ξi)∆xi ≤ S (T ).

由夹逼原理得

lim
‖T‖→0

n∑

i=1

f (ξi)∆xi = I,

从而 f (x)在 [a, b]上可积.
推推推论论论 6.2.1 有界函数 f (x)在 [a, b]上可积的充要条件是

lim
‖T‖→0

(S (T ) − S (T )) = 0,

推推推论论论 6.2.2 有界函数 f (x)在 [a, b]上可积的充要条件是

lim
‖T‖→0

n∑

i=1

ωi∆xi = 0,

即 ∀ε > 0,∃δ > 0,对任意的分割 T : a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b,只要 ‖T‖ < δ

时，
n∑

i=1
ωi∆xi < ε.

注意定理 6.2.4（达布定理）的证明,实际上证明了: ∀ε > 0,若存在一个分割 T ′

使得 0 ≤ l − S (T ′) < ε
2 (或 0 ≤ S (T ′) − L < ε

2 ), 那么就一定存在某个 δ > 0, 对满足
‖T‖ < δ的任意一种分割 T ,必有

0 ≤ l − S (T ) <
ε

2
(或0 ≤ S (T ) − L <

ε

2
).

利用这一思想,结合定理 6.2.4的证明即可推出如下推论.
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推推推论论论 6.2.3 有界函数 f (x)在 [a, b]上可积的充要条件是 ∀ε > 0,存在分割 T : a =

x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b满足
n∑

i=1
ωi∆xi < ε.

证证证明明明 由推论 6.2.2,必要条件显然,下证充分性. 由条件 ∀ε > 0,∃分割 T ′满足

S (T ′) − S (T ′) =

n∑

i=1

ωi∆xi <
ε

3
.

同定理 6.2.4, ∃δ > 0, ∀分割 T ,当 ‖T‖ < δ时

S (T ∪ T ′) − S (T ) <
ε

3
, S (T ) − S (T ∪ T ′) <

ε

3
.

再由定理 6.2.3得

S (T ) − S (T ) = S (T ) − S (T ∪ T ′) + S (T ∪ T ′) − S (T ∪ T ′) + S (T ∪ T ′) − S (T )

≤
(
S (T ) − S (T ∪ T ′)

)
+

(
S (T ′) − S (T ′)

)
+

(
S (T ∪ T ′) − S (T )

)

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

由推论 6.2.2知 f (x)在 [a, b]上可积.
定定定理理理 6.2.6（定积分存在的第二充要条件） 有界函数 f (x)在 [a, b]上可积的充

要条件是：对任意给定的两个正数 η > 0及 σ > 0，可找到 δ > 0，使当任一分割满
足 ‖T‖ < δ时，对应于幅度 ωi′ ≥ η的那些区间 ∆xi′ 的长度之和

∑
i′

∆xi′ < σ.

证证证明明明 必要性. 对于任给的 η > 0及 σ > 0,令 ε = ησ. 由于 f (x)在 a, b上可积,故
有 δ > 0,使当 ‖T‖ < δ时,就有

n∑

i=1

ωi∆xi < ε = ησ.

于是有

ησ >

n∑

i=1

ωi∆xi ≥
n∑

i′
ωi′∆xi′ > η

n∑

i′
∆xi′ ,

所以
n∑

i′
∆xi′ < σ,

其中 ωi′ > η，而
n∑
i′
表示对振幅 ωi′ > η的那些项求和.

充分性. 对于任给的 ε > 0,取 η =
ε

2(b − a)
, σ =

ε

2(M − m) + 1
.设 ωi′′ ≤ η，而 ∑

i′′

表示对振幅 ωi′′ ≤ η的那些项求和.按充分性条件有 δ > 0,使当 ‖T‖ < δ时,就有
∑

i′
∆xi′ < σ.
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从而有

n∑

i=1

ωi∆xi =

n∑

i′
ωi′∆xi′ +

∑

i′′
ωi′′∆xi′′

< (M − m)
∑

i′
∆xi′ + η

∑

i′′
∆xi′′

< (M − m)σ + η(b − a) ≤ ε

2
+
ε

2
= ε.

从而由推论 6.2.2知 f (x)在 [a, b]上可积.
推推推论论论 6.2.4 有界函数 f (x)在 [a, b]上可积的充要条件是：对任意给定的两个正

数 η > 0及 σ > 0，均存在一分割 T，使得对应于幅度 ωi′ ≥ η的那些区间 ∆xi′ 的长
度之和

∑
i′

∆xi′ < σ.

§ 6.2.3 可积函数类
利用定理 6.2.5和定理 6.2.6,可以证明如下的结果.
定定定理理理 6.2.7 下列三类函数是可积的:
(i) [a, b]上的连续函数.
(ii) 在 [a, b]上仅有有限个间断点 (即分段连续函数)的有界函数.
(iii) [a, b]上的单调函数.
证证证明明明
(i) 设函数 f (x) 在 [a, b] 上连续, 则 f (x) 在 [a, b] 上一致连续. 由此对于任给的

ε > 0,存在 δ > 0,使当 x(1), x(2) ∈ [a, b]且 |x(1) − x(2)| < δ时,就有

| f (x(1)) − f (x(2))| < ε

b − a
.

对于满足 ‖T‖ < δ的任意分割 T : a = x0 < x1 < x2 · · · < xn−1 < xn = b,有

ωi = Mi − mi <
ε

b − a
, i = 1, 2, · · · , n,

其中 Mi,mi分别为 f (x)在 [xi−1, xi]上的上确界和下确界. 因而

n∑

i=1

ωi∆xi <
ε

b − a

n∑

i=1

∆xi = ε,

f (x)在 [a, b]上可积.
(ii) 设函数 f (x)在 [a, b]上共有 p个间断点记为 x′1 < x′2 · · · < x′p−1 < x′p,不妨设

x′0 = a < x′1, x
′
p < x′p+1 = b.对于任给 ∀ε > 0,取

δ = min{ x
′
1 − a
2

,
b − x′p

2
,

x′2 − x′1
3

, · · · ,
x′p − x′p−1

3
,

ε

4p(M − m)
}.



168 第六章 函数的定积分及其应用

先以 x′j的 δ邻域的两个端点 x′j−1 − δ, x′j + δ为分点,将 [a, b]分成 2p + 1个子区间:

[a, x′1−δ], [x′1−δ, x′1+δ], [x′1+δ, x′2−δ], [x′2−δ, x′2+δ], · · · , [x′p−1+δ, x′p−δ], [x′p−δ, x′p+δ], [x′p+δ, b].

于是 f (x)在子区间

D(1) = [a, x′1 − δ],D( j) = [x′j−1 + δ, x′j − δ], ( j = 2, · · · , p),D(p+1) = [x′p + δ, b]

上连续,由 (i), f (x)在这些子区间上都可积,所以在每个 D( j) 上分别存在分点

x( j)
0 < x( j)

1 < · · · < x( j)
l j

( j = 1, · · · , p + 1)

使得
l j∑

i=1

ω
( j)
i ∆x( j)

i <
ε

2(p + 1)
.

将所有分点合为一组,看成是的一个分割,记 ω′j为 f (x)在 [x′j − δ, x′j + δ]的振幅,即有

n∑

i=1

ωi∆xi ≤
p+1∑

i=1

l j∑

i=1

ω
( j)
i ∆x( j)

i +

p∑

j=1

ω′j[(x′j + δ) − (x′j − δ)]

< (p + 1) · ε

2(p + 1)
+

2ε
4p(M − m)

· p(M − m) = ε.

由推论 6.2.3知 f (x)在 [a, b]可积.当 x′1和 x′p 为 [a, b]的端点时可类似证得.
(iii) 不妨设 f (x) 在 [a, b] 上递增. 若 f (a) = f (b), 则 f (x) 在 [a, b] 上恒为常

数, 当然可积, 故不妨设 f (a) < f (b). 由于 f (x) 递增, 所以对于 [a, b] 上的任何分割
T : a = x0 < x1 < x2 · · · < xn−1 < xn = b,都有 ωi = Mi − mi = f (xi) − f (xi−1).对于任给
的 ε > 0,取 δ =

ε

f (b) − f (a)
,于是当 ‖T‖ < δ时,就有

n∑

i=1

ωi∆xi < δ

n∑

i=1

[ f (xi) − f (xi−1)] =
ε

f (b) − f (a)
[ f (b) − f (a)] = ε.

由定理 6.2.6知 f (x)在 [a, b]上可积.
推推推论论论 6.2.5 用类似的方法可以证明在 [a, b]上的两个函数，如果只在有限个点处

具有不同的函数值，而其中的一个函数可积，那么另一个函数也可积，且积分之值
相同.因而，对于一个可积函数变动它的有限个点的值，可积性不变，积分之值也
不变.

例例例 已知黎曼函数

R(x) =


1
p , x =

q
p
, q ∈ Z, p ∈ N, (p, q) = 1,

0, x < Q.

证明 R(x) 在 [0, 1] 上的无理点连续, 在有理点间断, 但 R(x) 在 [0, 1] 上可积且∫ 1
0 R(x)dx = 0.
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证证证明明明 设 x0 是 [0, 1] 中任一点, 先证明 lim
x→x0

R(x) = 0. 即对任意 ε > 0, 存在

δ > 0, 当 0 < |x − x0| < δ 时, |R(x) − 0| < ε. 事实上, 若 x 为无理数时, R(x) = 0,
显然有 |R(x) − 0| < ε. 若 x 为无理数时, 设 x =

q
p
, p, q ∈ N, 0 ≤ q ≤ p, (p, q) = 1.

对于任意的 ε > 0, 使 |R(x)| ≥ ε 即 1
p ≥ ε 的值 p 只可能是有限个, 而 0 ≤ q ≤

p, q ∈ N 从而对应的 x 也只可能是有限个, 设为 x1, · · · , xn. 于是在 [0, 1] 中除了
这有限个点之外, 都使 D(x) < 1

p < ε. 因此对于 [0, 1] 中的任一点 x0 , xi, 可取
δ = {|x1 − x0|, |x2 − x0|, · · · , |xn − x0|}; 但若 x0 是 x1, · · · , xn 中某一个点 xi 时, 应取
δ = {|x1 − x0|, |x2 − x0|, · · · , |xi−1 − x0|, |xi+1 − x0|, · · · , |xn − x0|}.那么从上面的讨论可知,对
任意的 ε > 0,存在 δ > 0,当 0 < |x− x0| < δ时, |R(x)| = |R(x)−0| < ε,所以 lim

x→x0
R(x) = 0.

由此可见, R(x)在 [0, 1]上的无理点连续,在有理点间断 (可去间断点).
虽然这个函数具有无穷多个不连续点,但在 [0, 1]仍然是可积的.
对 ∀η > 0和 σ > 0,由刚才的讨论知道,R( q

p ) = 1
p ≥ η当且仅当 p < 1

η ,由于这样的
自然数 p只有有限多个,且由 q

p ∈ [0, 1]又知 0 ≤ q ≤ p,所以使 R(x) ≥ η的点 x只有
有限多个,设共有 h个: x′1, · · · , x′h.

取 δ = σ
2h ,于是当 ‖T‖ < δ时,使 ωk′ ≥ η的区间不超过 2h个,这些区间长度之和

∑

k′
∆xk′ < 2hδ = σ.

由定理 6.2.6知 R(x)在 [0, 1]上可积且
∫ 1

0 R(x)dx = S (T ) = 0.

习题 6.2

1. 若 f (x), g(x) 在 [a, b] 上可积，证明 max{ f (x), g(x)} 及 min{ f (x), g(x)} 在 [a, b]
上也可积.

2. 若 f (x)在 [a, b]上可积，证明：若对于 [a, b]上任一可积函数 g(x)，恒有
∫ b

a
f (x)g(x)dx = 0,

则函数 f (x)在连续点上恒为零.
3. 讨论函数 f , f 2, | f |三者间可积性的关系.
4. 证明下列函数在 [0, 1]上可积.
(1) f (x) = sgn(sin π

x );

(2) f (x) =

{ 1
x − [ 1

x ], x , 0
0, x = 0.

5.若 f (x)在 [a, b]上可积，证明：lim
h→0

∫ d
c | f (x+h)− f (x)|dx = 0,其中 a < c < d < b.

6.设函数 f (x)在区间 [a, b]上连续，g(x)在 [c, d]上可积，当 x ∈ [c, d]时，g(x) ∈
[a, b],证明 f [g(x)]在 [c, d]上可积.

7. 设 f (x)在 [a, b]上可微，证明 f ′(x)在 [a, b]上可积的充要条件是：存在可积
函数 g(x)使得 f (x) = f (a) +

∫ x
a g(t)dt.
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§ 6.3 定积分的性质

性性性质质质 6.3.1 若 f (x)在 [a, b]上可积，k为一实数，则 k f (x)在 [a, b]上也可积，
且有 ∫ b

a
k f (x)dx = k

∫ b

a
f (x)dx.

证证证明明明 对任何 ε > 0,由 f (x)在 [a, b]上可积知存在 δ > 0,使对 [a, b]上的任何分
割 T : a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b,只要 ‖T‖ < δ,对 ∀ξi ∈ [xi−1, xi],就有

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

i=1

f (ξi)∆xi − I

∣∣∣∣∣∣∣ < ε.

从而 ∣∣∣∣∣∣∣
n∑

i=1

k f (ξi)∆xi − kI

∣∣∣∣∣∣∣ = k

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

i=1

f (ξi)∆xi − I

∣∣∣∣∣∣∣ < kε.

故 k f (x)在 [a, b]上也可积，且有
∫ b

a
k f (x)dx = kI = k

∫ b

a
f (x)dx.

性性性质质质 6.3.2 若 f (x), g(x)在 [a, b]上可积，则 f (x) ± g(x)在 [a, b]上也可积，且
∫ b

a

[
f (x) ± g(x)

]
dx =

∫ b

a
f (x)dx ±

∫ b

a
g(x)dx.

证证证明明明 f (x), g(x)在 [a, b]上可积,设
∫ b

a f (x)dx = A,
∫ b

a g(x)dx = B,由定积分定义,
对任何 ε > 0,存在 δ > 0,使对 [a, b]上的任何分割 T : a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 <

xn = b,只要 ‖T‖ < δ,对 ∀ξi ∈ [xi−1, xi],就有
∣∣∣∣∣∣∣

n∑

i=1

f (ξi)∆xi − A

∣∣∣∣∣∣∣ <
ε

2
.

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

i=1

g(ξi)∆xi − B

∣∣∣∣∣∣∣ <
ε

2
.

所以
∣∣∣∣∣∣∣

n∑

i=1

( f (ξi) ± g(ξi))∆xi − (A ± B)

∣∣∣∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∣∣∣

n∑

i=1

f (ξi)∆xi − A

∣∣∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∣∣
n∑

i=1

f (ξi)∆xi − B

∣∣∣∣∣∣∣
<
ε

2
+
ε

2
= ε.
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性性性质质质 6.3.3 若 f (x), g(x)在 [a, b]可积，则 f (x)g(x)在 [a, b]也可积.
证证证明明明 因为 f (x)和 g(x)都在 [a, b]上可积,故都在 [a, b]上有界,即有常数 M > 0,

使得 | f (x)| ≤ M, |g(x)| ≤ M. 任取两点 x′, x′′ ∈ [xi−1, xi],于是有

| f (x′)g(x′) − f (x′′)g(x′′)|
= | f (x′)g(x′) − f (x′)g(x′′) + f (x′)g(x′′) − f (x′′)g(x′′)|
≤ M|g(x′) − g(x′′)| + M| f (x′) − f (x′′)|.

用 ωi( f ), ωi(g), ωi( f g)分别表示 f , g, f g在 [xi−1, xi]上的振幅,于是

ωi( f g) ≤ M[ωi( f ) + ωi(g)].

∀ε > 0,∃δ > 0对于 [a, b]上的任何分割

T : a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b,

由 f (x)和 g(x)都在 [a, b]上可积,当 ‖T‖ < δ时
n∑

i=1

ωi( f )∆xi <
ε

2M
,

n∑

i=1

ωi(g)∆xi <
ε

2M
.

故
n∑

i=1

ωi( f g)∆xi < M(
ε

2M
+

ε

2M
) = ε,

从而 f (x)g(x)在 [a, b]上可积.
性性性质质质 6.3.4 设 a < c < b.
(i) 若 f (x)在 [a, b]上可积，则 f (x)在 [a, c]与 [c, b]上也同时可积,并成立

∫ b

a
f (x)dx =

∫ c

a
f (x)dx +

∫ b

c
f (x)dx;

(ii) 反之若 f (x)在 [a, c], [c, b]上可积，则 f (x)在 [a, b]上也可积，并成立上面
的等式 ( a, b, c可为任何顺序).

证证证明明明 (i) 对于 ∀ε > 0,由 f (x)在 [a, b]上可积,对 [a, b]上的任一分割

T : a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b,

当 ‖T‖ < δ时
n∑

i=1

ωi∆xi < ε.

对于 [a, c]上的任一分割 T1 和 [c, b]的任一分割 T2, T = T1 ∪ T2 便是 [a, b]上的
一个分割,当 ‖T1‖ < δ, ‖T2‖ < δ时,有 ‖T‖ < δ.设 c为分割 T 的 n + 1个分点中的第 h
个分点,于是

h∑

i=1

ωi∆xi ≤
n∑

i=1

ωi∆xi < ε;
n∑

i=h+1

ωi∆xi ≤
n∑

i=1

ωi∆xi < ε.
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由此 f (x)在 [a, c]和 [c, b]上都可积.
对于区间 [a, b]上的任一分割 T ,令 T ′ = T ∪ {c},T1 = T ′ ∩ [a, c],T2 = T ′ ∩ [c, b],

于是 T1 和 T2 分别是 [a, c]和 [c, b]上的一个分割. 因为 f (x)在 [a, c]和 [c, b]上都可
积,若记

I1 =

∫ c

a
f (x)dx, I2 =

∫ b

c
f (x)dx,

则有

S (T ) ≤ S (T ′) = S (T1) + S (T2) ≤ I1 + I2 ≤ S (T1) + S (T2) = S (T ′) ≤ S (T ).

又因 f (x)在 [a, b]上可积,故有

lim
‖T‖→0

S (T ) = lim
‖T‖→0

S (T ).

从而 ∫ b

a
f (x)dx = I1 + I2 =

∫ c

a
f (x)dx +

∫ b

c
f (x)dx.

(ii) 对于任给的 η > 0和 σ > 0,因为 f (x)在 [a, c]和 [c, b]上都可积,故有 δ1 > 0
和 δ2 > 0,使对 [a, c]上的任意分割 T1 = {x′k}和 [c, b]上的任意分割 T2 = {x′′k },只要
‖T1‖ < δ1, ‖T2‖ < δ2,其中振幅大于 η的分割区间的长度之和

(T1)
∑

k′
∆x′k′ <

σ

3
, (T2)

∑

k′
∆x′′k′ <

σ

3
.

令 δ = min{δ1, δ2,
σ

3
}. 对于区间 [a, b] 上的任一分割 T , 令 T ′ = T ∪ {c},T1 =

T ′ ∩ [a, c],T2 = T ′ ∩ [c, b], 于是 T1 和 T2 分别是 [a, c] 和 [c, b] 上的一个分割. 当
‖T‖ < δ时,‖T1‖ < δ ≤ δ1, ‖T2‖ < δ ≤ δ2.分割 T 的分割区间中,除了含点 c的一个外,
其他分割区间或为 T1 的分割区间,或为 T2 的分割区间. 所以,分割 T 的振幅大于 η

的分割区间的长度之和满足估计式

(T )
∑

k′
∆xk′ ≤ (T1)

∑

k′
∆x′k′ + (T2)

∑

k′
∆x′′k′ + δ < σ.

由此 f (x)于 [a, b]上可积,同 (i),等式成立. 此外,我们指出,当等式中的三个积分都
存在时,对任意的 a, b, c,等式都有成立,即不必要求 a < c < b.

性性性质质质 6.3.5 若函数 f (x), g(x) 在 [a, b] 上可积，且 f (x) ≥ g(x), 则
∫ b

a f (x)dx ≥∫ b
a g(x)dx;特别地，若 f (x) ≥ 0,则

∫ b
a f (x)dx ≥ 0.

证证证明明明 由性质 6.3.2，只需证明若 f (x) ≥ 0, 则
∫ b

a f (x)dx ≥ 0. 事实上, 由 f (x) 在
[a, b]上可积及 f (x) ≥ 0,则对 [a, b]上的任一分割 T : a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 <

xn = b,∀ξi ∈ [xi−1, xi],

∫ b

a
f (x)dx = lim

‖T‖→0

n∑

i=1

f (ξi)∆xi ≥ 0.
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性性性质质质 6.3.6 若 f (x)在 [a, b]上可积，则 | f (x)|在 [a, b]上也可积,且
∣∣∣∣∣∣
∫ b

a
f (x)dx ≤

∫ b

a
| f (x)|

∣∣∣∣∣∣ .

反之未必，如:

f (x) =

{
1, x为有理数
−1, x为无理数

证证证明明明 由 f (x)在 [a, b]上可积知 ∀ε > 0,∃δ > 0对于 [a, b]上的任何分割

T : a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b,

当 ‖T‖ < δ时
n∑

i=1

ωi( f )∆xi < ε.

其中ωi( f )为 f (x)在区间 [xi−1, xi]上的振幅.对任意的 x′, x
′′ ∈ [xi−1, xi] | f (x′)|−| f (x

′′ | ≤
| f (x′) − f (x

′′ |由此 ω∗i (| f |) ≤ ωi( f ),进而

n∑

i=1

ω∗i (| f |)∆xi ≤
n∑

i=1

ωi( f )∆xi < ε,

从而 | f (x)|在 [a, b]上可积.
而 −| f (x)| ≤ f (x) ≤ | f (x)|,由性质 6.3.5知

−
∫ b

a
| f (x)|dx ≤

∫ b

a
f (x)dx ≤

∫ b

a
| f (x)|dx

即 ∣∣∣∣∣∣
∫ b

a
f (x)dx ≤

∫ b

a
| f (x)|

∣∣∣∣∣∣ .

反过来，所给例子中，| f (x)| ≡ 1 在 [a, b] 上可积, 但 ωi( f ) = 2,
n∑

i=1
ωi( f )∆xi =

2(b − a),此时 f (x)在 [a, b]上不可积.
性性性质质质 6.3.7（积分第一中值定理） 若 f (x)在 [a, b]上连续，g(x)在 [a, b]上不变

号，且在 [a, b]上可积，则在 [a, b]中存在一点 ξ，使

∫ b

a
f (x)g(x)dx = f (ξ)

∫ b

a
g(x)dx.

特别地,取 g(x) = 1,则
∫ b

a f (x)dx = f (ξ)(b − a),称
1

b − a

∫ b

a
f (x)dx为 f (x)在 [a, b]上

的积分平均值.
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证证证明明明 不妨设 g(x) ≥ 0.由 f (x)在 [a, b]上连续知 f (x)存在最小值 m与最大值 M,
即

m ≤ f (x) ≤ M,∀x ∈ [a, b],

m
∫ b

a
g(x)dx ≤

∫ b

a
f (x)g(x)dx ≤ M

∫ b

a
g(x)dx.

若
∫ b

a g(x)dx = 0,由 g(x)在 [a, b]上不变号知 g(x) ≡ 0,进而
∫ b

a f (x)g(x)dx = 0.显然任

取 ξ ∈ [a, b],
∫ b

a f (x)g(x)dx = 0 = f (ξ)
∫ b

a g(x)dx.

若
∫ b

a g(x)dx , 0则
∫ b

a g(x)dx > 0,从而

m ≤
∫ b

a f (x)g(x)dx
∫ b

a g(x)dx
≤ M,

将 f (x)在 [a, b]利用介值定理,在 [a, b]中存在一点 ξ，使

∫ b
a f (x)g(x)dx
∫ b

a g(x)dx
= f (ξ),

即 ∫ b

a
f (x)g(x)dx = f (ξ)

∫ b

a
g(x)dx.

性性性质质质 6.3.8 设 f (x)在 [a, b]上可积，令 F(x) =
∫ x

a f (t)dt，则 F(x)是 [a, b]上的
连续函数.

证证证明明明 因为 f (x)在 [a, b]上可积,所以 f (x)在 [a, b]上有界,即存在常数 M > 0使
得 | f (x)| ≤ M. ∀ ∈ [a, b],

F(x + ∆x) − F(x) =

∣∣∣∣∣∣
∫ x+∆x

a
f (t)dt −

∫ x

a
f (x)dx

∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣
∫ x+∆x

x
f (x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫ x+∆x

x
| f (x)|dx

≤ M∆x→ 0.

故 F(x)是 [a, b]上的连续函数.

习题 6.3

1. 比较下列各积分的大小：

(1)
∫ 1

0 xdx,
∫ 1

0 x2dx; (2)
∫ π

2
0 xdx,

∫ π
2

0 sin xdx;

(3)
∫ −1
−2 ( 1

3 )xdx,
∫ 1

3 3xdx; (4)
∫ 1

0 e−xdx,
∫ 1

0 e−x2
dx;

(5)
∫ 1

0
sin x
1+x dx,

∫ 1
0

sin x
1+x2 dx;

(6)
∫ π

2
0

sin x
x dx,

∫ π
2

0
sin2 x

x2 dx.



§ 6.4 定积分的计算 175

2. 设 f (x)在 [a, b]连续，
∫ b

a f 2(x)dx = 0证明： f (x)在 [a, b]上恒为零.
3. 设 y = ϕ(x)(x ≥ 0)是严格单调增加的连续函数，ϕ(0) = 0, x = ψ(y)是它的反函

数，证明：
∫ a

0 ϕ(x)dx +
∫ b

0 ψ(y)dy ≥ ab(a ≥ 0, b ≥ 0).

4. 设 f (x)在 [0, 1]连续,且 f (x) > 0,证明不等式：
∫ 1

0 f (x)dx
∫ 1

0
1

f (x) dx ≥ 1.

5. 设 f (x)g(x)在 [a, b]连续,证明 (
∫ b

a f (x)g(x)dx)2 ≤
∫ b

a f 2(x)dx
∫ b

a g2(x)dx.

6. 设 f (x)在 [0, 1]连续可导，且 f (0) = 0，求证：
∫ 1

0 | f (x)|2dx ≤
∫ 1

0 | f ′(x)|2dx.

§ 6.4 定积分的计算

§ 6.4.1 定积分计算的基本公式
定定定理理理 6.4.1 若 f (x)在 [a, b]连续，则函数 G(x) =

∫ x
a f (t)dt在 [a, b]可导，且

G′(x) = f (x).

证证证明明明 ∀x ∈ [a, b],

G(x + ∆x) −G(x) =

∫ x+∆z

a
f (x)dx −

∫ x

a
f (x)dx =

∫ x+∆x

x
f (x)dx.

f (x)在 [a, b]连续,将 f (x)在 [x, x + ∆x]上用积分中值定理, ∃ξ[x, x + ∆x]使得

∫ x+∆x

x
f (x)dx = f (ξ)∆x,

显然当 ∆x→ 0时 ξ → x.由此

G(x + ∆x) −G(x)
∆x

= f (ξ)→ f (x),

函数 G(x) =
∫ x

a f (t)dt在 [a, b]可导，且 G′(x) = f (x).
定定定理理理 6.4.2 基本公式:设 f (x)在 [a, b]上连续，F(x)是 f (x)的任意一个原函数，

即 F′(x) = f (x),那么 ∫ b

a
f (x)dx = F(b) − F(a) = F(x)|ba .

这个公式也叫牛顿 –莱布尼兹公式.
证证证明明明 由定理 6.4.1, G(x) =

∫ x
a f (x)dx是 f (x)的一个原函数,再由 F(x)是 f (x)的

一个原函数知

[F(x) −G(x)]′ = F′(x) −G′(x) = f (x) − f (x) = 0,

F(x) −G(x) = const, F(b) −G(b) = F(a) −G(a),

F(b) − F(a) = G(b) −G(a) =

∫ b

a
f (x)dx − 0 ==

∫ b

a
f (x)dx,
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即 ∫ b

a
f (x)dx = F(b) − F(a) = F(x)|ba .

例例例 6.4.1 求
∫ 1

0 2xex2
dx.

解解解 因为 [ex2
]′ = 2xex2

,所以 ex2
是 2xex2

的一个原函数,

∫ 1

0
2xex2

dx = [ex2
]
∣∣∣∣
1

0
= e − 1.

例例例 6.4.2 求
∫ 2

0
x

1 + x2 dx.

解解解 因为

∫
x

1 + x2 dx =
1
2

∫
1

1 + x2 d(1 + x2) =
1
2

ln(1 + x2) + C,

所以 1
2 ln(1 + x2)是

x
1 + x2 的一个原函数.

∫ 2

0

x
1 + x2 dx =

1
2

ln(1 + x2)
∣∣∣∣∣
2

0
=

1
2

ln5.

例例例 6.4.3 设 F(x) =
∫ x

0 e−t sin 2tdt,求 F′(0)与 F′(
π

4
).

解解解 因为 e−t sin 2t在 [−π, π]上连续,由定理 6.4.1, F′(x) = e−x sin 2x, x ∈ [−π, π].从
而

F′(0) = 0, F′(
π

4
) = e−

π
5 sin 2 · π

4
= e−

π
4 .

例例例 6.4.4 设 F(x) =
∫ 0

x2

√
1 + t2dt,求 F′(x).

解解解 F(x) =
∫ 0

x2

√
1 + t2dt = −

∫ x2

0

√
1 + t2dt, F(x)可以看成 −

∫ u
0

√
1 + t2dt与 u = x2

复合而成,从而
F′(x) = −

√
1 + x2(x2)′ = −2x

√
1 + x4.

例例例 6.4.5 求极限

lim
x→0+

∫ x2

0 sin
√

tdt

x3 .

解解解 由 L’Hospital法则得

lim
x→0+

∫ x2

0 sin
√

tdt

x3 = lim
x→0+

(
∫ x2

0 sin
√

t)′dt

(x3)′
= lim

x→0+

2x sin x
3x2 =

2
3
.

§ 6.4.2 定积分的换元公式
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定定定理理理 6.4.3 设 f (x)在 [a, b]上连续，作代换 x = φ(t)，其中 φ(t)在闭区间 [α, β]
上有连续导数 φ′(t)，当 α ≤ t ≤ β时，a ≤ φ(t) ≤ b,且 φ(α) = a, φ(β) = b，则

∫ b

a
f (x)dx =

∫ β

α
f [φ(t)]φ′(t)dt.

证证证明明明 由 f (x)在 [a, b]上连续知它的原函数存在,设 F(x)为 f (x)在 [a, b]上的一
个原函数. 由复合函数求导法则知 F(φ(t))为 f (φ(t))φ′(t)在 [α, β]上的一个原函数,故

∫ b

a
f (x)dx = F(b) − F(a),

∫ β

α
f [φ(t)]φ′(t)dt = F(φ(β)) − F(φ(α)) = F(b) − F(a),

从而 ∫ b

a
f (x)dx =

∫ β

α
f [φ(t)]φ′(t)dt.

注: 该定理也可反用, 即
∫ b

a f [φ(x)]φ′(x)dx =
∫ b

a f [φ(x)]d(φ(x)) = F(φ(x))|ba . 方法
完全同不定积分的凑微分法与变量代换法.

例例例 6.4.6 求
∫ 2a

a

√
x2 − a2

x4 dx (a > 0).

解解解 令 x = a sec t,则 dx = a sec t · tan tdt,且当 t从 0变到 π
3 时, x从 a变到 2a,这

时
√

x2 − a2 = a tan t,从而
∫ 2a

a

√
x2 − a2

x4 dx =

∫ π
3

0

a2 tan2 t sec t
a4 sec4 t

dt =
1
a2

∫ π
3

0
sin2 t cos tdt

=
1
a2

∫ π
3

0
sin2 t cos tdt =

1
a2

∫ π
3

0
sin2 td(sin t)

=
1

3a2 sin3 t
∣∣∣ π3
0 =

√
3

8a2 .

例例例 6.4.7 求 ∫ π

0

x sin x
1 + cos2 x

dx.

解解解 I =
∫ π

0
x sin x

1 + cos2 x
dx =

∫ π
2

0

x sin x
1 + cos2 x

dx +

∫ π

π
2

x sin x
1 + cos2 x

dx.

令 x = π − t,则
∫ π

π
2

x sin x
1 + cos2 x

dx = −
∫ 0

π
2

(π − t) sin t
1 + cos2 t

dt

= π

∫ π
2

0

sin t
1 + cos2 t

dt −
∫ π

2

0

t sin t
1 + cos2 t

dt.
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所以 ∫ π

π
2

x sin x
1 + cos2 x

dx +

∫ π
2

0

t sin t
1 + cos2 t

dt = π

∫ π
2

0

sin t
1 + cos2 t

dt,

从而

I = π

∫ π
2

0

sin t
1 + cos2 t

dt = −π
∫ π

2

0

1
1 + cos2 t

d(cos t) = −π arctan(cos t)|
π
2
0 =

π2

4
.

例例例 6.4.8 求 ∫ 1

0

ln(1 + x)
1 + x2 dx.

解解解 令 x = tan t,则
∫ 1

0

ln(1 + x)
1 + x2 dx =

∫ π
4

0

ln(1 + tan t)
1 + tan2 t

sec2 tdt =

∫ π
4

0
ln(1 + tan t)dt

=

∫ π
4

0
ln

(cos t + sin t)
cos t

dt =

∫ π
4

0
ln

√
2 cos(π4 − t)

cos t
dt

=
π

8
ln2 +

∫ π
4

0
ln cos(

π

4
− t)dt −

∫ π
4

0
ln cos tdt.

令 u = π
4 − t,得 t = π

4 − u. 从而

∫ π
4

0
ln cos(

π

4
− t)dt = −

∫ 0

π
4

ln cos udu =

∫ π
4

0
ln cos udu =

∫ π
4

0
ln cos tdt,

故 ∫ 1

0

ln(1 + x)
1 + x2 dx =

π

8
ln2.

§ 6.4.3 定积分的分部积分公式
定定定理理理 6.4.4 若 u′(x), v′(x)在 [a, b]上连续，则

∫ b

a
uv′dx = [uv]|ba −

∫ b

a
u′vdx.

证证证明明明 由 [uv]′ = uv′ + vu′知 uv′ = [uv]′ − vu′,两边在 [a, b]上取定积分得
∫ b

a
uv′dx =

∫ b

a
[uv]′dx −

∫ b

a
u′vdx = [uv]|ba −

∫ b

a
u′vdx.

例例例 6.4.9 求
∫ π

0 x cos xdx.
解解解

∫ π

1 x cos xdx =
∫ π

0 xd(sin x) = [x sin x]|π0 −
∫ π

0 sin xdx = −2.

例例例 6.4.10 求
∫ π

2
0 sinn xdx.
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解解解 当 n = 1时,有

∫ π
2

0
sin xdx = (− cos x)|

π
2
0 = −(0 − 1) = 1.

当 n > 1时,令 In =
∫ π

2
0 sinn xdx,则

In =

∫ π
2

0
sinn xdx =

∫ π
2

0
sinn−1 x sin xdx

= =

∫ π
2

0
sinn−1 xd(− cos x)

= (− cos x sinn−1 x)
∣∣∣ π2
0 +

∫ π
2

0
cos xd(sinn−1 x

= (n − 1)
∫ π

2

0
sinn−2 x cos2 xdx

= (n − 1)
∫ π

2

0
sinn−2 x(1 − sin2 x)dx

= (n − 1)

∫ π

2

0
sinn−2 xdx −

∫ π
2

0
sinn xdx


= (n − 1)In−2 − (n − 1)In,

即

In =
n − 1

n
In−2.

这个等式就是关于 In 的递推公式,他将 In 的计算化为 In−2 的计算,依次下去,既可求
得结果.

当 n为奇数时,

In =
n − 1

n

∫ π
2

0
sinn−2 xdx

=
n − 1

n
· n − 3

n − 2
In−4

=
n − 1

n
n − 3
n − 2

· · · 2
3

I1

=
(n − 1)(n − 3)(n − 5) · · · 2

n(n − 2)(n − 4) · · · 3 · 1
=

(n − 1)!!
n!!

.
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当 n为偶数时,

In =
n − 1

n

∫ π
2

0
sinn−2 xdx

=
n − 1

n
· n − 3

n − 2
· 3

4
· 1

2

∫ π
2

0
dx

=
(n − 1)(n − 3)(n − 5) · · · 2

n(n − 2)(n − 4) · · · 4 · 2
π

2

=
(n − 1)!!

n!!
π

2
.

综上所述,有如下结果:
∫ π

2

0
sinn xdx =

{ (n−1)!!
n!! , (当 n为奇数时),

(n−1)!!
n!!

π
2 , (当 n为奇数时).

§ 6.4.4 杂例

例例例 6.4.11 计算极限 lim
n→∞

(
1

n + 1
+

1
n + 2

+ · · · + 1
2n

)

解解解 改写
1

n + 1
+

1
n + 2

+ · · · + 1
2n

=

n∑

k=1

1
n + k

=

n∑

k=1

1
1 + k

n

1
n
.

易见,这是连续函数 f (x) = 1
1+x 在区间 [0, 1]均分成 n等分的分割上的一个积分和,所

以有

lim
n→∞

(
1

n + 1
+

1
n + 2

+ · · · + 1
2n

)

∫ 1

0

dx
1 + x

= ln(1 + x)|10 = ln2.

例例例 6.4.12 设 f (x)在 [−a, a]上连续，那么
(1) 当 f (x)为奇函数时,

∫ a
−a f (x)dx = 0;

(2) 当 f (x)为偶函数时，
∫ a
−a f (x)dx = 2

∫ a
0 f (x)dx.

证证证明明明
∫ a

−a
f (x)dx =

∫ 0

−a
f (x)dx +

∫ a

0
f (x)dx = −

∫ 0

a
f (−x)dx +

∫ a

0
f (x)dx

=

∫ a

0
f (−x)dx +

∫ a

0
f (x)dx =

∫ a

0
[ f (−x) + f (x)]dx.

(1)若 f (x)在 [−a, a]上为奇函数,则有 f (−x) = − f (x),即 f (−x) + f (x) = 0,此时∫ a
−a f (x)dx = 0.

(2)若 f (x)在 [−a, a]上为偶函数,则有 f (−x) = f (x),即 f (−x) + f (x) = 2 f (x),此
时

∫ a
−a f (x)dx = 2

∫ a
0 f (x)dx.
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例例例 6.4.13 设 f (x)在 [0, 1]上连续,证明:
∫ π

0
x f (sin x)dx =

π

2

∫ π

0
f (sin x)dx

并利用此式计算定积分
∫ π

0
x sin x

1+cos2 x dx.
证证证明明明 令代换 x = π − t,则有
∫ π

0
x f (sin x)dx =

∫ 0

−π
(π − t) f [sin(π − t)]d(π − t)

=

∫ π

0
(π − t) f (sin t)dt

=

∫ π

0
π f (sin t)dt −

∫ π

0
t f (sin t)dt

=

∫ π

0
π f (sin x)dx −

∫ π

0
x f (sin x)dx.

移项有

2
∫ π

0
x f (sin x)dx = π

∫ π

0
f (sin x)dx,

即 ∫ π

0
x f (sin x)dx =

π

2

∫ π

0
f (sin x)dx.

对定积分
∫ π

0
x sin x

1+cos2 x dx,被积函数可以看成 x f (sin x),这里

f (sin x) =
x sin x

1 + cos2 x
=

x sin x

2 − sin2 x
.

由上面证得的等式可得
∫ π

0

x sin x
1 + cos2 x

dx =
π

2

∫ π

0

sin x
1 + cos2 x

dx = −π
2

∫ π

0

1
1 + cos2 x

d(cos x)

= −π
2

[arctan(cos x)]|π0 = −π
2

[
−π

4
− π

4

]
=
π2

4
.

例例例 6.4.14 若 f (x)是周期为 T 的连续函数，则
∫ a+T

a f (x)dx =
∫ T

0 f (x)dx.
证证证明明明 因为

∫ a+T

a
f (x)dx =

∫ 0

a
f (x)dx +

∫ T

0
f (x)dx +

∫ T+a

T
f (x)dx.

若令 x = T + t,则
∫ T+a

T f (x)dx =
∫ a

0 f (T + t)d(T + t) =
∫ a

0 f (t)dt =
∫ a

0 f (x)dx,所以

∫ a+T

a
f (x)dx =

∫ 0

a
f (x)dx +

∫ T

0
f (x)dx +

∫ a

0
f (x)dx =

∫ T

0
f (x)dx.
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例例例 6.4.15 设 f (x)是连续函数，求导数 d
dx

∫ x2

x3 f (t)dt.
解解解 因为 f (x)是连续函数,故 F(x) =

∫ x
a f (t)dt是 f (x)的一个原函数,即有 F′(x) =

f (x).从而有

d
dx

∫ x2

x3
f (t)dt =

d
dx

[F(x2) − F(x3)] = 2x f (x2) − 3x2 f (x3).

习题 6.4

1. (1) 求
∫ e

e−1 |lnx|dx. (2) 求
∫ π

4
0

dx
cos x

.

2. 设 f (x)在 [0,+∞)连续,且 lim
x→+∞ f (x) = a,证明： lim

x→+∞
1
x

∫ x
0 f (t)dt = a.

3. 设 I 是一个开区间，I ⊂ [A, B],函数 f 在 [A, B]内连续.设 a < b且 a, b ∈ I，
求证：

lim
h→0

1
h

∫ b

a
( f (x + h) − f (x))dx = f (b) − f (a).

4. 设 f 在 [0,+∞)上连续并恒取正值，证明：φ(x) =

∫ x
0 t f (t)dt
∫ x

0 f (t)dt
是 [0,+∞)上的

严格递增函数.

5. 设 [0,+∞)上的连续函数 f 满足关系
∫ x

0 f (t)dt =
1
2

x f (x), x > 0,求证： f (x) =

cx,这里 x是常数.
6. 设 (0,+∞)上的连续函数 f 使得积分值

∫ ab
a f (x)dx与 a无关，其中 a, b > 0,求

证： f (x) =
c
x

,其中 c为常数.

7. 设 b > a > 0，证明不等式 ln
b
a
>

2(b − a)
a + b

.

8. 设 f 为连续函数，求证：

(1)
∫ π

2

0
f (cos x)dx =

∫ π
2

0
f (sin x)dx; (2)

∫ π

0
x f (sin x)dx =

∫ π

0
f (sin x)dx.

9. 证明：
∫ 2π

0

(∫ 2π
x

sin t
t

dt
)

dx = 0.

10. 设 f 在 [0,+∞)上连续，对任何 a > 0，求证:
∫ a

0

(∫ x

0
f (t)dt

)
dx =

∫ a

1
f (x)(a − x)dx.

§ 6.5 定积分在几何上的应用
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定积分的应用很广泛，本节仅介绍它在几何上的应用，并结合具体问题，说明
用定积分求某些量的方法.

我们已经知道，曲边梯形的面积、变速直线运动的路程都可以用定积分表示，
那么一个能用定积分表示的量应当具备什么性质呢？从前面的讨论可以看出：它应
当是与某一个变量 x的变化区间 [a, b]相联系的整体量，并且这个整体量，当区间
分割成若干个小区间后，就相应地分成了若干个部分量 ∆I 之和，即量 I 对于区间
[a, b]具有可加性.

当所求量 I 可以表示为定积分
∫ b

a f (x)dx 时，根据本章定理 6.4.1可知：I(x) =∫ x
a f (x)dx就是 f (x)的一个原函数，从而被积式 f (x)dx就是 I(x)的微分，即 f (x)dx
是增量 ∆I 的线性主部，而增量 ∆I 则是所求量 I 的部分量. 因此，用定积分求整体
量 I 的一个常用方法是，任取所求量 I 的一个微小的部分量 ∆I，写出它的线性主部
dI = f (x)dx，再在 [a, b]上积分就得到所求量 I. 这种通过取出所求量的微小部分量
∆I 的线性主部 dI，再积分求出 I 的方法，通常称为“微元法”或“元素法”.

运用“微元法”的关键，在于对问题作符合实际情况的正确分析，用“以常代
变”的方法求出 ∆I 的近似值 dI = f (x)dx (这里，∆I 与 dI = f (x)dx之差是一个比 dx
更高阶的无穷小)进行积分，下面，通过实例来说明.

§ 6.5.1 平面图形的面积

1、、、直直直角角角坐坐坐标标标系系系中中中的的的计计计算算算方方方法法法
众所周知，定积分的两个来源之一就是计算曲边梯形的面积，因此，计算平

面图形的面积应该说是定积分的本职工作.设 f (x)在 [a, b]上非负连续，则由曲线
y = f (x)和直线 x = a, x = b, y = 0所围成的曲边梯形的面积就是定积分

∫ b
a f (x)dx,而

被积式 f (x)dx正是在子区间 [x, x+dx]上，以点 x处的高近似代替了子区间 [x, x+dx]
上各点处的高之后，用小矩形的面积 f (x)dx作为在子区间 [x, x + dx]上的小曲边梯
形的面积 ∆S 的近似值，如图 14中的阴影部分所示，也就是说 ds = f (x)dx,在 [a, b]
上积分，就得到曲边梯形的面积 S =

∫ b
a f (x)dx.如果在 [a, b]上总有 f (x) ≤ 0，则所

论曲边梯形的面积就是

S = −
∫ b

a
f (x)dx.

一般地，如果 f (x)是 [a, b]上的变号连续函数，则 S =
∫ b

a | f (x)|dx所表示的就
是图 14中阴影所示图形的面积.

例例例 6.5.1 求椭圆 x2

a2 +
y2

b = 1的面积 S .
解解解 由对称性,可先计算出椭圆在第一象限内的面积 S 1(图 15)，则整个椭圆的面

积 S = 4S 1.
椭圆在第一象限的方程是：

y =
b
a

√
a2 − x2, (0 ≤ x ≤ a).



184 第六章 函数的定积分及其应用

图 14.

S
1

图 15.

故

S = 4S 1 = 4
∫ a

0

b
a

√
a2 − x2dx

=
4b
a

(
x
2

√
a2 − x2 +

a2

2
arcsin

x
a

)∣∣∣∣∣∣
1

0
= πab.

当 a = b时，椭圆变成半径为 a的圆，于是得圆面积公式：S = πa2.

如果曲线 y = f (x)位于曲线 y = g(x)的上方，即当 a ≤ x ≤ b时， f (x) ≥ g(x),那
么由 y = f (x)及 y = g(x)这两条曲线和直线 x = a, x = b所围的平面图形的面积为

S =

∫ b

a
[ f (x) − g(x)]dx.

这是因为 S 的微元 dS，等于高为 [ f (x) − g(x)]，宽为 dx的矩形面积，即 dS =

[ f (x) − g(x)](图 16)的缘故.
类似地，如果曲线 x = f (y)位于曲线 x = g(y)的右方，即当 c ≤ y ≤ d时， f (y) ≥

g(y),那么由这两条曲线和直线 y = c, y = d所围的平面图形 (图 17)的面积为

S =

∫ d

c
[ f (y) − g(y)]dy.

对于更一般的平面图形，只要能把它分成有限多块，使得每块都是上述的图
形，于是可按公式求得其面积，相加即得所论的平面图形的面积.

例例例 6.5.2 计算由曲线 y = 4 − x2 及 y = 3x所围形的面积 S .
解解解 先画出曲线 y = 4 − x2 及 y = 3x 的图形，解出这两条曲线的交点坐标



§ 6.5 定积分在几何上的应用 185

x

y

O

y=f(x)

y=g(x)

a bx x+dx

图 16.

x

y

O

图 17.

A(−4,−12), B(1, 3) (图 18). 以 x为积分变量，有

S =

∫ 1

−4
[(4 − x2) − 3x]dx

=

(
4x − 1

3
x3 − 3

2
x2

)∣∣∣∣∣∣
1

−4

=
125
6
.

x

y

O
2

图 18.

x

y

O

图 19.

例例例 6.5.3 计算由曲线 y2 = 2x及 x − y = 4所围图形的面积 S .
解解解 画出曲线 y2 = 2x 及 x − y = 4 的图形，解出交点坐标 A(2,−2)、B(8, 4)(图

19),本例题若以 x作积分变量，计算就比较麻烦，但是，若以 y作积分变量，计算
就比较方便，以 y作积分变量时，曲线的方程为：x = 1

2 y2 及 x = y + 4，积分区间为
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[−2, 4]，则有

S =

∫ 4

−2
[(y + 4) − 1

2
y2]dy

=

(
1
2

y2 + 4y − 1
6

y3
)∣∣∣∣∣∣

4

−2
= 18.

用定积分解实际问题时，对同一个问题有时可以选取不同的积分变量，积分变
量选取的不同，积分计算的难易也不同，应当注意选取的积分变量，要使所求的积
分比较容易计算.

若曲边梯形的曲边方程为参数形式：x = x(t), y = y(t),其中 α ≤ t ≤ β,设 x(t)随
t 的增加而增加，且 x(α) = a, x(β) = b, x(t), y(t) 及 x′(t) 在 [α, β] 连续，那么由曲线
x = x(t), y = y(t)，x轴以及直线 x = a, x = b所围成的图形面积的公式为:

S =

∫ b

a
|y|dx =

∫ β

α
|y(t)|x′(t)dt.

例例例 6.5.4 求摆线 {
x = a(t − sin t),
y = a(t − cos t),

0 ≤ t ≤ 2π.

的一拱与 Ox轴所围图形的面积 (图 20).
解解解 所围图形的面积为

S =

∫ 2πa

0
ydx =

∫ 2πa

0
a(1 − cos t)a(1 − cos t)dt

= a2
∫ 2π

0
(1 − cos t)2dt

= a2
∫ 2π

0
(1 − 2 cos t + cos2 t)dt

= a2
∫ 2π

0

(
3
2
− 2 cos t +

1
2

cos 2t
)

dt

= a2
(
3
2

t − 2 sin t +
1
4

sin 2t
)∣∣∣∣∣∣

2π

0

= 3πa2.

2、、、极极极坐坐坐标标标系系系中中中的的的计计计算算算方方方法法法
有些平面图形的边界曲线的方程，在极坐标系中表示比较方便，因此，还需要

研究平面图形的面积在极坐标系中的计算方法.
在极坐标系中，由两条极径 θ = α, θ = β(α < β)及曲线 ρ = ρ(θ)(假定 ρ(θ) ≥ 0)所

围成的平面图形 OAB(图 21)称为曲边扇形. 现在用定积分计算曲边扇形的面积 S .
取 θ为积分变量，则积分区间为 [α, β],考虑在 [θ, θ+ ∆θ]上的小曲边扇形的面积

∆S，以 θ处的极径 ρ(θ)代替 [θ, θ + ∆θ]上各点处的极径后，小曲边扇形的面积 ∆S
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x

y

O a

图 20.

xO

图 21.

就近似于一个圆心角为 dθ，半径为 ρ(θ)的圆扇形（图 21中的阴影部分）的面积，
按圆扇形的面积计算出小曲边扇形的面积 ∆S 的近似值，就得到所求的曲边扇形面
积 S 的微分 dS，即

dS =
1
2

[ρ(θ)]2dθ.

积分,得

S =

∫ β

α

1
2

[ρ(θ)]2dθ.

这就是在极坐标系中,曲边扇形面积的计算公式.
例例例 6.5.5 求心形线 ρ = a(1 + cos θ), (a > 0)所围图形的面积 S (图 22).
解解解 由于所求的心形线的图形是对称于极轴的，设位于极轴上半部的面积为

S 1，则有

S = 2S 1 = 2 · 1
2

∫ π

0
[ρ(θ)]2dθ

=

∫ π

0
a2(1 + cos θ)2dθ

= a2
∫ π

0

(
3
2

+ 2 cos θ +
1
2

cos 2θ
)

dθ

= a2
(
3
2
θ + 2 sin θ +

1
4

sin 2θ
)∣∣∣∣∣∣
π

0

=
3
2
πa2.

例例例 6.5.6 求双纽线 ρ2 = a2 cos 2θ(a > 0)所围图形的面积，如图 23.
解解解 由图形的对称性，双纽线所围的面积 S 等于它在第一象限内的面积 S 1 的 4
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x
O

图 22.

x

y

O

4

图 23.

倍，故

S = 4S 1 = 4 · 1
2

∫ π
4

0
a2 cos 2θdθ

= 2a2
(
1
2

sin 2
)∣∣∣∣∣∣

π
4

0
= a2.

§ 6.5.2 立体的体积

1、、、平平平行行行截截截面面面面面面积积积为为为已已已知知知的的的立立立体体体体体体积积积
当一个立体被垂直于坐标轴的平面所截，其截面和面积可以用已知的连续函数

来表示时，此立体的体积 V 可以用定积分来计算.
设有一个由曲面和垂直于 Ox轴的两个平面 x = a, x = b (a < b)围成的立体 (图

24)，若已知过点 x 且垂直于 Ox 轴的平面截立体所得的截面面积为 A(x) (a ≤ x ≤
b)，用“微元法”,取 x为积分变量，在立体中的一个微小的区间 [x, x + dx]上，立
体的体积 ∆V ≈ dV = A(x)dx,在 [a, b]上积分，就得到立体的体积公式：

V =

∫ b

a
A(x)dx.

例例例 6.5.7 一平面经过半径为 R的圆柱体的底圆中心，并与底面构成的二面角为
α (图 25)，计算这个平面截圆柱体所得的立体的体积 V .

解解解 立体垂直于 Ox轴的截面为矩形，在任意的点 x(0 ≤ x ≤ R)处，截面的面积
为：

A(x) = AD ·CD = x tanα · 2
√

R2 − x2.

故立体的体积为

V =

∫ R

0
A(x)dx =

∫ R

0
2 tanα · x

√
R2 − x2dx

= − tanα
∫ R

0
2
√

R2 − x2d(R2 − x2)

=
2
3

R3 tanα.
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x

图 24.

O

x2+y2=R2

图 25.

另一方面，这个立体垂直于 y轴的截面是直角三角形，在任意一点 y (−R ≤ y ≤
R)处，截面的面积为：

A(y) =
1
2

FD · AD =
1
2

tanα · FD2 =
1
2

tanα(R2 − y2).

取 y为积分变量，积分得:

V =

∫ R

−R
A(y)dy =

∫ R

−R

1
2

tanα(R2 − y2)dy

=
1
2

tanα(R2y − 1
3

y3)
∣∣∣∣∣
R

−R

=
2
3

R2 tanα.

2、、、旋旋旋转转转体体体的的的体体体积积积
一个平面图形绕着此平面上的一条直线旋转而成的立体，叫做旋转体，这一条

直线称为旋转轴.
考虑由连续曲线 y = f (x),直线 x = a, x = b及 Ox轴所围成的曲边梯形，绕 Ox

轴旋转而成的旋转体 (图 26). 显然，此旋转体的任何一个垂直于 Ox轴的截面都是
圆，且在任意一点 x处的截面的面积为：

A(x) = π[ f (x)]2dx.

由平行截面面积为已知的立体体积公式，不难得出旋转体的体积公式：

V = π

∫ b

a
[ f (x)]2dx.

类似地，由连续曲线 x = φ(y),直线 y = c, y = d (c < d)及 Oy轴所围成的曲边梯
形，绕 Oy轴旋转而成的旋转体的体积为

V = π

∫ b

a
[φ(y)]2dy.
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x

y

O

图 26.

x

y

O

x2+y2=R2

图 27.

例例例 6.5.8 求半径为 R的球的体积.
解解解 如图 27所示，球体可以看作上半圆周与 Ox轴所围成的平面图形绕 Ox轴旋

转而成，因为上半圆周的方程为

y =
√

R2 − x2 (−R ≤ x ≤ R),

所以球体的体积为

V =

∫ R

−R
π(

√
R2 − x2)2dx = 2

∫ R

0
π(R2 − x2)dx

= 2π
(
R2 − 1

3
x3

)∣∣∣∣∣∣
R

0

=
4
3
πR3.

例例例 6.5.9 求由抛物线 y =
√

2px，直线 x = a(p, a > 0)及 )x轴所围成的曲边梯形
绕 Ox轴旋转而成的旋转体的体积 (图 28).

解解解 V =
∫ a

0 π(
√

2px)2dx =
∫ a

0 2πpxdx = πpa2.

x

y

O

y2=2px

图 28.

x

y

O

图 29.
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例例例 6.5.10 求圆 x2 + (y − b)2 = R2(b > R > 0)绕 Ox轴旋转所成的环体的体积 V
(图 29).

解解解 所求环体的体积是由曲边梯形 EACBF 绕 Ox轴旋转所成的立体与由曲边梯
形 EADBF 绕 Ox轴旋转所成的立体的体积之差.

因为曲线 ÂCB的方程为 y = b +
√

R2 − x2,曲线 ÂDB的方程为 y = b −
√

R2 − x2.
故所求的环体的体积为

V =

∫ R

−R
π(b +

√
R2 − x2)2dx −

∫ R

−R
π(b −

√
R2 − x2)2dx

= 2π
(
R2 − 1

3
x3

)∣∣∣∣∣∣
R

0

= 4πb
∫ R

−R
π
√

R2 − x2dx = 4πb · 1
2
πR2 = 2π2bR2.

例例例 6.5.11 求椭圆 x2

a2 +
y2

b2 = 1 分别绕 Ox 轴及 Oy 轴旋转所成的旋转体的体积
Vx,Vy.

解解解 上半个椭圆与 Ox轴所围成的平面图形绕 Ox轴旋转所成的旋转体的体积即
是 Vx. 由于上半椭圆弧的方程是：y = b

a

√
a2 − x2,故有

Vx =

∫ a

−a
π

(
b
a

√
a2 − x2

)2

dx

= π
b2

a2

(
a2x − 1

3
x3

)∣∣∣∣∣∣
a

−a

=
4
3
πab2.

同理，有

Vy =

∫ a

−a
π

(
a
b

√
b2 − y2

)2

dy

= π
a2

b2

(
b2y − 1

3
y3

)∣∣∣∣∣∣
a

−a

=
4
3
πba2.

当 a = b时，就得到了半径为 a的球的体积: V球 = 4
3πa3.

例例例 6.5.12 计算由摆线 x = a(t − sin t), y = a(1 − cos t) (0 ≤ t ≤ 2π) 的一拱，与
y = 0所围成的平面图形分别绕 Ox轴，Oy轴旋转而成的旋转体的体积 Vx,Vy.
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解解解 解如图 30所示.

Vx =

∫ 2πa

0
πy2(x)dx

= π

∫ 2π

0
a2(1 − cos t)2d[a(t − sin t)]

= πa3
∫ 2π

0
(1 − 3 cos t + 3 cos2 t − cos3 t)dt

= 5π2a3.

而摆线的一拱与 Ox轴所围成的平面图形，绕 Oy轴旋转而成的旋转体的体积
Vy，可以看作平面图形 OAB2aO与分别绕 Oy轴旋转而成的旋转体的体积之差，故

Vy =

∫ 2a

0
πx2

2ydy −
∫ 2a

0
πx2

1(y)dy

= π

∫ π

2π
a2(t − sin t)2a sin tdt − π

∫ π

0
a2(t − sin t)2a sin tdt

= −πa3
∫ 2π

0
(t − sin t)2 sin tdt = 6π3a3.

§ 6.5.3 平面曲线的弧长

x

y

O 2

B x=x
2
(y)

xx=x
1
(y)

图 30.

x

y

O

图 31.

设连续曲线 ÂB的方程为 y = f (x) (a ≤ x ≤ b)，其中 f (x)在 [a, b]上具有一阶连
续的导数，求曲线 ÂB的弧长 s(图 31).

在直角坐标系下，对于曲线: y = f (x) (a ≤ x ≤ b)，在 [a, b]的任意一个子区间
[x, x + dx]上，曲线弧 ÂB的小弧段 ∆s的弧长的近似值 ds为：

ds =

√
(dx)2 + (dy)2 =

√
1 + y′2dx,

由此得曲线 ÂB的弧长 s为

s =

∫ b

a

√
1 + y′2dx.
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例例例 6.5.13 某建筑物的层顶采用悬索结构，已知主索为一条抛物线 y = kx2(图
32)，其跨度为 36m，中心下降 1.54m，求主索道的长度 s.

x

y

O

图 32.

解解解 由图 32知，主索道的方程为: y = b
a2 x2，其中 a = 18, b = 1.54,故有

s =

∫ a

−a

√
1 + [y′(x)]2dx

= 2
∫ a

0

√
1 +

(
2b
a2 x

)2

dx

=
a2

b

∫ a

0

√
1 +

(
2b
a2 x

)2

d
(
2b
a2 x

)

=
a2

b

∫ 2b
a

0

√
1 + u2du

=
a2

b
[
u
2

√
1 + u2 +

1
2

ln(u +
√

1 + u2)]

∣∣∣∣∣∣
2b
a

0

= a

√
1 +

(
2b
a

)2

+
a2

2b
ln


2b
a

+

√
1 +

(
a2

2b

)2
 .

把 a = 18, b = 1.54代入上式有 s ≈ 36.17(m).
当曲线弧由参量方程 x = φ(t), y = ψ(t) (α ≤ t ≤ β) 给出时，其中 φ(t), ψ(t) 在

[α, β]上有连续的导数. 由于 f (x)在 [α, β]上的任意一个子区间 [t, t + dt]上，小弧段
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∆s的近似值 ds为

ds =

√
(dx)2 + (dy)2 =

√
φ′2(t)(dt)2 + ψ′2(t)(dt)2 =

√
φ′2(t) + ψ′2(t)dt.

于是所求的弧长为 s =
∫ β

α

√
φ′2(t) + ψ′2(t)dt.

例例例 6.5.14 求摆线 x = a(t − sin t), y = a(1 − cos t) (0 ≤ t ≤ 2π)的一拱的弧长 s.
解解解

s =

∫ 2π

0

√
[a(1 − cos t)]2 + (a sin t)2dt

= 2a
∫

2π0

√
1 − cos t

2
dt = 2a

∫ 2π

0

√
sin2 t

2
dt

= 2a
∫ 2π

0
sin

t
2

dt = 2a x
(
−2 cos

t
2

)∣∣∣∣∣
π

0

= 8a.

如果曲线弧 ÂB的方程由极坐标 ρ = ρ(θ)(α ≤ θ ≤ β)给出时，由公式
{
ρ(θ) cos θ,
ρ(θ) sin θ.

可得

ds =

√
(dx)2 + (dy)2 =

√
[ρ′(θ)]2 + [ρ2(t)]2dθ.

于是曲线弧 ÂB的弧长为

s =

∫ β

α

√
[ρ′(θ)]2 + [ρ2(t)]2dθ.

例例例 6.5.15 求阿基米德螺线 ρ = aθ(0 ≤ θ ≤ 2π)的长度 s，其中 a > 0为常数 (图
33).

x
O

2 a

图 33.
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解解解

s =

∫ 2π

0

√
a2 + a2θ2dθ =

∫ 2π

0
a
√

1 + θ2dθ

= a
[
θ

2

√
1 + θ2 +

1
2

ln(θ +
√

1 + θ2)
]2π

0

=
a
2

[2π
√

1 + 4π2 + ln(2π +
√

1 + 4π2)].

§ 6.5.4 旋转体的侧面积

考虑一个旋转体，如图 34所示，它的侧面是由区间 a ≤ x ≤ b所对应的连续曲
线:y = f (x) ( f (x) ≥ 0)绕 Ox轴旋转而成的曲面，求此旋转曲面的侧面积 S .

取 x 为积分变量，积分区间为 [a, b]，考虑位于 [a, b] 上的任意一个子区间
[x, x + dx]上的小窄带状侧面 ∆S ,由于此小窄带状侧面是由 y = f (x)的一小段弧 ds
旋转而成的，故小窄带状侧面的面积 ∆S 可以近似看成长为 2πy,宽为 ds的矩形面
积，即 ∆S 的近似值 dS 为

dS = 2πyds = 2π f (x)
√

1 + f ′2(x)dx,

故

S =

∫ b

a
2π f (x)

√
1 + f ′2(x)dx.

这就是旋转体的侧面积 S 的计算公式.

x

y

O

图 34.

x

y

O

图 35.

例例例 6.5.16 在半径为 R的球面上 (图 35)，求横坐标由 a至 b(−R ≤ a < b ≤ R)的
球带面的面积 S .

解解解 此球带是由圆弧 y =
√

R2 − x2 (a ≤ x ≤ b),绕 Ox轴旋转而成，故有

S =

∫ b

a
2π

√
R2 − x2

√
1 +

( −x√
R2 − x2

)2

dx

= 2π
∫ b

a
Rdx = 2πR(b − a).
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当 a = −R, b = R时，就得到半径为 R的球的表面积

S球 = 2πR[R − (−R)] = 4πR2.

例例例 6.5.17 探照灯的反光镜由一条抛物线 y2 = 2px (p > 0, 0 ≤ x ≤ h)，绕 Ox轴
旋转而成，求反光镜的面积 S (图 36).

x

y

O

y2=2px

图 36.

解解解 因为 y =
√

2px (p > 0, 0 ≤ x ≤ h),所以

S =

∫ h

0
2π

√
2px

√
1 +

(√
p

2x

)2

dx

= 2π
√

p
∫ h

0

√
2x + pdx

= π
√

p
∫ h

0

√
2x + pd(2x + p)

= π
√

p · 2
3

(2x + p)
3
2

∣∣∣∣∣
h

0

=
2πp2

3


(
2h
p

+ 1
) 3

2

− 1

 .

习题 6.5

1. 求下列平面图形的面积：
(1) 由曲线 y = sin x在 [0, 2π]一段和 x轴所围成的平面图形的面积；
(2) 由曲线 y = lnx和直线 y = lna, y = lnb, x = 0 (b > a > 0)所围平面图形的面

积；
(3) 由 y = ex, y = e−x 和直线 x = 1所围成的平面图形的面积；
(4) 由曲线 x = 5y2和 x = 1 + y2所围成的平面图形的面积；
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(5) 由曲线 y = 2 − x2和 y3 = x2 所围成的平面图形的面积；
(6) 由曲线 y2 = 4(x + 1)和 y2 = 4(1 − x)所围成的平面图形的面积；
(7) 由曲线 y2 = 2px和 x2 = 2py所围成的平面图形的面积；
(8) 曲线 x

3
2 + y

3
2 = a

3
2 所围成图形的面积；

(9) 曲线 y =
√

1 − x2 + arccos x与直线 y = 0及 x = −1所围成图形的面积；
(10) 由三条圆曲线 x2 + y2, (x − 2)2 + y2, (x − 1)2 + (y − √3)2 = 4所围成的圆内公

共部分图形的面积；
(11) 设曲线 x2 − 4y − 4 = 0与直线 x + y − 2 = 0所围成的图形为 D，试求一条垂

直于 x轴的直线，它将 D分成面积相等的两部分；

(12) 由星形线
{

x = a cos3 t,
y = a sin3 t

所围成的平面图形的面积；

(13) 圆 ρ = 1被心形线 ρ = 1 + cos θ分割成两部分，求这两部分的面积；
(14) 求曲线 r = 3 cos θ, r = 1 + cos θ所围的图形的面积.
(15) 求曲线 y = lnx(2 ≤ x ≤ 6)的一条切线，使该切线与直线 x = 2, x = 6及曲线

y = lnx所围成的图形的面积为最小．
2. 求下列各立体的体积：
(1) 以抛物线 y2 = 2x与直线 x = 2所围成的图形为底，而垂直于抛物线轴的截

面都是等边三角形的立体的体积；
(2) 以长半轴 a = 10，短半轴 b = 5的椭圆为底，而垂直于长轴的截面是等边三

角形的立体的体积；
(3) 两柱面 x2 + y2 = a2 及 x2 + z2 = a2所围之体积; (V = 8

∫ a
0 (a2 − x2)dx.)

(4) 曲面 x2 + y2 + z2 = a2, x2 + y2 = ax所围立体的体积;
(5) 由半立方抛物线 y2 = x3, x轴和直线 x = 1所围图形，分别绕 x轴和 y轴旋

转而成的旋转体的体积；
(6) y = x2, y2 = x所围图形绕 x轴旋转而成的旋转体的体积；
(7) 求抛物线 y2 = 2x与直线 x = 1

2 所围成的图形绕直线 y = −1旋转而成的旋转
体的体积；

(8) 由星形线
{

x = a cos3 t,
y = a sin3 t

绕 x轴旋转而成的旋转体的体积；

(9) 由曲线 y = x2 + 7和 y = 3x2 + 5所围图形绕 x轴旋转而成的旋转体的体积；
(10) 由圆 (x − 2)2 + y2 = 1绕 y轴旋转而成的环体的体积；
(11) 由心形线 ρ = 4(1 + cos θ)和直线 θ = 0及 θ = π

2 所围图形绕极轴旋转而成的
旋转体的体积；

(12) 由曲线 y = sin x(x ∈ [0, π])与 x轴所围图形绕 y轴和直线 l : y = 1旋转而成
的旋转体的体积.

3. 求平面曲线的弧长：
(1) 悬链线 y = ex+e−x

2 在 x = −1到 x = 1之间一段的弧长;
(2) 曲线 y = x

3
2 (0 ≤ x ≤ 4)的弧长;

(3) 曲线 x = 1
4 y2 − 1

2 lny (1 ≤ y ≤ e)的弧长;
(4) 计算曲线 y = ln(1 − x2)上相应于 0 ≤ x ≤ 1

2 的一段弧的长度;

(5) 椭圆
x2

a2 +
y2

b2 (a > b)的弧长;
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(6) 曲线 ( x
a )

2
3 + ( y

b )
2
3 = 1 (a > 0, b > 0)的全长.

(7) 曲线 x
3
2 + y

3
2 = a

3
2 的弧长;

(8) 曲线 x = a(cos t + t sin t), y = a(sin t − t cos t) (0 ≤ θ ≤ 2π)的弧长;

(9) 星形线
{

x = a cos3 t,
y = a sin3 t

(0 ≤ t ≤ 2π) 的全长; (6a)

(10) 心形线 ρ = a(1 + cos θ)的全长;
(11) 对数螺线 ρ = keaθ 在 θ = α到 θ = β之间的弧长;
4. 证明曲线 y = sin x上相应于 x从 0变到 2π的一段弧长等于椭圆 2x2 + y2 = 2

的周长;
5. 求下列各曲面的面积:
(1) x2 = 2py + a (0 ≤ x ≤ a, a > 1)分别绕 x，y轴;
(2) y = sin x(0 ≤ θ ≤ 2π),绕 x轴;
(3) x2

a2 +
y2

b2 = 1.绕 y轴;

(4) 星形线
{

x = a cos3 t,
y = a sin3 t

绕 x轴旋转而成的曲面面积;

(5) 双纽线 ρ2 = a2 cos 2θ绕极轴旋转而成的曲面面积;
(6) 曲线 x2 + (y − b)2 = a2(a < b)绕 x轴旋转而成的圆环面和面积;
(7) 摆线 x = a(t − sin t), y = a(1 − cos t)绕直线 x = πa旋转而成的旋转体的侧面

积.
6. 已知抛物线 x2 = (p − 4)y + a2(p , 4, a > 0)，求 p和 a的值，使满足下面两个

条件：
(1)抛物线与 y = x + 1相切;
(2)抛物线与 x轴围成的图形绕 x轴旋转有最大的体积.

7. 某反光镜可近似地看做介于 x = 0与 x =
1
4
米之间的抛物线 y2 = 8x绕 x轴旋

转所成的旋转抛物面. 求此反光镜面的面积.
8. 求圆柱面 x2 + y2 = a2 与两平面 z = 0, z = 2(x + a)所围立体的体积和侧面积.
9. 求由曲线 y = cos x(−π2 ≤ x ≤ π

2 )与直线 y = 0围成的图形绕 x轴旋转一周所得
旋转体的侧面积,设其为 S，求证: 4π < S < 14π

3 .

§ 6.6 定积分在物理上的应用

定积分在物理上有十分广泛的应用，本节仅简要介绍应用定积分解决物体的质
心、变力作功、引力、液体的侧压力等方面的问题.

§ 6.6.1 密度,质量和质心
设由以弧长为参数的方程 x = x(s), y = y(s), 0 ≤ s ≤ l.给出的光滑曲线上分布有

质量,其中 s表示从曲线一个端点 A0 算起的弧长,并把曲线上对应于 s的点记为 As.
设已知曲线从 A0 到 As 的弧段的质量为 m(s),于是称比值

m(s + ∆s) − m(s)
∆s
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为曲线上从 As到 As+∆s的弧段的平均密度.如果极限

ρ(s) =
dm
ds

= lim
Deltas→0

m(s + ∆s) − m(s)
∆s

存在,则称之为曲线在 As 点的密度 (线密度).按定义知,密度就是质量关于弧长的导
数. 反之,质量函数就是密度 ρ(s)的一个原函数. 由此

m(s) =

∫ s

0
ρ(t)dt.

中学物理中讲过有限多个质点的质心的求法. 设在平面上有 n个质点,质量分别
为 m1,m2, · · · ,mn,坐标依次为 (x1, y1), (x2, y2), · · · , (xn, yn). 则这 n个质点系的质心坐标
为

x =

n∑
k=1

mkxk

n∑
k=1

mk

, y =

n∑
k=1

mkyk

n∑
k=1

mk

.

现在将这个问题加以推广, 利用定积分代替上式中的求和来求一条光滑曲线 l的质
心. 当密度 ρ(x)为常数时,质心的位置只与 l的形状有关,这时称质心为形心.

设平面上有一条长为 l的光滑曲线,其以弧长 s为参数的方程为

x = x(s), y = y(s), 0 ≤ s ≤ l.

曲线上分布有质量, 其密度函数为 ρ(s). 为求这条曲线的质心, 在 [0, l] 上取分割
T : 0 = s0 < s1 < s2 < · · · < sn = l.取 ξk ∈ [sk−1, sk],并记曲线上对应于 sk 的点为 Ak,
则从 Ak−1 到 Ak 的弧段的质量近似等于 ρ(ξk)∆sk, k = 1, 2, · · · , n.将整条曲线近似地视
为由 n个质点组成的质点系，n个质点的质量和位置分别为

ρ(ξk)∆sk, (x(ξk), y(ξk)), k = 1, 2, · · · , n.
于是按质点系的质心坐标公式知

x(T ) =

n∑
k=1

ρ(ξk)x(ξk)∆sk

n∑
k=1

ρ(ξk)∆sk

, y(T ) =

n∑
k=1

ρ(ξk)y(ξk)∆sk

n∑
k=1

ρ(ξk)∆sk

就是曲线质心坐标的近似值.不难看出，只要假设 ρ(s)连续，则当 ‖T‖ → 0时，近
似程度越来越好.按定积分定义可知，质心的坐标为

x =

∫ l
0 ρ(s)x(s)ds
∫ l

0 ρ(s)ds
, y =

∫ l
0 ρ(s)y(s)ds
∫ l

0 ρ(s)ds
.

当密度 ρ(s)为常数时,上式化为

x =
1
l

∫ l

0
ρ(s)x(s)ds, y =

1
l

∫ l

0
ρ(s)y(s)ds.
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这是形心的坐标公式. 注意，曲线绕 x轴旋转所得的旋转体的侧面积为

S = 2π
∫ l

0
y(s)ds = 2πyl.

这表明曲线绕 x轴旋转所得的旋转体的侧面积等于半径为形心的纵坐标 y，高为弧
长 l的圆柱面的面积．

如果光滑曲线的参数方程是一般的参数方程

x = x(t), y = y(t), α ≤ t ≤ β.

而对应于参数 t的点的密度是 ρ(t)时，由弧微分公式有

x =

∫ β

α
ρ(t)x(t)

√
[x′(t)]2 + [y′(t)]2dt

∫ β

α
ρ(t)

√
[x′(t)]2 + [y′(t)]2dt

,

y =

∫ β

α
ρ(t)y(t)

√
[x′(t)]2 + [y′(t)]2dt

∫ β

α
ρ(t)

√
[x′(t)]2 + [y′(t)]2dt

.

显然，当光滑曲线是由直角坐标或极坐标函数给出时，也可以导出类似的公
式，这里不再列举．

例例例 6.6.1 求圆弧 x = r cos t, y = r sin t, |t| ≤ α ≤ π的形心．
解解解 由对称性知形心位于 x轴上，故有 y = 0.只须再求 x，按公式有

x =

∫ α

−α r cos t
√

[−r sin t]2 + [r cos t]2dt
∫ α

−α
√

[−r sin t]2 + [r cos t]2dt
=

2r2 sinα
2rα

=
r sinα
α

.

例例例 6.6.2 求心脏线 r = a(1 + cos θ), 0 ≤ θ ≤ 2π的形心．
解解解 由对称性知，形心位于极轴的正向上，于是 y = 0.由上节例 6.5.14知，心脏

线的周长为 8a. 从而由公式知形心的横坐标为．

x =
1
8a

∫ 8a

0
x(s)ds =

1
8a

∫ 2π

0
r cos θ

√
r2 + (r′)2dθ

=
1
8

∫ 2π

0
(1 + cos θ) cos θ

√
a2(1 + cos θ)2 + a2(− sin θ)2dθ

=
a
8

∫ 2π

0
(1 + cos θ) cos θ

√
2(1 + cos θ)dθ

=
a
4

∫ 2π

0
(1 + cos θ) cos θ

∣∣∣∣∣cos
θ

2

∣∣∣∣∣ dθ

= a
∫ π

0
(2 − 2 sin2 θ

2
)(1 − 2 sin2 θ

2
)d(sin

θ

2
)

= 2a
∫ 1

0
(1 − t2)(1 − 2t2)dt =

4
5

a.
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§ 6.6.2 变力所作的功

设力的大小为 f，其方向与 Ox轴平行，某物体受力 f 的作用，由点 x = a沿
Ox轴移动到点 x = b (a < b)，求力 f 所作的功 W.

如果 f 是常力，那么它所作的功 W 等于 f 乘以物体移动的路程: W = (b − a) f .
如果 f 是变力，即在 Ox轴上的不同点处， f 的大小也不同，这时 f = f (x)是

一个随 x而变的函数. 采用微元法: 先把 [a, b]分成 n个子区间，在子区间 [x, x + dx]
上变力所作的功为 ∆W，它可以用功的微元 dW 来近似代替 (图 37)，即

dW = f (x)dx,

于是

W =

∫ b

a
dW =

∫ b

a
f (x)dx.

这就是说，变力 f (x)所作的功，等于它在区间 [a, b]上的定积分.

x

图 37.

例例例 6.6.3 一个弹簧原长为 0.1m，一个力 f (N) 把它由原长拉长了 0.06m(图 38).
求力 f 所作的功 W.

图 38.

解解解 由物理学知道，拉力 f (N)与弹簧的伸长量 s(m)成正比，即 f = ks（k为比
例常数）. 按图 38选取坐标系，伸长量为 x,拉力为 f = kx，以 m为单位，积分区间
是 [0, 0.06]，于是力 f 所作的功 W 为：

W =

∫ 0.06

0
f dx =

∫ 0.06

0
kxdx = k · x2

2

∣∣∣∣∣∣
0.06

0
= 0.0018k(J).
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另外，本例若把坐标原点选在弹簧的固定端，则伸长量 s = (x − 0.1)，拉力为
f = k(x − 0.1)2，而积分区间为 [0.1, 0.16]（长度以 m为单位）有

W =

∫ 0.16

0.1
k(x − 1)dx =

k
2

(x − 0.1)2
∣∣∣∣∣
0.16

0.1
= 0.0018k(J).

例例例 6.6.4 一个圆柱形的储水罐，高 5m,底圆半径 3m，罐内盛满了水，求把罐内
的水全部抽出所作的功 W.

图 39.

解解解 如图 39所示，选取 Ox轴,以水的深度 x(m)为积分变量,积分区间为 [0, 5].
设想把罐内的水分成许多水平的薄层，则在任意的一个小区间 [x, x + dx] 上的一
薄层水的厚度为 dx(m). 因此，这一薄层水的重量为 9.8(π32)103dx(N)). 若把这一薄
层水抽出所走过的路程用 x 近似代替，则抽出这一薄层水所作的功 ∆w 可近似用
dW = 9.8(π32)x103dx表示. 在 [0, 5]上积分，有

W =

∫ 5

0
dW =

∫ 5

0
9.8(π32)x103dx

= (88.2π × 103)
∫ 5

0
xdx ≈ 3.46 × 106(J).

例例例 6.6.5 把电量 Q(C)的点电荷放在 x 轴的原点，它产生一个电场，由库伦定
律，把一个单位正电荷放在场中 Ox轴上距离原点 O为 x(m)的地方,电场对它的作
用力大小为 F = k Q

x2 (k为常数). 求：
（1） 场力把单位正电荷沿 Ox轴由 x = a(m)处移至 x = b(m)处所作的功 W1；
（2） 场力把单位正电荷沿 Ox轴由 = a(m)移至无穷远点所作的功 W2.
解解解 这是变力作功的问题图 40.
(1) 由于 dW1 = k Q

x2 dx,故

W1 =

∫ b

a
k

Q
x2 dx = kQ

[
−1

x

]∣∣∣∣∣∣
b

a

= kQ
(
1
a
− 1

b

)
(J);
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图 40.

(2) W2 =
∫ +∞

a k Q
x2 dx =

kQ
a (J).

§ 6.6.3 引力问题

万有引力定律告诉我们，质量为 m1,m2，相距为 r的两个质点是相互吸引的，
引力的方向沿着两个质点的联线，引力的大小为

F = k
m1m2

r2 .

这里, k为引力系数.
对于一个物体和一个质点（或两个物体），如果它们的距离非常遥远，那么都

可以把它们近似地看成质点，直接用上面的公式来计算引力即可.但是如果它们之
间的距离不大，则在某些特殊的情况下可以用定积分的方法来解决，下面通过一个
例子来说明引力问题的计算方法.

例例例 6.6.6 设有一长为 l,质量为 M的均匀细棒，在棒所在的直线上距棒的近端距
离为 a处有一个质量为 m的质点，求棒对质点的引力 F.

解解解 在本例中，由于细棒与质点在同一条直线上，当分割细棒为 n个小段时，
将每个小段与质点之间的引力大小直接相加就可以得到细棒与质点之间的引力（即
满足可加性）. 因此，这个问题可以用定积分来解决. 如图 41选取坐标系，使棒的
一端位于坐标原点 O，质点位于 l + a处. 把细棒上相应于 [x, x + dx]的一段近似地看
成质点,其质量为 M

l dx，这一小段棒与质点和距离是 l + a − x，则有

图 41.

dF = −k
m M

l dx

(l + a − x)2 = − kMm
l(l + a − x)2 dx,
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F =

∫ l

0
dF = −

∫ l

0

kMm
l(l + a − x)2 dx

= −kMm
l

∫ l

0

d[x − (l + a)]
[x − (l + a)]2

= − kMm
a(l + a)

.

§ 6.6.4 液体的侧压力

在水坝和闸门的工程设计中，需要计算水坝和闸门所受的水的压力，这就是液
体的侧压力问题.

设有一曲边梯形平板 ABDC铅直地浸入液体之中，如图 42. 坐标系的选取使 Ox
轴向下, Oy轴与液面相齐，曲边 CD的方程为 y = f (x),现在来求此曲边梯形平板的
一侧所受的液体的侧压力 P.

x

yO

A C

B D

a

b

x
x+dx

y=f(x)

图 42.

从物理学知道，在液体中的每一点处，在各个方向上都承受着压力，并且各
方向上的压力大小都相同.也就是说，在液体中的同一深度处的各点所承受压力的
大小都相同，若以 h表示这一点的深度，p表示这一点处的压强，γ表示液体的比
重，则有：

p = γh.

由于压强是随着深度而变化的，我们取 x为积分变量，考虑位于 [x, x + dx]处
的小横条，在此小横条内压强的变化不大，用深度为 x的压强 p = γx代替横条上各
点处的压强，同时把小横条的面积近似看成长为 f (x)，宽为 dx的矩形面积，则小
横条所受的液体压力 ∆P的近似值 dP为

dP = p f (x)dx = γx f (x)dx.

把 dP在 [a, b]上积分，则得液体侧压力公式：

P =

∫ b

a
γx f (x)dx.
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例例例 6.6.7 设某水渠的闸门与水面垂直，水渠的横截面是等腰梯形，下底 2m，上
底为 6m，高为 10m，当水渠灌满时，求闸门所受的水压力.

解解解 如图 43选取坐标系, CD的方程为: y − 3 = 1−3
10−0 x,即 y = −1

5 x + 3.

x

y

O

E(0,-3) C(0,3)

F(10,-1) D(10.1)

图 43.

由于闸门以 Ox轴为对称轴，故只需计算它的一半的压力再乘以 2.

P = 2
∫ 10

0
γx

(
−1

5
x + 3

)
dx =

500
3
γ ≈ 1.63 × 106(N).

§ 6.6.5 函数的平均值

1、、、连连连续续续函函函数数数的的的平平平均均均值值值
平均值问题是实际问题中常见的问题. n个离散量 yi (i = 1, 2, · · · , n)的算术平均

值 y = 1
n

n∑
i=1

yi是大家所熟知的.

若 f (x)是 [a, b]上的连续函数，由定积分的中值定理可知， f (x)在 [a, b]上的平
均值为：

y = f (ξ) =
1

b − a

∫ b

a
f (x)dx.

例例例 6.6.8 设纯电阻电路中的正弦交流电的电流 i = Im sinωt，其中常数 Im 为电流
最大值，ω为角频率.求：

（1） 电流 i在半周期区间 [0, πω ]上的平均值；
（2） 电路中的电阻为 R时，在一个周期上交流电的平均功率 p.
解解解 (1)

i =
1
π
ω

∫ π
ω

0
Im sinωtdt =

ωIm

π

∫ π
ω

sinωtdt =
2
π

Im.

（2） 因为电路中的电压 U = iR = ImR sinωt，所以功率 p = Ui = I2
mR sin2 ωt,
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在一个周期区间 [0, 2π
ω ]上的平均功率为：

p =
1

2π

∫ 2π
ω

0
I2
mR sin2 ωtdt =

I2
mR
2π

∫ 2π
ω

0
sin2 ωtd(ωt)

=
I2
mR
4π

∫ 2π
ω

0
(1 − cos 2ωtd(ωt)

=
1
2

I2
mR.

若取 Um = ImR，则上面的结果可以记成: p = 1
2 ImUm. 这就是说在纯电阻电路

中，正弦交流电的平均功率等于电流与电压的最大值的乘积的一半.日常生活中所
用的交流电器上标明的功率，就是指的平均功率 p.

2、、、均均均方方方根根根值值值
交流电的电流 i = i(t)的大小和方向是随着时间的变化而变的. 但是，在一般的

电器上却标明有确定的电流值，这实际上是指交流电的有效值.
若交流电流 i = i(t)在一个周期内，消耗在同一电阻 R上的平均功率等于某直流

电流 I 消耗在同一电阻 R上的功率时，这称该直流电流 I 的数值为交流电流 i(t)的
有效值.

例例例 6.6.9 在纯电阻电路中，若电阻为 R，交流电流 i = i(t)，求电流 i(t)的有效值
I.
解解解 电流 i(t)在 R上消耗的功率为 i2(t)R，它在一个周期区间 [0,T ]上的平均值

为

1
T

∫ T

0
i2(t)Rdt.

设直流稳恒电流 I 在 R上消耗的功率为 I2R，则有

I2R =
1
T

∫ T

0
i2(t)Rdt =

R
T

∫ T

0
i2(t)dt,

I2 =
1
T

∫ T

0
i2(t)dt,

即 I =

√
1
T

∫ T
0 i2(t)dt. 可知有效电流 I 的值与 R无关.

同理，还可以推出交流电压 u = u(t)的有效值 U 的公式

U =

√
1
T

∫ T

0
u2(t)dt.

例例例 6.6.10 在纯电阻电路中的正弦交交流电，其电流强度为 i = Im sinωt,其中 Im

为电流的最大值, ω是角频率.求电流的有效值 I 及电压的有效值 U.
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解解解 I =

√
1
T

∫ T
0 i2(t)dt =

√
I2
m
T

∫ T
0 sin2 tdt =

Im√
2
≈ 0.707Im.

U =

√
1
T

∫ T

0
ur(t)dt =

√
1
T

∫ T

0
(ImR)2 sin2 ωtdt

=

√
U2

m

T

∫ T

0
sin2 ωtdt

=
Um√

2
≈ 0.707Um.

例题 6.6.10说明，正弦交流电电流的有效值为其峰值的 1√
2
倍，而电压的有效

值也为其峰值的 1√
2
倍. 对平常的照明用电，其电压为 u(t) = 311 sin 100πt，其电压

峰值为 311V，因而电压的有效值为：U = 311√
2
≈ 219.9 ≈ 220V,

在数学领域内的统计学上，称

√
1

b−a

∫ b
a f 2(x)dx为函数 f (x)在 [a, b]上的均方根.

因此，在交流电流电路中，电流、电压的有效值就是它们在一个周期上的均方根值.

习题 6.6

1. 一细轴,长为 10m,它的线密度 µ = 6 + 0.3x(kg/m),其中 x为距轴的一个端点
的距离,试求细轴的质量.

2. 求下列曲线段的质心坐标：
(1) 半径为 a，弧长为 1

2πa(a ≤ π)的均匀圆弧;
(2) f = aekθ(a > 0, k > 0)上由点 (0,a)到点 (θ, r)的均匀弧段.
3. 求半圆 0 ≤ y ≤

√
R2 − x2的重心.

4. 求半球 0 ≤ z ≤
√

R2 − x2 − y2 的重心.
5. 求抛物体的 x2 + y2 ≤ z ≤ h重心和饶 z轴的转动惯量 (已知抛物体的密度为 1).
6. 已知抛物线段 y = x2(−1 ≤ x ≤ 1)，曲线段上任一点处的密度与该点到 y轴的

距离成正比，x = 1处密度为 5，求此曲线段的质量.
7. 一质点运动的速度 v = 0.1t3(m/s),试求运动开始后 t = 10s的时间内,质点所

经过的路程 s,并求在此时间内质点运动的平均速度.
8. 物体按规律 x = ct3(c > 0)作直线运动，x表示在时间 t内物体移动的距离，

设介质的阻力与速度的平方成正比，求物体从 x = 0到 x = a时阻力所作的功.
9. 半径为 r 的球沉入水中，它与水面相接，球的比重为 1，现将球从水中取

出，要做多少功？
10. 求解下列变力做功问题:
(1) 弹簧原长为 1m,每压 1cm缩需力 5g,若自 80cm压缩至 60cm,求所作的功;
(2) 设有一半径为 R,高为 h的金属正圆柱体 (比重为 2.5),沉入水中,上底与水面

重合,现将圆柱铅直地打捞出水面,试求所做的功;
(3) 有截面面积 20m2,深为 5m的水池,用水泵把水池中的水全部抽到 10m高的

水塔顶上去,问要作多少功? 若要 10min(分钟)把水池中的水全部抽空,则水泵功率应
是多少?
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(4) 用铁锤将一铁钉击入木板,设木板对铁钉的阻力与铁钉击入木板的浓度成正
比,在铁钉击第一次时能将铁击入板内 1cm,如果铁锤每次打击铁钉所作的功相等,问
铁锤击第二次时,能把铁钉又击入多少 cm?

(5) 人造地球卫星质量为 173kg,按下述两种情况,计算发射卫星克服地球引力所
作的功: (i)把卫星送到离地面 630km处,使卫星进入轨道; (ii)把卫星发射到无穷远处
使之脱离地球.

(提示: 地球和卫星间引力)

第六章典型例题选讲

例例例 6.1 设 f (x)在 [0, 1]上连续,试证:

lim
h→0+

∫ 1

0

h
h2 + x2 f (x)dx =

π

2
f (0).

证证证 I
∫ 1

0

h
h2 + x2 f (x)dx =

∫ h
1
4

0

h f (x)
h2 + x2 dx +

∫ 1

1
4

h f (x)
h2 + x2 dx

= I1 + I2

其中

I1 =

∫ h
1
4

0

h f (x)
h2 + x2 dx = f (ξ)

∫ h
1
4

0

h
h2 + x2 dx

= f (ξ)arc tan
x
h
|h

1
4

0

= f (ξ)arc tan
1

h
3
4

(0 ≤ ξ ≤ h
1
4 )

→ f (0)
π

2
(当 h→ 0+时).

|I2| =
∣∣∣∣
∫ 1

h
1
4

h
h2 + x2 f (x)dx

∣∣∣∣ ≤ M
∫ 1

h
1
4

h
h2 + x2 dx (| f (x)| ≤ M)

=
(
arc tan

1
h
− arc tan

1

h
3
4

)
→ 0 (当 h→ 0+时).

证证证 II (拟合法)因 lim
h→0+

∫ 1
0

h
h2+x2 dx = π

2 ,故极限值可改写为

π

2
f (0) = lim

h→0+

∫ 1

0

h
h2 + x2 f (0)dx.

问题归结为证明:

lim
h→0+

∫ 1

0

h
h2 + x2 [ f (x) − f (0)]dx = 0.
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但 ∫ 1

0

h
h2 + x2 [ f (x) − f (0)]dx =

( ∫ δ

0
+

∫ 1

δ

) h
h2 + x2 [ f (x) − f (0)]dx,

因 f (x)在 x = 0处连续.所以 ∀ε > 0,当 δ > 0充分小时,在 [0, δ]上,| f (x) − f (0)| < ε
π .

从而

∣∣∣∣
∫ δ

0

h
h2 + x2 [ f (x) − f (0)]dx

∣∣∣∣

≤
∫ δ

0

h| f (x) − f (0)|
h2 + x2 dx ≤ ε

π
·
∫ δ

0

h
h2 + x2 dx

=
ε

π
arc tan

δ

h
≤ ε

π
· π

2
=
ε

2
.

再将 δ固定,这时第二个积分
∣∣∣∣
∫ 1

δ

h
h2 + x2 [ f (x) − f (0)]dx

≤ h
∫ 1

δ

1
x2 [ f (x) − f (0)]dx ≡ h · M0.

于是当 0 < h < ε
2M0
时

∣∣∣∣
∫ 1

0

h
h2 + x2 [ f (x) − f (0)]dx

∣∣∣∣ < ε

2
+
ε

2
= ε.

证毕.
证证证 III

∫ 1

0

h f (x)
h2 + x2 dx =

∫ 1

0

h( f (x) − f (0))
h2 + x2 dx + f (0)

∫ 1

0

hdx
h2 + x2 = I1 + I2.

然后证明 I1 → 0, I2 → π
2 f (0).

例例例 6.2 试证: ∫ 1

0

cos x√
1 − x2

dx ≥
∫ 1

0

sin x√
1 − x2

dx.

分分分析析析 令 t = arc sin x
∫ 1

0

cos x√
1 − x2

dx =

∫ π
2

0
cos(sin t)dt.

令 t = arc cos x ∫ 1

0

sin x√
1 − x2

dx =

∫ π
2

0
sin(cos t)dt.

欲证的不等式化为 ∫ π
2

0
cos(sin t)dt ≥

∫ π
2

0
sin(cos t)dt.
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为此只要证明

cos(sin t) ≥ sin(cos t)
[
当 t ∈ (0, π2 )时

]
.

注意到

cos(sin t) = cos(| sin t|) = sin
(π
2
− | sin t|

)
,

所以

sin
(π
2
− | sin t|

)
≥ sin(cos t).

因在
(
− π

2 ,
π
2

)
内 sin x递增,只要证明

−π
2
≤ cos t ≤ π

2
− | sin t| ≤ π

2
.

但因

cos t ± sin t =
√

2 sin
(π
4
± t

)
≤
√

2 <
π

2
,

故

−π
2
< −1 ≤ cos t <

π

2
± sin t ≤ π

2
− | sin t| ≤ π

2
.

原题获证.
例例例 6.3 证明:x > 0时,

x − x3

6
< sin x < x − x3

6
+

x5

120
.

证证证明明明 已知 cos x ≤ 1 (x > 0 只有 x = 2nπ 时等号才成立). 在此式两端同时取
[0, x]上的积分,得

sin x < x (x > 0).

再次取 [0, x]上的积分,得

1 − cos x <
x2

2
(x > 0).

第三次取 [0, x]上的积分,得

x − sin x <
x3

6
(x > 0).

即

x − x3

6
< sin x (x > 0).

继续在 [0, x]上积分两次,可得

sin x < x − x3

6
+

x5

120
.

证毕.
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例例例 6.4 设 f (x)在 [a, b]上非负、连续,证明

lim
n→∞

n

√∫ b

a
f n(x)dx = max

a≤x≤b
f (x).

证证证明明明 设 M = max
a≤x≤b

f (x). 若 M = 0, 则 f (x) ≡ 0, 结论显然成立, 不妨设 M > 0.

∀ε > 0(ε < M),由保号性,∃[α, β] ⊂ [a, b],使得

0 < M − ε ≤ f (x) ≤ M, x ∈ [α, β].

于是有

(M − ε)n ≤ f n(x) ≤ Mn, x ∈ [α, β],

(M − ε)n(β − α) =

∫ β

α
(M − ε)ndx ≤

∫ β

α
f n(x)dx

≤
∫ b

a
f n(x)dx ≤

∫ b

a
Mndx = Mn(b − a),

(M − ε) n
√
β − α ≤ n

√∫ b

a
f n(x)dx ≤ M

n√
b − a.

由于 lim
n→∞

n√β − α = lim
n→∞

n√b − a = 1,因此

M − ε ≤ lim
n→∞

n

√∫ b

a
f n(x)dx ≤ M.

由 ε的任意性,命题成立.
例例例 6.5 证明:

lim
n→∞

∫ π
2

0
ex cosn xdx = 0.

证证证明明明 设 f (x) = ex cosn x,则

f ′(x) = ex cosn−1 x(cos x − n sin x).

令 f ′(x) = 0,当 n ≥ 2时求得驻点 x = π
2 , arctan 1

n ∈ [0, π2 ],记 xn = arctan 1
n . 当 x ∈ [0, xn]

时 f ′(x) > 0,函数 f (x)单调递增,当 x ∈ [xn,
π
2 ]时 f ′(x) < 0,函数 f (x)单调递减,所以

max
0≤x≤ π2

f (x) = earctan 1
n (

n√
n2 + 1

)n → 1 (n→ ∞).

∀ε > 0,取 δ = ε
4 . 因

lim
n→∞ xn = lim

n→∞ arctan
1
n

= 0,
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故 ∃N1 > 0,当 n > N1时,0 < xn < δ，这时,在 [0, δ]上有

f (x) = ex cosn x ≤ exn cosn xn = Mn.

又因 lim
n→∞Mn = lim

n→∞ earctan 1
n ( n√

n2+1
)n = 1,故 ∃N2 > 0,当 n > N2 时有 0 < Mn < 2.于是

当 n > max{N1,N2}时,有

0 <
∫ δ

0
f (x)dx ≤

∫ δ

0
Mndx = Mn · ε4 <

ε

2
.

再有,当 n > N1时 f (x)在 [δ, π2 ] ⊂ [xn,
π
2 ]上单调递减,因此要使

0 <
∫ π

2

δ
f (x)dx < eδ cosn δ · (π

2
− δ) =

1
4

e
ε
4 (cos

ε

4
)n(2π − ε) <

ε

2
,

或者

(cos
ε

4
)n <

2ε
2π − εeε/4,

只须 n > N3 = ln( 2ε
2π−εe−

π
4 )/ln cos ε

4 即可.
所以当 n > N = max{N1,N2,N3}时有,就有

0 <
∫ π

2

0
f (x)dx =

∫ δ

0
f (x)dx +

∫ π
2

δ
f (x)dx < ε,

从而原命题成立.
例例例 6.6 证明: 若 f (x)为 [0, 1]上的递减函数,则对任给的 a ∈ (0, 1)恒有

a
∫ 1

0
f (x)dx ≤

∫ a

0
f (x)dx.

分分分析析析 把上面的不等式稍作变形:

a
∫ 1

0
f (x)dx = a

∫ a

0
f (x)dx + a

∫ 1

a
f (a)dx ≤

∫ a

0
f (x)dx,

即得便于证明的形式 (两个积分区间不再叠合)

1
1 − a

∫ 1

a
f (x)dx ≤ 1

a

∫ a

0
f (x)dx.

由积分中值定理及 f (x)的递减性此不等式显然成立.
证证证法法法一一一 由于 f (x)为递减函数,因此有

1
1 − a

∫ 1

a
f (x)dx ≤ 1

1 − a

∫ 1

a
f (a)dx = f (a),

1
a

∫ a

0
f (x)dx ≥ 1

a

∫ a

0
f (a)dx = f (a),
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从而分析中的式子成立,从而原命题成立.
证证证法法法二二二 (用定积分定义) f (x)在 [0, 1]递减,

∫ 1
0 f (x)dx存在,将 [0, 1]分成 n等份,

a
∫ 1

0
f (x)dx = a lim

n→∞

n∑

k=1

1
n

f (
k
n

) ≤ lim
n→∞

n∑

k=1

a
n

f (
ka
n

) =

∫ a

0
f (x)dx.

证证证法法法三三三 若 f (x)在 [0, 1]上连续.将 f (x)在 [0, 1]及 [a, 1]分别用积分中值定理得

∫ a

0
f (x)dx = a f (ξ1);

∫ 1

a
f (x)dx = (1 − a) f (ξ2).

注意到 ξ1 < ξ2及 f (x)的递减性,有
∫ 1

0
f (x)dx =

∫ a

0
f (x)dx +

∫ 1

a
f (x)dx

= a f (ξ1) + (1 − a) f (ξ2)

≥ a f (ξ1) + (1 − a) f (ξ1)

= f (ξ1) =
1
a

∫ a

0
f (x)dx.

例例例 6.7 设 ϕ(t)在 [a, b]上连续,E = ϕ([a, b]), f (x)在 E上为可微下凸函数. 证明:

1
b − a

∫ b

a
f (ϕ(t))dt ≤ f

(
1

b − a

∫ b

a
ϕ(t)dt

)
.

分分分析析析 设 c = 1
b−a

∫ b
a ϕ(t)dt,问题转而证明

∫ b

a
f (ϕ(t))dt ≤ (b − a) f (c).

由 f (x)为 E上的可微下凸函数, ∀x ∈ E,有

f (x) ≤ f (c) + f ′(c)(x − c).

以 x = ϕ(t)代入,并在 [a, b]上求积分,便可证得结论.
证证证明明明 由以上分析,则有

f (ϕ(t)) ≤ f (c) + f ′(c)[ϕ(t) − c],

∫ b

a
f (ϕ(t))dt ≤ (b − a) f (c) + f ′(c)

∫ b

a
ϕ(t)dt

− f ′(c)c(b − a) = (b − a) f (c).

从而原命题成立.
注注注 若 f (x)该改为可微凹函数，则所证不等号应反号.
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例例例 6.8 求定积分

I =

∫ 2

0

x
ex + e2−x dx.

解解解 在无法直接求出原函数的情形下,常采用分段积分,而后消去难以求得的积
分. 为此设

I =

∫ 1

0

x
ex + e2−x dx +

∫ 2

1

x
ex + e2−x dx = I1 + I2.

令 2 − x = t,即 x = 2 − t,则

I2 = −
∫ 0

1

2 − t
e2−t + et dt =

∫ 1

0

2 − t
e2−t + et dt

= 2
∫ 1

0

et

e2t + e2 dt −
∫ 1

0

t
e2−t + et dt

=
2
e

[
arctan

ex

e

]1

0
− I1

=
2
e

(
− arctan

1
e

+
π

4

)
− I1.

因此通过消去 I1而求得

I =
2
e

(
− arctan

1
e

+
π

4

)
.

例例例 6.9 设 f (x)在 [0, 1]上连续可微,证明:

lim
n→∞ n

∫ 1

0
xn f (x)dx = f (1).

证证证明明明 由于 f ′(x)在 [0, 1]上连续,因此存在 M = max
0≤x≤1

| f ′(x)|,且可通过分部积分
得到 ∫ 1

0 xn f (x)dx = xn+1

n+1 f (x)
∣∣∣∣
1

0
− 1

n+1

∫ 1
0 xn+1 f ′(x)dx

= 1
n+1 f (1) − 1

n+1

∫ 1
0 xn+1 f ′(x)dx.

又因 ∣∣∣∣∣∣
∫ 1

0
xn+1 f ′(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ M
∫ 1

0
xn+1dx =

M
n + 2

→ 0 (n→ ∞),

所以就能证得

lim
n→∞ n

∫ 1

0
xn f (x)dx = lim

n→∞
n

n + 1

[
f (1) −

∫ 1

0
xn+1 f ′(x)dx

]
= f (1).

例例例 6.10 设 g(x)是在 [0, 1]上的连续函数,而 f (x)是周期为 1的连续周期函数.
证明:

lim
n→∞

∫ 1

0
g(x) f (nx)dx =

∫ 1

0
g(x)dx

∫ 1

0
f (x)dx.
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性和周期函数 f (x)的积分性质.
证证证明明明 记 A =

∫ 1
0 | f (x)|dx. 由 g(x) 在 [0, 1] 上连续进而一致连续，所以 ∀ε >

0,∃N > 0,当 n > N 且 |x′ − x′′| < 1
n , x′、x′′ ∈ [0, 1]时,恒有

|g(x′) − g(x′′)| < ε

A
.

显然当 x ∈ [k − 1, k]时, | xn − k
n | ≤ 1

n ,从而对上述 n,
∣∣∣g( x

n ) − g( k
n

∣∣∣ < ε
A . 因此原式左边的定

积分 ∫ 1

0
g(x) f (nx)dx =

1
n

∫ n

0
g(

x
n

) f (x)dx =
1
n

n∑

k=1

∫ k

k−1
g(

x
n

) f (x)dx.

而 f (x)以 1为周期，所以

1
n

n∑

k=1

∫ k

k−1
g(

k
n

) f (x)dx =
1
n

)
n∑

k=1

g(
k
n

)
∫ k

k−1
f (x)dx =

1
n

)
n∑

k=1

g(
k
n

)
∫ 1

0
f (x)dx.

∣∣∣∣∣∣∣

∫ 1

0
g(x) f (nx)dx − 1

n

n∑

k=1

∫ k

k−1
g(

k
n

) f (x)dx

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
1
n

)
n∑

k=1

∫ k

k−1

(
g(

x
n

) − g(
k
n

)
)

f (x)dx

∣∣∣∣∣∣∣

≤ 1
n

)
n∑

k=1

∫ k

k−1

∣∣∣∣∣g(
x
n

) − g(
k
n

)
∣∣∣∣∣ | f (x)|dx ≤ ε

A
1
n

)
n∑

k=1

∫ k

k−1
| f (x)|dx =

ε

A
1
n

)
n∑

k=1

∫ 1

0
| f (x)|dx = ε.

故

lim
n→∞

∫ 1

0
g(x) f (nx)dx =

∫ 1

0
g(x)dx

∫ 1

0
f (x)dx.

例例例 6.11 设 f (x)在 (0,+∞)上为递减的可微函数,且满足 0 < f (x) < | f ′(x)|,证明:

x f (x) >
1
x

f
(
1
x

)
, x ∈ (0, 1).

证证证明明明 由 f (x)递减可知 f ′(x) < 0,且由 0 < f (x) < − f ′(x)知 − f ′(x)
f (x) > 1.在 [x, 1

x ]
上作积分,得到

ln
f (x)
f ( 1

x )
= −

∫ 1
x

x

f ′(t)
f (t)

dt >
∫ 1

x

x
dt =

1
x
− x, x ∈ (0, 1),

此即
f (x)
f ( 1

x )
> e

1
x−x, x ∈ (0, 1).

由于所要证的不等式即为 f (x)
f ( 1

x )
> 1

x2 , 因此只需证明 e
1
x−x > 1

x2 即可.为此考察 ϕ(x) =

x2e
1
x−x 的单调性: 由于

ϕ′(x) = e
1
x−x(2x − x2 − 1)

= −(x − 1)2e
1
x−x < 0, x ∈ (0, 1),
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因此 ϕ(x) 在 (0, 1) 上严格递减, 又 ϕ(x) 在 x = 1 处连续, 从而 ϕ(x) > ϕ(1) = 1, 故
x2e

1
x−x > ϕ(1) = 1, x ∈ (0, 1).
例例例 6. 12 设 f (x)在 [0, 1]上可微,且当 x ∈ (0, 1)时,0 < f ′(x) < 1, f (0) = 0. 试证:

( ∫ 1

0
f (x)dx

)2
>

∫ 1

0
f 3(x)dx.

证证证法法法一一一 问题在于证明

( ∫ 1

0
f (x)dx

)2 −
∫ 1

0
f 3(x)dx > 0.

作辅助函数

F(x) =
( ∫ x

0
f (t)dt

)2 −
∫ x

0
f 3(t)dt.

因 F(0) = 0,故只要证明在 (0, 1)内有 F′(x) > 0. 事实上,

F′(x) = 2 f (x)
∫ x

0
f (t)dt − f 3(x) = f (x)

[
2
∫ x

0
f (t)dt − f 2(x)

]
.

已知 f (0) = 0,当 x ∈ (0, 1)时, 0 < f ′(x) < 1,故 f (x) > 0. 记

g(x) = 2
∫ x

0
f (t)dt − f 2(x),

则 g(0) = 0,
g′(x) = 2 f (x) − 2 f (x) · f ′(x) = 2 f (x)[1 − f ′(x)] > 0,

于是

g(x) = 2
∫ x

0
f (t)dt − f 2(x) > 0 (x ∈ (0, 1)),

从而 F′(x) > 0获证.
证证证法法法二二二 问题在于证明 ( ∫ 1

0 f (x)dx
)2

∫ 1
0 f 3(x)dx

> 1.

令 F(x) =
( ∫ x

0 f (t)dt
)2
, G(x) =

∫ x
0 f 3(t)dt,则利用 Cauchy中值定理得

( ∫ 1
0 f (x)dx

)2

∫ 1
0 f 3(x)dx

=
F(1) − F(0)
G(1) −G(0)

=
F′(ξ)
G′(ξ)

=
2 f (ξ)

∫ ξ

0 f (t)dt

f 3(ξ)
=

2
∫ ξ

0 f (t)dt

f 2(ξ)
(0 < ξ < 1)

=
2
∫ ξ

0 f (t)dt − 2
∫ 0

0 f (t)dt

f 2(ξ) − f 2(0)
=

2 f (η)
2 f (η) f ′(η)

=
1

f ′(η)
> 1. (0 < η < ξ < 1).
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例例例 6.13 设 f (x) 在任意 [a, b] ⊂ (−∞,+∞) 上 Riemann 可积且满足 f (x + y) =

f (x) + f (y),试求 f (x).
解解解 一方面,由条件可得

∫ x
0 f (t + y)dt =

∫ x
0 [ f (t) + f (y)]dt

=
∫ x

0 f (t)dt + x f (y);

另一方面,由换元积分,又得
∫ x

0 f (t + y)dt =
∫ x+y

y f (u)du

=
∫ x+y

0 f (u)du −
∫ y

0 f (u)du.

所以有

x f (y) =

∫ x+y

0
f (t)dt −

∫ x

0
f (t)dt −

∫ y

0
f (t)dt.

同理又有

y f (x) =

∫ y+x

0
f (t)dt −

∫ y

0
f (t)dt −

∫ x

0
f (t)dt.

由此可见,对不等于零的任意两数 x和 y,恒有

f (x)
x

=
f (y)
y
≡常数,

即 f (x) = ax, x , 0.再由题设条件,知道

f (1) = f (1 + 0) = f (1) + f (0)⇒ f (0) = 0.

所以对 x = 0, f (x) = ax同样成立; x = 1时, f (1) = a,所以 f (x) = f (1)x.
例例例 6.14 求满足下列条件的所有函数 f (x) :
(i) 在 [0,+∞))上有定义,且非负、连续;
(ii) 任给 x ∈ (0,+∞), f (x)在 [0, x]上的积分平均等于 f (0)于 f (x)的几何平均.
解解解 条件 (ii)即为

1
x

∫ x

0
f (t)dt =

√
f (0) f (x).

若记 F(x) =
∫ x

0 f (t)dt, a = f (0),则由 f (x)连续可知 F′(x) = f (x);且条件 (ii)亦即

[
1
x

F(x)
]2

= a f (x) = aF′(x).

这样,问题化为关于 F(x)的微分方程求解.
把上式改写成

a · F′(x)
[F(x)]2 =

1
x2 ,
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两边积分后得到
a

F(x)
=

1
x
−C

即

F(x) =
ax

1 −Cx
,

其中 C为任意常数. 从而求得

f (x) = F′(x) =
a

(1 −Cx)2 , x > 0.

考虑到当 C > 0时,上述 f (x)在 [0,+∞)上已不可积 (x = 1
C 不连续，舍去). 所以

f (x) =
a

(1 −Cx)2

{
当C > 0时, x ∈ [0, 1

C );
当C ≤ 0时, x ∈ [0,+∞)

就是所求的函数.
例例例 6.15 设 f (x)是 [0,+∞)上的下凸函数,证明:

H(x) =
1
x

∫ x

0
f (t)dt

也是 (0,+∞)上的下凸函数.
证证证明明明 首先,由 f (x)为下凸函数, f (t)在任意开区间 (0, x)内连续,故 f (t) ∈ R[0, x].

由下凸函数的定义,∀λ ∈ (0, 1),∀x1, x2 > 0,恒有

f (λx1 + (1 − λ)x2) ≤ λ f (x1) + (1 − λ) f (x2).

由此便可证得

H(λx1 + (1 − λ)x2) = 1
λx1+(1−λ)x2

∫ λx1+(1−λ)x2

0 f (t)dt

=
∫ 1

0 f (x(λx1 + (1 − λ)x2))dx

≤
∫ 1

0 [λ f (x1x) + (1 − λ) f (x2x)]dx
= λ

x1

∫ x1

0 f (t)dt + 1−λ
x2

∫ x2

0 f (t)dt
= λH(x1) + (1 − λ)H(x2),

所以 H(x)是 (0,+∞)上的下凸函数.
例例例 6.16 设在 [a, b]上 g(x)为连续函数, f (x)为单调的连续可微函数. 证明: 存在

ξ ∈ [a, b],使得

∫ b

a
f (x)g(x)dx = f (a)

∫ ξ

a
g(x)dx + f (b)

∫ b

ξ
g(x)dx.

证证证明明明 这是加强条件的积分第二中值定理,可望有一个不难的证明.
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设 G(x) =
∫ x

a g(t)dt, x ∈ [a, b],则有
∫ b

a f (x)g(x)dx =
∫ b

a f (x)dG(x)

= f (x)G(x)|ba −
∫ b

a f ′(x)G(x)dx

= f (b)G(b) −
∫ b

a f ′(x)G(x)dx.

由假设 f (x)为单调函数,故 f ′(x)不变号,从而 ∃ξ ∈ [a, b],使得
∫ b

a f (x)g(x)dx = f (b)G(b) −G(ξ)
∫ b

a f ′(x)dx

= f (b)
∫ b

a g(x)dx − [ f (b) − f (a)]
∫ ξ

a g(x)dx

= f (a)
∫ ξ

a g(x)dx + f (b)
∫ b
ξ

g(x)dx.

例例例 6.17 设 f (x)严格递减,在 [0, 1]上连续, f (0) = 1, f (1) = 0. 试证明:∀δ ∈ (0, 1)
有

(1) lim
n→∞

∫ 1
δ

( f (x))ndx
∫ δ

0 ( f (x))ndx
= 0; (2) lim

n→∞

∫ δ
0 ( f (x))n+1dx
∫ 1

0 ( f (x))ndx
= 1.

证证证明明明 (1) (利用两边夹法则)因 f (x) ↘, 0 < f (δ) < f ( δ2 ),
( f (δ)

f ( δ2 )

)n → 0(当 n → ∞
时),故对任意固定的 δ ∈ (0, 1)有:

0 ≤
∫ 1
δ

( f (x))ndx
∫ δ

0 ( f (x))ndx
≤

∫ 1
δ

( f (x))ndx
∫ δ

2
0 ( f (x))ndx

≤
∫ 1
δ

( f (δ))ndx
∫ δ

2
0 ( f ( δ2 ))ndx

≤
( f (δ)

f ( δ2 )

)n · (1 − δ)
δ
2

→ 0 (n→ ∞).

(2) (利用两边夹法则的推广形式)因 f (x)严格递减, f (0) = 1, f (1) = 0,知 0 < f (x) < 1
当 x ∈ (0, 1)时. 据连续性, ∀ε > 0, ∃δ1 : 0 < δ1 < δ使得

f (x) > 1 − ε (∀x ∈ [0, δ1]).

于是由(1)知

1 =

∫ 1
0 ( f (x))ndx

∫ 1
0 ( f (x))ndx

≥
∫ 1

0 ( f (x))n+1dx
∫ 1

0 ( f (x))ndx
≥

∫ δ

0 ( f (x))n+1dx
∫ 1

0 ( f (x))ndx

≥
∫ δ1

0 ( f (x))n+1dx
∫ 1

0 ( f (x))ndx
≥ (1 − ε)

∫ δ1

0 ( f (x))ndx
∫ δ1

0 ( f (x))ndx +
∫ 1
δ1

( f (x))ndx

= (1 − ε)
1

1 +

∫ 1
δ1

( f (x))ndx
∫ δ1

0 ( f (x))ndx

→(1 − ε) (当n→ ∞时)

由 ε > 0的任意性知

lim
n→∞

∫ δ

0 ( f (x))n+1dx
∫ 1

0 ( f (x))ndx
= 1.
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例例例 6.18 设 f (x)在 [A, B]上连续,A < a < b < B,试证:

lim
h→0

∫ b

a

f (x + h) − f (x)
h

dx = f (b) − f (a).

证证证明明明

lim
h→0

∫ b

a

f (x + h) − f (x)
h

dx = lim
h→0

1
h

[ ∫ b

a
f (x + h)dx −

∫ b

a
f (x)dx

]

= lim
h→0

1
h

[ ∫ b+h

a+h
f (t)dt −

∫ b

a
f (x)dx

]
.

应用 0
0 型 L’Hospital法则

上式 = lim
h→0

[ f (b + h) − f (a + h)] = f (b) − f (a).

例例例 6.19 设 f (x) 在 [0, 1] 上二阶连续可导， f (0) = f (1) = 0, 且当 x ∈ (0, 1) 时

f (x) , 0. 求证：
∫ 1

0

∣∣∣∣∣
f ′′(x)
f (x)

∣∣∣∣∣ dx ≥ 4. (精解 P195 15,典型例题例 4.3.5)

证证证明明明 因 (0, 1)内 f (x) , 0,故 f (x)在 (0, 1)内恒正或恒负 [否则由介值性,必有
零点在 (0, 1)内,与 f (x) , 0矛盾]. 不妨设 f (x) > 0(< 0的情况类似可证). 因 f (x)在
[0, 1]上连续,故存在 c ∈ [0, 1], 使得 f (c) = max

0≤x≤1
f (x). 注意到 f (0) = f (1) = 0, 应用

Lagrange中值定理,

∃ξ ∈ (0, c),使得 f ′(ξ) =
f (c) − f (0)

c − 0
=

f (c)
c
,

∃η ∈ (c, 1),使得 f ′(η) =
f (1) − f (c)

1 − c
=

f (c)
c − 1

.

令 a = ξ, b = η,则 0 < a < b < 1,注意到

√
c(1 − c) ≤ c + (1 − c)

2
=

1
2
,

此时
∫ 1

0

∣∣∣∣ f ′′(x)
f (x)

∣∣∣∣dx ≥
∫ 1

0

∣∣∣∣ f ′′(x)
f (c)

∣∣∣∣dx =
1

f (c)

∫ 1

0
| f ′′(x)|dx

≥ 1
f (c)

∫ b

a
| f ′′(x)|dx ≥ 1

f (c)

∣∣∣∣
∫ b

a
f ′′(x)dx

∣∣∣∣

=
1

f (c)
| f ′(b) − f ′(a)| = 1

f (c)
| f ′(η) − f ′(ξ)| 1

c(1 − c)
≥ 4.

命题获证.
例例例 6.20 设 f (x)在 [a, b]上二次连续可微, f ( a+b

2 ) = 0,试证:

∣∣∣∣
∫ b

a
f (x)dx

∣∣∣∣ ≤ M(b − a)3/24,
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其中 M = sup
a≤x≤b

| f ′′(x)|.
证证证明明明 将 f (x)在 x = a+b

2 处用 Tayor公式展开,注意到 f ( a+b
2 ) = 0,有

f (x) = f ′
(a + b

2

)(
x − a + b

2

)
+

1
2!

f ′′(ξ)
(
x − a + b

2

)2
.

右端第一项在 [a, b]上的积分为零. 故

∣∣∣∣
∫ b

a
f (x)dx

∣∣∣∣ ≤ 1
2!

∫ b

a
| f ′′(ξ)|

(
x − a + b

2

)2
dx

≤ 1
6

M
(
x − a + b

2

)3∣∣∣∣
b

a
=

M
24

(b − a)3.

例例例 6.21 设 f (x)在 [a, b]上有连续的导函数, f (a) = 0,试证:

∫ b

a
| f (x) f ′(x)|dx ≤ b − a

2

∫ b

a
( f ′(x))2dx.

证证证明明明 令 g(x) =
∫ x

a | f ′(t)|dt (a ≤ x ≤ b),则 g′(x) = | f ′(x)|. 由 f (a) = 0知

| f (x)| = | f (x) − f (a)| =
∣∣∣∣
∫ x

a
f ′(t)dt

∣∣∣∣ ≤
∫ x

a
| f ′(t)|dt = g(x).

因此
∫ b

a
| f (x) f ′(x)|dx ≤

∫ b

a
g(x)g′(x)dx =

∫ b

a
g(x)dg(x) =

1
2

g2(x)
∣∣∣∣
b

a

=
1
2

( ∫ b

a
| f ′(t)dt

)2
=

1
2

( ∫ b

a
1 · | f ′(t)dt|

)2
(应用 Schwarz不等式)

≤ 1
2

∫ b

a
12dx ·

∫ b

a
| f ′(t)|2dt ≤ b − a

2

∫ b

a
( f ′(t))2dt.

例例例 6.22 设函数 f (x)二次可微,证明在 (a, b)内存在一点 ξ,使得

f ′′(ξ) =
24

(b − a)3

∫ b

a

(
f (x) − f

(a + b
2

))
dx.

证证证明明明 记 x0 = a+b
2 ,将被积函数在 x = x0 处按 Taylor公式展开,

f (x) − f (x0) = (x − x0) f ′(x0) +
(x − x0)2

2
f ′′(η),

其中 η在 x0与 x之间. 在区间 [a, b]上取积分,注意上式右边第一项的积分为零,因此

∫ b

a
( f (x) − f (x0))dx =

1
2

∫ b

a
(x − x0)2 f ′′(η)dx,
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此式右端 f ′′(η)虽然不一定连续,但导数具有介值性质,因而积分第一中值定理仍然
成立. 故 ∃ξ(a, b),使得

∫ b

a
(x − x0)2 f ′′(η)dx = f ′′(ξ)

∫ b

a
(x − x0)2dx =

(b − a)3

12
f ′′(ξ).

从而结合以上两式命题得证.
例例例 6.23 设 f (x)在 [a, b]上连续可微,且 f (a) = f (b) = 0,则

max
a≤x≤b

| f ′(x)| ≥ 4
(b − a)2

∫ b

a
| f (x)|dx.

证证证明明明
∫ b

a
| f (x)|dx =

∫ a+b
2

a
| f (x)|dx +

∫ b

a+b
2

| f (x)|dx

=

∫ a+b
2

a
| f (x) − f (a)|dx +

∫ b

a+b
2

| f (x) − f (b)|dx

=

∫ a+b
2

a
| f ′(ξ)(x − a)|dx +

∫ b

a+b
2

| f ′(η)(b − x)|dx.

≤ M
(b − a)2

8
+ M

(b − a)2

8
= M

(b − a)2

4
,

这里 M = maxa≤x≤b | f ′(x)|,且右端两项分别在 a, b点应用了微分中值定理. 由此

max
a≤x≤b

| f ′(x)| ≥ 4
(b − a)2

∫ b

a
| f (x)|dx,

命题得证.
例例例 6.24 在 [0, 2]上是否存在这样的函数,连续可微,并且

f (0) = f (2) = 1, | f ′(x)| ≤ 1,
∣∣∣∣
∫ 2

0
f (x)dx

∣∣∣∣ ≤ 1?

证证证明明明 (据已知条件重新对积分
∫ 2

0 f (x)dx进行分段)

∫ 2

0
f (x)dx =

∫ 1

0
f (x)dx +

∫ 2

1
f (x)dx

右端第一项,按 x = 0处展开,注意 f (0) = 1及 | f ′(x)| ≤ 1条件,

f (x) = f (0) + f ′(ξ)x (0 < ξ < x)

= 1 + f ′(ξ)x ≥ 1 − x (∀x ∈ [0, 1]).

从而 ∫ 1

0
f (x)dx ≥

∫ 1

0
(1 − x)dx =

1
2
.
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类似,当 x ∈ [1, 2]时,
f (x) = f (2) + f ′(η)(x − 2) ≥ x − 1.

所以
∫ 2

1 f (x)dx ≥
∫ 2

1 (x − 1)dx = 1
2 .

(现证这种 f 不存在)假设这种 f 存在,则由
∣∣∣∣
∫ 2

0 f (x)dx
∣∣∣∣ ≤ 1,及

∫ 2
0 f (x)dx ≥ 1知

∫ 2

0
f (x)dx = 1 =

∫ 1

0
(1 − x)dx +

∫ 2

1
(x − 1)dx.

记

g(x) ≡
{

1 − x,当 0 ≤ x ≤ 1时,
x − 1,当 1 < x ≤ 2时.

由此表明二连续函数 f (x) ≥ g(x),且积分值相等，从而 f (x) ≡ g(x)在 [0, 2]上,但此
与 f 的可微性矛盾,所以 f 不存在.

例例例 6.25 函数 f (x)在闭区间 [0, 1]上有连续的一阶导数,证明:
∫ 1

0
| f (x)|dx ≤ max

{∫ 1

0
| f ′(x)|dx,

∣∣∣∣∣∣
∫ 1

0
f (x)dx

∣∣∣∣∣∣
}
.

证证证 (1) 若
∣∣∣∣
∫ 1

0 f (x)dx
∣∣∣∣ =

∫ 1
0 | f (x)|dx,问题自明.

(2) 若
∣∣∣∣
∫ 1

0 f (x)dx
∣∣∣∣ <

∫ 1
0 | f (x)|dx,则 f (x)在 [0, 1]上变号,由 f 的连续性知 ∃x0 ∈

(0, 1)使得 f (x0) = 0,于是

| f (x)| = | f (x) − f (x0)| =
∣∣∣∣
∫ x

x0

f ′(x)dx
∣∣∣∣ ≤

∫ x

x0

| f ′(x)|dx ≤
∫ 1

0
| f ′(x)|dx.

取积分知
∫ 1

0 | f (x)|dx ≤
∫ 1

0 | f ′(x)|dx.原不等式获证.

例例例 6.26 设 f (x)为 n次多项式,且
∫ 1

0 xk f (x)dx = 0 (k = 1, 2, · · · , n)试证:

(1) f (0) = (n + 1)2
∫ 1

0 f (x)dx;

(2)
∫ 1

0 f 2(x)dx =
(
(n + 1)

∫ 1
0 f (x)dx

)2
.

证证证明明明 既然 f (x)为 n次多项式,不妨设 f (x) = a0 + a1x + · · ·+ anxn,于是 f (0) = a0.

利用已知条件

∫ 1

0
f 2(x)dx =

∫ 1

0
(a0 + a1 + · · · + anxn) f (x)dx = a0

∫ 1

0
f (x)dx

可见,只要证明了

a0 = (n + 1)2
∫ 1

0
f (x)dx

将其代入即得结论 (i)与 (ii). 下面我们来证明此式. 事实上
∫ 1

0
xk f (x)dx =

a0

k + 1
+

a1

k + 2
+ · · · + an

n + k + 1
=

Q(k)
(k + 1)(k + 2) · · · (k + n + 1)

, ∗



224 第六章 函数的定积分及其应用

其中 Q(k)是关于 k的 n次多项式. 根据已知条件知 Q(k) = 0 (k = 1, 2, · · · , n)即 Q以
1, 2, · · · , n为根,因此

Q(k) = c(k − 1)(k − 2) · · · (k − n)

(其中 c为某一常数),将其代入 (*)的后一等式,同乘以 k + 1,并令 k = −1,则得

a0 = (−1)n(n + 1)c,

在将其代入 (*),并令 k = 0,可得

∫ 1

0
f (x)dx =

(−1)n

n + 1
c.

消去 c,即得 a0 = (n + 1)2
∫ 1

0 f (x)dx,证毕.
例例例 6.27 设 f (x)在 [0, 1]上连续,

∫ 1

0
xk f (x)dx = 1 (k = 0, 1, · · · , n − 1),

∫ 1

0
xn f (x)dx = 0.

求证: 在 [0, 1]的某一部分上 | f (x)| ≥ 2n(n + 1).
证证证明明明 由已知条件,对任意 α,恒有

∫ 1

0
(x − α)n f (x)dx = 1.

(用反证法)假设 [0, 1]处处都有 | f (x)| < 2n(n + 1). 若能选取恰当的 α,由此得出估计∣∣∣∣
∫ 1

0 (x − α)n f (x)dx
∣∣∣∣ < 1,便找到了矛盾. 事实上,取 α = 1

2 ,这时有

∣∣∣∣
∫ 1

0
(x − α)n f (x)dx

∣∣∣∣ < 2n(n + 1)
∫ 1

0
|x − α|ndx = 2n(n + 1)

∫ 1

0

∣∣∣∣x − 1
2

∣∣∣∣
n
dx

= 2n(n + 1)
[ ∫ 1

2

0

(1
2
− x

)n
dx +

∫ 1

1
2

(
x − 1

2

)n
dx

]
= 1.

证毕.
例例例 6.28 设 f (x)在 [0, π2 ]上连续,

∫ π
2

0
f (x) sin xdx =

∫ π
2

0
f (x) cos xdx = 0.

试证: f (x)在 (0, π2 )内至少有两个零 (值)点.
证证证明明明 (1) 若 f (x)在 (0, π2 )无零点,因 f (x)连续, f (x)在 (0, π2 )恒保持同号,例如

f (x) > 0(或 < 0)则得估计

∫ π
2

0
f (x) sin xdx > 0(或 < 0),
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与已知条件矛盾. 可见 (0, π2 )中至少有一个零点 x0 ∈ (0, π2 ).
(2) 若 f (x)除 x0 外在 (0, π2 )内再无零点,则 f (x)在 (0, x0)与 (x0,

π
2 )内分别保持

不变号.若 f 在此二区间符号相异,则 f (x) sin(x − x0)恒正 (或恒负),
∫ π

2

0
f (x) sin(x − x0)dx > 0(或 < 0).

但由已知条件 ∫ π
2

0
f (x) sin(x − x0)dx = cos x0

∫ π
2

0
f (x) sin xdx

− sin x0

∫ π
2

0
f (x) cos xdx = 0,

矛盾. 若 f 在二区间上符号相同,则 f (x) cos(x − x0)恒正 (或恒负),同样可推出矛盾.

第六章复习题

1. 求下列定积分

(1)
∫ 1

0
x

(1+x)a dx; (2)
∫ 1

0 ln(1 +
√

x)dx;

(3)
∫ a√

2
0

dx
(a2−x2)3/2 ; (4)

∫ √3
1

√
1+x2

x dx;

(5)
∫ 4

0

√
x

1+x dx; (6)
∫ 1

0 arcsin
√

x
1+x dx;

(7)
∫ 1

1
2

e
√

2x−1dx; (8)
∫ ln2

0

√
1 − e−2xdx;

(9)
∫ π

4
0

x
1+cos 2x dx; (10)

∫ 1
0

ln(1+x)
(2−x)2 dx;

(11)
∫ 1

0
x

ex+e(1−x) dx; (12)
∫ π

0
dx

2 cos2 x+sin2 x
;

(13)
∫ nπ

0 x| sin x|dx; (14)
∫ π

0 ex cos2 xdx.

2. (1) 设 x ≥ −1.求
∫ x
−1(1 − |t|)dt; (2) 求

∫ 3
2

1
2

1√
|x−x2 |

dx.

3. 求 lim
x→∞

∫ x+2
x t(sin 3

t ) f (t)dt，其中 f (t)可微,且已知 lim
t→∞ f (t) = 1.

4. 设 f (2) = 1
2 , f ′(2) = 0,

∫ 2
0 f (x)dx = 1,求

∫ 1
0 f ′′(2x)dx.

5. 设 f (x) = f (x − π) + sin x,且当 x ∈ [0, π]时， f (x) = x,求
∫ 3π
π

f (x)dx.
6. 设 f (x)可积，求证：e f (x) 也可积.
7. 设 f (x)在 [a, b]上可积且 f (x) ≥ C > 0. 求证： 1

f (x) ln f (x)都在 [a, b]上可积.
8. 设 f (x)在 [0, 1]上可积且 f (x) ≥ a > 0.求证：

∫ 1

0

1
f (x)

dx ≥ 1∫ 1
0 f (x)dx

.

9. 设 f (x)在 [0, 1]上连续，且 f (x) > 0,证明：ln
∫ 1

0 f (x)dx ≥
∫ 1

0 ln f (x)dx.
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10. 求证：
∫ π

2
0 sin(sin x)dx ≤

∫ π
2

0 cos(cos x)dx.
11. 证明：
(1) lim

n→∞
∫ 1

0 exn
dx = 1;

(2) lim
n→∞

∫ 1
0 (1 − x2)ndx = 0;

(3) lim
n→∞

∫ 1
0

xn√
1+x4

dx = 0.

12. 设 f (x)在 [0, 1]上连续，则
∫ π

2
0 f (| cos x|)dx = 1

4

∫ π
2

0 f (| cos x|)dx.

13. 对任意自然数 n,求证：
∫ n

0
1−(1− t

n )n

t dt = 1 + 1
2 + · · · + 1

n .
14. 设 S (x) =

∫ x
0 | cos t|dt,

(1) 当 n为整数,且 nπ ≤ x < (n + 1)π时,证明: 2n ≤ S (x) < 2(n + 1);
(2) 求 lim

x→+∞
S (x)

x .

15. 设 f (x) = 2x sin 1
x − cos 1

x (x , 0); f (0) = 0.
(1) 问 f (x)是否在 [−1, 1]上可积？
(2) 问变上限积分

∫ x
−1 f (t)dt在点 x = 0处是否可导？

16. 设 f 为连续函数，证明： lim
n→∞

2
π

∫ 1
0

n
n2 x2+1 f (x)dx = f (0).

17. 设 f (x) ∈ C[01]，且在 (0, 1)上可微，若有 8
∫ 1

7
8

f (x)dx = f (0)，证明：存在

ξ ∈ (0, 1)，使得 f ′(ξ) = 0.
18. 设 f (x)在 [a, b]上连续，求证：

∫ b
a f (x)dx =

∫ b
a f (a + b − x)dx. 并由此计算

∫ π
3

π
6

cos2 x
x(π − 2x)

dx.

19. 设 f (x) ∈ R[0, 1],且 a ≤ f (x) ≤ b,又 ϕ(x)是 [a, b]上可导的凹函数. 求证：
(1) ϕ( f (x)) ≥ ϕ(t) + ϕ′(t)( f (x) − t) (∀t ∈ (a, b));

(2)
∫ 1

0 ϕ( f (x))dx ≥ ϕ
(∫ 1

0 f (x)dx
)

;

(3)
∫ 1

0 e f (x)dx ≥ e
∫ 1

0 f (x)dx.
20. 设 0 < a < b, f (x)在 [a, b]上连续，并满足 f ( ab

x ) = f (x)(∀x ∈ [a, b]),求证：

∫ b

a
f (x)

lnx
x

dx =
ln(ab)

2

∫ b

a

f (x)
x

dx.

21. 设 a > 0, f (x)在 (0,+∞)上连续，并满足 f
(

a2

x

)
= f (x) (∀x > 0). 求证：

(1)
∫ a2

a
f (x)

x dx =
∫ a

1
f (x)

x dx;

(2)
∫ a

1
f (x2)

x dx =
∫ a

1
f (x)

x dx;

(3) 如果 g(x)在 (0,+∞)上连续，则
∫ a

1 g
(
x2 + a2

x2

)
dx
x =

∫ a
1 g

(
x + a2

x

)
dx
x .

22. 设 f ∈ C1[0, 1], f (0) = f (1) = 0,证明
∣∣∣∣∣∣
∫ 1

0
f (x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
1
2

∫ 1

0
| f ′(x)|dx.
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23. 设 f (x)的一阶导数在 [0, 1]上连续，且 f (0) = f (1) = 0，求证；
∣∣∣∣∣∣
∫ 1

0
f (x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
1
4

max
0≤x≤1

| f ′(x)|.

24. 设 f (x) 在 (0,+∞) 上连续可微，且 f (0) = 1, x ≥ 0 时， f (x) > | f ′(x)| 证
明：x > 0时，ex > f (x).

25. 设 f (x)在 (−∞,+∞)有连续导数,求 lim
a→0+

1
a2

∫ a
−a[ f (t + a) − f (t − a)]dt.

26. 设 f ∈ C[0,+∞)且 lim
x→+∞ f (x) = A,求证： lim

n→+∞
∫ 1

0 f (nx)dx = A.

27. 设 f (x) ≥ 0, g(x) > 0,二函数在 [a, b]上连续,求证:

lim
n→∞

( ∫ b

a
( f (x))ng(x)dx

) 1
n

= max
a≤x≤b

f (x).

28. 设 f ∈ C[a, b],且 ∃m ∈ N,使得
∫ b

a xn f (x)dx = 0 (n = 0, 1, 2 · · · ,m),求证： f (x)
在 (a, b)内至少有 m + 1个零点,且 f (x)在零点的两端异号. (归纳法)

29. 设函数 f (x)二阶可微，求证；存在 ξ ∈ (a, b)，使得
∣∣∣∣∣∣
∫ b

a
f (x)dx − (b − a) f

(
a + b

2

)∣∣∣∣∣∣ ≤
M
24

(b − a)3,

其中 M = max
x∈[a,b]

| f ′′(x)|.
30. 设 f (x)在 [0, 2π]上单调，求证： lim

‖T‖→∞

∫ 2π
0 f (x) sin ‖T‖xdx = 0.

31. 设 f ′(x) ∈ C[0, 1]，求证：
∫ 1

0 xn f (x)dx =
f (1)
n + o( 1

n ) (n→ ∞).
32. 若 f (x)是连续的以 T 为周期的函数，求证:

lim
x→∞

1
x

∫ x

0
f (t)dt =

1
T

∫ T

0
f (t)dt.

33. 设 f (x) ∈ C[0,+∞),
∫ ∞

0 | f (t)dt| 收敛, 并且 | f (x)| ≤
∫ x

0 | f (t)|dt(x ≥ 0), 求证:
f (x) = 0.

34. 设 f (x) ∈ C[01],且对一切 x ∈ [0, 1]有
∫ x

0 f (u)du ≥ f (x) ≥ 0，则 f (x) = 0.
35. 设 f (x) ≥ 0 在 [0, 1] 上连续， f (1) = 0, 求证：存在 ξ ∈ (0, 1), 使得 f (ξ) =∫ ξ

0 f (x)dx.
36. 设函数 f (x)在 [0, π]上连续，且

∫ π

0 f (x)dx = 0,
∫ π

0 f (x) cos xdx = 0．求证；
在 (0, π)内至少存在两个不同的点 ξ1, ξ2，使得 f (ξ1) = f (ξ2) = 0.

37. 函数 f 在 [0, 2]上连续、可导，且 f (0) = f (2) = 1，如果 | f ′(x)| ≤ 1,求证：
∣∣∣∣∣∣
∫ 2

0
f (x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≥ 1.

(典型例题 P245例 4.3.8)
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38. 设 f (x)在 [a, b]上连续,证明 2
∫ b

a f (x)[
∫ b

x f (t)dt]dx = [
∫ b

a f (x)dx]2.
39. 设 f (x) ≥ 0, f ′′(x) ≤ 0(∀x ∈ [a, b]) . 求证：

max
a≤x≤b

f (x) ≤ 2
b − a

∫ b

a
f (x)dx.

40. 设 f 在 [a, b]上连续可导，求证：

max
z∈[a,b]

| f (x)| ≤ 1
b − a

∣∣∣∣∣∣
∫ b

a
f (x)dx

∣∣∣∣∣∣ +

∫ b

a
| f ′(x)|dx.

(解题指南 P150例 3.2.7)
提提提示示示 ∃ξ, x0 ∈ [a, b]使得

| f (ξ)| = 1
b − a

∣∣∣∣
∫ b

a
f (x)dx

∣∣∣∣,

max
a≤x≤b

| f (x)| = | f (x0)| =
∣∣∣∣
∫ x0

ξ
f ′(t)dt + f (ξ)

∣∣∣∣.

41. 设 f (x)在 [a, b]上二阶连续可微，求证：

f (x) − f (a) − f ′(a)(x − a) =

∫ x

a
f ′′(t)(x − t)dt, (∀x ∈ [a, b]).

42. 设 a, b > 0, f (x) ≥ 0,且 f (x)在 [a, b]上可积,
∫ b
−a x f (x)dx = 0. 试证:

∫ b

a
x2 f (x)dx ≤ ab

∫ b

−a
f (x)dx.

提提提示示示 ∫ b

−a
[(x + a)(b − x)] f (x)dx ≥ 0.

43. 设 f (x)与 g(x)在 [a, b]上可积，且 f (x)与 g(x)为似序,即:∀x1, x2有

( f (x1) − f (x2))(g(x1) − g(x2)) ≥ 0.

试证 ∫ b

a
f (x)dx

∫ b

a
g(x)dx ≤ (b − a)

∫ b

a
f (x)g(x)dx.

提提提示示示 在条件式里先对 x1 于 [a, b]上取积分,然后对 x2在 [a, b]上取积分.
44. 设 f 在 [a, b]上连续可导， f (a) = 0.证明:
(1) max

z∈[a,b]
f 2(x) ≤ (b − a)

∫ b
a ( f ′(x))2dx;

(2)
∫ b

a f 2(x)dx ≤ (b − a)2

2

∫ b

a
( f ′(x))2dx.(精解 P215 8)
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45. 设 f (x)在 [a, b]上连续且单调递增，求证：
∫ b

a
x f (x)dx ≥ a + b

2

∫ b

a
f (x)dx.

(精解 P216 10,解题指南 P160例 10)
46. 若函数 f 在 [0, 1]上连续可导，且 f (0) = 0, f (1) = 1,求证:

∫ 1

0
| f (x) − f ′(x)|dx ≥ 1

e
.

(解题指南 P162例 11)
47. 设函数 f 连续可导， f (1) = 1,且当 x ≥ 1时有

f ′(x) =
1

x2 + f 2(x)
.

证明： lim
x→+∞ f (x)存在，且

lim
x→+∞ f (x) ≤ 1 +

π

4
.

48. 设函数 f 在 [0, 1]上二阶连续可导，并且 f (0) = f (1) = f ′(0) = 0, f ′(1) = 1，
求证：

∫ 1
0 ( f ′′(x))2dx ≤ 4.指出式中等号成立的条件.

49. 设函数 f 在区间 [0,+∞)上递增，定义函数 φ(x) =
∫ x

0 f (t)dt, x ≥ 0,求证：φ
是 [0,+∞)上的凸函数. (典型例题 P263例 4.3.28)

50. 设函数 f 在 [−1, 1]上可导，M = sup | f ′|.若存在 a ∈ (0, 1),使得
∫ a
−a f (x)dx =

0，求证： ∣∣∣∣∣∣
∫ 1

−1
f (x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ M(1 − a2).

51. 设 f 是 [a, b]上连续的凸函数，试证:

f
(
a + b

2

)
≤ 1

b − a

∫ b

a
f (x)dx ≤ f (a) + f (b)

2
.

(典型例题 P261例 4.3.26)
52. 设 f 二阶连续可导，且 f ≥ 0, f ′′ ≤ 0. 求证：对任何 c ∈ [a, b], 有 f (c) ≤

2
b − a

∫ b

a
f (x)dx.

53.设函数 f 在 [0, 1]上可积，且有正数m和 M，使得m ≤ f (x) ≤ M对 x ∈ [0, 1]
成立. 求证： ∫ 1

0
f (x)dx

∫ 1

0

dx
f (x)

≤ (m + M)2

4mM
.

54. 设 f 在 [a, b]上可积，则在开区间 (a, b)内至少有 f 的一个连续点.
55. 设 f ≥ 0在 [a, b]上可积，求证：等式

∫ b
a f (x)dx = 0成立的必要充分条件是

f 在连续点处必取零值.(典型例题 P237例 4.2.12)
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56. 设 f ∈ C[−1, 1]并满足条件：对 [−1, 1]的任何偶函数 g,积分
∫ 1
−1 f (x)g(x)dx =

0,证明： f 是 [−1, 1]上的奇函数.(典型例题 P238练习 4.2.7)
57. 设 x(t)在 [0, a]上连续并且满足 |x(t)| ≤ M + k

∫ t
0 |x(t)|dt,这里 M 与 k为正常

数，求证：|x(t)| ≤ Mekt, t ∈ [0, a].


