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2022 ∼ 2023 学年第一学期期中考试试卷

《抽象代数》（共 4 页）

（考试时间：2022 年 11 月 6 日）
题号 一 二 三 四 五 六 七 成 绩 核分人签字

得分

第一题 (10 分)
阅卷人

得 分

给出正整数集合 N+ 上的一个群结构.

第二题 (15 分)
阅卷人

得 分

令 G 是一个群，Aut(G) 是集合 G 的所有双射组成的变换群. 证明 G 必同构于

Aut(G) 的一个子群.

考虑必-42区 ， ni

定狱上+"运算

a b EN at b=4"（4（a）+4（b））

4的+4（b） 中的"十"为2上普甬加法。

下验证（心，十）为群即可

(at b）十（二 474心+4（b））+C= 474（a) t19（b）+4川

工 474（a））+474的1十灿）

=at(btc)

It a=4"（ot4（a））=a、

比1 at(a+（州）=4伙。）t.ua比们1 =4%）=1

HE的.的

显然心上上述运算封闭

没 G-G, x1-ax 先验证这是一个双射，

Ux,y EG，若xy，有aeay 人4a为映射

若xty，则灿）中出（g）若不然axzay同在和"，xy矛盾，

人4a为单射，

比GG, Id x EG， Yaldx）=x 24。为满射，

人4a E Aut(G)

考虑G-4> Aut(G），at-sea为一个单射

验证单射：若4（a）=中（b） 有出二4，

人 4alllt.li） 人azb.

验证这是同态： 4lab）=e=q。发出a） 001（b）

t.GS中（G）双射， i. 0为G→01（G）的群同杨

最后验证4（G）为A比（G）的子群.

4ato-4a.be中（G）

出十二CGE中（G) ☐.
一
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第三题 (15 分)
阅卷人

得 分

令 SLn(R) = {A | |A| = 1}, ∀A ∈ SLn(R), 定义 ϕ(A) = (At)−1. 证明
ϕ : SLn(R) → SLn(R) 是一个群同构.

第四题 (15 分)
阅卷人

得 分

设 I ⊂ R 是交换环 R 的一个理想, 证明
√
I := {r ∈ R | rn ∈ I关于某一正整数n} 也

是 R 的理想.

先验证an们为群 （略）

FA,BES.lu们

1 （A B）=（1A B）州=（15'At性幽"（155'=4（A） 4（B)

若4（A）=10（B） 即 必以妙" i.AE13大汨巧，

人4单射，

（注逆元唯一：幽生的'：.At。凼"二In i.做咧吉叫

UAE Sln侧

刚七 二卌人前

4（（A）七）=A

人4为一个群同扬，

1
人LITES In们

a中为满射，

ta,b EE, I m,n EIN sta"，b"EI,Atm,at EI.tn，嘲

人从州呮 Ěl，叫谳"火+ mtn副㓵àb""EI

t.at b EE,

OEI 人 OGE

HER, a x_x a， （axl"=a"x"EI t.mx,xa EE

令x-1， 有一-_-la EE,

i 冮为12的理想. 17

口
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第五题 (15 分)
阅卷人

得 分

令 R 是含恒等元的交换环.
(1) 证明 R 的极大理想必为素理想;
(2) 举例说明 R 的素理想不一定是极大的.

第六题 (15 分)
阅卷人

得 分

令 α ̸= 0, β ∈ C 为有理数域 Q 上的代数元, 证明元素 (α + 2β
α
)3 也是 Q 上的代数元.

山 I为极大理想⇐ 7佐为域.

I为素理想⑦版为整环

tītō ERG ⇒ r ERE,er,I>=｛art black,b EI｝，

可验证<r,I>为12的理想 （略） 且I far,I>

人<r,I>=R， 人1Ecr,I>

二）丑x ER,y EI, St xrtyy 则 niitgi.ir

⇒版为域 "咗为整环，

若ab EI, aizā5心， 又咗为整环，

人āō或5=ō. 人a EI，或b

（212的零理想｛0｝，

或 k为一个域

K[x］= 笙=K"'%，

9'

6'

或
kzxyj

ago
二KIX，们

1
欧式环、

（定理不可以直接用）

证明①心❤为代数扩张

①［0］，up为代数扩张，

且☒［0］了Q,Q(f）了Q为有限扩张，

［Q[o]i Q］<t O 邮为☒上代数.设有的为
p在①上报小多项式。

AH)EQEU

⇒ AMEN］［t］ ⇒ up比）在此了上零化f.

人［cop:QI。门之deg Up）<to.

i.［leap:Q］<to，

⇒ Qtap为有限扩张、

⇒ up为代数扩张.

lot2趴GO.io,p 是代数元。
口

口
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第七题 (15 分)
阅卷人

得 分

设 f(x) ∈ F [x] 是一个次数为 n 的多项式, 令 L 是 f(x) 在 F 上的一个分裂域, 证明：
[L : F ] | n!.

当为不可约时，

对次数归纳，k=1时显然

做没ksnt时成立，

令 f）=a（7心）…。从9） a GF,ai EL

kn时
考虑gyalx.az）……从On1 dgl8）=叫，

L是&》在辰门上的分裂成，

由假设 Il:Fia叭叭！

fail二0， fix)E有 不可的， i 将比州二将（f）=n，

人［Fia］：F］=h. 人［l:F］=［L:F[a］］IF[a］：F) In！

i当水》的时.没 fix）=fix）灬f们 为不可的分解，

记deg制沁> 0 则ni-tn.in，

令拟在下上的分裂域为4，则［4：Film！

且之为左趴…后们在山上的分裂城.

扣）EF[a］［x]

10

岻。定理可得

令扣，在山上分裂城为红，则［h：4］/n。！

令Li为f.州在心上分裂城，比2，-，s）

则L：下］-［心心］ˋ［4_，：红了…［L，：F

→这一步如1在4上可约时dglf.in，由

，则［屾州州

n，！以！…叫

注意到
出！！！譽州"：

1…1""""咋.
Ms-1

人 T.li F]In! 口

这个或子也可表示n个元素分成以组

每组至少1个元素，从而这个式子为整数.

归纳假设成立.


