
        
            
                
            
        

    
前  言

鉴于这么多糊涂虫都会微积分，而居然还有另一些糊涂虫认为掌握这种本领是艰难枯燥的差事，这就太不可思议了。

在微积分的这些技巧中，有些非常简单，有些则极其困难。那些编写高等数学教科书的傻瓜们——绝大多数是聪明的“傻瓜”——几乎不会费心向你展示计算过程如何简单。相反，他们希望选用最高深的方法来解决问题，好让你臣服于他们的绝顶聪明。

作为一个子脑瓜不灵光的人，鄙人曾迫使自己把那些冗繁的方法抛到脑后，而现在，请允许我将微积分中相对简单的部分呈现给我的同仁们。只要将这些内容彻底掌握，余下的部分也就水到渠成了。我能做到，你也能做到。


第一章  克服微积分恐惧症之初探

大多数中学五年级（1）的学生可能开始尝试学习微积分时就被吓得缩手缩脚，其实只要用通俗易懂的语言把计算中会用到的两个基本符号说清楚，这种恐惧感一出现就可以被化解，并且一劳永逸。

这些让人讨厌的符号包括：

（1）表示“一丁点……”的d：dx（或者du）就代表一丁点的x（或者u）。数学家们通常认为把dx表述成“一小部分”会比“一丁点”更为恰当，你要这么称呼也可以，但是切记，这些“一丁点”（或者一小部分）表示无限小。

（2）作为加长版S的ʃ，可以叫作“……的总和”：因此ʃdx（或ʃdt）代表所有一丁点的x（或者t）的总和。数学家们通常称这个符号为“积分”。现在事情就再明显不过了，如果把x看作是由大量的小部分组成的，每个小部分称作dx，把它们全都加在一起所得到全部dx的总和——也就是一个完整的x。简单来说，“积分”一词代表“全部”。如果把一段时间的长度想像成一个小时，你将它细分成3600份（多少份你说了算）称为秒，那么这3600份全部加在一起就组成了一小时。

从今往后，当你看见一个以这种可怕的符号开头的式子，只要知道，它不过是要引导你把跟在后面的所有一连串的小部分加起来（只要你会加法）。

如此而已。

以英国等地为代表的中学学制下的五年级学生，水平与中国学制的高一、高二学生相当。（译者注）


第二章  微小到微乎其微

在计算过程中，我们常常会发现自己需要处理不同程度的微小数量，可以说是从微小到微乎其微。

同时，我们也需要知道在什么情形下可以对微小的数量忽略不计。这一切均取决于其相对的微小程度。

在确定任何法则之前，我们先来举几个身边的例子。一小时有60分钟，一天有24小时，一周有7天。因此，一天有1440分钟，一周则有10080分钟。

很显然，1分钟与整整一周比起来，时间少之又少。不过事实上我们的祖先认为1分钟相对1小时来说也很少，于是称其为“片刻”（one minute），意思是微小的时段，即1个小时的1/60。当需要把时间进行更细微的划分时，他们又将1分钟分为60份更为细微的时段，这些更小的部分在伊丽莎白女王时代[1]被称作“片刻的片刻”（second minutes），即为第二级别的微量。如今，我们称这些第二级别的微量为“秒”，却很少有人知道为什么会这样命名。

既然1分钟与一整天相比已是相当小了，1秒钟与一整天相比又是何其之小啊！

接下来，我们再比较一下1法新[2]和1金币（旧制）：前者仅仅比1金币的千分之一多一点。1法新与1个金币相比几乎可以说是无足轻重，它可以被视为极小的价值量。但是1法新与1000金币相比较，对于这一大笔钱来说，1法新和1法新的千分之一都是无足轻重的。即便是1个金币，在百万金币的巨额财富中也不过是沧海一粟。

现在如果我们能定义出一个任何时候都通用的划分法，作为按比例组成的一部分，我们可以称之为“相对微小”，如此便可以轻而易举地引出一个更为微小的部分。因此，如果要表述一个时间，[image: icon]就可称为一小部分，而[image: icon]的[image: icon]（一小部分中的一小部分）就可以被视作“少量的二阶微量。”[3]

或者说，若将1％（即[image: icon]）作为一小部分，那么[image: icon]的[image: icon]（即[image: icon]）就是二阶微量的一小部分，而[image: icon]，也就是[image: icon]的[image: icon]的[image: icon]，即为三阶微量的一部分。

最后为了精确起见，可将[image: icon]看成是“很小的部分”。这样说来，要让一台最精确的天文钟在一年内或快或慢都不超过半分钟的话，时间需精确到[image: icon]。为了实现这一目的，可将[image: icon]作为微量，那么[image: icon]的[image: icon]就是[image: icon]，即是二阶的微量，相形之下便可以完全忽略了。

如此看来，微量越小，则相对应的二阶的微量越可忽略不计。由此可以推论，在任何情况下，当所选的第一阶的微量取足够小时，我们就完全可以忽略第二阶、第三阶或是更高阶的微量。

不过必须牢记的是，当这些微量作为因子与其它因子相乘时，若其它因子很大，这些微量也将随之增大。哪怕只是乘上几百，连不起眼的1法新也会变得举足轻重了。

现在回到微积分上面来，我们将dx看成是一丁点的x。dx、du和dy之类都被称为“微分”，分别为x、u和y的微分。如果说dx是一丁点的x，那么dx就很小了，而x⋅dx、x2dx和axdx却不可小觑。可是作为二阶的微量dx×dx是可以忽略的。

现在用一个极其简单的例子来加以说明。

我们认为x可以增长一个微量到x+dx，此处的dx是一个很小的增量，那么增加之后的正方形面积是x2+2x⋅dx+（dx）2。由于第二项是第一阶的量，所以不能被忽略；而第三项是第二阶的微量，也就是一丁点的x2。假如我们赋予dx一个具体数值，比如x的[image: icon]，那么第二项就是x2的[image: icon]，而第三项，也就是最后一项显然要比第二项小得多。进一步讲，如果假设dx只是x的[image: icon]，那么第二项是x2的[image: icon]，第三项仅为x2的[image: icon]用几何图形可以这样描述：如图1所示，边长为x的正方形，假设每个边长都增加dx，那么增加以后的正方形面积是由原来的正方形面积、上方和右侧的长方形面积x⋅dx（或二者之和2x⋅dx）以及右上角小正方形的面积（dx）2组成。图2中假设dx较大，约为x的[image: icon]；

[image: 图1]
图1


然而，若只取x的[image: icon]——粗细相当于一道极细的铅笔线，则右上角的小正方形面积仅为x2的[image: icon]，基本上就看不到了。显然可以得出这样的结论：若增量dx本身足够小时，则（dx）2可忽略不计。

让我们来打个比方。倘若一位百万富翁对秘书说：“我会把我下周全部收入的一小部分交给你。”秘书又对他的孩子说：“我会把我所得到的一部分钱给你。”假如两人所说的一部分均为[image: icon]。到了下周，百万富翁先生赚了1000英镑，秘书能够分到10英镑，小孩能拿到2先令。10英镑对于1000英镑来说是个小数目，而2先令更是很小很小的数目，已经小到二阶的级别了。如果这个比例再变成[image: icon]的话，他们又将如何分配呢？如此一来，百万富翁拿1000英镑时，秘书可分到1英镑，而小孩得到的比1法新还少得多！以诙谐见长的斯威夫特牧师[4]曾在诗中写到：

“所以，博物学者观察到，一只跳蚤也可以成为小跳蚤的猎物，小跳蚤又被更小跳蚤叮咬，如此下去，真是没完没了。”

[image: 图2]
图2


[image: 图3]
图3


公牛也许被一只跳蚤烦扰——这是比前者小得多的动物，不过它是不会去担心跳蚤身上的跳蚤，二阶的小跳蚤自然是微不足道的了。即使是一只大跳蚤，其身上的跳蚤，公牛也懒得去搭理了。

注释：

[1]指伊丽莎白一世，在位时间为1558年11月17日—1603年3月24日。（译者注）

[2]法新：英国旧制货币。（译者注）

[3]数学家们常说的二阶的“量”（比如大小）实际上是说二阶的微小量。这很容易让初学者摸不清头脑。

[4]即乔纳森·斯威夫特（1667－1745）英国和爱尔兰作家，作品《格列佛游记》闻名于世。此诗出自诗集《礼赞》，灵感来源于同时代的荷兰科学家列文虎克观察到跳蚤身上还有更小的寄生生物。（译者注）


第三章  相关变化率

在进行微积分计算时，我们常常要处理一些以一定增长率增长的变量问题。一切数量均可分为两类：常量和变量。其中数值固定的叫做常量，通常以字母表的前几位用代数的方式表示常量，如a、b、c等；而那些我们认为可以增长的量，或者说是被数学家称为“变化”的量，则采用字母表的后几位表示，如x、y、z、u、v、w，有时也会用到t。

此外，我们常常需要一次性处理多个变量，还要考虑一个变量如何随另一个变量而变化。例如，我们需要思考物体做抛物线运动所能达到的高度与到达这一高度所用时间的关系。或者，矩形面积一定，在增加其长度时，求宽是如何随之减少的。又或者，当梯子的倾斜度变化后，其所能到达的高度将发生怎样的变化。

假设有两个变量，其中一个随另一个的变化而变化。因为存在这样的关系，当一个变量发生变化时，另一个也会随之发生变化。我们把其中一个变量称为x，另外一个变量为y。

不妨令x变化一下，换句话说，让它发生改变，或者至少想象它在改变，通过增加一个微量dx，使得x变成了x+dx。这时，由于x改变了，y也随之改变，变成y+dy。此时dy可以是正数也可以是负数，且与dx不等（除非是机缘巧合）。

先来看两个例子：

（1）如图4所示，x、y分别表示直角三角形的底和高，已知斜边与底边的夹角为30。假设该三角形的夹角不变而面积增大，则底边边长变为x+dx，高也相应变为y+dy。由此可见，x的增加引起了y的增加。底边为dx、高dy的小三角形与原三角形相似；很显然，[image: icon]与[image: icon]比值相等。已知斜边倾角为30，由此可知：

[image: icon]

[image: icon]

[image: 图 4]
图 4


（2）如图5所示，设x为梯子底部与墙的水平距离，而AB的长度一定；y表示倾斜的梯子的高度。y的大小显然取决于x。不难看出，如果我们将底部的A点拉到离墙稍远一点的位置，顶部的B点将会随之下降。用科学的语言可以表述为：当x增长为x+dx时，y将减少为y−dy；即x呈正增长时，y的增长量为负数。

这话不假，不过具体是多少呢？假定梯子很长，当底部的A点距墙19英寸时，顶部的B高出地面15英尺。如果将梯子底部向外挪1英寸，那么梯子的顶部会下降多少？（译注：1英尺=12英寸）统一转化为英寸后，x=19英寸，y=180英寸。x的增量为dx，即1英寸，或者说，x+dx=20英寸。

y会减少多少呢？变化后的梯子高度为y−dy。利用欧几里得《几何原本》中命题I.47（即勾股定理）可以算出高度，由此可知dy的大小。梯子的长度为：[image: icon]英寸。

而变化后的新高度y−dy为（y−dy）2=（180）2−（20）2=32761−400=32361，[image: icon]英寸。

已知y为180，则dy为180−179.89=0.11英寸。

因此可知dx增加1英寸时，dy减少0.11英寸。

dy与dx之比为：

[image: icon]

不难看出，dy与dx的绝对值不等（除非梯子在一个特殊的位置）。

[image: 图5]
图5


这一系列微分运算中，我们在反复探寻一个奇妙的事物：微量间的比率，确切地说，就是当dx和与之相关的dy均为无穷小时，两者之间的比值。

需要注意的是，只有在x和y相关时，我们才可以求出[image: icon]的值，因此一旦x发生变化，y也就随之变化。例如，在刚才的第一个例子中，假使三角形的底边x延长，那么其高度y也将增长。第二个例子中，若梯子的底部到墙的距离x加大，则梯子所能达到的高度也会相应降低，起初降低得很缓慢，但是随着x的增加，降低的速率会变得越来越快。在这些例子当中，x和y之间的关系非常明确，可用数学表达式分别记作，[image: icon]以及x2+y2=l2（l为梯子的长度），[image: icon]在具体例子中有具体的意义。

如前所述，若梯子底部到墙的距离依然是x，而y不再表示所能达到的高度了，而是表示墙的水平长度或砌墙所用的砖块数，又或者是修建年数，那么不管x如何变化，y都不会发生任何改变了，此时[image: icon]没有任何意义，也不可能再找到一个与之对应的表达式。只要涉及到dx、dy、dz等微分符号时，x，y，z必然存在某种关系，这种对应关系就叫做x，y，z的“函数”。例如前面所提到的两个关系式，y÷x=tan30和x2+y2=l2，就是x和y的函数。这些表达式暗示了（尽管没有明说）既可以用y来表示x也可以用x来表示y的意思，也因此称它们为x和y的隐函数，表示如下：

y=xtan30或者[image: icon]

以及[image: icon]或者[image: icon]

这些表达式明确地（毫无异议地）用y来表示x，或是用x来表示y，因此它们被称作x或y的显函数。例如x2+3=2y−7是关于x和y的隐函数，它可以被写作y=（x2+10）÷2（x的显函数），或者[image: icon]

（y的显函数）。用x，y，z等表示的显函数的值是随着其中一个或多个变量同时改变而改变的。因此，显函数的值叫做因变量，它取决于函数中的其它变量，而余下的变量叫做自变量，因为它们的数值不取决于特定的函数关系。例如，若u=x2sinθ，那么x和θ就是自变量，u则是因变量。

有时变量x，y，z之间的关系未知或者不易表达，我们只知道或者能说出来的是这些变量之间存在某种联系，所以当任意一个变量变化时，都会引起其它变量发生变化。x，y，z之间的函数关系可以用符号F（x，y，z）（隐函数）表示，或者是x=F（y，z），y=F（x，z），z=F（x，y）（显函数）。有时，字母f或φ可代替F，因此y=F（x），y=f（x）和y=φ（x）均为同一个意思，就是y的值与x的值存在着一定关系，虽然这种关系并没有挑明。

人们把[image: icon]称为“y对x的导数”。这个看似简单的东西居然有这么一个神圣的科学命名，不过千万不要被郑重其事的术语吓倒，它们其实是很简单的。不要恐惧，只要对着这些既冗长且拗口的蠢名字咒骂上几句，心平气和之后，再回过头来看看这个简单的事物：比率[image: icon]。

过去在学校学习代数时，你往往会去搜寻某个未知数x或y，或者是同时追杀两个未知数。现在你要学会采用新的捕猎方法；这次要追捕的狡猾狐狸既不是x也不是y，而是要捉拿这个稀罕的幼兽[image: icon]。求解[image: icon]的过程叫做“微分”，但是，千万别忘了，所求的是当dx和dy均为无限小的值。导数是它们中的每一个都在向无限小的局部逼近时的真值。让我们学习如何探寻[image: icon]吧。

永远不要犯学生常犯的错误，认为dx就是d倍的x，其实d并非因子，它表示后面那个数的“一个微元”或是“一丁点”。人们将dx读作“dx”。

万一没有人领读者念这些式子，不妨以下面的方法来念，导数[image: icon]读作“dy比dx”，或者读作“dy除以dx”。

以此类推，二阶导数[image: icon]可读作“d二y比dx的平方”，表示y对x的进行了（或者需要）两次求导。

另外一种表示对函数求导的方式，是在函数符号上加一撇（即英语中的重音符号）。若y=F（x）表示y是x的某个函数，那么我们也可以将[image: icon]写作F′（x）。类似地，F"（x）表示对原函数F（x）中的x进行两次求导。


第四章  几个简单的例子

根据基本原理，让我们看看如何求几个简单的代数式的微分。

例1.

从简单的表达式y=x2开始。先要记住一个基本概念，即微积分表示增长，而数学家称之为变化。由于y和x2相等，显然，如果x增大，x2也将随之增大。既然x2增大了，y也就增大了。我们需要搞清楚的是y和x之间增长的比例。换句话说，我们的任务是要弄明白dy与dx 之间的比例，简言之就是找到[image: icon]的值。

使x增大一点点变为x+dx，同样，y也会增大一点点变为y+dy。显然增大后的y与x增大后的平方是相等的。可写作，y+dy=（x+dx）2展开平方式可得到，y+dy=x2+2x⋅dx+（dx）2。（dx）2表示什么意思呢？记得dx表示一丁点的x，那么（dx）2表示的是一丁点的一丁点x；如前所述，它是二阶小的一个微量。与另外几项相比，它是可以忽略不计的。将其省略后，可得：

y+dy=x2+2x⋅dx

因为y=x2，那么等式两边同时消去后可得：

dy=2x⋅dx

两边除以dx，则：

[image: icon]

这就是[1]在上述例子中我们需要找出的y对x的增长率，即2x。

算例

假设x=100，则y=10000。那么让x增大到101（也就是使dx=1），则y会增大到101×101=10201。但是，如果我们认为二阶小的微量1与10000相比是可以忽略的话，那么增大的y可以取整为10200。y从10000增大到了10200，因此其增量dy为200。[image: icon]。根据前面代数式的求解，[image: icon]，于是当x=100时，2x=200。但是有人会说，此处忽略了个位上的1。那就使dx 取更小一点的值吧。

试一试令[image: icon]，则x + dx =100.1，那么，（x+dx）2=100.1×100.1=10020.01。那么图1的面积仅仅只是10000的[image: icon]，可完全忽略不计；我们就可以舍去小数点后面的数，取值为10020，这样使得dy=20，[image: icon]与2x相等。

例2.

试对y=x3以同样的方式求导。

令y增大到y+dy，则x相应增大到x+dx。于是y+dy=（x+dx）3。展开立方式可得，y+dy=x3+3x2⋅dx+3x（dx）2+（dx）3。

同样，我们可以忽略二阶和三阶的微量，当dy和dx均为无限小时，相比之下（dx）2和（dx）3则更为无限小。因此可对它们忽略不计，得到，y+dy=x3+3x2⋅dx。

因y=x3，消掉后可得：

dy=3x2⋅dx，即：[image: icon]

例3.

试对y=x4进行求导。同上，先使y和x增大一点，可得：

y+dy=（x+dx）4。

展开四次方可得：

y+dy=x4+4x3dx+6x2（dx）2+4x（dx）3+（dx）4

式中dx的高次方项，相比之下可被忽略，消去后：

y+dy=x4+4x3dx

因y=x4，则

dy=4x3dx，即：

[image: icon]

上面的例子都很简单，现在我们来看看结合上述运算结果是否可以推断出一般性的规则。

将它们分成两栏，分别填入y对应的值和相应的[image: icon]。

[image: ]


分析一下上述结果：求导可使x的指数减少1次方（如最后一行中从x4到x3），同时再乘一个数（实际上就是原来的指数）。知晓这些算法后，你或许很容易就能猜到其它类似式子的计算方法。你可以预见到对x5求导可得5x4，对x6求导可得6x5。假若你还踌躇不定，不妨试试其中一个，看看猜得对不对。

试求y=x5的导数。

则有y+dy=（x+dx）5

=x5+5x4dx+10x3（dx）2+10x2（dx）3+5x（dx）4+（dx）5

忽略式中的高阶微量，则：

y+dy=x5+5x4dx

消掉y=x5可得：

dy=5x4dx

由此

[image: icon]，正合乎我们的猜想。

根据我们的观察进行逻辑推理，不难推断出计算更高次幂的算式，即n次方时，也可采用同样的方式。

令y=xn，那么我们可以得出：

[image: icon]

例如，令n=8，则y=x8，其导数为：

[image: icon]。

实际上，对于n为任意正整数的xn，其导数均为nxn−1。[（x+dx）n通过二项式定理展开便可以得到。]不过当n为负数和分数时，是否也适用于以上的规律呢？这还需要进一步验证。

举一个负指数的例子。

令y=x−2，按上述方法处理可得：

y+dy=（x+dx）−2

[image: icon]

由二项式定理展开得：

[image: icon]

=x−2-2x−3×dx+3−4（dx）2-4x−5（dx）3+etc。

忽略高阶的微量可得：

y+dy=x−2-2x−3×dx

因y=x−2可得：

dy=−2x−3dx；

[image: icon]

与前面提到的法则依然相符。

再举一个指数为分数的例子。

令[image: icon]，则：

[image: icon]

=x0.5+0.5×dx÷x0.5-0.125×（dx）÷x÷x0.5+dx的更高次方项；

消去[image: icon]，忽略更高阶的微量可得：

[image: icon]

则[image: icon]，同样符合前面的普适法则。

小结：让我们看看学习到哪儿了，我们已经推导出了以下法则：对xn求导，结果为nxn−1，即为指数n乘以降一次幂后的代数式xn−1。

练习一

对下列式子求导：

（1）y=x13

（2）y=x1.5

（3）y=x2a

（4）u=t2.4

[image: icon]

[image: icon]

[image: icon]

（8）y=2xa

[image: icon]

[image: icon]

现在你已经学会了如何对x 的幂函数求导。这可真是易如反掌啊！

注释：

[1][image: icon]是y对相应x的微分，微分也就是求其导数。假设有关x的其它函数关系式，如u=7x2+3，要对相应的 x 求微分，则应求[image: icon]，也就是求[image: icon]。此外，如果在例子中我们遇到自变量（即独立变量）时，如[image: icon]，如果要对该式进行微分，则我们需求它对t的导数。于是我们需要求[image: icon]，即：[image: icon]。


第五章  下一高度：如何对付常量

在方程式中，我们把x看作一个增长的量，且y的值会随x的增大而变化。我们通常认为x是可以改变的量，把x的变化视为某种起因，y的变化则可以视为结果。换言之，我们认为y的值取决于x。尽管x和y都是可变的，但是x对我们来说是可操作的变量，而y则是“因变量”。在之前的所有章节里，我们一直在努力寻找一个特定的变化规律，也就是因变量y与自变量x之间的比例关系。

接下来我们需要找出常量对微分的影响，常量是不受x或y变化而影响的数字。

加一个常量。

先来看看添加一个常量后的几个简单的例子：

令y=x3+5

与前边假设一样，让x增加到x+dx，则y增加到y+dy。可得：

y+dy=（x+dx）3+5

=x3+3x2dx+3x（dx）2+（dx）3+5

忽略高阶的微小量后，可得：

y+dy=x3+3x2⋅dx+5

消掉原式y=x3+5，则有：

dy=3x2dx

[image: icon]

此时，5已经不见了，这个数既没有改变x的增量，也没有对导数产生任何影响。如果我们用7、700或任意数字代替5，它们同样也会消失的。那么，若用字母a、b或c代表任意常量，微分之后，它们都会消失得无影无踪。

如果增加的常量是负数，如−5或−b，它们同样也会消失掉。

与常量相乘。

我们来看下面这个简单的例子：

令y=7x2

同上可得，

y+dy=7（x+dx）2

=7{x2+2x⋅dx+（dx）2}

=7x2+14x⋅dx+7（dx）2

消掉原式y=7x2，且忽略最后一项，可得：

dy=14x⋅dx

[image: icon]

从0、1、2、3…开始，对x 连续取值，求出相应的 y 和[image: icon]的值，并描绘出 y =7 x2和[image: icon]的曲线，让我们通过图形来阐述这个例子。

如下表所示：





	
x 
	
0 
	
1 
	
2 
	
3 
	
4 
	
5 
	
-1 
	
-2 
	
-3



	
y 
	
0 
	
7 
	
28 
	
63 
	
112 
	
175 
	
7 
	
28 
	
63



	
dy÷dx 
	
0 
	
14 
	
28 
	
42 
	
56 
	
70 
	
-14 
	
-28 
	
-42








现在我们根据这些值来绘制出大小适当的图形，由此得到两条曲线，如图6和6a所示。

仔细对比两张图，通过观察发现，导函数曲线的纵坐标的高度（图6a）与原函数曲线（图6）的斜率，在x取相应值时成一定比例。在原函数曲线的左侧，曲线斜率为负值（从左向右下降），相应的导函数的纵坐标为负值。

[image: ]


在之前我们已经知道，对x2微分可得2x，由此7x2的导数为x2导数的7倍。如果是8x2，则导数会为x2导数的8倍。若是y=ax2，可得：

[image: icon]

若是y=axn，则有[image: icon]。因此，对任何仅与常量相乘的式子求微分时，其结果为该式微分后的式子乘上该常量。这同样适用于除法：如果上例中的常量由7改为[image: icon]，在微分后则由[image: icon]代替7出现在最终的结果里。

再举几个复杂些的例子。

下面是几个较为复杂的例子，若是可以彻底解决，你就掌握了一般代数式的微分，本章后面的习题也能独立解决了。

（1）对[image: icon]求导。

[image: icon]这个常量是可以被消去的。

立即得到：

[image: icon]或[image: icon]

（2）对[image: icon]求导。

消去常数项[image: icon]，并将[image: icon]用指数形式表示为[image: icon]，可得：

[image: icon]，或[image: icon]。

（3）若[image: icon]，求 y 对x 的导数。

求解这类表达式，通常需要多掌握一些知识，但是，我们不妨试试看，是否可以将它化成更简单的形式。

首先，可将其变为y=仅含x的表达式。原式可以写作，[image: icon]

两边平方可得：

（a-b）2y2+（a+b）2x2+2（a+b）（a-b）xy=（x2+y2+2xy）（a2-b2）

化简可得：（a-b）2y2+（a+b）2x2=x2（a2-b2）+y2（a2-b2）

或

[image: icon]

即2b（b-a）y2=-2b（b+a）x2

最后的结果就是[image: icon]和[image: icon]

（4）半径为r，髙为h的圆柱体，体积为V=πr2h。求当r=5.5英寸，h=20英寸时，体积随半径的变化率。若r=h，求当半径变化1英寸、体积变化400立方英寸时，圆柱体的半径和高的大小。

体积V随半径r的变化率为

[image: icon]。

当r=5.5和h=20时，它的值为690.8。这表明，当半径变化1英寸时，体积则变化了690.8立方英寸。这很容易求证，r=5和r=6时体积分别为1570立方英寸和2260.8立方英寸，则2260.8−1570=690.8。

同样，如果r=h时，[image: icon]，则[image: icon]英寸。

（5）费氏辐射高温计的读数θ与所测物体的摄氏温度t之间存在如下关系：

[image: icon]，θ1是物体温度为t1时的读数。请比较高温计在800℃、1000℃、1200℃时的灵敏度，已知1000℃时其读数为25。

灵敏度是高温计读数对摄氏温度的变化率，即[image: icon]。方程如下：

[image: icon]

由此可得，[image: icon]

当 t =800、1000、1200时，分别可得，[image: icon]、0.1、0.1728。

温度由800˚升到1000˚时，灵敏度大约翻了一番，升至1200˚时，则为原来的[image: icon]。

练习二

求下列各式的导数

（1）y=ax3+6

（2）[image: icon]

（3）[image: icon]

（4）[image: icon]

（5）[image: icon]

（6）y=1.18t2+22.4

还有另外几个例子，你不妨再试着求一求微分。

（7）一根铁棒在lt和l0处的温度分别为t℃和0℃，则有lt=l0（1+0.000012t）。求温度每变化一摄氏度时，铁棒的长度变化。

（8）设c是白炽电灯的发光功率，V为电压，c=aVb，a、b为常数。求发光功率随电压的变化率，并求出当a=0.5×10−10和b=6时，电压为80，100和120伏时发光功率随电压的变化率。

（9）已知直径为D，长为L，相对密度为σ，拉伸张力为T的线绳作振动的频率n，有[image: icon]，求D，L，σ，T单独变化时频率的变化率。

（10）一根管子所能承受最大的外部压力为[image: icon]，其中E和σ为常数，t是管的壁厚，D是管的直径（此式假设4t与D相比是可以忽略的）。比较一下可承受的压力P随厚度的变化率，以及压力随直径的变化率。

（11）根据基本原理，求出以下各几何量随半径的变化率：

（a）半径为r的圆的周长；

（b）半径为r的圆的面积；

（c）斜高为l的圆锥体的侧面积；

（d）半径为r，髙为h的圆锥的体积；

（e）半径为r的球的面积；

（f）半径为r的球的体积。

（12）铁棒长为L时温度为T，关系式为[image: icon]，其中长为lt时温度为t，求直径为D时，铁轮胎的直径随温度T的变化率。


第六章  函数的和、差、积、商的求导法则

我们已经学习了如何对简单的代数函数，如x2+c或ax4等进行求导，现在考虑一下如何对两个或多个这样的函数之和求导。

例如，令y=（x2+c）+（ax4+b）

那么[image: icon]是多少呢？我们从何处着手解决这个新的问题呢？

这个问题的答案很简单：一个接一个对它们求导，则：

[image: icon]

如果你怀疑其正确性，用微分的原理试着求解一个更加一般化的例子，如下所述。

令y=u+v，u是x的函数，v是x的另外一个函数。那么，使x增大到x+dx，则y将增大到y+dy；且u将增大到u+du；v将增大到v+dv。

于是我们得到：y+dy=u+du+v+dv。

消掉原式y=u+v，可得：dy=du+dv，两边同时除以dx，可得：[image: icon]。

这就证明了上述的求解过程，你可以对各个函数式单独求导，再将结果相加。拿前面所述的例子来说，代入两个函数式后，得到的恰好就是之前所描述的结果，用符号表示如下：[image: icon]=2x+4ax3。

如果有3个关于x的函数，即u、v、w。则有y=u+v+w，则[image: icon]。

对于减法，这也同样适用。如果函数v本身带有一个负号，则它的导数也为负，因此对下式求导：

y=u−v。

可得[image: icon]。

但是如果是函数相乘的话，就不那么简单了。假设要对下式求导：

[image: icon]

我们应该怎么做呢？结果肯定不是2x×4ax3，因为很显然，这里没有把c×ax4和x2×b放入乘积中考虑。

现在我们有两种方法可以解决这道题。

第一种方法，先将式子相乘并展开，然后求导。

于是，将x2+c和ax4+b相乘。

可得ax6+acx4+bx2+bc。

然后求导可得：

[image: icon]

第二种方法，回到微分的原理上，来考虑方程y=u×v；

其中u是x的一个函数，v是x的另一个函数。那么当x增加为x+dx，则y变为y+dy，

u变为u+du，v变为v+dv，可得：

y+dy=（u+du）×（v+dv）=u⋅v+u⋅dv+v⋅du+du⋅dv。

du⋅dv是一个二阶的无穷小量，因此可以忽略，剩下式子为：

y+dy=u⋅v+u⋅dv+v⋅du

消掉原式y=u⋅v可得：

dy=u⋅dv+v⋅du

两边同时除以dx可得：[image: icon]

由此我们可以得出如下法则：要对两个函数的乘积求导数，先使每个函数乘上另外一个函数的导数，再将得到的两个积相加。

要知道这个求导过程即为：对v求导时把u当做常量；然后对u求导时把v当做常量；

最后导数[image: icon]为分别求导后的二者之和。

了解这样的法则以后，就可以把它运用到前面所说的具体例子当中。我们来看看如何对下式求导：

[image: icon]

令[image: icon]

根据刚刚得到的一般性法则，我们可以写成：[image: icon]

[image: icon]

=4ax5+4acx3+2ax5+2bx

[image: icon]

这和之前的结果是一样的。

最后，我们来对函数的商求导。

想一想这个例子，[image: icon]是如何求导的。这个例子如果先算除法是没有用的，因为bx5+c不能被x2+a整除，甚至它们没有任何的公因子。那么别无他法，我们只有回到最基本的原理上去探寻法则。

于是可令[image: icon]

其中u和v是自变量x的两个不同的函数。那么当x变为x+dx时，则y变成y+dy，u变成u+du，v变成v+dv。于是[image: icon]

对此式子做代数除法运算如下：

[image: ]


因为两个余式均为二阶的无穷小，可忽略不计，而接下来的除法余式将会是更小的量，因此我们可以在此停止运算了。

于是可得：

[image: icon]

等号右边的式子可写成[image: icon]

消掉原式[image: icon]，可得：

[image: icon]

由此[image: icon]

这就告诉我们如何去求两个函数商的导数，除数函数乘上被除函数的导数，被除的函数乘上除数函数的导数，两式相减后再除以被除函数的平方。

回到之前的例子[image: icon]，

改写为：[image: icon]和[image: icon]

则有：[image: icon]

求商的导数通常来说是单调乏味的，但是它一点都不难。请看以下一些分析详细的例子。

（1）求[image: icon]的导数

[image: icon]作为常量可以消掉，则[image: icon]

但 x1− 1= x 0 =1，因此，[image: icon]

（2）求[image: icon]的导数。

x写成指数形式为[image: icon]

有[image: icon]

或[image: icon]

（3）求[image: icon]的导数。

消掉27°可得，[image: icon]

或[image: icon]

或[image: icon]

（4）求v=（3t2−1.2t+1）3的导数。

直接求解的方法会稍后给出，但是我们仍然可以不费吹灰之力地求解此题。展开立方项，可得：

v=27t6−32.4t5+39.96t4−23.328t3−13.32t2−3.6t+1

于是[image: icon]

[image: ]


或者将上式相乘展开后再求导，那样会更简单。

（5）求y=0.5x3（x−3）的导数。

[image: ]


与上一个例子类似（相乘展开后再求导会更简单）。

（6）求[image: icon]的导数。

可写为

[image: ]


[image: ]


同样，要是先使两个因式相乘展开，然后再求导会简单一些，但是并不是所有的例子都可以这样处理。

（7）求[image: icon]的导数。

[image: ]


（8）求[image: icon]的导数。

[image: ]


（9）求[image: icon]的导数。

写成指数形式为：[image: icon]

[image: ]


于是：[image: icon]

（10）求[image: icon]的导数。

则[image: icon]

[image: ]


（11）一个截面为正方形的蓄水池，其斜面与垂直面的夹角为45°，底面边长为200英尺。求水深变化1英尺时，需要加入或抽出水量的表达式；并求以加仑为单位时，用24小时使水深由14英尺降为10英尺，每小时抽出的水量。

髙为H、上下底面积分别为A和a的四棱台，其体积为[image: icon]。显而易见，倾斜角为45°，深为h，则水面形成正方形的边长为200+2h英尺，于是水的体积为[image: icon]

[image: icon]水深每变化1英尺时体积变化的立方英尺数。从14到10英尺的平均高度为12英尺，当h=12时，[image: icon]立方英尺。

当深度变化4英尺时，相应地，在24小时内抽出的水量=[image: icon]加仑。

（13）温度为t°C的饱和水蒸气在大气压下的绝对压强为P，当温度t高于80°C时，根据法国化学家杜隆给出的方程，压强与温度满足如下关系式：

[image: icon]。求在100 C°时，压强随温度的变化率。

根据二项式定理展开分子项，[image: icon]

于是当t=100时温度每变化1摄氏度，压强变化0.036个大气压。

练习三

（1）求导

（a）[image: icon]

（b）y=ax2+bx+c

（c）y=（x+a）2

（d）y=（x+a）3

（2）若[image: icon]，求[image: icon]。

（3）求[image: icon]的导数。

（4）求[image: icon]的导数。

（5）若[image: icon]，求[image: icon]。

（6）求[image: icon]的导数。

求下列式子的导数

（7）[image: icon]

（8）[image: icon]

（9）[image: icon]

[image: icon]

（10）[image: icon]

（11）已知白炽电灯的灯丝温度t与通过灯泡的电流满足如下关系式，[image: icon]求电流对温度的变化率。

（12）下面公式表示温度为t°C时电线的电阻R，0°C时电阻为R0，a、b和c都是常量。

[image: ]


分别求出以上各式中电阻随温度的变化率。

（13）某种标准电池的电动势E随温度t变化，且满足如下关系式，[image: icon]伏特。

求在15°、20°和25°时温度每变化1度，电动势的变化。

（14）艾尔顿夫人发现形成电流强度为i、长为l的电弧时需要的电动势为[image: icon]，

其中a、b、c、k均为常数。

求以下表达式（a）电动势对电弧长度的变化率；（b）电动势对电流强度的变化率。


第七章  连续求导

让我们尝试对一个函数重复求导，看看会有什么效果。先从一个简单的例子开始，

令y=x5。

第一次求导：5x4。

第二次求导：5×4x3=20x3。

第三次求导：5×4×3x2=60x2。

第四次求导：5×4×3×2x=120x。

第五次求导：5×4×3×2×1=120。

第六次求导：=0。

有一个符号在这里用起来会很方便，那就是f（x），我们对这个符号已经很熟悉了，在其他书里面也经常看见。f（x）代表任意一个关于x的函数，其中f（）这个符号在英语里面可以念作“……的函数”，表示“某个变量的函数”，而不用指明函数的具体定义。于是乎，y=f（x）这个式子想表达的意思不过就是y是x的函数，这个函数可以是x2，axn，cosx，或是其他关于x的复杂函数。

求导相应的符号是f′（x），书写起来要比[image: icon]要简便得多。这也就是关于x的“导函数”。

假设我们再对f′（x）进行求导，得到的结果即是“二次求导的函数”，或者叫做二阶导数，写作f′（x），以此类推。

现在，让我们用通式表达上述过程。

令y=f（x）=xn

第一次求导：f′（x）=nxn−1

第二次求导：f′（x）=n（n−1）xn−2

第三次求导：f′（x）=n（n−1）（n−2）xn−3

第四次求导：f"（x）=n（n−1）（n−2）（n−3）xn−1

以此类推。

不过，这并不是连续求导的唯一表达方式。

比如，若原始函数为y=f（x）；

一次求导可得到：[image: icon];

二次求导可得到：[image: icon];

上面等号左边的式子可以更简便地写作：[image: icon]，或是另外一种更为常见的写法，即[image: icon]。

类似的，三次求导的结果可以写作[image: icon].

例：

尝试对以下函数求导：

[image: icon]

[image: ]


[image: ]


[image: ]


[image: ]


[image: ]


同样，如果[image: icon]，

则[image: icon]，

[image: ]


[image: ]


[image: ]


练习六

对下列式子求[image: icon]和[image: icon]：

（1）y=17x+12x2

（2）[image: icon]

（3）[image: icon]

（4）对下列式子求二阶导数和三阶导数：练习三的习题（1）-（7）。


第八章  变化的时间

我们经常会遇到这样一类问题：时间是自变量，而我们所关注的变量会随时间发生改变，这也是微积分中最为重要的问题之一。伴随时间的变化，一些事物逐渐增长，另外一些则会逐渐减少。比如，列车驶离起点的距离会随时间流逝不断增加；树木会随年岁更替不断长高。那么，一株在一个月内从12英寸高长到14英寸的植物，与一棵一年内从12英尺高长到14英尺高的树相比，到底哪一个生长速率更快呢？

在本章中，我们会充分利用“速率”这个词。不过，速率的“率”跟“平民救济税率”和“水费率”可没有半点关系（后面两个词中的“率”指的是比率——或者说比例，也就是一英镑对应多少便士），甚至与“出生率”和“死亡率”也没有关系，这俩说的分别是每千人里新生儿个数和死亡人数。当一辆摩托车从身边呼啸而过时，我们会说：这车速率真快！当一个败家子在炫富的时候，我们会形容小伙子一掷千金。“速率”一词到底是什么意思呢？在上面举的两个例子中，当我们谈及速率时，实际上在脑袋里对一个事件和这个事件发生所耗费的时间进行了比较。如果从身边飞驰而过的摩托车每秒前进了10码，经过简单的心算，我们即可知道，假使这辆摩托车一直行驶下去，那么这个速率就相当于每分钟跑600码，或者每小时跑20英里。

现在来想一想，我们到底有什么依据说每秒10码和每分钟600码是两个大小相等的速率？10码不等于600码，1秒钟也不等于1分钟。当我们说这两个速率相等时，其实表达的是这么一个意思：两种情况下，摩托车前进的距离和所花费时间的比例是相等的。

再举一个例子。一个人口袋里面也许只有几英镑，但他每隔几分钟就要花一次钱，因此每年的消费速率高达几百万英镑。假设你站在商店柜台前，花一先令买了一些东西；再假设你递钱的举动刚好用了1秒钟时间。于是凭借这个短短的操作，你以每秒一先令的速率把自己的钱交了出去，而这个速率相当于每分钟3英镑，每小时180英镑，每天4320英镑，乃至每年1，576，800英镑！如果你口袋里揣了10英镑，那么只用[image: icon]分钟，你就能轻松达成每年1百万英镑的消费率了。

就像一首老歌里唱的那样，桑迪从苏格兰来到伦敦，刚过五分钟就有“6便士打了水漂”。如果他一直保持这个花钱速度，每天持续12个小时，那就相当于他每个小时花12先令，每天花3英镑零12个先令，或是每周花21英镑12先令，不含休息日。

言归正传，让我们试着把这个思路代入求导问题。

情景同上，不过现在用y代表钱，t代表时间。

假设你正在花钱，且你在一段很短的时间dt内所花的钱数为dy，那么你花钱的速率就等于[image: icon]，当然啦，这里应该给速率的表达式再加个负号，也就是[image: icon]，因为花钱的过程中，dy是一个减少量，而非增量。不过在微积分问题里，钱并不是一个很好的例子，因为钱来钱往通常是一个跳跃的过程，而非连续的过程——可能你一年能挣200英镑，但你并不是每时每刻都有一点点收入持续不断地进账；工资只会每周发一次，或者是每月、乃至每季度发一次，一次发满一笔；消费也是一个道理，钱总是随着账单一笔一笔地跑出口袋。

要想表达“速率”的概念，一个更为恰当的例子是物体的运动。伦敦尤斯顿车站到利物浦距离200英里。如果一列火车早上7点从伦敦出发，11点抵达利物浦，你就会知道，既然这辆火车在4小时内运行了200英里，那么它的平均速率一定等于每小时50英里；因为[image: icon]。实际上你已经在脑子里进行了一项计算，比较了火车前进的距离以及其所花费的时间。你在两者间做了一个除法。如果y代表总的距离，t代表总的时间，很明显，平均速率等于[image: icon]。不过，火车的速率其实并非时刻保持一致：刚出发时，以及在终点减速进站时，速率会比较小。同样，很有可能中间的某个位置刚好是下坡，速率能超过每小时60英里。如果在任意一个很小的时间片段dt内，火车相应前进了一段很短的距离dy，那么在这个瞬间，火车的速率为[image: icon]。于是，恰当地表达一个变量（在这个例子里指的是距离）因另外一个变量（此处指的是时间）变化而变化的速率，即是前者对后者的导数。物体移动的速度（velocity）可以科学地表达为：物体通过任意已知方向的一段很短的距离的速率，因此可写作[image: icon]

但是，如果速度v不是恒定的，那么，它要么在增加，要么在减小。速度增加的快慢叫作加速度。假设一个移动的物体在特定时刻于一个很短的时间dt内速度增加了dv，那么该时刻下的加速度a可写作[image: icon]dv本身又等于[image: icon]。于是上式又可写作[image: icon]更为常见的写法是[image: icon]换句话说，加速度是距离对时间的二阶导数。加速度可以表达成速度在单位时间内的改变量，比如，某某英尺每秒每秒；常写作英尺÷秒2。

一列火车刚开动时，速度v是很小的；但它也在快速提速——凭借引擎的力量，火车越开越快。因此，[image: icon]的值很大。火车达到最大速度时，加速就停止了，也就是说[image: icon]降到了0。待靠近终点时，火车开始减速；如果启动了刹车装置，减速的过程可能会非常快。在这个减速、或者说放慢“脚步”的过程中，[image: icon]，也就是[image: icon]，将会是一个负值。

要想使一个物体加速，就必须对其施加一个持续的作用力。加速所需的作用力大小与物体的质量成正比，也与加速度大小成正比。因此，我们可以写出力 f 的表达式

f=ma或写成[image: icon]

还可以写成[image: icon]

物体质量与其速度的乘积叫做动量，用mv表示。如果我们计算动量对时间的导数，得到的结果[image: icon]即是动量随时间的变化率。不过，因为特定物体的质量m是一个常数，上面的式子可以写作[image: icon]，与f的表达式完全相同。也就是说，f既可被看作是质量与加速度的乘积，也可看作是动量的变化率。

如果力被用于移动物体（与另外一个大小相等、方向相反的力对抗），我们就说它在做功；而所做功的大小等于力的大小乘以作用点沿力的方向移动的距离。因此，如果一个力f向前移动了距离y，所做功w可用以下式子进行计算，[image: icon]这里我们把f设作一个恒定的力。如果力在通过距离y的途中有变化，那么我们就必须用一个新的表达方式描述力在每一个瞬时状态下的值。假使f为某一段很小的距离dy中施加的力，那么这一小段距离内所做功的大小即为f×dy。dy是距离的一个很小的片段，因此完成的功也只有一丁点。如果我们用w代表功，那么一丁点功就是dw；于是就有[image: icon]还可以写成[image: icon]或[image: icon]或[image: icon]。

再进一步，我们可以给第一个表达式移项，得到[image: icon]。

这为我们提供了力的第三个定义：如果通过施加作用力在某一特定方向产生了位移，力的大小（位移方向的分量）等于该方向上通过单位长度所做功的大小。注意这里不再是对时间求导，而是计算功相对于距离的比值。

伊萨克·牛顿爵士是微积分的发明人之一（另一位是莱布尼茨），他把所有变化的变量叫做“流量（flowing）”，而把流量的变化率命名为“流数（fluxion）”——也就是如今我们称作导数的那个比值。他并没有采用dy、dx和dt这样的表达方式（这些都是莱布尼茨的贡献），而是有一套自己的符号系统。如果y是一个变化的、或者说“流动的”变量，按照牛顿的方法，它的变化率（或者“流数”）写作y。如果变量改成x，流数就写作x，用字母上方的小圆点代表求导。但是，这种表达方式并没有指明对之求导的自变量。当我们看到[image: icon]时，我们知道y是在对t求导。类似的，看到[image: icon]，则明白y是在对x求导。倘若仅是写作y，在查看背景资料之前，我们无法立刻获知这个式子想表达的含义，到底是[image: icon]、[image: icon]还是[image: icon]，或是其他变量，完全搞不明白。可见，流数符号表达的信息量没有微分符号那么丰富，也正是因为这个不足，在许多情况下可能不获采用。不过，流数符号有一个优点，那就是简洁，如果我们约定好，只有在时间为自变量时使用它，这种表达方式还是相当便利的。

这样一来，y代表[image: icon]，u代表[image: icon]；而x就代表[image: icon]。

利用流数符号，我们之前讨论过的力学公式可改写成：

距离x，

速度v=x，

加速度a=v=x，

作用力f=mv=mx，

功w=x×mx。

例题

（1）一个运动的物体与O点之间的距离x（单位为英尺）可用下列式子表达：x=0.2t2+10.4，其中t代表相对于某一起始时刻经过的时间，单位为秒。计算物体开始运动后5秒时的速度与加速度，及运动距离达到100英尺时的速度与加速度。（规定向右运动为正。）

已知，x=0.2t2+10.4

则有[image: icon]；及[image: icon]等于常数。

代入t=0，则x=10.4且v=0。因此，物体运动的起点位于O点右侧10.4英尺；且计时是从物体出发的瞬间开始的。

当t=5，v=0.4×5=2英尺/秒；a=0.4英尺/秒2。

当x=100，100=0.2t2+10.4，解得t2=488，t=21.17秒；v=0.4×21.17=8.468英尺/秒。

当t=10，

物体运动的距离=0.2×102+10.4−10.4=20英尺。

平均速度[image: icon]英尺/秒。

（算得的平均速度与中点、也就是t=5时的瞬时速度相同；因为加速度为常数，物体的速度稳定增加，t=0时速度也为零，至t=10时，达到4英尺/秒。）

（2）情景同上题，设距离的表达式改为

x=0.2t2+3t+10.4。

[image: icon]；

[image: icon]等于常数。

当t=0，x=10.4且v=3英尺/秒，计时开始时，物体正在以3英尺/秒的速度通过一个距离O点10.4英尺的点。要想计算此刻离物体开始运动已过去多长时间，代入v=0；

即有0.4t+3=0，[image: icon]秒。因此，物体在观测开始前7.5秒开始运动；5秒后，也就是t=−2.5时，计算可得v=0.4×−2.5+3=2英尺/秒。当x=100英尺，100=0.2t2+3t+10.4；即t2+15t−448=0；因此t=14.95秒，v=0.4×14.95+3=8.98英尺/秒。

要想计算开始运动后头10秒内物体相对于O点前进的长度，首先必须得到物体开始运动的一刻到O点的距离。

当t=−7.5，x=0.2×（−0.75）2−3×7.5+10.4=−0.85英尺，也就是说，物体开始运动的一刻在O点左侧0.85英尺处。

下一步，当t=2.5，x=0.2×2.52+3×2.5+10.4=19.15

因此，10秒后，物体前进的长度为19.15+0.85=20英尺，以及平均速度[image: icon]英尺/秒。

（3）再来考虑一下x=0.2t2−3t+0.4的情况。此时v=0.4t−3，a=0.4=常数。当t=0，与上题一样x=10.4，但v=−3；因此，物体运动的方向与前面两题相反。不过，加速度依旧为正，随着时间流逝，该物体运动的速度会逐渐变慢，直至为0，v=0时，即0.4t−3=0；计算可得t=7.5秒。在此时间点后，速度变为正向；再过5秒，也就是t=12.5秒时，v=0.4×12.5−3=2英尺/秒。

当x=100，100=0.2t2−3t+10.4，即t2−15t−448=0，计算可得t=29.95；v=0.4×29.95−3=8.98英尺/秒。

当v=0，x=0.2×7.52−3×7.5+10.4=−0.85，说明在该物体减速至零之前，越过O点向左移动了0.85英尺。在此10秒后，t=17.5，且x=0.2×17.52−3×17.5+10.4=19.15。

物体移动的总距离=.85+19.15=20.0，平均速度与前两题一样，依旧是2英尺/秒。

（4）再来考虑一个新的情况，x=0.2t3−3t2+10.4；计算可以得到v=0.6t2−6t；

a=1.2t−6。加速度不再是一个常数。

当t=0，x=10.4，v=0，a=−6。此刻物体是静止的，但是已经做好了以负加速度运动的准备，也就是说，即将获得朝向O点运动的速度。

（5）如果x=0.2t3−3t+10.4，则有v=0.6t2−3，a=1.2t。当t=0，x=10.4；v=−3；a=0。

此刻，物体正在以3英尺/秒的速度向O点移动，而且在这个瞬间，物体恰好在做匀速运动。

可以看到，物体的运动状态总能通过时间-距离公式、以及公式的一阶导数和二阶导数一齐确定。以上最后的两个例子中，物体运动头10秒内的平均速度不再等于开始运动5秒后的瞬时速度，因为加速度不为常数，速度并非匀速增长。

（6）一个轮子转过的夹角θ（以弧度计量）随时间的变化可由θ=3+2t−0.1t3表示，其中，t代表相对于某一起始时刻经过的时间，单位为秒；计算以下情况中轮子的角速度ω与角加速度α：（a）开始计时1秒后；（b）轮子转动一周后。计算轮子静止的时刻，以及抵达这一时刻前，轮子已经转过了多少圈。

写出加速度的表达式：

[image: icon]，

[image: icon]。

当t=0，θ=3；ω=2弧度/秒；α=0。

当t=1，ω=2−0.3=1.7弧度/秒；α=−0.6弧度/秒2。

这是一个制动的过程；也就是说，轮子越转越慢。

转过一周后，θ=2π=6.28；6.28=3+2t−0.1t3。

画出θ=3+2t−0.1t3代表的曲线，我们可以得到θ=6.28时对应的t值：2.11和3.03（其实还有第三个t值也符合条件，不过是一个负数）。

当t=2.11时，θ=6.28；ω=2−1.34=0.66弧度/秒；α=−1.27弧度/秒2。

当t=3.03时，θ=6.28；ω=2−2.754=−0.754弧度/秒；α=−1.82弧度/秒。

两个时间点下计算得到的角速度方向相反。很明显，在这两个时间点之间，存在一个速度为零的瞬间；此时ω=0，即0=2−0.3t2；计算可得t=2.58秒。此时，轮子转过的圈数为[image: icon]圈。

练习五

（1）已知y=a+bt2+ct4;求[image: icon]和[image: icon]。

答案：

[image: icon]；

[image: icon]。

（2）一个自由落体的物体运动公式可以表达为s=16t2，其中s为下落的距离，单位为英尺；t为时间，单位为秒。画出描述s与t关系的曲线。并计算以下时刻物体的速度：以开始下落时为基准，t=2秒；t=4.6秒；t=0.01秒。

（3）已知[image: icon]；求x和x。

（4）如果一个物体遵循下列式子进行运动

s=12−4.5t+6.2t2，

计算t=4秒时物体的速度；s单位为英尺。

（5）计算上题中物体的加速度。该物体的加速度是一个不随时间变化的常数吗？

（6）一个运动中的轮子转过的夹角θ（单位为弧度）与经历的时间t（单位为秒）之间的关系可用下列式子表示：

θ=2.1−3.2t+4.8t2。

计算开始运动后11秒时轮子的角速度（单位为弧度/秒）及角加速度。

（7）一个小滑块在运动初始阶段，到起始点的距离s（单位为英寸）与时间t（单位为秒）的关系如下

s=6.8t3−10.8t；

求任意时间速度和加速度的表达式；并计算3秒后小滑块的速度和加速度。

（8）一个上升中的气球在任意时刻距离地面的高度h（单位为英里）可表达为[image: icon]；t 的单位为秒。

求任意时间速度和加速度的表达式。画出气球上升过程前10分钟内的高度、速度以及加速度随时间变化的曲线。

（9）一个石子被扔进水中，其入水深度p（单位为米）以及自抵达水面的一刻起计下落的时间t（单位为秒）之间的关系式如下

[image: icon]。

求任意时间速度和加速度的表达式，并计算10秒后石子的速度和加速度。

（10）空间中一个运动物体的路程与所经历时间t的关系表达式为s=tn，其中n为一个常数。若该物体在开始运动后10秒时的速度是5秒时的两倍，求符合该条件的n值；若该物体在10秒时的速度与加速度大小相等，同样求n值。


第九章  一个有用的小诀窍（换元法）

有些时候，需要求导的式子太过复杂，硬着头皮也无从下手。好比下面这个等式，对于新手来说就颇为棘手：[image: icon]

现在，要想解决这个难题有一个窍门：用一个符号来代替 x2 + a 2，假设是u，于是上式就变成[image: icon]

这样对付起来就容易多了；因为你已经知道怎么求出[image: icon]

再在u=x2+a2这个等式中对x求导可得[image: icon]

接下来就势如破竹了；

因为[image: icon]

代入就可以写成[image: icon]

我们的诀窍也就大功告成了。

等到你学会如何跟正弦、余弦以及指数函数打交道以后，你会发现这个小窍门愈发好用，在此之前，先说再见啦。

例

让我们通过几道例题练习一下这个诀窍。

（1）求导[image: icon]。

令a + x = u，则有[image: icon]；

[image: icon]；

[image: icon]。

解得

[image: icon]

（2）求导[image: icon]。

令[image: icon][image: icon]；

[image: icon]；

[image: icon]。

[image: icon]

（3）求导[image: icon]。

令[image: icon]，则有

[image: icon]

又因为 y = ua且[image: icon]

于是可得[image: icon]

（4）求导[image: icon]。

令u = x3− a 2

[image: icon]；

[image: icon]；

[image: icon]。

[image: icon]

（5）求导[image: icon]。

将上式改写为[image: icon]

[image: icon]

（我们也可以把题中的等式改写为[image: icon]，并按照给乘积微分的方法进行计算。）

根据例（1），我们可以得到[image: icon]

于是有[image: icon]或[image: icon]

（6）求导[image: icon]。

上式可改写为[image: icon]

[image: icon]

参考例（2）对[image: icon]求微分，我们可以得到[image: icon]

于是有[image: icon]

（7）求导[image: icon]。

令[image: icon]

[image: icon] 

y=u3；以及[image: icon]

接下来，令[image: icon]，

[image: icon]

那么dw÷dx=2x+1；v=w0.5；dv÷dw=0.5×w0.5

且[image: icon]

于是有[image: icon]

[image: icon]

（8）求导[image: icon]。

我们可以写成[image: icon]

[image: icon]

令[image: icon]，且[image: icon]

则有[image: icon]；

[image: icon]；

[image: icon]。

[image: icon]

令[image: icon]，且[image: icon]；

[image: icon]；

[image: icon]。

[image: icon]

于是有[image: icon]或[image: icon]

（9）给定yn，对y5求导。[image: icon]

（10）求[image: icon]的一阶导数和二阶导数。

[image: icon]

令[image: icon]，且[image: icon]；可得[image: icon]

[image: icon]

[image: icon]

[image: icon]

于是有[image: icon]

下一步[image: icon]

（我们迟些时候会需要用到后面这两个导数，可参见练习10的第11题。） 

练习6

对下列式子求导：

（1）[image: icon]

（2）[image: icon]

（3）[image: icon]

（4）[image: icon]

（5）[image: icon]

（6）[image: icon]

（7）[image: icon]

（8）给定y5对y2求导。

（9）求导。

计算过程中，可以对x的导数分解为三个或三个以上导数之积，从而得到[image: icon]。

例：

（1）已知z=3x4；

[image: icon]；

[image: icon]，求[image: icon]。

我们可以得到：

[image: icon]；

[image: icon]；

[image: icon]

[image: icon]

（2）已知[image: icon]；x=t3+t÷2且v=7x2÷（x-1）x0.33…；求。

直接求导则有[image: icon]；[image: icon]；

因此代入可得[image: icon]，其中x必须代入原表达式，而t则由θ代替。

（3）已知θ=3a2x÷（x3）0.5，ω=[image: icon]且φ=[image: icon]

求[image: icon]。

我们可以得到θ=[image: icon]，ω=[image: icon]以及φ=[image: icon]

[image: icon]；（见例5）；

以及[image: icon]

因此，[image: icon]

将θ与ω的表达式依次代入即可得到最终结果。

练习7.现在你可以大胆尝试一下下面这些问题。

（1）已知[image: icon]；v=[image: icon] ）；且 w=[image: icon]，求[image: icon]。

（2）已知 y =3 x2 +[image: icon]；

z=[image: icon] ；且v=[image: icon]，求[image: icon]。

（3）已知y =[image: icon] ；

z =[image: icon]2；且u =[image: icon]，求[image: icon]。


第十章  求导的几何意义

仔细思考一下求导的几何意义是非常有用的。

首先，任何关于x的方程都可以画出相应的曲线，比如x2，x，或是ax+b，现在的中学生应该对作图过程再熟悉不过了。

图7中的PQR是一条根据坐标轴OX和OY所作的曲线。Q为曲线上的任意一点，它的横坐标为x，纵坐标为y。现在，让我们观察一下y是如何随x的变化而变化的。如果x向右移动一点儿，也就是增加一个很小的dx，可以看到，在这条曲线上y也增加了一个很小的dy（因为图中的曲线恰好是一条递增曲线）。于是，dy与dx的比值衡量了在Q点和T点之间曲线上升的斜率。但是实际上，曲线在Q点和T点之间有很多个斜率值，所以我们也无法说清这段曲线的斜率到底等于多少。不过，如果Q点和T点挨得特别近，以至于两点之间的一小段曲线几乎相当于一条笔直的线段，那么，说曲线QT的斜率等于[image: icon]就完全符合事实了。

连接QT两点的直线和曲线接触的部分只有QT两点之间的一段，当线段QT的长度无限小时，直线与曲线接触的部分变成了一点，这种情况下，直线就成为了曲线的一条切线。

很明显，这条切线的斜率与QT的斜率相等，因此，[image: icon]可以看做是曲线上x 、y 值所对应的Q点处切线的斜率。

我们从上文可以看到，“曲线的斜率”这个简单的说法含义相当模糊，因为曲线有很多很多斜率——事实上，曲线的每一小段斜率都不尽相同。但是，“曲线上某一点处的斜率”具有明确定义；即是曲线上该点所在的一个极小的片段所对应的斜率；等同于“曲线在该点处切线的斜率”。

[image: 图7]
图7


注意dx是向右侧增加的一小段，而dy是向上增加的一小段。截取的这些小段必须越短越好——实际上应该是无限小——但是在作图时，我们不得不用它们表示无穷小的片段，因为如果真是无穷小，我们就压根看不见它们了。

接下来，我们要大量地应用“[image: icon]代表曲线在某点处的斜率”这一概念。

如图8，如果曲线在某点以45°角向上倾斜，则dy和dx的值相等，即[image: icon]。

如果曲线向上倾斜的角度大于45°（如图9），[image: icon]取值将会大于1。

如果曲线上升得非常平缓（如图10），[image: icon]取值将会小于1。

对于一条水平的直线、或者是曲线中一个水平的片段来说，dy=0，因此[image: icon]。

[image: 图8]
图8


如果曲线向下倾斜，如图11所示，dy是一个向下减小的片段，因此必须被赋予一个负值；所以[image: icon]也是一个负值。如图12所示，如果“曲线”恰好是直线，那么线上任一点所对应的[image: icon]的值都相等。换句话说，这条曲线的斜率是一个常数。

如图13所示，如果曲线越是往右边去，上升的趋势越明显，那么随着曲线越来越陡，[image: icon]的值也越来越大。

如图14，如果曲线越来越平坦，[image: icon]的值就会随之越来越小。

[image: 图9]
图9


[image: 图10]
图10


[image: 图11]
图11


如果曲线先是递减，然后递增，就像图15中那样，形成一个凹陷，那么很明显，[image: icon]一开始是负数，并且随着曲线逐渐平坦，绝对值变小，直到在曲线凹陷的最底端变为0；从这一点开始往后，[image: icon]转为正值，并不断增加。这种情况下，我们可以说，y经过了一个极小值。y的极小值并不一定是y的最小值，它所指的是相应凹陷底端的y值；比如，在图28中，曲线凹陷底端的y值等于1，而曲线上另外其他y值要比1小。极小值的性质是其左侧或右侧的y值必须会增大。

[image: 图12]
图12


[image: 图13]
图13


注意——对于y为极小值时对应的x，有[image: icon]。

如果一条曲线先上升再下降，如图16中所示，那么[image: icon]的值首先为正；当曲线抵达顶峰时，[image: icon]为0；随后，曲线开始走下坡路，[image: icon]的值也变为负数。这种情况下，我们说y经过了一个极大值，但是，y的极大值也并不一定是y的最大值。如图28，y的极大值等于[image: icon]，但曲线上其他位置的y值完全可以大于这个数。

注意——对于y为极大值时对应的x，有[image: icon]。

如果曲线长成图17中那样奇怪的模样，[image: icon]一直为正；但在某个特定的位置，曲线最不陡峭，此处[image: icon]是一个最小值；也就是说，比曲线其他任何地方的[image: icon]值都要小。

[image: 图14]
图14


[image: 图15]
图15


[image: 图16]
图16


[image: 图17]
图17


如果曲线是图18所示的形状，在它的上半部分，[image: icon]一直小于0，而在下半部分，[image: icon]一直大于0；当曲线抵达“鼻尖”时，实际上会变得完全竖直，这一点对应的[image: icon]将会是无穷大。

现在，我们知道了[image: icon]的值衡量的是曲线上任意一点的倾斜程度，让我们再来回顾一下那些我们已经学会的如何求导的等式。

（1）以下是一个最简单的例子：

y=x+b

利用等比例的x和y轴，画出这个式子所代表的曲线，如图19。如果我们让x=0，那么相应的y=b；也就是说，这条“曲线”与y轴相交的坐标高度为b。从该点开始，曲线以45°角向上延伸；

如果让x向右移动任意距离，y向上的增量都会与之相等。直线的倾斜度就是1:1。

[image: 图18]
图18


[image: 图19]
图19


[image: 图20]
图20


现在，让我们根据已知的计算法则对y=x+b求导，可得[image: icon]。

因此，这条直线上的点每向右侧增加一小点儿dx，同时就会向上增加同样大小的dy 。这里斜率为一个常数，在所有点上都相等。

（2）再来看另外一个例子：

y=ax+b。

就像之前的例子一样，我们知道，这条曲线起始于y轴上一个高度为b的点。但在作图之前，让我们先通过求导找到它的斜率；也就是[image: icon]。曲线斜坡的角度是一个固定值，对应的正切值用字母a表示。让我们给a赋一个值——比如说[image: icon]。于是，我们就得到了一条纵坐标和横坐标按1:3增加的曲线；也就是说，dx是dy的3倍；图21表现的就是这个比例关系的放大图。于是，根据斜率值，画出等式代表的直线，如图20。

（3）现在，来看一个稍微难一点儿的例子。令[image: icon]再一次，曲线在y轴上的起始点高度为b。

让我们开始求导。（如果你可以不用翻书自行推导出怎么求导，就再好不过了。）

[image: icon]

这个结果表明，曲线的倾斜程度并非一成不变：会随着x增加而逐渐增加。在起始点P，也就是x=0时，曲线（如图22）倾斜度为0——也就是说，曲线处于水平状态。在曲线起点左侧，也就是x小于0的区域，[image: icon]同样小于0，或如图中所示，从左至右依次递减。

[image: 图21]
图21


现在，让我们通过一个具体的情况来演示上述规律。设等式为[image: icon]

通过求导可以得到[image: icon]

现在，给x取一系列连续的值，比如，0到5；并根据上面第一个式子计算相应的y，再根据第二个式子计算[image: icon]。把计算结果以下图形式列出来，我们可得到：

[image: icon]

把上述结果画成两条曲线，如图23和24，图23中自变量为x，因变量为y，而图24中自变量为x，因变量为[image: icon]。x取任意值时，第二条曲线对应位置的高度与第一条曲线对应位置的斜率呈正比。

[image: 图22]
图22


如果曲线中间突然出现一个尖顶，好比图25中那样，在尖顶处，曲线突然从向上倾斜变成向下倾斜。这种情况下，[image: icon]会很明显地从正值猛然跳到负值。

下面一些例子将进一步阐述刚才提到的一些规律。

（4）求下列曲线[image: icon]

在x=−1处切线的斜率。并计算这条切线和曲线y=2x2+2形成的夹角。

一条切线的斜率等于这条切线和曲线的接触点处曲线的斜率；也就是说，等于相应位置上曲线的[image: icon]。因此，[image: icon]，且 x =−1时，[image: icon]，后者就是该点处切线和曲线的斜率。切线既然是一条直线，它的表达式形式即为y=ax+b，它的斜率[image: icon]，因此，[image: icon]。另外，如果x=−1，那么[image: icon]；因为这一点位于切线上，那么它的坐标必须满足切线的表达式，也就是[image: icon]。

[image: 图23]
图23


[image: 图24]
图24


[image: 图25]
图25



于是可以得到[image: icon]，从而我们可以确定切线的表达式：[image: icon]。

接下来，当两条曲线交汇时，其交点同时位于两条曲线上，因此，坐标必须同时满足两条曲线的表达式；换句话说，交点的坐标必须是曲线表达式组成的方程组的一个解。在本题中，曲线交点的坐标满足[image: icon]

整理可得[image: icon]

这个方程有两个解，x =0和[image: icon]。曲线y=2x2+2在任意点处的斜率为dy÷dx=4x。

x=0时，斜率也为0；曲线处于水平状态。而当[image: icon]时，[image: icon]曲线在该点处向右下方倾斜，与水平线夹角θ符合tanθ=1；也就是说，与水平线夹角为45°。

而切线的斜率为[image: icon]；也就是说，它向右下方倾斜、且与水平线夹角φ符合

[image: icon]；所以，φ的大小为26°34′。由此可知，这条直线首先沿26°34′角与曲线相交于第一个点，随后以45°−26°34′=18°26′大小的角度与曲线相交于第二个点。

（5）曲线y=x2−5x+6的一条切线经过某个坐标为x=2，y=−1的点。求切线与曲线的重合点的坐标。

切线的斜率与曲线在切点的[image: icon]大小相等；也就是2x−5。

直线的表达式可以写作y=ax+b，应用于本题中的切线，则必须满足x=2时y=−1，

因此有−1=a×2+b；另外，对切线的表达式求导，可得[image: icon]。同样，切线与曲线的交点坐标x和y必须同时满足切线和曲线表达式。于是，我们可以得出以下方程组[image: icon]

由4个关于a，b，x，y的方程式组成。

根据方程（i）和（ii）可以求得x2−5x+6=ax+b。代入a和b的表达式，得到x2−5x+6=（2x−5）x−1−2（2x−5）

上面这个式子简化以后，就变成x2−4x+3=0，存在两个解：x=3和x=1。分别代入方程（i），可得y=0和y=2；因此，切线与曲线重合于两个点，坐标分别为x=1，y=2以及x=3，y=0。

注意：大家会发现，在处理曲线有关的题目时，动手把曲线画出来，对于验证计算结果非常有用。

练习8.

（1）对曲线[image: icon]

作图，单位为毫米。量出不同x 值对应的倾斜角度。

再求导求出曲线斜率的表达式。通过查正切值表，找到对应的角度值，跟实际量到的角度大小比一比，看看是不是一样。

（2）求曲线y=0.12x3−2在横坐标为x=2处的斜率。

（3）已知y=（x−a）（x−b），证明当[image: icon]=0时，x的值为[image: icon]（a+b）。

（4）计算方程y=x3+3x的导数[image: icon]；再计算当x=0，x=[image: icon]，x=1，x=2时，分别对应的[image: icon]值。

（5）求曲线x2+y2=4上斜率为1的点所对应的横坐标值。

（6）求曲线[image: icon]上任意点的斜率；并计算x=0和x=1时斜率的具体数值。

（7）直线y=mx+n是曲线y=5−2x+0.5x2的一条切线，其中m和n为常数，求切点横坐标为x=2时，对应的m值和n值。

（8）求曲线y=3.5x2+2和y=x2−5x+.5相交时的夹角。

（9）求曲线y=[image: icon]在x=3和x=4处的两条切线的交点坐标及夹角大小。

（10）直线y=2x−b与曲线y=3x2+2相切于一点。求切点的坐标及b值。


第十一章  极大值与极小值

求导的一个主要应用，就是找出求导对象在什么情况下会抵达极大值或极小值。这在工程问题上尤为重要，因为我们最希望知道在什么样的条件下能使成本最小或是效率最大。

首先来看一个具体的例子，如下有一个等式：

[image: icon]

给x赋予一系列连续的值，并求出相应的y，我们可以很方便地看出上述等式其实代表了一条具有极小值的曲线。





	
x 
	
0 
	
1 
	
2 
	
3 
	
4 
	
5



	
y 
	
7 
	
4 
	
3 
	
4 
	
7 
	
12








根据这些取值画出曲线图，如图26，y看上去似乎在x等于2处取得极小值3。但你真的确定极小值出现在x=2的点上，而不是[image: icon]或是[image: icon]？

当然，给任意一个代数表达式取很多很多值的方法还是可行的，通过这一手段，我们能够逐渐逼近那个可能存在的极大值或极小值的真实取值。

[image: 图26]
图26


来看另外一个例子：

y=3x-x2

计算一些可能的取值，得到如下表格：





	
x 
	
-1 
	
0 
	
1 
	
2 
	
3 
	
4 
	
5



	
y 
	
-4 
	
0 
	
2 
	
2 
	
0 
	
-4 
	
-10








对这些取值作图，如图27。

很明显，在x=1和x=2之间某个地方存在一个极大值；而且从图上看，y的极大值仿佛应该是[image: icon]左右。再试着取一些中间值，如[image: icon]时，y=2.187；x=[image: icon]时，y=2.25；

x=1.6时，y=2.24。我们如何能够确定2.25就是真正的极大值，或者说，极大值正好出现在[image: icon]的点上？

现在，如果有人告诉你，其实存在一种不需要大量前期尝试或猜测的方法，能够让你直接算出极大值（或极小值），你也许会觉得他在骗人。而这种方法的基础正是微分思想。回顾一下对图14和图15的注解，你会发现，每当曲线抵达极大值或是极小值时，都会有[image: icon]。这就为我们希望学会的小窍门提供了一条线索。当你面对一个等式，希望找到y为极小值（或极大值）时对应的x值，先对等式求微分，完成以后，写出[image: icon]的表达式，并令其等于0，然后解这个关于x的方程。将求得的x值代入原方程，你就能算出你想要的y值了。人们通常把这个过程叫做“令某某式子为零”。

现在让我们通过本章开头的例子，感受一下上面提到的方法有多么简单，等式如下：

[image: 图27]
图27


[image: icon]

微分求导可得：

[image: icon]现令上式为零，即：

[image: icon]

解关于x 的方程，可得：

[image: icon]现在，我们知道在x=2处恰好存在一个极大值（或极小值）。将x=2代入原等式，可得：

[image: icon]回顾图26，你会发现x=2时曲线取极小值，而极小值为y=3。再来尝试解决一下第二个例子（图24），也就是[image: icon]

微分求导，[image: icon]令上式为零。

2x−4=0

可得[image: icon]

把x值代入原等式，我们可以求得：[image: icon]

之前那种尝试多种取值的方法并不能让我们有十足的把握，而目前这种方法就为我们提供了精确的答案。

在进一步讨论其他例子之前，我们必须再作两点补充。当课本告诉你令[image: icon]为0，刚开始你会觉得（如果你是个有自己想法的人）有些不满，因为你知道[image: icon]在曲线不同的位置有很多不同的取值，取决于曲线到底是在上坡还是下坡。因此，当突然有人让你写下[image: icon]。

你会感到愤怒，并有否定它的欲望。现在，你必须理解“一个等式”和“带条件的等式”之间存在本质的区别。因为通常你所处理的等式本身是成立的。但有时候你必须写下一些并不一定正确的等式，比如上面这个例子。这些等式只有在满足某些条件时才是成立的；而你写下它们，目的就是为了通过解方程寻找能够使得等式成立的条件。现在，我们希望能够找到某个特定的x值，使得曲线在该点既不向上倾斜也不向下倾斜，也就是说，在这个特定的位置上，[image: icon]。因此，写下[image: icon]并不意味着它一直都=0；你把它看作一个条件，目标是求出当[image: icon]为0时x到底等于多少。

第二个需要补充说明的地方也许（如果你有自己的想法）你已经意识到了：令导数为0的方法尽管在上文中备受称赞，但没能告诉你求得的x对应的到底是y的一个极大值还是一个极小值。的确如此，这个方法本身并没有区分能力；而只能帮你找到正确的x值。但要想知道对应的y是极大值还是极小值，还得亲自动手去验证才知道。当然，如果你给曲线做了图，你就已经知道具体是哪种情况了。

举个例子，来看下面这个等式：

[image: icon]

先别停下来思考这到底是一条什么曲线，直接求导，然后令导数为零：

[image: icon]

可得[image: icon]

代入x，[image: icon]

这要么是一个极大值，要么是一个极小值。但到底是哪一个呢？在本书后面的章节里，你会学到一种根据二阶导数进行判断的方法（见第十二章）。但目前你只需试着代入任意与求出来的x值略有不同的其他数值，然后看看它对应的y值是比之前求得的y值更大还是更小。

再来尝试解决一个简单的极值问题。假设你需要将任意一个数字分成两份，使得其乘积为最大值。如果你不知道令导数为零的窍门，你会如何解决这个问题？我猜你会使用瞎蒙大法，反复尝试不同的分割方法，费老大的劲儿才找到答案。以60这个数为例，你可以试着把它分成两个数，然后计算乘积。于是，50乘以10等于500；52乘以8等于416；40乘以15等于675；30乘以30等于900。最后这个答案看上去像是一个最大值：再试着对之进行略微变动。31乘以29等于899，没有900大；32乘以28等于896，结果更小了。因此，似乎当一个数被分成两个相等的数时，它们的乘积最大。

现在再来看看微积分能给出怎样的解答。设被分成两份的数为n，如果假设其中一份为x，另外一份就等于n−x，二者的乘积等于x（n−x）或nx−x2。于是我们把等式写成y=nx−x2，对等式求导并令导数为零；

[image: icon]。

解关于x的方程，我们可以得到[image: icon]。

现在，我们切切实实地知道，无论n 的值取多少，如果我们想让被分出来的两个部分乘积最大，那么就必须把它分成两个相等的数；而且这个最大的乘积永远[image: icon]。

这是一个很有用的规律，而且无论分成多少份它都成立，因此，如果m+n+p=a是一个常数，那么当m=n=p时，m×n×p最大。

示例

让我们再次运用所学的知识，解决一道我们能够验证的问题。

已知y=x2−x

让我们探索一下上面这个方程是否存在极大值或极小值；如果有的话，验证它是极大值还是极小值。

求导可得

[image: icon]

令导数为零，可得：

2x−1=0

因此

2x=1

或x=[image: icon]

也就是说，当[image: icon]时，对应的y值要么是一个极大值，要么是一个极小值。将[image: icon]代入原式，可得[image: icon]或[image: icon]

这会是一个极大值，还是一个极小值？要解决这个问题，试着代入一个比[image: icon]略大的x——比如，x=0.6。于是有[image: icon]这个结果比−0.25更大；从而说明y=−0.25是一个极小值。请你自己画出这条曲线，并验证一下上面的计算结果。

再举几例。

一条既有极大值又有极小值的曲线可以说是最有意思的例子之一。这里曲线的方程为：

[image: icon]。

可得[image: icon]。

令导数为零，我们可以得到一个二次方程如下，

[image: 图28]
图28


x2−4x+3=0；

解出方程有两个根，即[image: icon]

当x=3时，y=1；当x=1时，[image: icon]。第一个y是极小值，第二个是极大值。

取一系列x和代入算出的y值如下表，我们可以画出原方程曲线（如图28）。下面这个例子又是一道关于极值的练习：





	
x 
	
-1 
	
0 
	
1 
	
2 
	
3 
	
4 
	
5 
	
6



	
y 
	
43
	
1
	
23
	
13
	
1
	
23
	
73
	
19








有一个圆，它的半径为r，圆心C点坐标为x=a，y=b，如图29所示，该圆方程为：

（y−b）2+（x−a）2=r2

上式可以转化为[image: icon]

现在，仅凭观察图片，我们就能提前知道，当x=a时，y要么取极大值b+r，要么取极小值b−r。但是，让我们先别占图片的小便宜；让我们通过求导以及令导数为零的方法，求出当y为极大值或极小值时x对应的取值。

[image: icon]

上式可以化简为：

[image: 图29]
图29


[image: icon]

y为极大值或极小值时，需满足以下条件：

[image: icon]

因为无论x取什么值，都不能够使得分母为无穷大，所以唯一能够使等式成立的取值为：

x=a将之代入圆的表达式，我们即能求得[image: icon]

因为r2开根号等于+r或−r，我们可以得到两个y值，[image: icon]

y的第一个取值为极大值，对应等式组合的上面一个；第二个是极小值，对应等式组合中的下面一个。

如果一条曲线既没有极大值也没有极小值，那么令导数为零的计算过程可能无解。比如：已知y=ax3+bx+c。

那么[image: icon]

令导数为零，我们就有3ax2+b=0，[image: icon]，于是[image: icon]，而这个取值是不可能存在的。

因此，y既没有极大值也没有极小值。

下面是一些给出答案的例题，它们能够帮你彻底掌握这一微积分中最有趣且最有用的应用。

（1）一个半径为R的圆内接一个矩形，矩形的边长为多少时，面积最大？假设其中一条边长为x，[image: icon]

因为这个矩形的对角线长必须等于圆的直径，另一条边的长度[image: icon]。

因此，矩形的面积[image: icon]，[image: icon]

如果你忘记如何给[image: icon]求微分，这里提供一条提示：令[image: icon]，[image: icon]，求出[image: icon]和[image: icon]；努力算出结果吧，若是实在没法算下去，可以参考前面章节。

你会得到以下结果：

[image: icon]

要想求极大值或极小值，我们必须令[image: icon]

也即是4R2−2x2=0，因此，[image: icon]。

另外一条边 =[image: icon]，两条边长相等；整个图像也就是一个圆形套着一个正方形，而正方形的对角线顶点位于圆上。在本例中，理所当然，我们求得的是一个极大值。

（2）一个锥形容器斜边长度为l，当圆形开口的半径为多大时，容器的容积最大？

设半径为R，锥形高度为H，H=[image: icon]。

容积[image: icon]

像上题一样，为求极大值或极小值，我们可以进行以下步骤：

[image: icon]

即2πR（l2−R2）-πR2=0，可算得[image: icon]，很明显，对应的容积是一个极大值。

（3）求下列方程的极大值和极小值

[image: icon]

为了求极值，我们可以计算得到[image: icon]

即有[image: icon]，解方程可得x=2。

x的解只有一个，因此原方程只有一个极大值或极小值。

当x=2时，y=2，当x=1.5时，y=2.27，当x=2.5时，y=2.27；因此，我们得到的是一个极小值。（把方程代表的曲线画出来吧，你会大受启发的。）

（4）已知方程y=[image: icon]，求极大值和极小值。（可以试着给方程作图，会很有帮助。）

要想求极值，求导可以立刻得出[image: icon]

于是[image: icon]，存在唯一解x=0。

当x=0时，y=2。

当x=±0.5，y=1.932，因此上面得到的是一个极大值。

（5）求下列方程的极大值和极小值

[image: icon]。

为了计算极大值和极小值，我们可以计算得到[image: icon]

即[image: icon]

或写作x2−4x+5=0；这个方程的解为[image: icon]

两个解都为虚数，没有实数x能够使[image: icon]，因此，原方程既没有极大值也没有极小值。

（6）求下列方程的极大值和极小值

[image: icon]

上式也可以写成[image: icon]。为了求极大值和极小值，求导[image: icon]

即有[image: icon]，因而必须满足x=0，或[image: icon]，后者解得[image: icon]。于是，我们得到了两个解。

首先来看x=0的情况。如果x=−0.5，[image: icon]，如果x=+0.5，[image: icon]。对于前者来说，y为虚数；也就是说，y值无法用图表示；因而，所有取值都位于y轴的右侧（如图30）。

给方程作图后你会发现，曲线先是逐渐靠近原点，而且看上去原点附近像是有个极小值；但是，跟原点为极小值的情况不同，曲线并没有途径原点继续发展，而是后退了一步（形成了一个叫做“尖点”的结构）。因此，尽管满足极小值的条件、即[image: icon]，曲线却不存在极小值。由这个例子可以看到，检查可能存在的极值两侧的取值是非常有必要的。

接着再来看另外一个解[image: icon]。如果x=0.64，y=0.7373以及y=0.0819；如果x=0.6，y则为0.6389和0.0811；如果x=0.7，y取0.8996和0.0804。

[image: 图30]
图30


这个结果说明，曲线分为两支；下侧的一支有极大值，而上侧的一支没有。

（7）存在一个体积不断增加的圆柱体，其各部分比例保持不变，即高是底面半径的两倍；也就是说，这个圆柱体在任意时刻下都与都与原始状态相似。当底面半径为r英尺时，圆柱体表面积以每秒20平方英寸的速率增加；那么这个圆柱体体积增长的速率为多少？

面积=S=2（πr2）+2πr×2r=6πr2。体积=V=πr2×2r=2πr3。[image: icon][image: icon]

[image: icon]。

体积增长的速率为10r立方英寸。

你也可以自己寻找一些例子，能像本章讨论的极值问题这样提供大量有趣例子的话题可不多哦。

练习9

（1）已知[image: icon]，x等于多少时，y可以取极大值或极小值？

（2）已知[image: icon]，x等于多少时，y可以取极大值或极小值？

（3）将一条长度为p的线段切成四份，组成一个矩形。证明当矩形4条边长均为[image: icon]时，面积最大。

（4）一条长为30英寸的绳子首尾相连，由三根钉子撑开形成一个三角形。这条绳子闭合形成的三角形面积最大为多少？

（5）画出下列方程所代表的曲线[image: icon]；求[image: icon]，并算出y为极小值时x的取值，最后算出y的极小值。

（6）如果y=x5−5x，x等于多少时，y可以取极大值或极小值？

（7）给定正方形，求其内接正方形的最小面积为多少？

（8）已知一个锥体，其高度和底面半径相等，又有一个圆柱体内接其中，求分别满足下列条件时该圆柱体的具体参数（a）体积为极大值；（b）侧面积为极大值；（c）总面积为极大值。

（9）一个圆柱体内接于一个球体，求分别满足下列条件时该圆柱体的具体参数（a）体积为极大值；（b）侧面积为极大值；（c）总面积为极大值。

（10）一个球形的气球体积不断增大。如果当半径为r英尺时，气球体积增长速率为每秒4立方英尺，那么此时气球面积的增长速率为多少？

（11）一个圆锥体内接于一个球体，求当圆锥体体积为极大值时的具体参数。

（12）N个类似的伏打电池组合在一起产生的电流大小为[image: icon]，其中E、R、r为常数，n为串联的电池个数。求n与N的比值为多少时能使得电流最大。


第十二章  曲线和曲率

回顾连续求导的计算过程，也许有人会问：求两遍导数有什么用呢？我们知道，当变量分别为空间距离和时间时，二次求导能够得到物体加速度的大小，从几何意义的角度来看，[image: icon]代表了曲线的斜率。那么，[image: icon]又代表什么呢？显然，它的含义为斜率的变化率（单位为每单位长度x）——简而言之，[image: icon]衡量了曲线斜率的曲率。

假设画出一条曲线，如图31。

这个例子里，[image: icon]是一个常数。

图32是另外一个例子，图中曲线的斜率本身不断增大，因此[image: icon]（或写作[image: icon]）是一个正数。

如果随着x 增大，曲线的斜率逐渐减小，那么，尽管曲线可能是递增的，但是向上增长的趋势不断变缓，[image: icon]是一个负数。

[image: 图31]
图31


[image: 图32]
图32


现在，是时候传授给你另一项秘技了——在你利用令导数为零的方法求得极值以后，该如何确定结果到底是极大值还是极小值。窍门如下：算出微分之后（目的是为了得到导数的表达式，一会儿可以令之为零），再微分一次，然后检查二次求导的结果是正数还是负数。如果[image: icon]是正数，那么你就可以知道算得的y是一个极小值；如果[image: icon]是负数，那么你算得的y就是一个极大值——这就是规律。

上述规律的个中原因应该相当明显。想象任意一条具有极小值的曲线（比如图15，或图34），并将y的极小值点标注为M，这样一来，曲线就是一条凹曲线。在M点左边，曲线向下倾斜，也就是说，斜率是负数，并且逐渐向零靠近。在M点右边，曲线变成向上倾斜，斜率也在变大。显然，曲线经过M点时，斜率的变化[image: icon]大于零，在这种情况下，随着x增大，曲线从下坡变成了上坡。

类似的，再来考虑任意一条具有极大值的曲线（比如图16，或图35），这样的曲线是凸曲线，设极大值点为M。本例中，当曲线自左向右经过M点时，由上坡变成了下坡，或者说斜率变成了负数，因此，这里“斜率的斜率”[image: icon]是一个负数。

[image: 图33]
图33


[image: 图34]
图34


[image: 图35]
图35


让我们回顾一下上一章内容，其中提到了许多极大值还是极小值的问题，现在用本章介绍的方法验证之前得到的结论。下面是一些给出解答过程的例子。

（1）求下列式子的极值

（a）y=4x2−9x−6；（b）y=6+9x−4x2；

并确定两个式子的极值分别是极大值还是极小值。

（a）[image: icon]；

[image: icon]，且y=−11.065。

[image: icon]为正；因此结果为极小值。

（b）[image: icon]；

[image: icon]，且y=+11.065。

[image: icon]为负；因此结果为极大值。

（2）求方程y=x3−3x+16的极大值和极小值。

[image: icon]；x2=1；因此有x=±1。

[image: icon]；当x=1时，这是一个正值；

因此x=1对应的是极小值y=14。当x=−1时，这是一个负值；因此x=−1对应的是极大值y=+18。

（3）求[image: icon]的极大值和极小值。[image: icon]；上式相当于x2−2x−2=0，这个方程的解为x=+2.73和x=−0.73。

[image: icon]

上式的分母恒为正，因此只需确定分子的符号就足够了。

代入x=2.73，分子为负数；对应极大值y=0.183。

代入x=−0.73，分子为正数；对应极小值y=−0.683。

（4）一家工厂的产品处理成本C的大小取决于每周产量P，关系式为[image: icon]，其中a，b，c，d为大于零的常数。求当产量为多少时成本最低？

为求极值，列出[image: icon]；

因此有[image: icon]，以及[image: icon]。

因为产量不可能为负数，所以[image: icon]。

接着计算[image: icon]，对于所有的P来说，这都是一个正数；因此，[image: icon]对应的是一个极小值。

（5）为给一栋大楼照明，已知当灯的个数为N时，每小时的照明成本为C，且满足[image: icon]

其中，E为商用效率（单位为瓦/烛光），设P是每盏灯的照明强度，单位为烛光[1]，t是每盏灯的平均寿命，单位为小时，Cl=灯泡每使用一小时的换新成本，单位为便士，Ce=每小时每千瓦的耗能成本。

此外，一盏灯的平均使用寿命与商用效率之间的关系大约为t=mEn，其中m和n均为常数，取决于灯的具体型号。

求照明总体花费最小时的商用效率。

为计算极值，已知[image: icon]令[image: icon]

可以求出[image: icon]，因此有[image: icon]

因为[image: icon]

当E取正值时同样为正，因此上面得到的是一个极小值。

对于一种发光强度为16烛光的灯来说，Cl=17便士，Ce=5便士；而且已知m=10，n=3.6。[image: icon]瓦/烛光。

练习10（对于每道包含具体数值的题目，建议你画出对应的曲线。）

（1）求y=x3+x2−10x+8的极大值和极小值。

（2）已知[image: icon]，求[image: icon]与[image: icon]的表达式，并求y为极值时对应的x，确定该极值为极大值还是极小值。

（3）求下列曲线分别有多少个极大值和极小值：

[image: icon]；及

[image: icon]。

（4）求[image: icon]的极大值和极小值。

（5）求[image: icon]的极大值和极小值。

（6）求[image: icon]的极大值和极小值。

（7）求[image: icon]的极大值和极小值。

（8）将数字N分为两份，使得其中一份的开方的3倍再加上另一份的开方的2倍所得的结果最小。

（9）一台发电机发电量为x时对应的效率u满足如下的一般方程：

[image: icon]；

其中，a是一个常数，其大小主要取决于机器铁制原件部分的能量损耗，c同样是一个常数，其大小主要取决于铜制原件的电阻。求效率为极大值时产电量的表达式。

（10）假设已知一艘轮船的耗煤量可表示为y=0.3+0.001v3；其中y为耗煤量，单位为吨/小时，而v为速度，单位为海里/小时。航行每小时需支付的船员工资、资本利息以及轮船折旧费的总和等于消耗1吨煤所用的花费。假设一段航程为1000海里，速度为多大时能使得总成本为极小值？如果每吨煤花费10先令，那么总成本的极小值为多大？

（11）求[image: icon]的极大值和极小值。

（12）求y=4x3−x2−2x+1的极大值和极小值。

注释：

[1]烛光是旧制发光强度单位，现多用candela（中文名“坎德拉”）。（译注）


第十三章  锦囊妙计篇——部分分式分解

在前面几章中我们已经发现，对分式求微分的计算过程非常复杂；而且，如果分式本身结构不够简洁，那么微分的结果也一定是一个复杂的表达式。倘若我们能够将分式分解成两个或两个以上简单的分式，使得分解后的分式之和与原分式相等，那么我们就可以从这些简单的分式下手，对它们各自求导即可以得出更简化的微分表达式，再把这些微分结果（两个两以上）相加，就可得到最终答案。尽管这样得到的答案与用传统方法得到的结果没什么两样，但是计算的过程要轻松得多，而且求得的微分式也会以一种简化后的形式呈现。

让我们看一看具体的算法。首先，试着对两个分式做加法，将之合并成一个新的分式。比如，[image: icon]和[image: icon]相加得到[image: icon]，相信中学生都能够解决这个问题。用类似的方法，还可以对三个或以上的分式求和。当然，我们能把求和的过程反转过来：也就是说，如果已知合并后的分式，那么可以肯定，我们能够通过某种方法把它分解成原始状态、也就是若干个部分分式。只不过，目前我们并不知道如何分解任意一个给定的分式。要想解决这个问题，首先让我们来思考一个简单的例子。需要牢记于心的是，接下来介绍的方法只适用于“真”代数分式，就像上面的例子那样，分子的次数必须比分母的次数小；即分子中x 最高次项的次数须小于分母。如果遇上[image: icon]这样的式子，我们可以首先利用除法对其化简，得到[image: icon]；接下来我们会举例说明，[image: icon]就是一个能被分解的真分式。

例1.如果需要合并的两个或两个以上分式分母中只包含x 的一次项，而没有x2、x3或是其他x 的高次项，我们总能看到，合并后分式的分母一定是合并前各项分式分母的乘积。因此，对合并后分式的分母做因式分解，就能够得到我们试图寻找的所有部分分式。

假设我们想把[image: icon]重新分解成部分分式，根据前面的内容，我们已经知道分解的结果会是[image: icon]和[image: icon]。即便我们并未提前知道结果，我们依旧可以通过下面的方法将之推导出来，首先，作为热身，将需要分解的分式写作如下：

[image: icon]

在求出分子之前，我们先把分子的位置空出来。假定部分分式之间的计算符号为加号，因为如果是减号的话，相应地我们就会得到一个负的分子，问题不大。现在，因为部分分式都是真分式，所以分子不含x项而只有数字，我们可以按照喜好把它们称作A、B、C等等。因此，在本例中，我们有：

[image: icon]

如果我们把等号右边的两个部分分式合并，可得[image: icon]且必须等于[image: icon]。因为两个式子的分母相同，所以分子也必须相等，写成方程就是：

[image: icon]

上述等式中有两个未知数，看上去我们需要另外一个等式组成方程组才能够解出A和B。不过，还有一个方法能助我们脱离困境。上述等式必须对所有x都成立；因此，当x=1或x=−1时，x−1和x+1分别等于零，而等式仍旧成立。若令x=1，可得4=（A×0）+（B×2），解得B=2；若令x=−1，解得−2=（A×−2）+（B×0），因此A=1。

代入A和B的值，能求得部分分式[image: icon]和[image: icon]。大功告成。

再来看一个升级版的例子，对分式[image: icon]。x等于1时，分母为0，；因此x−1是分母的一个因式，很显然，另外一个因式为x2+4x+3；后者还可以进一步分解为（x+1）（x+3）。从而我们可以将原分式分解成三部分：

[image: icon]

跟之前一样，我们可以进一步得出：4x2+2x−14=A（x−1）（x+3）+B（x+1）（x+3）+C（x+1）（x−1）

现在，令x=1，则有：−8=（A×0）+B（2×4）+（C×0）；即B=−1

当x=−1时，则有：−12=A（−2×2）+（B×0）+（C×0）；即A=3

当x=−3时，则有：16=（A×0）+（B×0）+C（−2×−4）；即C=2

综上，部分分式为：[image: icon]

比起复杂的原式，分解后的式子对x求微分要简单得多。

例2.如果原式分母含有带x2的项，且无法方便地进行因式分解，那么，部分分式的对应分子除数字之外可能还包含x的一次项；因此，我们有必要将这个未知的分子写成Ax+B，而不是之前的A；其余的计算方法与前面一样。

比如，尝试分解：

[image: icon]

[image: icon]

[image: icon]

令x=−1，可得−4=C×2；因此C=−2；即有−x2−3=（Ax+B）（x+1）−2x2−2可以写成x2−1=Ax（x+1）+B（x+1）

令x=0，可得−1=B；

因此x2−1=Ax（x+1）−x−1；或x2+x=Ax（x+1）；

即x+1=A（x+1）

因此A=1，部分分式为：[image: icon]

再来看另一个例子，分解[image: icon]

可得[image: icon]

这回分子中的A，B，C，D解起来就不那么容易了。以下是一种较为简便的方法：因为原分式与部分分式的和相等，且有同样的分母，那么分子也应当完全相同。对于类似本例这样的代数表达式来说，x的同次项的系数相等且符号相同。

因此，根据下式[image: icon]

我们可以得到1=A+C；0=B+D（等号左边的表达式中，x2的系数为零）；0=2A+C；以及−2=2B+D。由这四个等式，我们能够轻松求出A=−1；B=−2；C=2；D=0；

于是可得部分分式为[image: icon]。这种计算方法可以通用；而刚开始介绍的方法更适用于分母因式只包含x的一次项的情况。

例3.有些时候，分母的因式存在多重因式，那么，在进行部分分式分解时，必须考虑包含因式的多次幂的分母，且最高次幂应与原式多重因式的幂相同。比如，在分解[image: icon]时，部分分式的分母除x−2和x+1以外，还可能存在（x+1）2。

不过存在一个问题，如果我们这样推理，因为分母为（x+1）2的部分分式的分子可能包含x的一次项，所以我们必须将这个分子写作Ax+B的形式，从而得到[image: icon]

但是，如果我们试图根据上式解出A，B，C和D，结果一定是失败的，因为这里一共有4个未知数；但我们只能得到关于它们的3个方程，然而存在下式：

[image: icon]

让我们换个方法，如果将分解过程写作[image: icon]

可以得出3x2−2x+1=A（x−2）+B（x+1）（x−2）+C（x+2）2。

代入x=2能够求出C=1。将C值代入原式，移项，合并同类项，并将等号两侧同时除以x−2，我们可以得到−2x=A+B（x+1），代入x=−1，即有A=−2。再将A值代入原式，可得2x=−2+B（x+1）

因此，B=2；从而得出部分分式如下：

[image: icon]

与前面提到的由原式[image: icon]分解结果[image: icon]有所不同。虽然有些令人迷惑，但是若能够观察到本身能够进一步被分解为[image: icon]，因此这三个分式其实等同于[image: icon]

与我们实际算得的部分公式完全相同，这样一来就真相大白了。

可以看到，我们只需令分子均为数值项，就能求出终极版的部分分式啦。

但是，当多重因式包含x2时，对应的分子就必须以Ax+B的形式存在；譬如，[image: icon]

从而得到3x−1=（Ax+B）（x+1）+（Cx+D）（x+1）（2x2−1）+E（2x2−1）2；

代入x=−1可求得E=−4。代入E，移项，合并同类项，两侧除以x+1，最终得到16x3−16x2+3=2Cx3+2Dx2+x（A−C）+（B−D）；

因此2C=16，即C=8；2D=−16，即D=−8；A−C=0，即A−8=0，所以A=8，最后，B−D=3，即B=−5。综上可得部分分式如下：[image: icon]

检查计算结果对我们来说非常有用。最简单的方法就是往原式和部分分式里代入一个x值，比如+1。

当分母为单个多重因式时，有一个快捷的计算方法：

比如，分解[image: icon]，令x+1=z；即有x=z−1。

代入可得[image: icon]

因此，部分分式为把因式分解应用到微分上面，假设我们要对[image: icon]求导；按照老方法，可以得到[image: icon]

[image: icon]

如果我们把原表达式分解为[image: icon]

我们则可得到[image: icon]

而这其实就是前面的答案进行部分分式分解后的结果。但显而易见的是，先求导再分解的计算过程更加复杂。等到我们要对付此类表达式的积分的时候，你会发现部分分式分解的方法着实是一个宝贵的锦囊。

练习11.

部分分式分解：

（1）[image: icon]

（2）（3x-4）÷（x-1）÷（x-2）

（3）[image: icon]

（4）[image: icon]

（5）[image: icon]

（6）[image: icon]

（7）[image: icon]

（8）[image: icon]

（9）[image: icon]

（10）[image: icon]

（11）[image: icon]

（12）[image: icon]

（13）[image: icon]

（14）（x+3）÷（x+2）2÷（x-1）

（15）[image: icon]

（16）[image: icon]

（17）[image: icon]

（18）x2÷（x3-8）÷（x-2）

反函数求导

考虑函数y=3x；这个函数可以换一个表达形式，变成[image: icon]；后者称作原函数的反函数。

如果有y=3x，则[image: icon]；如果有[image: icon]，则[image: icon]，从而可以发现[image: icon]，或者[image: icon]

再看另外一个函数y=4x2，[image: icon]；反函数为[image: icon]，于是[image: icon]

再次得到[image: icon]

我们能够证明，对于所有具有反函数形式的函数，下式成立：

[image: icon]，或[image: icon]

由此可得，当对一个函数的反函数求导更简单时，我们可以先对反函数求导，再算出反函数导数的倒数，后者即是原函数的导数。

举个例子，假设我们要给[image: icon]求导。之前我们已经学过一种计算方法，即令[image: icon]，求出[image: icon]和[image: icon]。从而得到[image: icon]

如果我们忘记如何使用换元法，或者希望通过其他方法来验证我们得到的结果，或者不管出于什么其他原因，我们无法使用这种方法，那么，我们可以这样做：求出反函数[image: icon]。

[image: icon]

因此[image: icon]

再来看一个例子：

[image: icon]。

反函数为[image: icon]，或写作θ=y−3−5，于是可得[image: icon]

因此[image: icon]，与其他方法得出的结果相符。

随后我们会发现，反函数是一个非常好用的技巧；与此同时，建议你实际运用这种方法来验证一下之前的练习题答案，确保熟练操作，相关习题包括练习1的第5，6，7题。

从本章和接下来几章介绍的内容中，你一定会发现，从很多方面来看，与其说微积分是科学，不如说它是艺术：一门只能通过练习而习得的艺术，就像其他所有艺术技巧一样。因此，你应当多做题，并且给自己出题目，看看自己能不能求出答案，反复运用各种运算技巧，直到你能够熟练掌握。


第十四章  复利以及有机增长法则

假设存在一个变量，其增长量在给定时间内都与变量自身大小呈正比。这与依据固定利率计算利息类似；本金越大，在给定时间内，获得的利息也越多。

我们在计算时必须明确区分两种情况，也就是弄明白我们算的到底是数学课本中所说的“单利”还是“复利”。前一种情况指的是本金数目保持固定，而后一种情况中利息会加入本金，连续叠加使得本金不断增大。

（1）单利。来看一个具体的例子。假设某人刚开始有一笔100英镑的本金，利率为每年10％。因此本金主人每年的收入能够增加10英镑。再假设他每年都把利息取出来，藏在一只袜子里，或者锁进保险箱。如果此人坚持了十年，十年后，他能拿到10笔价值10英镑的利息，也就是100英镑，加上原有的100英镑本金，一共为200英镑。他的财产在十年间翻了一番。如果利率为每年5％，要想让财产翻番，他就不得不存上20年。如果利率为2％，那就是50年。很容易看到，若每年利息为本金的[image: icon]，那么此人必须花n年才能使财产翻倍。

换个说法，令某人原有本金为y，年利息为[image: icon]，那么，n年后他的财产将为[image: icon]。

（2）复利。跟前面的例子一样，假设某人有一笔100英镑的本金，利率为每年10％；但是，此人并没有把利息屯起来，而是把每年的利息加入本金，因而本金会逐年增加。这样一来，一年后，本金增至110英镑；在第二年（年利率仍为10％），这笔本金会来带11英镑的利息。在第三年伊始，此人将拥有121英镑，相应的利息为12.2英镑；因此，到第四年，他的本金已增长至133.2英镑，以此类推……很容易算出，十年后本金总数将达到259.7英镑6便士。事实上，我们能够看到，在每年年末，本金中的每一英镑都能产生[image: icon]英镑的利息，一直保持这个利率，本金在每年都能增长为之前的[image: icon]倍；如果持续十年（也就是乘上这个倍数的10次方），本金则增加为原来的2.59374倍。让我们用代数符号来表达这一过程。令本金初始数量为 y0；

[image: icon]为n次计算中每次增加的倍数；yn为第n次计算后得到的本金数量。从而有[image: icon]。

但是，这种每年计算一次复利的方法其实不大公平；因为即使在第一年内，作为本金的100英镑也是在不断增值的。上半年结束后这笔钱将至少增加至105英镑，下半年的利息若是基于105英镑的本金计算，自然会更加公平。这相当于半年5％的利息；十年共需算20次利息，每计算一次，本金增加到原先的[image: icon]倍。按照这种计算方法，十年后，本金将增长至265.6英镑7便士；因为[image: icon]。

不过，即便是这种算法依旧不大公平；因为在第一个月结束时，就会有一部分利息进账；而半年一结算的利息算法假定在六个月中本金保持不变。如果我们把一年的时间分成10份，并采用每[image: icon]年1％的利率。那么十年共需计算100次利息；或写作[image: icon]；

计算结果为270.9英镑[image: icon]便士。

即便如此，还是不算一锤定音。假设把十年分成1000段，每段时长为[image: icon]年；利率为百分之[image: icon]每段；因此有[image: icon]；计算结果为271.13英镑10便士。

总而言之，可以看出，我们的目标是求出表达式[image: icon]的终极真实值，而正如前面的计算结果，这个值大于2；随着n的取值越来越大，表达式的值也越来越接近某个极限值。不管你取多大的n值，表达式的结果只能越来越接近2.71828，永远不要忘记这个数字。

如何从几何角度来演示上面的例子。图36中，op代表初始值。op代表整个变量增长的时间段。这段时间被分为10段，每段对应的增长量相等。此处[image: icon]是一个常量；如果单次增长量恒等于初始值OP的[image: icon]，那么，10次增长之后，高度值翻倍。如果增长20次，但每次增长量减半，则最后得到的高度值仍旧是初始值的两倍。或者，增长n次，每次增长量为OP初始高度的[image: icon]，最终都能达成高度值翻番的结果——单利就是这种情况。在本例中，即是从1增长为2。

图37为等比级数的一个图示。每一个纵坐标都是前一个纵坐标的[image: icon]倍，也就是[image: icon]倍。每次增长量并不相等，因为在目前这个例子中，增长量等于曲线在对应位置的纵坐标的[image: icon]。如果我们一共有10次增长，每次增长都乘以[image: icon]，那么，最后得到总结果为初始值1的[image: icon]倍，即约等于2.594倍。但是，如果增长步数n取值为充分大（对应的[image: icon]为充分小），那么单位值对应的增长结果[image: icon]将等于2.71828。

[image: 图36]
图36


艾普西龙。数学家们用希腊字母 ε（ 读作“艾普西龙”）来表示2.7182818……这个神秘数字。小学生都知道希腊字母π（读作“派”）代表3.141592……；可是，又有多少人知道“艾普西龙”代表2.71828呢？但它却是一个比π还要重要的数字！

那么，艾普西龙到底是啥？

假设我们先让1按照单利规则增长至2；接着，再由单利改为复利，保持同样大小的利息增长率，经过同样长的时间后，1会增长为艾普西龙。

对于这种在任意时刻的增长量与该时刻变量的大小成一定比例的增长过程，一些人称之为呈对数增长。单位对数增长率等于单位时间内1增长为2.718281的增长率。这一过程还被称作有机增长率：因为有机增长（在特定条件下）的性质即为，微生物在给定时刻的增长量与当时微生物的数量呈正比。

如果我们设单位增长率为100％，单位时间为任意固定时长，那么，1在单位时间以单位增长率进行算术增长的结果为2，而在同样时间内、以单位增长率进行对数增长的结果为2.71828……。

关于艾普西龙的补充小知识。根据上文，我们希望求出当n为无穷大时表达式[image: icon]的值。用算术方法，以下列出了当n=2；n=5；n=10等取值时求出的表达式值（任何人都能通过一张普通的对数表格求出结果），n的最高取值为n=10000。

[image: 图37]
图37


[image: ]


不过，艾普西龙的概念非常重要，值得我们花功夫寻找一个更好的计算方法。

因此，我们可以利用二项式定理这一有力武器，将表达式[image: icon]写成大名鼎鼎的展开形式。

二项式定理告诉我们[image: icon]

[image: icon]

代入a=1和[image: icon]，可得[image: icon]

[image: icon]

现在，让我们假设n为无穷大，比如十亿，或是十亿个十亿，那么，n−1、n−2和n−3等都可看做与n相等；因此，级数可简化为[image: icon]

对于这一快速收敛的级数，我们可以依照喜好取任意多的项，从而算得任意精确度的答案。以下为一个计算例子，一共取了10个项：ε不可以和1通约，而且与π类似，是一个无限不循环小数。指数级数。我们还需要提到另外一个级数。

[image: ]


让我们再次利用二项式定理，对表达式（1+1÷n）nx

进行展开，当n为无穷大时，该式等于εx。

[image: ]


但是，当n为无穷大时，上式可简化为：[image: icon]

该式的名字就叫做指数级数。

ε之所以如此受重视，是因为εx具有一项其他任何关于x的函数都没有的性质，那就是当你对该函数求导时，其值不发生改变；换句话说，它的导数与其本身相等。求出εx对x的导数，你就能立刻明白这一性质的含义，计算如下：

[image: icon]

[image: icon]或[image: icon]与原级数完全相等。

现在，我们可以采取另外一种思路，比如：正向推导；找到一个x的函数，使得其导数与原函数相等。或者说，是否存在某个只包含x为底的指数的表达式，其值在求导前后保持一致？根据这一思路，让我们首先假设存在一个通用表达式y=A+Bx+Cx2+Dx3+Ex4+...，

（这里的系数A、B、C等等均为待定），并对之求导可得，[image: icon]

如果这个新的表达式真的与推导前的原式相等，那么很明显，A 必须 =B ；且[image: icon]；且[image: icon]；且[image: icon]…以此类推。

因此原式可改写为[image: icon]现在，假设我们为了使后面的计算更加简便，令A=1，可得[image: icon]

无论对该式求多少次导，都会得到同样的结果。

让我们进一步观察A=1的特例，并求出级数的具体值，可以方便地得到

当x=1时，y=2.718281...；        即有y=ε；

当x=2时，y=（2.718281...）2；       即有y=ε2；

当x=3时，y=（2.718281...）3；       即有y=ε3；

由此可以推出当x=x时，y=（2.718281...）x；即有y=εx，最终证明了：

【备注——指数的念法。对那些手头没有教材的读者来说或许值得一提的是，εx的念法是“艾普西龙的x次方”；也有一些人把它念作“x的指数函数”。因此，εpt可以念作“艾普西龙的pt次方”或“pt的指数函数”。再来看一些类似的表达式：根据前面的规律，ε−2读作“艾普西龙的负二次方”或“负二的指数函数”。ε−ax读作“艾普西龙的负ax次方”或“ax的指数函数”。】

当然，我们也可以说εy的值在对y求导前后保持不变。还有εax，因为它等于（εa）x，且a是一个常数，所以对x求导的结果等于aεax。

自然对数或纳氏对数

ε之所以这么重要的另外一个原因，是因为对数的发明者纳皮尔将它用作自己的对数系统的底数。如果y等于εx，那么x就是y以ε为底的对数。或者换一种表达方式，如果y=εx

则有x=logεy代表以上两个等式的曲线分别在图38和图39。

计算出来曲线上的点的坐标为：

对于图38
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对于图39
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[image: icon]

可以证明，尽管计算出来用以画图的点坐标各不相同，但得出的两条曲线是一模一样的。这两个等式表达的其实是相同的含义。

常用对数的底数不是ε而是10，对于那些经常使用常用对数而对“自然”对数不熟悉的读者来说，这里有必要多说几句。对数相加的结果等于乘积的对数，这一法则依旧成立；即logεa+logεb=logεab

指数运算法则也同样成立；

n×logεa=logεan

但是，因为底数不再是10，当指数幂增加2或3时，你可不能在对数前面直接乘上100或1000。要想把自然对数转换为常用对数，只需乘上0.4343；

即有log10x=0.4343×logεx

反过来则有logεx=2.3026×log10x

指数函数与对数函数。

现在，让我们试着对含有对数或指数的表达式求导。例如：

y=logεx

首先，将上式变形，转化为εy=x

因为已知εy对y求导得出的结果与原函数相等，所以：[image: icon]

[image: 图38]
图38


[image: 图39]
图39



接着，从反函数转换回原函数，[image: icon]

这是一个很奇妙的结果。可以写作[image: icon]

注意，我们不能用指数求导的方法得出x−1的结果。该方法告诉我们，对指数求导时，只需原式乘以x的指数，再让x的指数减小1次方。如x3的导数为3x2；x2的导数为2x1。但是，x0的导数并不是x−1或0×x−1，因为x0本身=1，是一个常量。等学到积分的时候，我们会重新回过头来研究这一奇妙的现象，即logεx的导数等于[image: icon]。

接下来，让我们尝试对下式求导

y=logε（x+a）

也即是εy=x+a

我们已知[image: icon]，因为εy的导数还是εy。

于是可以得到[image: icon]

接着，转换为原方程，得到[image: icon]

一个有用的“纳式对数”表格（也叫做自然对数或双曲线对数）





	
真数 
	
logε
	
真数 
	
logε



	
1 
	
0.0000  
	
6 
	
1.7918



	
1.1 
	
0.0953  
	
7 
	
1.9459












	
1.2 
	
0.1823  8 
	
2.0794



	
1.5 
	
0.4055  9 
	
2.1972



	
1.7 
	
0.5306  10 
	
2.3026



	
2.0 
	
0.6931  20 
	
2.9957



	
2.2 
	
0.7885  50 
	
3.9120



	
2.5 
	
0.9163  100 
	
4.6052



	
2.7 
	
0.9933  200 
	
5.2983



	
2.8 
	
1.0296  500 
	
6.2146



	
3.0 
	
1.0986  1，000 
	
6.9078



	
3.5 
	
1.2528  2，000 
	
7.6009



	
4.0 
	
1.3863  5，000 
	
8.5172



	
4.5 
	
1.5041  10，000 
	
9.2103



	
5.0 
	
1.6094  20，000 
	
9.9035








再来尝试求导y=log10x

首先，转换为自然对数，乘上0.4343。我们可以得到y=0.4343logεx

因此有[image: icon]

下面这个例子就没那么简单了。挑战一下：y=ax

等号两遍取对数，可得logεy=xlogεa

或写作[image: icon]

因为[image: icon]是一个常量，我们可以得出如下结果

[image: icon]

接着，转换为原方程。

[image: icon]

可以看到，因为[image: icon]，且[image: icon]，[image: icon]

我们发现，每当需要对logεy=x的函数这样的式子求导时，总可以得出[image: icon]函数的导数，因此，对于logεy=xlogεa，我们可以立刻写出[image: icon]，即[image: icon]

让我们再来看一些例子。

例题

（1）y=ε−ax。设−ax=z；于是又y=εz。

[image: icon]；[image: icon]；因此[image: icon]

或者换一种解法：

logεy=-ax；[image: icon]；[image: icon]

（2）[image: icon]。[image: icon]；因此y=εz。

[image: icon]；

[image: icon]；

[image: icon]

或者：[image: icon]；[image: icon]；

[image: icon]

（4）y=[image: icon]

[image: icon]

[image: icon]

补充讲解上述导数的求法：对于y=logε（x2+3），令x2+3=z，且u=logεz。

[image: icon]；

[image: icon]；

[image: icon]

类似的，对于v=logε（x3−2），

[image: icon]，因此[image: icon]

（5）[image: icon]。

logy=1log（x2+a）−1log（x3−a）

[image: icon]

从而可得[image: icon]

（6）[image: icon]

[image: icon]

（7）y=[image: icon]

令z=logεx；

[image: icon]

[image: icon]；

[image: icon]；

[image: icon]

（8）[image: icon]。

[image: icon]

[image: icon]

因此可得[image: icon]。

尝试解决下列习题吧。

练习9

（1）求导y=[image: icon]。

（2）求下面的式子对t的导数：u=at2+2logεt。

（3）令y=nt，求[image: icon]。

（4）证明若[image: icon]，则[image: icon]。

（5）令w=pvn，求[image: icon]。

对下列式子求导

（6）y=logxn

（7）y=（3x2+1）ε−5x

（8）y=[image: icon]

（9）[image: icon]

（10）y=logε（xa+a）

（11）[image: icon]

（12）开尔文男爵证明，海底电缆中信号的传导速度取决于电缆外径与内部铜线直径的比例。令这一比例为y，则每分钟可传递信号数s可由下列公式表示[image: icon]；

其中a为常量，与电缆的长度和材料性质有关。证明：根据上述条件，当y=[image: icon]时，s取极大值。

（13）求下式的极大值或极小值

y=x3−logεx。

（14）求导y=logε（axεx）。

（15）求导y=（logεax）3。

对数曲线

让我们回顾之前提到的一种曲线，其纵坐标遵从等比级数增长，比如等式y=bpx所代表的曲线。

我们可以发现，当x=0时，b等于y的初始高度。

类似的，当x=1时，y=bp；x=2，y=bp2；x=3，y=bp3，等等。

我们还可以发现，p是任意纵坐标与其相邻的前一个坐标的比值。在图40中，我们设p为[image: icon]；任意纵坐标都是前一个坐标的[image: icon]。

若连续的两个坐标值保持这样一个恒定的比例关系，它们的对数则会保持恒定的差值；因此，像图41中那样，我们根据logεy的值作图，得到的将会是一条纵坐标等距增加的直线。事实上，该曲线符合下列等式logεy=logεb+x⋅logεp

即有logεy−logεb=x⋅logεp

既然logεp不过是一个数字，可以写作logεp=a，因此可得[image: icon]

[image: 图40]
图40


[image: 图41]
图41


等式可以写成一个新的等价形式

y= bεax

衰减曲线

加入我们令p为一个真分数（小于1），那么很明显，曲线高度会逐渐下沉，就像图42

那样，每个纵坐标都是前一个纵坐标高度的[image: icon]。

等式依旧写作

y=bpx

不过既然p小于1，logεp就是一个负值，可写作−a；因此，p=ε−a，而我们这条曲线对应的等式将会是以下形式

y=bε−ax

该等式的意义在于，当自变量为时间时，很多与某个变量逐渐衰减有关的物理过程均可由该式表达。比如，一个高温物体的冷却过程（根据牛顿著名的“冷却定律”）可表达为

θt=θ0ε−at

其中，θ0代表该高温物体与其周围环境的初始温差，θt代表一段时间t后的温差，a是一个常量——也叫做衰减常数，与物体暴露在环境中的面积有关，也与该物体的导热性与散热性等性质有关。

一个类似的公式

[image: 图42]
图42


Qt=Q0ε−at

描述了一个充电物体中电荷逐渐流失的过程，初始电荷量为Q0，衰减常数为a；在本例中，该常数与物体的电容与电荷泄漏通道的电阻有关。

一个自由弹簧的震荡运动会在一段时间后逐渐停止；运动幅度的衰减过程可由类似形式的公式表示。

事实上，ε−at是一个衰减因子，适用于所有衰减速度与衰减变量本身大小成比例的现象；或者，用我们熟悉的符号来形容的话，在这些现象里，[image: icon]在任意时刻均与y在该时刻的值成比例。我们只须观察图42中的曲线就能发现，曲线上任意一点的斜率[image: icon]都与该点高度y成比例；随着y值减小，曲线也逐渐变平坦。用数学符号表示的话，可以写成y=bε−ax

或logεy=logεb−axlogεε=logεb−ax，求导可得[image: icon]

因此[image: icon]换句话说，曲线向下倾斜，且斜率与y值和常量a呈正比。如果我们将曲线写作如下形式，也能得出同样的结果y=bpx

因为，根据该式可得[image: icon]

而logεp=−a

因此[image: icon]

与之前的结果相同。

时间常数。在“衰减因子”ε−at中，常量a是另外一个名叫“时间常数”的常量的倒数。

后者可以用字母T表示。因此，衰减因子可以写成εT；代入t=T，我们就会发现，T（或者说[image: icon]）的含义为变量衰减至初始变量（在前面几个例子中，指的是θ0或Q0）的[image: icon]时——

也就是0.3678倍时——所花费的时间。

在物理学的各种分支领域中，εx和ε−x的值一直是必需品，因为极少有数学表提供这些值。

一个表格使用例如下，假设存在一个正在降温的高温物体，在实验开始时（即，当t=0时），该物体温度比环境温度高72°，如果物体冷却的时间常数为20分钟（也就是说，温度差下降至72°的ε倍需要20分钟），我们就能计算出在任意时间t内温度的差值。比如，假设t为60分钟，则有[image: icon]=60÷20=3，因此，我们需求出ε−3的值，然后让72°乘上该值。根据表格，ε−3等于0.0498。因此，60分钟之后，温度差下降至72°×0.00498=3.586°。
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0.00 
	
1.0000 
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6.00 
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1808.04 
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10.00 
	
22026.5 
	
0.000045 
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再举几例。

（1）对导体施加电动势产生电流，经过长为t秒的时间之后，电流的强度可表达为[image: icon]。

时间常数为[image: icon]。

若E=10，R=1，L=0.01；那么，当t非常大时，[image: icon]为1，于是[image: icon]；同时可得[image: icon]

电流强度在任意时刻的表达式可写作[image: icon]

时间常数为0.01。这说明，变量下降至初始值[image: icon]的[image: icon]倍时花费的时间为0.01秒。

要想求出当t=0.001时电流的大小，计算[image: icon]，ε−0.1=0.9048（查表可得）。

根据这一结果，在0.001秒后，变量的值为0.9048×10=9.048，电流的实际大小为10−9.048=0.952。

类似的，0.1秒后，[image: icon]；ε−10=0.000045

变量为10×0.000045=0.00045，电流大小为9.9995。

（2）一束光穿过一块厚度为l厘米的透明介质，发光强度I的变化满足I=I0ε−Kt，其中I0为光束的初始强度，K为“吸收常数”。

吸收常数的值通常由具体实验确定。比如，假设实验发现光束在穿过一块厚度为10厘米的透明介质后，强度下降了18％，这说明82=100×ε−K×10，即ε−10K=0.82，查表可得10K约等于0.20；因此K=0.02。

要想求出能使光强减弱至初始值一半的介质厚度，我们必须求出满足50=100×ε−0.02l的l值，即0.5=ε−0.02l。为了解出该方程，让我们把它写成对数形式log0.5=−0.02×l×logε

从中可得[image: icon]厘米

（3）已知放射性物质中尚未衰变的部分的质量Q与物质初始质量Q0有关，满足Q=Qε−λt，其中，λ是一个常数，t为自衰变开始经过的时间，单位为秒。

对于放射性物质“镭A”来说，时间单位为秒时，实验表明λ=3.85×10−3。求出放射性物质有半数衰变时所花费的时间。（这段时间叫做该物质的“半衰期”。）

根据题意可得0.5=ε−0.00385t。

log0.5=−0.00385t×logε

即有t≈3分钟练习13

（1）画出y=bε−Tt的曲线；其中b=12，T=8，t的取值范围为0至20。

（2）假设一个高温物体与环境的温差在24分钟内冷却至初始值的一半，推导时间常数的值，并求出温差下降至初始值的1％时花费的时间。

（3）画出曲线y=100（1−ε−2t）。

（4）下列等式画出的曲线非常相似：

（i）[image: icon]；

（ii）y=[image: icon]；

（iii）y=[image: icon]。

令a=100毫米，b=30毫米，画出三条曲线。（5）求y对x的导数，关系式如下

（a）y=xx；（b）y=[image: icon]；（c）y=εxx。

（6）对于放射性物质“钍A”，λ值为5；求出“半衰期”，即“钍A”的衰变量Q达到初始质量Q0的一半时花费的时间，Q和Q0的关系符合Q=Qε−λt；

t的单位为秒。

（7）一个电容为K=4×10−6的电容器，在充电至电势大小为V0=20后，开始经由一个10，000欧姆的电阻放电。设电势下降遵循V=[image: icon]的规律，求出电势V在（a）0.1秒；（b）0.01秒后的大小。

（8）一个绝缘的金属球在充电后携带的电荷Q在10分钟内由20单位减少至16单位。假设Q=Q×ε−µt，Q是初始电荷的大小，t以秒为单位，求出电荷泄漏系数µ。随后求出电荷泄漏一半花费的时间。

（9）已知一条电话线的电流衰减量满足i=iε−βl，其中，电流的初始强度为i，经过时间t后，强度减小至i；l是电话线的长度，单位为千米，β是一个常数。对于一条1910年铺设的从法国到英国的海底电缆来说，β=0.0114。求出这条电缆末端（总长40千米）的电流衰减量，并求出i为初始值8％时电缆的长度（这是能够保证良好音质的极限值）。

（10）海拔高度为h千米是大气的压强p满足p=p0ε−kh；p0为海平面高度的压强值（760毫米汞柱）。

高度为10，20和50千米时的大气压强分别为199.2，42.2和0.32，求出三种条件下的k值。利用k的平均值，算出每种条件下的百分误差。

（11）求y=xx的极大值或极小值。

（12）求[image: icon]的极大值或极小值。

（13）求[image: icon]的极大值或极小值。


第十五章  如何处理三角函数中的微分问题

人们往往用希腊字母来表示角度，因此，我们在这里就用一个常见的字母θ（读作「theta」）表示任意角度变量。

先看这个方程：y=sinθ

现在我们要来求解[image: icon]的值，或者换句话说，当θ的角度变化时，我们得找出正弦函数sine的增量和角度增量之间的关系（此处增量均为无穷小）。如图43所示，假设图中是个单位圆（即半径为1），那么y所对应的高度就是θ角的正弦sine。现在我们假设θ将增加一个很小的角度dθ作为增量元素，则正弦y将随之增加一个很小的元素dy--增加后的新高度y+dy就是新角度θ+dθ正弦函数，用方程表示就是：y+dy=sin（θ+dθ）；从该式中代入再减去第一个方程（y=sinθ）可得：dy=sin（θ+dθ）−sinθ。

这个等式的右边就是两个正弦之差，从三角函数的书本里可以找到如何求解。这些书本告诉我们，对于两个不同的角变量M和N有接着，我们把M=θ+dθ当作一个角度，再把N=θ作为另一个角度，dy就可以写成或dy=[image: icon]

现在，还记得我们已经假设过dθ可以无穷小吧，在取极限时，和θ相比，忽略不计。

[image: 图43]
图43


[image: icon]可以sinM− sin N=[image: icon]dy=[image: icon]

同样的，视[image: icon]和[image: icon]相等，那么等式就变成了这个样子：

dy=[image: icon]

dy=[image: icon]

最后得到[image: icon]。

有关曲线如图44和45所示，按等比例标注出sin y θ=和[image: icon]的值，就可以得到相对应的角度 θ。

接下来我们解决余弦函数cos：此时 y=cos θ。

[image: 图44]
图44


[image: 图45]
图45


从[image: icon]可知

dy=[image: icon]

[image: icon]及[image: icon]

因此可得[image: icon]

最后来看看正切函数y=tanθ，则dy=tan（θ+dθ）−tanθ

现在，把tan（θ+dθ）按照三角函数那样展开可以表示为[image: icon]代入dy就变成[image: icon]=[image: icon]

需要注意的是，如果dθ无穷小到可以忽略不计，那么tandθ就视作和dθ等值—因此，tanθdθ的值就微乎其微且远远小于1，上面的等式可以简化成[image: icon]，也就是[image: icon]或者[image: icon]

综合以上所有的结果，我们可以得到下面这个表格：





	
y 
	
dy÷dθ



	
sinθ
	
cosθ



	
cosθ
	
sinθ




	
tanθ
	
2÷secθ








在力学和物理学的问题中，比如在简谐振动和波动方程里，我们要把角度看作是随着时间推移等比例增加的变量。假设T是一个完整的时间段，或是围绕圆周所做的运动。由于圆的周角是2π弧度（或360°），则在t时间段内发生圆周运动的角度可以用弧度表示为：[image: icon]或者用角度表示为[image: icon]。

再来看如果用n表示频率（或者说是每秒内的时间段次数），那么[image: icon]，我们可以把θ写成θ=2πnt，于是y=sin2πnt。

现在我们想要知道，正弦函数sin如何随时间变动，就需要对t求微分（而不是θ）。回顾一下第九章曾讲解过的小伎俩，放在这里就是[image: icon]。

很显然，[image: icon]，代入可得[image: icon]=[image: icon]

相应地，继续计算就得出[image: icon]。

正弦函数和余弦函数的二阶微分系数

我们已经知道如果sinθ和cosθ对θ求导，分别可得cosθ和−sinθ。用微分符号可表示为[image: icon]。

算到这里，我们想要的结果已经呼之欲出，那就是对正弦函数sin求导两次，就可以相应得到其本身——要记住！前面的符号刚好相反（”+”将变为”-”）。

余弦函数cos也是同理：对cosθ微分我们已经得到−sinθ，继而再对−sinθ微分可以得到−cosθ；或者表述如下：

[image: icon]

正弦和余弦函数是仅有的两个二阶导数和原函数相同的两个函数，但符号相反。

例：

结合我们之前学过的内容，现在我们可以对更复杂的函数求导。

（1）y=arcsinx.

在这里，y是x的反正弦函数arcsin，则x=siny。

于是[image: icon]。

现在，我们把反函数代入原函数可得[image: icon]

由于cosy=[image: icon]，所以我们就得到了非常意想不到的结果：

[image: icon]

（2）y=cos3θ（等同于y=（cosθ）3）

设cosθ=v，则y=v3可得[image: icon]

于是[image: icon]，进一步有[image: icon]

（3）y=sin（x+a）

设x+a=v，则y=sinv

而[image: icon]，

[image: icon]

所以[image: icon]

（4）y=logεsinθ

设sinθ=v；则y=logεv

所以[image: icon]。

[image: icon]；

于是[image: icon]

（5）[image: icon]

[image: icon]

（6）y=tan3θ

设3θ=v，则y=tanv且[image: icon]

而[image: icon]，于是[image: icon]

（7）y=[image: icon]；y=（1+3tan2θ）

设3tan2θ=v，则[image: icon]，而[image: icon]=6（tanθsec2θ），则[image: icon]

（我们是如何得到[image: icon]的呢？设tan θ= u，则 v =3 u2，[image: icon]，[image: icon]，所以就有

[image: icon]）

（8）y=sinxcosx

[image: icon]
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（1）对下列函数求导：

（i）[image: icon]

（ii）y=sin2θ；及y=sin2θ

（iii）y=sin3θ；及y=sin3θ

（2）求当sinθ×cosθ取最大值时的θ值。

（3）[image: icon]

（4）设y=sinax，求[image: icon]。

（5）求y=logεcosx的微分。

（6）求y=18.2sin（x+26°）微分。

（7）画出方程y=100sin（θ−15°）的曲线图像，并证明当θ取75°时曲线斜率是斜率最大值的一半。

（8）[image: icon]，求[image: icon]。

（9）y=[image: icon]，问y对θ求微分时的微分系数。

（10）求y=εxsin2x微分。

（11）求练习十三中第4题中3个算式的微分，并比较当x取值很小或很大，或位于x=30的邻域附近，其微分系数是否相等（或近似相等）。

（12）求以下式子的微分：

（i）y=secx  （ii）y=arccosx

（iii）y=arctanx  （iv）y=arcsecx

（v）y=[image: icon]

（13）求y=sin（2θ+3）2.3微分。

（14）求y=θ3+3sin（θ+3）−3sinθ−3θ微分。

（15）求y=θcosθ的最大（最小）值。


第十六章  偏微分

有时候，我们会碰到不止一个自变量的函数问题。譬如在某些情况下，我们会发现y随两个自变量变化而变化，我们称其中一个自变量为u，另一个则是v，用符号可以表示为：

y=f（u，v）。

下面来看一个最简单的实际例子：

设y=u×v，想想我们接下来要做什么呢？

假设我们把其中一个变量v当作常数，并对u微分，我们应该得到dyv=vdu；

同理，假如我们把u当作常数再对v微分，就得到dyu=udv。

在这里我们用下标的字母表示被我们在计算中当作常数来处理的变量。

现在让我们用另一种方式表示偏微分，也就是仅对其中一个自变量进行部分的微分计算，这里需要引入一个希腊字母（如∂）作为偏微分系数，而暂不使用小写的d。按这种方式记作[image: icon]，[image: icon]。

如果我们把上式中v 和u 的值分别代入，可以定义函数对不同自变量的偏微分如下：

[image: icon]不过，如果你仔细思考一下，应该会发现y的变化是同时取决于u和v的；换句话说，当两个变量同时变化时，真正的dy应当写作：[image: icon]--称作全微分，在一些课本中写成[image: icon]。

例（1）求表达式w=2ax2+3bxy+4cy3的偏微分系数。

解：[image: icon]

通过分别假设y和x是常数，计算出上述第一、第二个方程式，于是可得dw=（4ax+3by）dx+（3bx+12cy2）dy。

例（2）设z=xy，若我们将先y固定为常数，再将x固定为常数，按照正常计算途径可得[image: icon]

因此，dz=yxy−1dx+xylogεxdy。

例（3）一个高度为h而底面半径为r的圆锥体，体积应为[image: icon]。当高度保持固定不变而半径r变化时，圆锥体积的变化率；与体积随高度变化（半径保持不变）的变化率是两回事。分别为[image: icon]

解这个方程组就得出了当半径和高度均变化时圆锥体积的变化率，即[image: icon]。

例（4）在下面这个例子中，F和f是任意的两个函数（即没有特定的表达式），比如它们既可以是正弦函数，也可以是指数函数，或者仅仅是两个独立变量（如t和x）的代数函数。

知道了这一点之后，我们设y的表达式为：y=F（x+at）+f（x−at）；或y=F（w）+f（v），其中w=x+at，v=x−at。

那么就有[image: icon]=[image: icon]（这里的数字1只是作为x在w和v中的微分系数而已）；

且[image: icon]。

同理，[image: icon]=[image: icon]；

且[image: icon]，代入可得[image: icon]。

上面这个微分方程在数理物理学[1]中尤为重要。

含两个独立变量的二元函数的最大值和最小值

例（5）让我们再来回顾一下练习九之（4）：

设x和y是这根绳子的两段长度，那么第三段就是30−（x+y），组成的三角形面积就是A=[image: icon]，其中s为周长的一半即15。

现在我们把面积表述成A=[image: icon]，其中P=（15−x）（15−y）（x+y−15）=xy2+x2y−15x2−15y2−45xy+450x+450y−3375。很明显，当P取最大值时三角形的面积A也达到最大值。

我们来看[image: icon]，要P满足最大值则令dP=0（显然在这个例子中不会是最小值的情况），必须同时满足[image: icon]及[image: icon]；

分别代入得到下面这个方程组：

2xy−30x+y2−45y+450=0，2xy−30y+x2−45x+450=0。

由此可见一个直接满足这个方程组的解是x=y，将此条件代回到P的表达式中则有P=（15−x）2（2x−15）=2x3−75x2+900x−3375。

为求P的最大值或最小值，均令[image: icon]，可以解得x=15或x=10。

对[image: icon]我们可以看到，当x=15时，[image: icon]，而x=10时，[image: icon]，因此，很明显当x=15时三角形面积最小；而x=10时三角形面积最大。

例（6）求一个普通铁路运煤卡车尾部附带的长方形运斗的边长，使得对于给定的容积V，侧面和底面的面积之和尽可能小。

卡车的运斗是顶部开口的一个长方形盒子，设长为x而宽为y，则深度就是[image: icon]。

于是表面积为[image: icon]，全微分[image: icon]。

为求最小值（很明显此处不是最大值），令[image: icon]，[image: icon]。

同样地，在这里直接满足上述等式的解是xy=，因此[image: icon]。

令[image: icon]（取S的最小值），则为[image: icon]。
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（1）已知[image: icon]，分别单独对x及y求导。

（2）分别求x2yz+xy2z+xyz2+x2y2z2中x、y及z的偏微分系数。

（3）设r2=（x−a）2+（y−b）2+（z−c）2，求[image: icon]及[image: icon]。

（4）求y=uv的全微分表达式。

（5）求以下几个方程中y的全微分：y=u3sinv，y=（sinx）u及[image: icon]。

（6）已知三个变量x、y及z，设xyz=k（k为常数），求证当x=y=z时，三者之和x+y+z取最大值。

（7）分别求二元函数u=x+2xy+y的最大值与最小值。

（8）邮政局对包裹尺寸方面有规定，称包裹的长度和外围宽高加起来不可超过6英寸。求当包裹的截面为（a）长方形及（b）圆形两种情况下，包裹体积的最大值分别为多少？

（9）试求：如何把π分为三部分，使得三部分的正弦值连乘起来可以得到最大或最小值。

（10）分别求函数[image: icon]的最大值与最小值。

（11）分别求函数u=y+2x−2logεy−logεx的最大值与最小值。

（12）高空索道运输用的吊篮呈一个水平放置的三棱柱，截面为顶点向下的等腰三角形，顶部长方形敞开。求当给定体积时，各边长度取多少可以使建筑所用的铁架子最省？

注释：

[1]数理物理学又名数学物理学，为一门交叉学科。主要以研究数学方程式在解决物理学问题中为目的。（译注）


第十七章  积分

在之前我们已经揭开了神秘符号∫的重大秘密——归根到底，它是一个上下被拉长的S，意思也不过就是“…的总和”或“所有这类的变量之和”。因此，∫看起来和另外一个求和符号Σ（希腊字母Sigma）有些类似，但在数学工作者的惯用手法上这二者有别，他们倾向于用Σ表示一系列有限变量的总和，而积分符号∫则通常用来表示大量细分的无限微量之和。事实上，细微要素就是整体最基本的组成部分。由此可知∫dy=y及∫dx=x。

我们已经可以理解，任何一个完整的物品都可以看作是由无数细小的部分所组成，而细分的部分越小，所需的组成部分就越多。例如我们可以把一条1英寸[1]长的绳子看作是由10份组成，每份[image: icon]英寸；也可以想象成是由100份组成，每份[image: icon]英寸；还可以看作是由1，000，000份组成，每份[image: icon]英寸…以此类推，把这一步骤推广到极限的思维范畴，可以看作这根绳子是由无数个微小的长度所组成，而每个组成部分都是无限地小。

没有错，讲到这里你可能会问：把任何事物都用这种思路思考意义何在呢？为什么不直接把它当作一个整体岂不是更好办？原因很简单：因为我们会遇到大量无法作为整体计算大小，而必须看作是无数微小部分的总和来处理的情况。而积分就是一个让我们能在无法直接估计整体时完成计算的过程。

为了熟悉“大量微小的部分组成整体”这一概念，我们先来看两个简单的例子。

先看数列：

[image: icon]

可以看出，这个数列中的每一项都是前一项的二分之一，那么如果我们继续无限次地逐项类推下去，这个数列的总和会是什么呢？中学生应该都知道，答案是2.如果你愿意，可以把它想象成一条绳子，从1英寸开始，加上半英寸，再加上四分之一英寸，再加上八分之一英寸……如此继续。假如我们在任一个步骤上喊停，就总会有一段缺口需要补足才能拼接成2英寸，而所需长度恰好是最后一段加入的长度。例如，假设我们让1，[image: icon]，[image: icon]相加后停止，那么离2还差[image: icon]；假如我们选择继续，相加到[image: icon]为止，那么离2还差[image: icon]。由此可见，余下的部分就总是等同于最后加入数列的项。通过无限次的相加我们不过是要在真正意义上达到2英寸的结果，然而在实际中，我们可能会遇到细小到无法画在纸上的线段（比如10项往后，第11项为[image: icon]）。如果我们推得更远些，比如第20项，那可是连惠氏[2]生产的测量仪都无法量度的长度—要知道，就算是显微镜也无法显示出像第18项那样的长度！如此说来，无限次运算也并不是非常令人恐惧的事情，而积分不过是取一个完整划分的运算而已。但是我们将要看到，在很多情况下我们看似需要经过无限次上述运算才能得到的结果，积分运算就可以得出完整的全部。在这类情形中，有了积分，我们就能知道如何“快、准、狠”地求出无限次运算的结果。事不宜迟，现在让我们开始学习如何求积分。

曲线斜率和曲线

现在我们对曲线斜率来提出一点小小的疑问：之前已经学过，对一个曲线方程求导可以得到它的斜率表达式（或它在不同点的斜率值）。现在，我们是否可以在给定斜率的情况下将这一过程逆推，进而重现整条曲线的方程呢？

回顾第十章的例（2），我们以一个最简单曲线方程--直线y=ax+b为例。

我们知道，上面这个式子中的b表示当x=0时，y的截距所在高度。

[image: 图46]
图46


[image: 图47]
图47


[image: icon]，即直线的“斜率”（直线的斜率是常数）。在图47中，沿直线每个细分的小三角形彼此之间的高度和底边比率相同。假设我们对dx和dy取有限长度，使得10dx组成1英寸，则可以分出10个小三角形如下：[image: icon]

现在，我们来解决从给定[image: icon]着手，怎么重建原函数的“曲线”呢？首先，假如取的是有限数目的dx，dy，我们先画出10个相同斜率的小三角形，再把它们首尾相接拼接在一起：如图48所示，这10个相同斜率的三角形的边可以凑成一条斜线，而斜率恰好就是[image: icon]。无论我们令dy和dx是有限小或无限小，因为它们彼此都构成相似三角形，而已知y和x分别是全部的dy和dx之和，于是显然有[image: icon]。不过，问题是，我们要把这条斜线放在什么位置才合适呢？从原点O开始（实线），还是可以更高一些（虚线）呢？

我们只是知道了斜率，而对斜线处于原点O上面哪个具体高度一无所知：也就是说，截距高度依然待定，且斜率对任何截距而言都是不变的。现在，我们把目标锁定在可能要求的方程上，并设斜线比原点O高出一个高度记为C，于是可得斜线方程为：y=ax+C。[image: icon]

[image: 图48]
图48


显然地，在任何情况下我们加上一个常数，就可以得到当x=0时对应y的取值。

现在来看个更棘手一点的例子，当一条曲线斜率并非常数，且会逐渐增时，想象一下，随着x增加，曲线向上的倾斜度将按比例增大。用符号可以表示为[image: icon].或者更具体一点，比如给定[image: icon]，则[image: icon]。

以x取不同数值为例，我们计算对应的斜率并且绘出对应的小三角形如下：

[image: ]


接下来，我们要试着把这些小三角形都拼到一起去。

摆正底边，使得中点刚好对应x的坐标，那么它们全部都按角度顺序组装在一起连成一条折线（如图49）。

当然，并不是一条十分平滑的曲线，但已相对接近我们想要的了。如果把x取值的长度减半，而小三角形的数量随之加倍（如图50），这样一来近似曲线的效果似乎好了许多。以此类推，假如我们令dx及其相应的dy取值无限小以及数量无限增加，就可以得到一条完美的曲线了。

现在问题来了，如何求任意一个y的函数值呢？我们在前面的定义中已知，曲线上的任意一点P所对应的y都可以理解为是从0到P点所有dy的总和，即∫dy=y。在本例中，由[image: icon]可知y在P点的取值等于所有细分的[image: icon]之和，换句话说，算到这里我们应当把这个步骤写成[image: icon]。

[image: 图49]
图49


[image: 图50]
图50


此处如果把x当作常量，那么[image: icon]应当等同于[image: icon]或[image: icon].但本例中，x是从0开始并逐渐增长到P点对应的值，所以可看做是从0到该点的平均值，即[image: icon]。于是可得[image: icon]；或[image: icon]。

另外，在上面这个例子中还需要注意的是，因为所求曲线经过x轴上方（即x=0）时的高度未知，所以还必须加上一个待定的常数，记为C。综上所述，如图51所示，代入可得绘制的曲线方程为：

[image: icon]

练习16

（1）对[image: icon]求和；

（2）求证数列[image: icon]是收敛的，并对前8个通项求和；

（3）已知[image: icon]，求logε1.3.

（4）合理运用本章中的示例，求下例中的y值：（a）[image: icon]；（b）[image: icon]。

[image: 图51]
图51


（5）已知[image: icon]，求y值。

注释：

[1]英寸约等于2.54厘米。（译注）

[2]约瑟夫·惠特沃斯（1803年12月21日—1887年1月22日），英国工程师、发明家等。他曾设计过多种工机械工具和测量仪，尤其在机床方面广泛使用，精密度可测量出万分之一英寸的长度误差。（译注）


第十八章  用求导反求积分

我们在前面的章节中已经学过，求导是在给定y作为x的函数的情况下，求[image: icon]的过程。和其他的数学运算类似，求导过程同样可能是可逆的。例如，对y=x4求导可得[image: icon]。反之，假设我们从[image: icon]着手，可能有人会说，把上述过程逆推可得y=x4——且慢，让我们追查一下这个过程，就会发现有点疏漏：因为只要对x4或x4+a或x4+c，以及x4加上任何常数微分均可得到[image: icon]。因此，当我们从[image: icon]逆推求y时，必须留心到y的表达式背后加上一个常数的问题。此外，除非另有条件可解出这个常数的值，否则该常数待定。以此类推，对xn微分可得nxn−1，而对[image: icon]逆运算应得到y=xn+C，此处C可以是任何数值待定的常数。

从后一个例子可以看到，对于给定x的幂，只要记住逆运算求积分的法则是：x的幂加1次除以幂加1再添加一个待定常数就可以了。

用算式表达就是[image: icon]，逆运算可得[image: icon]。

稍微复杂一点点，对函数y=axn微分可得[image: icon]，再对[image: icon]求逆运算，常识也会告诉我们答案是y=axn。

因此，当我们遇到函数前面乘上一个常数倍数时，只需要把这个常数同样当作是积分的倍数就好。

例如，给定[image: icon]反之则有[image: icon]。

然而，过程进行到这里并没有结束。还记得吗？假设已知y=axn+C（此处C为任意常数），我们同样可以得到[image: icon]。

总结一下，当我们对微分求逆运算的时候，即便数值待定，也必须养成随手添加一个常数符号的习惯就可以了。

对微分求逆运算的过程，我们称之为积分——对仅需要求dy或[image: icon]而言即求完整的y的值。学到目前为止，我们仍然尽可能地把dy和dx放在一起作为微分系数。不过从今往后，在更多情况下我们不得不要把它们分开了。

从一个简单的例子开始：设[image: icon]，而通常我们还会写成dy=x2dx。

这个“微分方程”已经告诉我们，组成y的元素dy是由x的组成元素dx乘以x2得到的。现在，我们要求的是积分，所以在等式的两边同时加上积分符号，作为对计算过程的适当提示，等式就变成：∫dy=∫x2dx。

[备注：有关积分符号的读法，以上面的等式为例读作“dy积分等于x平方乘dx的积分”。]

我们还没有真正开始积分运算而仅仅是写下了进行积分的指示，现在我们来试着积分（如果大批其他的傻瓜也可以办到，我们为什么不动手呢？），全部组成y的细分部分之和等于y，所以等式的左边正是y本身。上面的等式马上就变成：y=∫x2dx。

不过处理等式右边时就要千万注意，现在需要求和的不是全部的dx而是x2dx项。况且，x2并非常量，x2dx就不可等同于x2∫dx。这里的dx可能乘上的是一个很大的x2值，也可能很小，取决于x的取值。接下来，我们要动用刚才提到过的把积分看作是微分逆运算这样的过程，逆运算过程法则参见注解—“对xn积分就是x的幂加1次除以增加后的幂加1次即可。”简单举例说明，x2dx通过积分运算将变成[image: icon][1]，代入原微分方程—别忘了！最后还要加上一个“积分常数”C。

把上面这一过程表述出来可以得到[image: icon]

看，到此为止你已经真正地进行了一次积分运算，简单吧！

现在来看另一个简单的例子，设[image: icon]（a为任意倍数常量）--还记得吗？我们又见到了对y微分存在一个任意常数因子并不改变[image: icon]的值。因此，在作为逆运算的积分过程中，a还是会出现在y的值中。和前面一个例子一样，我们得到如下变换过程：

dy=ax12⋅dx

∫dy=∫ax12⋅dx

∫dy=a∫x12⋅dx

[image: icon]

搞定啦，还挺简单的吧！

从现在起，我们要逐渐开始认识到积分和微分相比，是一个“寻找来时路”的过程。如果在微分中，我们可以找到任何一个特定的表达式（比如上面这个例子 ax12），就可以反过来追溯直到求出y为止。曾经有一位著名的教师对这两个相反的过程中的对比是这样举例说明的，假如一个外地人从特拉法加广场[2]下了车，而要去尤斯顿火车站[3]，他或许会对此毫无把握。但假如他此前曾经亲自从尤斯顿火车站出发到了特拉法加广场，想要再回到目的地就相对轻松多了。

对两个函数的和或差求积分

设[image: icon]，则dy=x2dx+x3dx

回忆一下之前就学过的，当我们对两个独立函数之和求导，导数恰好是两个函数分别求导后相加所得。因此，应用到积分进行逆运算时，上例中函数之和的积分恰好就是两个函数分别积分再相加。

步骤如下：

∫dy=∫（x2+x3）dx=∫x2dx+∫x3dx

于是有[image: icon]

如果等式中出现负数项，相应地积分项也为负。由此可知，有关函数之差积分的处理方法已经包含在求和中了。

如果处理积分中的常数项：

假设在待积分的表达式中加入了一个常数项，如[image: icon]——简单得简直可以偷笑了！你只需要记得，当我们在对y=ax求导后可得[image: icon]。顺着这个思路，当我们面对积分的时候，也就是在常数后面乘上一个x，即dy=xndx+b⋅dx，于是∫dy=∫xndx+∫bdx，因此[image: icon]。

现在请通过下面几个例子反复练习运用刚刚学会的招数吧。

例

（1）已知[image: icon]求y（解y=2x12+C）

（2）求∫（a+b）（x+1）dx.（解[image: icon]）

（把上式写成（a+b）∫（x+1）dx或（a+b）[∫xdx+∫xdx]）

（3）已知[image: icon]，求u。（解[image: icon]）

（4）已知[image: icon]，求y。

由已知dy=（x3−x2+x）dx或dy=x3dx−x2dx+xdx可得y=∫x3dx−∫x2dx+∫xdx

解得[image: icon].

（5）求9.75x2.25dx的积分（解y=3x.3.25+C）

这些例题还算轻松吧，现在让我们看看另一个例子：

已知[image: icon]，还是套用前面的计算步骤，可表示为dy=ax−1⋅dx，进而有∫dy=a∫x−1dx——且慢！x−1dx的积分是个什么玩意儿？

如果退到前面，回顾对x2、x3乃至xn…求导，你会发现我们从来没有从前面的任何[image: icon]结果里得出x−1。例如，对x3求导可得3x2，对x2求导可得2x，以及x1（也就是x本身）求导得到1。但很遗憾，我们无法通过对x0微分得到x−1，原因有二：首先，x0=1即常数，常数经过微分没有微分系数。其次，即便x0可导，它的导数也是个鸭蛋（机械套用幂函数求导法则可得0×x−1，任何数乘上0都会变成0）。因此，现在我们试一下如何对x−1dx求积分。−1次幂是相对[image: icon]规则来说的特例，似乎无从下手。

别放弃，换个途径试一下。纵观全部关于x的函数求导可得的结果，并试图找出可以通过对什么求导得到x−1。我们已经找到了足以得出[image: icon]的函数，也就是y=logεx。

在我们知道了对logεx微分可得x−1之后，而将此过程逆推，对dy=x−1dx积分就得到y=logεx——但是千万不要忘记常数因子a（如果给定）以及待定的积分常量C，所以我们得到现有问题的解答应为y=alogεx+C.

注意：特别值得一提的是，如果我们并不是碰巧得知相对应的求导结果，是无法对上面这个例子进行积分的。假如从来没有人知道对logεx微分得到的是x−1，我们可能困在如何求x−1的积分这个问题上了。坦白说，积分运算中有一个很令人费解的特征，就是除非已知求导生成的结果恰好是你想要进行积分的那个函数，否则你可能无法对任何函数积分。例如，[image: icon]

即便时至今日，仍然没有人能找出类似的一般积分结果，因为至今尚未发现a−x2是对什么样的函数求导得来。

来看另一个简单例子：求∫（x+1）（x+2）dx

你应该留意到了，要求积分的函数是有关x的两个不同函数乘积。以现在的能力，你已经可以单独对（x+1）dx本身求积分或对（x+2）dx求积分了—很肯定，你能办到。但是乘积该怎么办呢？以我们所知的微分中，好像还找不到这样的乘积所对应的微分系数。既然此路不通，那么最简单的方法就是可以把方程展开，再分别积分。因此我们对原式进行变换就可以得到∫（x2+3x+2）dx=∫x2dx+∫3xdx+∫2dx。

对展开式求积分，可以顺理成章的得到[image: icon]。

一些其他的积分

讲到这里，我们应该对积分是微分的逆运算相当了解了。总之，只要能找到已知的微分系数，就可以找出积分的原函数。这样一来又可以得到几个现成的积分了：以此类推，我们还可以得到以下积分：

[image: ]


[image: ]


[image: ]


再看一例，如果要求cos2θ的积分会用到下面这个简化的小技巧：

cos2θ=cos2θ−sin2θ=2cos2θ−1即[image: icon]，

代入积分就可以写成[image: icon]=[image: icon]

同样可以参见标准积分表，你不妨可以为自己编制一张这样的表格，把你自己成功解决的具有代表性的微分和积分函数总结一下，不时地更新这张表格，可能很快积少成多哦！

二重积分和三重积分

很多情况下，我们需要处理的是一些表达式中包含两个或者更多变量求积分的问题，相应地积分符号也不止出现一次，表述为∫f（x，y）dxdy，即需要对有关变量x和y的函数求积分，而积分顺序不是大问题。以x2+y2为例，对x积分可得[image: icon]；再对y积分则有[image: icon].而假如我们把对dx和dy求积分的顺序互逆，结果还会是一样的。

在遇到处理平面和旋转体的表面积问题时，我们经常需要同时对长和宽进行积分，因此这类积分可以写成下面的形式：∫u⋅dxdy，其中u表示在每一个x和y所围成的面积，因此又可以称为平面积分。平面积分的意义在于沿着表面积的长和宽，可以求出诸如u⋅dx⋅dy的全部组成元素之和（换句话说，就是在长dx宽dy的小长方形中函数u的值）。

类似地，我们可以用此积分解决三维空间立体的体积问题。设组成立体体积的任何细分要素是长宽高分别为dx、dy和dz的小立方体，而立方体图形可以表述为方程f（x，y，z），则整个立体的体积积分可以表示为：

体积=∫∫f（x，y，z）⋅dx⋅dy⋅dz。

顺着求面积的思路，这类积分也很自然要在长宽高各个维度上取极限[4]，且必须知道每一个维度的表面积边界才能进行积分。假设x是从x1取到x2，y从y1取到y2，及z从z1取到z2，显然体积积分就变成[image: icon]

不可否认的是，二重或三重积分中存在大量复杂且棘手的情况。不过，一般而言，在给定的平面或立体空间内的特定积分表达式中，这种符号的涵义还是显而易见的。

练习十七

（1）已知y2=4ax求∫ydx。

（2）求[image: icon]。

（3）求∫（x2+a）dx。

（4）对[image: icon]求积分。

（5）求∫（4x3+3x2+2x+1）dx。[image: icon]y，求的表达式。

（6）设[image: icon]

（7）求∫（x+3）2dx。

（8）求∫（x+2）（x−a）dx。

（9）求∫cos2aθdθ。

（10）求∫sin2θdθ。

（11）求∫sin2aθdθ。

（12）求∫ε2xdx。

（13）求[image: icon]。

注释：

[1]伦敦地名。（译注）

[2]伦敦车站名。（译注）

[3]你可能会问：那么dx最后跑到哪里去了呢？实际上，只要记得x只是微分系数的一部分，当把dx放到等式右边的时候，在x2dx中dx就等同于一个提醒标记，提醒我们以x是将要进行的运算的自变量。由于这是把所有乘积的结果相加，x的次幂加上1得到新的幂。你很快就会对这种过程上手了。

[4]上下极限积分。


第十九章  利用积分求面积

积分运算有一个很重要的应用，就是可以帮我们求曲线所围成的面积。现在来看看我们可以如何逐块求解这种图形的面积。

如图52，AB是一条已知方程的曲线，曲线上的y是x所对应的函数值。我们先截取从点P到点Q的一段，设从点P出发向x轴作垂线记为PM，同时从点Q出发x轴作垂线记为QN，分别交于x轴。再令OM=x1，ON=x2，对应曲线上的坐标为PM=y1和QN=y2。这样我们就标出了PQ与x轴之间所夹的不规则图形，记作PQNM。现在问题来了：我们该如何计算它的面积呢？

设想一下：把这个图形分割成大量窄小的片状，每份的宽度都是dx——这就是本题的解题法门了。dx取得越小，x1和x2之间的部分就越多，且全部这样的细片面积加在一起，就可以得到整块阴影图形的面积——再清楚不了吧。下面我们的任务就变成了为任何一个这样的窄片找出表达式，并对表达式求积分，从而把这些窄片面积全加在一起。取任何一个窄片，它都是由两条垂直的边所围成的，且有一个边长为dx的底，以及略微倾斜的顶。设我们取平均高度为y，宽dx，就可以得到窄片面积为ydx。可以看出，窄片的宽度能依照我们的意愿取任意值，当取值小到一定程度时，平均高度就等于中间点的高度。用S（S代表平面）表示图形未知的总面积，而窄片面积仅仅是整个面积的一小份，于是记作dS.我们可以先写出dS的表达式：1个窄片面积=dS=y⋅dx。

[image: 图52]
图52


[image: ]


把所有窄片加起来可得整个图形的面积

现在我们知道，欲求面积S取决于我们是否可以在不同情况下对y⋅dx求积分，其中y是x的函数。

举一个具体的例子，已知曲线方程y=b+ax2，现在你应该毫不犹豫地用上刚刚提到的式子，并且告诉自己：我一定要求出∫（b+ax2）dx。

算到这里，好像不错的样子，不过为了求出图形的面积，还有一些小小的功夫需要留意。因为所求的曲线面积并非整条曲线围成的，而是以PM和QN作为左右边界构成的区域。这就造成了我们有必要定义一下这些“边界”圈出来的面积。

在此我们引入一个新的表达，就是在上下界的范围内求积分。我们设x可以变动，而就本题来说，可以不用对x1（即OM）以下和x2（即ON）以上的取值做具体要求。于是当我们在两个极限中间定义积分时，把两个边界取值中较小的称为下限，而较大的称为上限——为了区分没有任何指定边界的积分（即一般积分），我们把这种划定了边界的积分称为定积分。

我们分别在积分符号的顶端和底部加入极限来提示是对上下限求积分，那么[image: icon]

可以读作是求下限为x1上限为x2的[image: icon]的积分。

定积分的表达式有时可以进一步简化写成：

[image: icon]。

那么，在给定了这些条件指示后，你要如何求上下限内的积分呢？

现在再看看图52，设我们能求出从A点到Q点的曲线所围成的较大片图形的面积，即x=0到x=x2，记作AQNO。同样地，设我们可以求出从A点到P点的较小片面积，即x=0到x=x1，记作APMO。接下来，我们要做的就是把小图形的面积从大图形中扣除，剩下的部分就是我们要求的PQNM。这里给我们提供了一个解题线索：两个极限中间的定积分等于对上限积分和下限积分之差。

接下来我们就可以动手解决这个例子了。首先，求出∫ydx的一般积分，而代入图52的曲线方程已知y=b+ax2，则我们要对∫（b+ax2）dx求出一般积分。

根据法则，积分得到[image: icon]——这表示从0到任何我们所指定的x值围成的整块图形面积。

由此可知，代入上限x2可得较大面积为[image: icon]，同理范围取到下限x1可得较小面积为[image: icon]。

再把小块图形的面积从大块图形的面积中扣除，要求的区域面积可以写成[image: icon]——这就是我们想要的答案了，举一些具体的数值为例。

令b=10，a=0.06，及x2=8，x1=6，代入则图形面积计算如下：

[image: icon]=20+0.02（512-216）=20+0.02×296=20+5.92=25.92.

我们通过符号替换能够更清楚的看到所取的x的边界代表什么：

[image: icon]，这里y2为对ydx积分后x2所对应的函数值，同样地y1就是x1对应的函数值。

这样一来，在上下限范围内求积分就等同于求上下限所对应的积分函数值之差。还需要注意的是，在作减法的时候，积分式里的常数C就随之消失了。

例：

（1）为了进一步熟悉积分求面积的过程，我们看一个之前已经知道答案的例题，求图53中的三角形面积，其中底边x=12，高y=4。根据我们以往学过的直观测算就能知道，答案为24。

已知图中这条“曲线”其实是一条斜线，且表达式为[image: icon]。

[image: 图 53]
图 53


可以算出本题中的三角形面积如下：[image: icon]。

对[image: icon]求积分，而把一般积分的上下限数值分别代入方括号的等式中，就可以求出三角形的面积=[image: icon]（即为解）。

想从这个计算技巧中获得更大的满足吗？我们用刚才这个简单的例子验证一下，在一张带坐标方格的纸上（最好横轴和竖轴都是八分之一或十分之一英寸大小的小方块）画出函数y=[image: icon]的图像。

先取几个点作图（见图54）：
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数一下这条曲线下面有几个小方格就可以算出曲线围成的从x=0到x=12的面积，从图54能看出一共有18个完整的正方形（阴影部分）和4个三角形（非阴影部分），而每个三角形的面积等于[image: icon]个正方形。换句话说，这个图形中一共包含了24个小正方形。因此，当我们在下限x=0和上限x=12范围内对[image: icon]求积分，则数值解就是24。

更进一步的练习，如果把积分的上下限加以延伸到x=3和x=15，再对同一个函数积分，则积分值为36。

（2）求曲线y在极限x=x和x=0之间的面积为[image: icon]。

[image: 图 54]
图 54



面积=[image: icon]=[image: icon]=[image: icon]=[image: icon]（即为解）

注意——需注意在解决定积分问题时，常数C会通过相减而消除。

另外，要特别记住从一个较大的部分中扣除一小部分来求差的方法在解题中经常可以见到。以图56为例，在给定外圆半径r2及内圆半径r1的情况下，怎么求出中间的圆环面积呢？代入圆面积计算公式你一定知道，外圆的面积是πr22而内圆面积为πr12，通过外圆内圆面积相减可求出平面环面积=π（r22−r12），把这个式子展开还可以写成π（r2+r1）（r2−r1）=环形圆周长×环形宽。

[image: 图 55]
图 55


（3）来看另一个例子—我们见过的衰减曲线。求从x=0到x=a所围成的面积，这里给出的曲线方程是y=bε−x。

面积=[image: icon]，我们已经学过这个积分变成[image: icon]

（4）下面这个例子有关理想气体[1]的隔热曲线，已知曲线方程pvn=c，其中p表示压力，v表示体积，本题中n取值1.42（图形见图58）。

通过积分可知面积=[image: icon]=[image: icon]=[image: icon]=[image: icon]

例一：

圆面积计算公式：已知圆A的半径为R，求证圆A面积等于πR2。

[image: 图 56]
图 56


[image: 图57]
图57


[image: 图58]
图58


先考虑平面圆的基本组成元素（或虚线圈出的环形），设宽度为dr，与圆心距离为r---如果我们把整个圆看作是由这样的环形区域所组成，则圆A的面积就是从圆心r=0到边界r=R的积分。

由此，我们能求出狭小的基本区域dA内的表达式，假设这是一条宽dr的片状图形，那么长度就是半径为r时对应的圆周长，即2πr.。所以我们可以得到所选取的狭小区域面积为dA=2πrdr。

算到这里，整个圆A的面积就可以写成：

[image: icon]

代入r⋅ dr的一般积分[image: icon]可知

[image: icon]；

或[image: icon]

于是可得A=πR2。

例二：

试求曲线y=x−x2中函数值为正的部分，纵坐标平均值（如图60）。

[image: 图59]
图59


为了求出纵坐标平均值，我们应该先求OMN所围成的面积，再将面积除以底边ON的长度。在计算面积前，我们首先要求出底边长度才能确定积分的极限在哪里。看图可知点N所对应的y轴坐标为0，由于函数图像经过原点O，因此其中一个对应y=0的点在x=0。但不要漏了当x=1时，y=0，于是可知x=1就是N的位置。

通过积分我们已经可以求出面积为=[image: icon]=[image: icon]=[image: icon]=[image: icon]

而由于已知底边长度为1，于是曲线的平均纵坐标=[image: icon]。

[注意—在极大极小值问题中，通过微分求最高点坐标简单而直接，且一定大于平均值。]

任意一条曲线，x取值x=0至x=x1，则y的均值可以[image: icon]来表示。

以此类推，积分方法还可以用来求旋转体的表面积。

例三：

把曲线y=x2−5绕x轴旋转，求所得旋转体在x=0到x=6之间的表面积。

设曲线上任意一点纵坐标为y，在旋转体表面上取圆周长为2πy，宽度dx的长条，则对应面积为2πydx，于是积分可得总面积为[image: icon]=[image: icon]=

[image: icon]=6.28×42=263.76。

极坐标上的面积

有时候，图形的边界方程是基于到定点O（我们称为极点）的距离r和与横轴OX正向的夹角的函数（见图61），这种情况下，积分法同样适用，不过需要一点小小的变动。与之前将图形划分为小窄条的方法不一样，在极坐标中我们将考虑小三角形OAB，夹角为dθ，我们要求出组成所需面积的全部小三角形面积之和。

[image: 图60]
图60



这些小三角形的面积可以近似认为等于[image: icon]或[image: icon]，因此夹在两个角度（分别记为θ1和θ2）之间的曲线围成的面积可以写成[image: icon]。

例（1）试求角度为1弧度，圆半径为a英寸的扇形面积。圆的极坐标方程可写作r=a，则所求扇形的面积就是[image: icon]。

（2）已知极坐标方程r=a（1+cosθ）（称作“帕斯卡蜗线”），求该曲线在第一象限内的图形面积。

面积=[image: icon]=[image: icon]=[image: icon]=[image: icon]

通过积分求体积

我们已经学会了怎么处理平面上的小片面积，以此类推，我们当然也可以轻松处理一个立体中的一小块体积问题。和我们曾经把所有组成图形的小部分面积相加得到图形的最终面积一样，现在我们要通过组成立体的所有小块体积相加来求整个立体的体积。

例四：

（1）求半径为r的球体体积。

[image: 图61]
图61


在球体截出一块很薄的切面体积为4πx2dx（见图59），则全部这样的同心切面体积相加就构成了整个球体，即球体体积

[image: icon]

除此之外，我们还有另外一种推算方法：在球体上取一片厚度为dx，则对应体积πy2dx（见图62）。此时x和y存在关系式：y2=r2−x2。

[image: icon]

[image: icon]

[image: icon]

代入可求球体体积=[image: icon]

（2）求曲线y2=6x绕x轴旋转所得旋转体在x=0和x=4之间所围体积。

设所求旋转体中任意切面体积为πy2dx，代入可得旋转体体积=[image: icon]=[image: icon]

均方根

在物理学的某些分支中，尤其是交流电上，有时需要计算变量的二次平均值。“二次平均值”是对所取的极限范围内全部数值平方求平均值，再取平均值的平方根，另外任何变量的均方根又称作“有效值”，或“RMS”（即均方根的英文缩写），法语写作valeure efficace设y为相关函数，若要求x=0和x=l之间的均方根，公式如下：

[image: 图62]
图62


例五：

（1）求函数y=ax（见图63）的均方根。

对原函数积分有[image: icon]，除以l再取平方根为均方根。

本例中y的算术平均值为[image: icon]，而均方根与算术平均值的比率则有[image: icon]（我们把这个比率叫做波形因子）。

（2）求函数y=xa的均方根。

对原函数积分[image: icon]可得[image: icon]，代入可知均方根=（3）求函数[image: icon]的均方根。

对原函数积分[image: icon]

因此，可知均方根。

练习18

（1）求曲线y=x2+x−5在x=0和x=6之间所围的区域面积，以及纵坐标平均值。

（2）求抛物线y=[image: icon]在x=0和x=a之间所围的区域面积，并证明此面积是坐标的上下限与对应横坐标围成矩形的。

（3）求正弦函数取值为正时的面积及坐标平均值。

[image: 图63]
图63


[image: icon]

（4）求曲线y=sin2x取值为正时的面积及坐标平均值。

（5）求曲线[image: icon]的两个分支与x=0和x=1相交所围成的面积，以及较低分支函数取正值时的面积（图30）。

（6）求底边半径为r，高为h的圆锥体积。

（7）求曲线x=0y=x3−logεx在x=0和x=1之间所围的区域面积。

（8）求曲线y=1+x2绕x轴旋转所得旋转体在x=0和x=4之间的体积。

（9）试求正弦函数绕x轴旋转所得旋转体体积，以及表面积。

（10）求曲线xy=a在x=1和x=a中所围区域面积，及上下限对应的坐标平均值。

（11）求证方程y=sinx在0和π之间的均方根为[image: icon]。同时求出该函数在同样的上下限之间的算术平均值，证明波形因子=1.11。

（12）分别求函数x2+3x+2在x=0和x=3之间的算术平均值及均方根。

（13）分别求函数y=[image: icon]的均方根及算术平均值。

（14）已知曲线方程y=[image: icon]，求该曲线和x所围成的区域面积，上下限分别为x=2和x=8。以及曲线在上下限中间的坐标平均值所在高度。

（15）已知圆面积为给定极坐标的圆面积的两倍，求证该圆半径等于极坐标中圆的全部r的取值的均方根。

（16）求曲线y=[image: icon]围绕x轴旋转所成旋转体的体积。

注释：

[1]理想气体被认为是气体分子本身的相互作用力可以忽略不计的气体。（译注）


第二十章  一些解题窍门、误区及必杀技

窍门。在进行积分运算的时候，我们很大一部分功夫都花在寻找那些可积分函数“模子”上。严肃意义上的教科书（有关微积分的）收罗了大量针对此类问题的步骤、方法、窍门以及巧妙的方法，下面我们就来看其中的一部分。

分部积分法.—一种绕过直接积分的方法，公式是∫udx=ux−∫xdu+C。

当你遇到无法直接处理的积分时，分部积分法能起到一定的作用。这就等于告诉我们，只要可以找到∫xdu，就能求出∫udx。

该公式的推导过程如下：在之前我们已经学过了d（ux）=udx+xdu。

把这个式子改写成u（dx）=d（ux）−xdu。

对等式的两边求积分可以直接得到我们要的结果。示例（1）求∫w⋅sinwdw。

这里令u=w，而把sinw⋅dw当作dx.于是有du=dw，而∫sinw⋅dw=−cosw=x。

代入分部积分公式，我们可以得到∫w⋅sinwdw=w（−cosw）−∫−coswdw=−wcosw+sinw+C。

（2）求∫xεxdx。

令u=x，εxdx=dv，于是我们知道du=dx，v=εx，套用公式可知∫xεxdx=xεx−∫εxdx=xεx−εx=εx（x−1）+C。

（3）试求∫cos2θdθ。

设u=cosθ，cosθdθ=dv.于是du=−sinθdθ，v=sinθ。代入可得∫cos2θdθ=cosθsinθ+∫sin2θdθ

[image: icon]

[image: icon]

因此我们得到[image: icon]

即[image: icon]。

（4）求∫x2sinxdx。令x2=u，sinxdx=dv；则du=2xdx，v=−cosx及∫x2sinxdx=−x2cosx+2∫xcosxdx。

现在我们再次运用分部积分法求出∫xcosxdx（见前面的示例（1））可得∫xcosxdx=xsinx+cosx+C。

代入原积分式就得到了∫x2sinxdx=−x2cosx+2xsinx+2cosx+C′=[image: icon]

（5）求[image: icon]。设[image: icon]，dx=dv；则有[image: icon]（见第九章）及x=v，代入可得[image: icon]————①

[image: icon]

此处我们略施小计，把原式写成②[image: icon]

把①式和②式中的两个方程相加可以消去，于是我们得到[image: icon]

还记得在哪儿见过[image: icon]吗？我们曾经算过，这是对y=arcsinx求导的结果。对此积分之后就得到arcsinx，所以我们得到了最终的结果：

[image: icon]

换元积分法——这种窍门和第九章介绍过方法如出一辙，现在我们通过下面几个例子把换元运用到积分运算中。（1）求[image: icon]。

令3+x=u，dx=du，替换得到[image: icon]。

（2）求[image: icon]。令εx=u，[image: icon]则[image: icon]；

[image: icon]=[image: icon]=[image: icon]=[image: icon]

代入可得，其中[image: icon]是arctanx的积分结果，因此[image: icon]

（3）[image: icon]=[image: icon]=[image: icon]设x+1=u，dx=du；于是积分就变成了[image: icon]，这里需要知道[image: icon]是对[image: icon]积分得来。因此要求积分的最终结果就是[image: icon]。

积分化简公式主要适用于被积函数是二项式或三角函数、且需要化简为已知积分形式的情况。

有理化法及分母分解法则适用于一些特殊例子，但不对任何较短或者一般性的展开式有用。要想熟练掌握这些准备的步骤，大量的练习不可少。

下面的例子将展示分解过程（类似我们在第十三章）如何运用在积分中。再次以[image: icon]，分解成两部分。

需要注意的是，同一个积分有时候求解的方法可以不止一种但结果相同。

陷阱初学者容易疏忽一些熟手们可以巧妙躲过的地方，比如用了取值为0或无限大的因子计算，那么就会出现类似这种无解的算式。对每一种可能的情况，并没有放之皆准的黄金法则，唯有熟能生巧和细致入微才可取。其中一个陷阱的示例可以参考第十八章，有关[image: icon][image: icon][image: icon]求x−1dx积分的问题。

必杀技。

对必杀技的理解应该要记得，只有用来成功解决了微积分的问题才成立，否则就是个无解的方法。我们往往在考虑物理学上的关系时，可以列出一个表达式来表示物体之间的相互作用、或是施加于物体之上的力与力之间的关系。很自然地，这类表达式可以写成微分方程的形式，而相关方程可能包含其他代数量，也可能不包含。一旦找到了微分方程，我们只能把它用积分解出来，否则是无法继续研究的。一般来说，找到合适的微分方程表述物理变量之间的关系要比求解容易得多——而当我们开始着手求积分的时候，真正的麻烦才刚刚开始，除非这个方程包含了一些已知积分的标准形式，这个时候问题就迎刃而解了。通过对微分方程积分得到的方程叫作“积分问题的解”[1]，令我们感到震惊的是，在很多情况下，这些解看上去跟原方程可能一点关系也没有，就像蝴蝶和毛毛虫。有谁能想到，看起来如此明了的[image: icon]积分之后竟然蹦出来个繁复如[image: icon]的解呢？可是后者的确是前者的解。

作为本章的最后一个例子，让我们一起来解决一下上面提到的这个问题。

通过因式分解可以得到：[image: icon]，很显然。

于是y=变形过程并没有看起来那么难吧！

有一些完整的著作，比如布尔的微分方程[2]，就集中探讨过为不同形式的原函数寻找其“解”。

练习19.

（1）求[image: icon]。

（2）求[image: icon]。

（3）求[image: icon]。

（4）求[image: icon]。

（5）求[image: icon]。

（6）求∫x2εxdx。

（7）求[image: icon]。

（8）求[image: icon]。

（9）求[image: icon] dx。

（10）求[image: icon] dx。

（11）求[image: icon]。

（12）求[image: icon]。

（13）求[image: icon]。

（14）求[image: icon]。

注释：

[1]这就意味着，求解微分方程得出的实际结果称为“解”。不过很多数学家会同意Forsyth教授的看法，即“每一个变量可以写成自变量方程的微分方程都认为是有解的，无论是已知存在的方程形式，还是积分方程，且无论后者的积分能否用已知形式的方程来表达。”

[2]乔治·布尔（1815~1864），英国著名数学家，主要研究微分方程及逻辑代数。（译注）


第二十一章  例题求解

本章中我们将用之前几章里演示过的各种解题过程来求解一些重要的微分方程。

初学者们学到现在，应该能够了解大部分的解题过程本身有多简单，从本章的内容中，也将逐渐意识到微积分是门艺术。跟所有的艺术一样，只有通过坚持不懈和习惯成自然的练习才能掌握个中捷径，通过解题、解题再解题，从而从题海中找出微积分里放之皆准的那些技巧。在这里，我们只能用最简洁的方式来给这一艰巨任务提纲挈领。

例1求微分方程[image: icon]的解。

通过移项可得[image: icon]

现在我们只需要简单的观察便知，在本题中，[image: icon]和y成比例关系，如果把函数曲线看作y是x的函数，那么任何一点的斜率都和对应的纵坐标成比例，并且当y为正数时斜率为负。我们提过，这是一个衰减函数，方程解中将包含形状像ε−x这样的因子。

因为y和dy位列方程的两侧，我们可以做的只有先把y和dy放在一边而x在另一边，所以必须把通常看起来密不可分的dy和dx忍痛分开，可以写成[image: icon]。

完成了这个步骤，现在我们已经看到，等式的两边都变换成了可以积分的形式。在对对数积分的时候，我们见过像[image: icon]或 [image: icon]的微分。事不宜迟，马上按部就班地用在这里，积分可得[image: icon]。

对两边积分可得[image: icon]，其中[image: icon]为待定积分常数[1]。

再解出对数方程则有[image: icon]——这就是我们想要求的解了，看起来很不像原始微分方程，不过，内行的数学家可以洞察到，这个方程与原式方程一样，传递了y随x变化的关系。

此外，C在这里的含义要看y的初始取值。如设x=0，则y=Cε−0，又因为ε−0=1，所以C不过就是y在起点的特定值[2]而已了——我们将之记为y0，所以方程解为[image: icon]。

例2求解[image: icon]，g为常数。

与例1一样，观察方程我们会发现两点：（1）答案中无论如何会都出现εx，及（2）从y取极大值或极小值的点可知，此时y为。言归正传，还是让我们先与往常一样，尽可能地把微分方程两边分解成可积分的形式，将原方程变换如下：

算到这里，我们已经尽了最大的努力，所做的不外乎是把y和dy搬到了等式的一边，而把dx放到了另外一边。现在的问题是：等式的左边是可积分的吗？

[image: icon]

我们已经见过了相同形式的方程，加上积分符号：因此，对方程两边积分并加上适当的常数项可得：；最后解得[image: icon]。

如果给定条件，当x =0时y =0则指数部分为1，由此可以解出[image: icon]，即[image: icon]。

代入方程的解为[image: icon]，但如果我们想多一点，设x=∞，指数项为0，此时[image: icon]。因此随着x无限增长，y将趋近最大值，于是最后我们可以得到[image: icon]--这个式子在物理学中同样举足轻重。

例3设[image: icon].，比起前面几个例题，这个式子就没有那么容易处理了。

[image: icon]；[image: icon]；[image: icon]；[image: icon]；[image: icon]；[image: icon][image: icon]。

首先将两边同时除以b，把原式变成[image: icon]--看起来，左边是无法直接积分了。不过，这里需要运用到一点技巧和反复实验推敲出的窍门——让等式两边同时乘以[image: icon]，得到[image: icon]⇔[image: icon]；

经过上面几步代换，原式已经变出了一个全微分方程，可以积分如下：

设[image: icon]，则[image: icon]

而[image: icon]————[A]

[A]式中的最后一项显然会随着t的增长而逐渐减小到可以忽略不计，现在最麻烦的是，找到对应的积分。这里我们再次求助一个提到过的技能—分部积分（通用公式：

∫udv=uv−∫vdu），为了用到这个公式，我们设[image: icon]，于是可得[image: icon]

代入展开要求的积分就变作是：

[image: icon]=[image: icon]————[B]

算到这里，后面的积分项仍然不可消除。为了挪开这块绊脚石，我们再对左边运用一次分部积分，不过这次，我们把上面的过程调换一下，令[image: icon]，于是可得[image: icon]

再次代入则有[image: icon]————[C]

注意到了吗？[B]和[C]的末项中那个麻烦的积分是一样的，我们可以分别在[B]和[C]的两边乘上[image: icon]和[image: icon]再相加就可以消去了。

消除恼人的积分项后，[A]式就简化为[image: icon]————[D]

把此结果代回[A]式中，则[image: icon]。

现在我们尝试进一步化简这个解，设存在一个角度φ满足[image: icon]

相应地，[image: icon]及[image: icon]

再代回原方程的解就可以写成：

[image: icon]，或者[image: icon]

事实上，如果把g看作电动势能的振幅，n为频率，a为阻力，b为回路的自感应系数，而滞后角度为φ。那么这个微分方程的解不是别的，正是交流电流方程。

例4：设Mdx+Ndy=0，如果M和N分别只是x与y的函数，那么我们可以直接对这个方程积分。但现在的问题是，如果M和N是同时都取决于x和y的函数，我们应该怎么解决这个积分呢？方程本身是否是一个恰当微分（即M和N分别是某个x和y的二元函数U的偏微分）？如果以上条件满足，则有[image: icon]

如果存在这样的函数U，则[image: icon]为一个恰当微分。

为了检验本题中是否如此，设原表达式满足恰当微分，则由[image: icon]可知[image: icon]，原方程确实是恰当微分。

现在用方程（1+3xy）dx+x2dy=0来示范验证是否为恰当微分，[image: icon]

并不满足等式关系。因此，原方程并不是一个恰当积分，也就是说方程1+3xy和x2并非来自同一原函数。

不过，在某些情形下，我们有可能会发现一个积分因子，也就是说，在等式的两边同时乘以积分因子可以把微分方程化成恰当微分。要找到这样一个积分因子并没有特定的规律可循，只能通过反复练习，日积月累。在本例中，2x恰好就是我们要找的积分因子。两边同乘以2x可得（2x+6x2y）dx+2x3dy=0。

再次检验则方程组为[image: icon]满足恰当条件，可以进行积分。

接下来，设w=2x3y，则dw=6x2ydx+2x3dy。

积分可得∫6x2ydx+∫2x3dy=w=2x3y，因此U=x2+2x3y+C。

例5：设，这次我们需要处理一个二阶的微分方程，且y作为自身的二阶微分系数。

移项可得[image: icon]

本题中，二阶微分和原函数本身成比例关系，但符号相反。我们在第十五章里，见过具[image: icon]备这种性质的函数——也就是正弦函数（或余弦函数同理），所以，为了避免可能出现的麻烦，这里引入正弦函数的一般形式y=Asin（pt+q）。

在微分方程的两边同时乘上[image: icon]再积分，原函数变成[image: icon]，化简第一项可以写成[image: icon]，代入对上面的式子积分可得[image: icon]，其中C为常数项。

对[image: icon]开平方根可得[image: icon]及[image: icon]

算到这里，根据[image: icon]，我们就把角度换成了正弦函数，求解方程可得[image: icon]及[image: icon]，其中需要注意C1是积分所产生的常数角的度数。

或者，还可以把解写作一种更好的形式，即y=Asinnt+Bcos’nt。

例6：

[image: icon]。在本题中y是二阶微分和本身成正比的函数，目前为止，指数函数可能是我们所了解的唯一具备这种性质的函数。由此可知，我们或许可以先确定方程的解包含指数形式。

对例5中那样的故技重施，在微分的方程两边同时乘上同时乘上[image: icon]再积分，问题就转变为求解[image: icon]，同样地，代入[image: icon]

积分可得[image: icon]，再进行开平方后知[image: icon]，其中c 为常数，移项可得[image: icon]。

进一步，设[image: icon]，则[image: icon]及[image: icon]

积分后可知[image: icon]，即[image: icon]————（1）

因为有[image: icon]，代入（1）就有[image: icon]————（2）

用（1）减去（2）再除以2之后解出原方程表达式为[image: icon]

或是写作一种更方便的形式，即y=Aεnx+Bε−nx。

换句话说，这个方程的解乍一看起来似乎跟微分方程毫无关联。在原函数中，y由两部分组成，其中一部分是y随着x的增大呈对数增长，而第二项却随着x的增大逐渐衰减。

例7：

[image: icon]，从表达式里可以看出，如果b=0，则式子就退化回例1中的形式，解为指数为负的指数函数。另一方面，如果a=0，就变成了例6，解为一个指数为正的指数函数和一个指数为负的指数函数之和。因此，在本例中不难发现，我们需要找到的解应该具备[image: icon]这样的形式，其中[image: icon]，[image: icon]。

在这里我们就不给出解的步骤了，在更高级的解题技巧教材中或许会找到。

例8：

[image: icon]在偏微分运算中已经看到，这个方程对应的原函数为y=F（x+at）+f（x−at），其中F和f为t的任意函数。

如果设u=x+at而v=x−at，那么微分方程可以变换成为[image: icon]，并得出相同的一般解。

想象一下，假如存在F逐渐消失的情况，这个时候原函数就退化为y=f（x−at），且仅仅说明，在某个时间点t=0时，y为x的函数，该函数还可以看作是表示y随x变化关系的曲线，具有特定的形状。因此，t值的变化就相当于函数中x起始值的改变。换句话说，函数保持形状不变，且以固定的速度a朝x轴方向移动。所以对任意一个给定的x0给定任意的时间点t0，无论y取何值，之后某个时间点t1上都会出现一个同样的y值，且此时对应的横坐标为[image: icon]。从这个角度来看，简化的函数方程可以看做是波以任何形式沿着x轴方向传播，传播速度不变。

假如微分方程被写成了[image: icon]，解的形式还是一样，不过这种情况下传播速度取值为[image: icon]。

现在，我们在本章已经手把手地带着你如何翻越解题中的障碍，通向令人着迷的领域。为了方便让你获得一些重要的结果可以随时查阅，在此愿奉上一份简单的对照表使你可以早日畅通无阻，而笔者也将就此作别。表格的中间一栏列出最常见的函数，它们相对应的微分结果放在左边一栏，而右边则是积分。希望你将发现它们是如此有用！

注释：

[1]此项中可以写上任何形式的常数来表示“积分常数”，这里用[image: icon]这种形式仅供参考。目的是为了跟本题中的其他项的形式保持一致，或者方便作为对数处理。可以省却很多加上一般常数造成的后续麻烦。

[2]对比图48和图51，所说的“积分常数”。


后记和一些老生常谈

想象一下，假如这本《轻松学习微积分》小册子落到了数学专家的手中，几乎可以肯定他们（除非懒得看）会一本正经地抬起头，彻头彻尾地批判这是一本烂书。在他们看来，本书犯下了极为可悲可叹的错误，毋庸置疑。

首先，本书从实质上展示了积分运算可以如此简单，让人笑掉大牙。

其次，本书泄露了大量的“行业秘密”，数学家对“一个傻瓜都学会了，其他傻瓜也能学会”这种思想深恶痛绝甚至加以诅咒，因为他们总为自己可以对像微积分这样高深的学科了如指掌而自豪不已，如今却再没有理由飘飘然了。他们希望看到你把这门功夫想得异常艰难，而不想看到如今这种迷信可以就此被粗暴击破。

第三，在所有令人震惊的事情中，那些数学专家认为“轻松学习”这一说法意味着作者可以把一丝不苟和滴水不漏的方法用如此简单的方式呈现出来，还够胆用在解题中——这是一种终极失败！可是我为什么不这么做呢？你没有办法制止每一个不知道如何制造钟表的人使用手表，也不会因一位音乐家在演奏不是他亲自制造的小提琴而持有异议；你不可能等到小孩子们对答如流时才教授他们语法规律，那么，要求刚刚接触微积分的学生们作极为死板的论证同样是荒谬的。

这里还必须坦承的另外一件事就是，数学家们会认为这是一本从头到尾都害人不浅的“毒”物，因为作者把大多真正艰难的部分留待后续，避重就轻所以本书中的叙述才如此简单。更要命的是，这种指控完全属实！！！本书实则是为了那些一直以来受困于教授方法，导致至今对微积分里的个中奥妙不得要领的懵懂人士所写。任何学科用扑面而来的困难呈现给大家时，都只会让人打退堂鼓。本书旨在让那些初学者们可以学习微积分的语言，熟悉平易近人的简洁表达，并掌握有力的解题方法，避免被迫受困于错综复杂的数学思维训练中苦苦挣扎，那些不接地气的数学家或许很喜欢这种方式，但这样其实偏离根本（还经常与XX毫不相关）。

也许之前说过的“一个傻瓜都学会了，其他傻瓜也能学会”已经不时在这些年轻的初学者耳畔环绕，但笔者再次真挚祈望大家不要供出这个作者，也不要告诉其他的数学家这个傻瓜到底是何许人也。


常用微积分公式表

[image: ]


[image: ]


[image: ]


[image: ]


[image: ]



练习答案

练习一

（1）[image: icon]

（2）[image: icon]

（3）[image: icon]

（4）[image: icon]

（5）[image: icon]

（6）[image: icon]

（7） [image: icon]

（8）[image: icon]

（9）[image: icon]

（10） [image: icon]

练习二

（1）[image: icon]

（2）[image: icon]

（3）[image: icon]

（4）[image: icon]

（5）[image: icon]

（6）[image: icon]

（7）[image: icon]

（8）[image: icon]，分别为0.98，3.00及7.47每伏特发光强度。

（9）[image: icon]，[image: icon][image: icon]，[image: icon]

（10）P随t变化的变化率/P随D变化的变化率=[image: icon]

（11）2π，2πr，πl，[image: icon]，8πr，4πr2

（12）[image: icon]

练习三

（1）（a）[image: icon]（b）2ax+b（c）2x+2a（d）3x2+6ax+3a2

（2）[image: icon]

（3）[image: icon]

（4）14110x4−65404x3−2244x2+8192x+1379

（5）[image: icon]

（6）185.9022654x2+154.36334

（7）[image: icon]

（8）[image: icon]

（9）[image: icon]

（10）[image: icon]

（11）b+2ct

（12）[image: icon]，[image: icon]，[image: icon]或[image: icon]

（13）1.4340（0.000014t−0.001024），-0.00117，-0.00107，-0.00097

（14）[image: icon]，[image: icon]

练习四

（1）17+24x；24[image: icon]

（2）[image: icon]

（3）……

（4）（练习三）：[image: icon]

（1）（a）

（b）2a，0 （c）2，0 （d）6x+6a，6

（2）−b，0

（3）2，0

（4）56440x3−196212x2−4488x+8192169320x2−392424x−4488

（5）2，0

（6）371.80453x，371.80453

（7）[image: icon]，[image: icon]

例题

（1）[image: icon]，[image: icon]

（2）[image: icon]，[image: icon]

（3）[image: icon]，[image: icon]

（4）810t4−648t3+479.52t2−139.968t+26.643240t3−1944t2+959.04t−139.968

（5）12x+2，12

（6）6x2−9x，12x−9

（7）[image: icon][image: icon]

练习五

（2）每秒64；147.2及0.32英尺。

（3）x=a−gt；x=−g

（4）45.1英尺/s

（5）12.4英尺/s2。是的

（6）角速度=11.2弧度/s；角加速度=9.6弧度/s2

（7）v=20.4t2−10.8；a=40.8t；172.8英寸/s；122.4英寸/s2

（8）[image: icon]；[image: icon]

（9）[image: icon]，[image: icon]，0.7926及0.00211

（10）n=2，n=11

练习六

（1）[image: icon]

（2）[image: icon]

（3）[image: icon]

（4）[image: icon]

（5）[image: icon]

（6）[image: icon]

（7）[image: icon]

（8）[image: icon]

（9）[image: icon]

练习七

（1）[image: icon]

（2）[image: icon]

（3）[image: icon]

练习八

（2）1.44

（4）[image: icon]；数值分别为：3，[image: icon]，6和15

（5）[image: icon]

（6）[image: icon]。当x=0时，斜率为0；当x=1时，斜率为[image: icon]

（7）m=4，n=−3

（8）相交于x=1，x=−3.角度分别为

[image: icon]′，[image: icon]。

（9）交点坐标x=3.57，y=3.50.角度

[image: icon]。

（10）[image: icon]，[image: icon]，[image: icon]。

练习九

（1）极小值：x=0，y=0；极大值：x=−2，y=−4。

（2）x=a

（4）[image: icon]平方英寸

（5）[image: icon]；x=4；y=5。

（6）极大值：x=−1，极小值：x=1。

（7）连接四条边的中点所组成的内接正方形面积最小。[image: icon]

（8）[image: icon]，无极大值。

（9）[image: icon]，[image: icon]，r=0.8506R。

（10）增速为每秒8r平方尺。

（11）[image: icon] 

（12）[image: icon]

练习十

（1）极大值：x=−2.19，y=24.19；极小值：x=1.52，y=−1.38。

（2）[image: icon]；[image: icon]；[image: icon]（极大值）。

（3）（a）一个极大值和两个极小值。（b）一个极大值（x=0；无其他实数解）

（4）极小值：x=1.71，y=6.14。

（5）极大值：x=−0.5，y=4。

（6）极大值：x=1.414，y=1.7675。极小值：x=−1.414，y=1.7675。

（7）极大值：x=−3.565，y=2.12。极小值：x=+3.565，y=7.88。

（8）0.4N，0.6N。

（9）[image: icon]

（10）时速为每小时8.66海里，需115.47小时，航行最低成本112英镑12先令。

（11）极大值和极小值分别为x=7.5，y=±5.414。

（12）极小值：

[image: icon]，y=0.25；极大值：

[image: icon]，y=1.408。

练习十一

（1）[image: icon]

（2）[image: icon]

（3）[image: icon]

（4）[image: icon]

（5）[image: icon]

（6）[image: icon]

（7）[image: icon]

（8）[image: icon]

（9）[image: icon]

（10）[image: icon]

（11）[image: icon]

（12）[image: icon]

（13）[image: icon]

（14）[image: icon]

（15）[image: icon]

（16）[image: icon]

（17）[image: icon]

（18）[image: icon]

练习十二

（1）[image: icon]

（2）[image: icon]

（3）[image: icon]

（5）[image: icon]

（6）[image: icon]

（7）[image: icon]

（8）[image: icon]

（9）[image: icon]

（10）[image: icon]

（11）[image: icon]

（12）[image: icon]

（14）最小值：当x=0.694时，y=0.7

（15）[image: icon]

（16）[image: icon]

练习十三

（1）令[image: icon]（则t=8x），再求解。

（2）T=34.627；159.46分钟。

（3）设2t=x，再求解。

（5）（a）xx（1+logεx）；（b）2x（εx）x；（c）εxx×xx（1+logεx）

（6）0.14秒

（7）（a）1.642；（b）15.58

（8）0.00037µ=，[image: icon]。

（9）i为i0的63.4％，220千米。

（10）0.133，0.145，0.155，k的均值为0.144；-10.2％，-0.9％，+77.2％.

（11）极小值[image: icon]

（12）极大值x=ε

（13）极小值x=logεa

练习十四

（1）（i）[image: icon]；

（ii）[image: icon]及[image: icon]；

（iii）[image: icon]及[image: icon]

（2）θ=45°或[image: icon]弧度。

（3）[image: icon]

（4）axlog a cos ax

（5）[image: icon]

（6）18.2cos（x+26°）

（7）斜率为[image: icon]，当（θ−15°）=0即θ=15°时取极大值；此时斜率=100；当θ=75°时斜率为100cos（75°−15°）=100cos60°=[image: icon]。

（8）cosθsin2θ+2cos2θsinθ=2sinθ（cos2θ+cos2θ）=2sinθ（3cos2θ−1）

（9）amnθn−1tanm−1（θn）sec2θn

（10）εx（sin2x+sin2x）；εx（sin2x+2sin2x+2cos2x）

（11）（i）[image: icon]；（ii）[image: icon]；（iii）[image: icon]

（12）（i）[image: icon]；（ii）[image: icon]；（iii）[image: icon]；（iv）[image: icon]；（v）[image: icon]

（13）[image: icon]

（14）[image: icon]

（15）θ=cotθ；θ=±0.86；当θ取+时为极大值，取−时为极小值。

练习十五

（1）x3−6x2y−2y2；[image: icon]

（2）2xyz+y2z+z2y+2xy2z2；2xyz+x2z+xz2+2x2yz2；2xyz+x2y+xy2+2x2y2z

（3）[image: icon]；[image: icon]

（4）dy=vuv−1du+uvlogεudv

（5）dy=3sinvu2du+u3cosvdv，dy=usinxu−1cosxdx+（sinx）ulogεsinxdu，[image: icon]

（7）极小值：[image: icon]

（8）（a）长2尺，宽=高=1尺，体积=2立方尺。（b）半径=[image: icon]尺=7.46英寸，长=2尺，体积=2.54。

（9）分成相等的3部分时，乘积取最大值。

（10）极小值：x=y=1。

（11）极小值：[image: icon]，y=2。

（12）顶角=90°；等边三角形长=[image: icon]

练习十六

（1）[image: icon]

（2）0.6344

（3）0.2624

（4）（a）[image: icon]；（b）y=sinx+C

（5）y=x2+3x+C

练习十七

（1）[image: icon]

（2）[image: icon]

（3）[image: icon]

（4）[image: icon]

（5）[image: icon]

（6）x4+x3+x2+x+C

（7）[image: icon]

（8）对原式做除法可得[image: icon]，由此可得[image: icon]

（9）[image: icon]

（10）[image: icon]

（11）[image: icon]

（12）[image: icon]

（13）[image: icon]

（14）[image: icon]

（15）[image: icon]

（16）[image: icon]

（17）log（1+x）+C

（18）−logε（1−x）+C

练习十八

（1）面积=60；坐标平均=10。

（2）面积=a×2aa的[image: icon]。

（3）面积=2；坐标平均=[image: icon]。

（4）面积=1.57；坐标平均=0.5。

（5）0.572，0.0476

（6）体积=[image: icon]

（7）1.25

（8）79.4

（9）体积=4.9348；表面积=12.57（从0到π积分）。

（10）[image: icon]，[image: icon]。

（12）算术平均值=9.5；二次方根=10.85。

（13）二次方根=[image: icon]；算术平均数=0。前面一个涉及比较复杂的积分运算，通过二次方根的定义可以写成[image: icon]。

展开平方内的括弧可知，我们需要求[image: icon]。

通过把sin2x写成[image: icon]，这个积分就容易很多。同理，我们把2sinxsin3x写成cos2x−cos4x，而把sin23x写成[image: icon]。

进行过这些替换再积分，利用常用公式则有[image: icon]。

由于下限是x=0，代入可消除；而代入上限x=2π则有A2π+A2π，因此答案如上。

（14）面积为62.6个平方单位，坐标平均=10.42。

（16）436.3（所得旋转体呈梨形）

练习十九

（1）[image: icon]。

（2）[image: icon]

（3）[image: icon]

（4）sinxCε+

（5）sin（logε）xC

（6）εx（x2−2x+2）+C

（7）[image: icon]

（8）logε（logεx）+C

（9）2logε（x−1）+3logε（x+2）+C

（10）[image: icon]

（11）[image: icon]

（12）[image: icon]

（13）[image: icon]

（14）[image: icon]

（设[image: icon]及[image: icon]）

最好你可以现在就对答案求一次微分作为验算，看看能否推导回给定的式子。

在这里想要给每一位勤奋认真的学生一个忠告：在每个阶段尽可能掌握更多的例题，这将是证明自己能力的大好机会。在处理积分问题的时候，就可以通过对答案进行反向求微分，验证是否能得出一开始的表达式。

有关例题，已经有大量的书籍可以拿来练习，值得一提的是两本，R.G..Blaine著的《微积分及其应用》以及F.M.Saxelby的《应用数学》。
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