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绪 言

§ 1. 基本概念

• 偏微分方程（PDE）

关于函数u(x, y, · · · )的PDE是形如

F (x, y, · · · , u, ux, uy, · · · , uxx, uxy, · · · ) = 0 (1)

的关系式，其中F是自变量x, y, · · · ,未知函数u以及u的
::
有

:::
限多个偏导数的已知函数。

• 解(solution)：

称u是(1)的
:::
解，如果把u(x, y, · · · )及其相应的偏导数代入(1)式后，在x, y, · · · 空间的

某个区域Ω中(1)式关于这些变量恒等地成立。

♣ 除非有相反的说明，在本课程中我们总是要求x, y, · · ·是实的，u以及在方程(1)中

出现的u的偏导数在实空间的区域Ω中都是关于x, y, · · ·的连续函数。为了简单起见，我
们有时也常常省略区域Ω的明确描述，而把所述的命题也“局部地”适用于x, y, · · ·空
间中一点的某一适当领域。

• 偏微分方程组(PDEs):

涉及一个或几个未知函数及其偏导数的多个偏微分方程组成一个方程组。

记n为未知函数的个数，m为PDE的个数

当n > m时，此时方程组称为欠定的(under-determined)；

当n < m时，此时方程组称为超定的(over-determined)。

• PDE或PDEs的阶数：

是指其中出现的最高阶导数的阶数。

• PDE或PDEs的维数：

是指自变量x, y, · · ·的个数。
• 线性，拟线性，完全非线性：

::::::::
PDE称

::
为

:::
线

:::
性

::
的，如果它关于未知函数u及其所有的偏导数是线性的，并且其系数

仅依赖于自变量x, y, · · ·；
:::::::::::::
m阶PDE称

:::
为

:::
拟

:::
线

:::
性

:::
的，如果它关于未知函数u的m阶偏导数是线性的，并且

其m阶偏导数的系数仅依赖于x, y, · · · 以及未知函数u的阶数低于m的偏导数；
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:::::::::::::
m阶PDE称

::
为

:::
完

:::
全

::
非

:::
线

::
性

:::
的，如果它关于未知函数u的m阶偏导数是非线性的。

♣ 线性，拟线性，完全非线性之间的关系见下图：

PDE





线性 (linear)

非线性 (nonlinear)




拟线性 (quasilinear)

完全非线性 (fully nonlinear)

♣
线性: 例如弦的小振幅振动等；

非线性: 例如湍流等。

§ 2. 例子

PDEs出现在数学、物理学以及工程技术中的各个分支。在许多场合，有一个自变量

代表时间，通常用t表示，而其余的自变量记为(x1, x2, · · · , xn)（特别地，当n = 3时，

则记为x, y, z），表示n维空间中的位置。

引入几个特殊记号

∆ , ∂2

∂x2
1

+ · · ·+ ∂2

∂x2
n

=
n∑

i=1

∂2

∂x2
i

（Laplace 算子）,

¤ , ∂2

∂t2
− ∂2

∂x2
1

− · · · − ∂2

∂x2
n

=
∂2

∂t2
−

n∑
i=1

∂2

∂x2
i

=
∂2

∂t2
−∆ （波算子）。

例1. Laplace方程

∆u , ∂2u

∂x2
1

+ · · ·+ ∂2u

∂x2
n

=
n∑

i=1

∂2u

∂x2
i

= 0. (2)

它的解u称为
::
势

:::
函

::
数或

:::
调

::
和

:::
函

:::
数 (harmonic function)。

♣ 特别地，当n = 2时，记x1 = x, x2 = y，可以证明存在一个“共轭”调和函

数v(x, y)使得u和v一起满足下述Cauchy-Riemann一阶方程组

ux = vy, uy = −vx (3)

(3)式的一对实解(u, v)组成复变元z = x + iy的解析函数

f(z) = f(x + iy) = u(x, y) + iv(x, y). (4)
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♣ 也可以把(u(x, y),−v(x, y))看成无旋不可压缩流体的速度场。

♣ 不可压缩无旋流的速度势、重力场、电场以及处于热平衡状态的温度分布场均满
足n = 3时的方程(2)。

例2. 波动方程（wave equation）

utt = c2∆u (c > 0常数), (5)

其中u = u(t, x1, · · · , xn)。

♣ n = 1 : 弦的振动，波在管中的传播波，c表示传播速度。

n = 2 : 浅水面上的水波。

n = 3 : 声波或光波。

例3. Maxwell 方程（Maxwell equations）

在真空中且无自由电荷和电流的情况下，关于电场强度向量E = E(E1, E2, E3)及磁

场强度向量H = (H1, H2, H3)的Maxwell方. 程. 实质上是由六个一阶方程所组成的线性方

程组





εEt = curlH,

µHt = −curlE,

divE = divH = 0,

(6)

其中ε, µ 是描述电磁介质的常数，分别称为真空介电常数和导磁系数。特别地，作为关

系式

εEt = curlH, µHt = −curlE

的推论，如果t = 0时，关系式

divE = divH = 0

成立，则上式对所有的t均成立。不难验证，这里的每个分量Ei, Hk 均满足具有c2 =

1/εµ的波动方程(5)。事实上，在方程组中消去磁场强度便得到电场强度的偏微分方

程：这只需对(6)式中的第二式求旋度，再用其第四式可得

curl(curlE) = −µ(curlH)t = −εµEtt,
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又因为

curl(curlE) = ∇(divE)−∆E,

再利用(6)式中的第三式得到

Ett = (εµ)−1∆E.

类似地，我们可以得到磁场强度向量H所满足的偏微分方程。

例4. 在经典弹性理论中，弹. 性. 波. 可由线性方程组

ρ
∂2ui

∂t2
= µ∆ui + (λ + µ)

∂

∂xi

(divu) (i = 1, 2, 3) (7)

描述，其中ui(t, x1, x2, x3)是位移向量u的分量，ρ是密度，而λ, µ是弹性材料的Lame常

数。可以证明，每一个分量ui都满足由两个不同的波动算子所组成的四阶方程
(

∂2

∂t2
− λ + 2µ

ρ
∆

)(
∂2

∂t2
− µ

ρ
∆

)
ui = 0. (8)

当弹. 性. 平衡（即ut = 0）时，我们便得到重. 调. 和. 方. 程.

∆2u = 0. (9)

例5. 当密度和比热都是常数时，导热体中的温度分布满足热. 传. 导. 方. 程.

ut = k∆u, (10)

其中k > 0是常数，表示介质的热传导系数。

例6. 在势能为V (x, y, z)的场中，运动的质量为m的单个质点所满足的Schrödinger方

程是

i~ψt = − ~
2

2m
∆(ψ) + V ψ, (11)

其中h = 2π~ 是Planck常数。

例7. Tricomi方程

uxx = xuyy. (12)

另一类重要的方程是

uxx = yuyy.
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这两类方程在平面跨音速流的研究中具有十分重要的作用。

上述例子中的方程都是
:::
线

:::
性

::
的。

:::
非

::
线

:::
性方程也是常见的，但是求解非线性方程实际

上更为困难，因此在实际中常用线性方程近似的表示它们。下面是几个非线性方程的

例子。

例8. 3维Euclid空间中的极. 小. 曲. 面. z = u(x, y)，即通过给定周线而具有最小面积的曲

面，满足下述二阶拟线性方程

(1 + u2
y)uxx − 2uxuyuxy + (1 + u2

x)uyy = 0. (13)

例9. 1 + n维Minkowski空间中的极. 值. 曲面x = x(t, θ) ∈ Rn满足下述二阶拟线性方程

|xθ|2xtt − 2〈xt, xθ〉xtθ + (|xt|2 − 1)xθθ = 0. (14)

例10. 密度为ρ的二维定态绝热无旋等熵流的速. 度. 势. φ(x, y) (其速度分量为φx, φy)满

足下述二阶拟线性方程

(1− c−2φ2
x)φxx − 2c−2φxφyφxy + (1− c−2φ2

y)φyy = 0, (15)

其中c是速率q =
√

φ2
x + φ2

y的已知函数。例如，对于状态方程为

p = Aργ (16)

的多方气体（或称为γ气体），

c2 = 1− γ − 1

2
q2. (17)

例11. 关于不可压缩液体的粘性流的Navier-Stokes方. 程. 是速度分量uk和压力p之间的

一组偏微分方程




∂ui

∂t
+

3∑

k=1

∂ui

∂xk

uk +
1

ρ

∂p

∂xi

= µ∆ui (i = 1, 2, 3),

3∑

k=1

∂uk

∂xk

= 0 (或写成 divu = 0),

(18)

其中ρ是常密度而µ 是运动的粘性系数。
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例12. 空气动力学方程





∂ρ

∂t
+

3∑
j=1

∂

∂xj

(ρvj) = 0,

∂

∂t
(ρvi) +

3∑
j=1

∂

∂xj

(ρvivj + δijp) = 0,

∂

∂t
(ρE) +

3∑
j=1

∂

∂xj

(ρvjE + pvj) = 0,

(19)

其中ρ(t, x) 表示气体的密度，v = (v1(t, x), v2(t, x), v3(t, x))为速度，p为压力，E =

E(t, x) 为内能。由热力学知识可知，所有的热力学量只有两个是相互独立的，因此密

度ρ，压力p，温度T以及内能E中，它们之间有一个确定的关系式

p = p(ρ,E) (或 p = p(ρ, T ))。 (20)

对不同的气体，上式具有不同的表达式。(20)式通常称为气体的
:::
状

::
态

:::
方

:::
程。注意到状态

方程(20)式，(19)式构成一个封闭的一阶拟线性偏微分方程组。

例13. 函数u(t, x)的三阶非线性方程的一个典型例子是Korteweg-de Vries方. 程.

ut + cuux + uxxx = 0, (21)

它是在水波的研究中被首先提出的，可用来描述浅水波中的孤立子的传播。

例14. 双曲Monge-Apére方程

Sττ =
S2

τθ − 1

Sθθ + S
. (22)

上述方程是在研究平均曲率流时提出的。

通常我们试图描述或理解所考虑的偏微分方程的解. 流. 形. 。不同类型的方程，其结果

是十分不同的。偏微分方程的有意义的
::
适

:::
定

:::
问

::
题常常受具体的物理背景及物理意义所

启示。
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第一章 一阶方程

一阶方程是一类最基本的偏微分方程，它在数学、物理学以及工程技术中具

有广泛的应用背景。本章我们通过具体的例子着重介绍一阶方程的一些基本概

念、方法和结果。

§ 1. 一个简单线性方程

在本节中我们考虑关于函数u = u(t, x)的一个最简单的方程

ut + cux = 0 (1.1)

并用它来说明将在后面起重要作用的某些概念，其中c > 0是常数。

一、解析求解：特征线方法

在(t, x)-平面上，定义
:::
特

::
征

:::
线

::
族

dx

dt
= c. (1.2)

沿着特征线族中的任意一条直线

x− ct = const. , ξ, (1.3)

方程(1.1)的解u满足

du

dt
=

d

dt
u(t, ct + ξ) = ut + cux = 0. (1.4)

因此，沿着这样的一条直线，u保持为常数，它仅与区分线族中不同直线的参数ξ

有关。于是方程(1.1)的
:::
通

::
解具有下面的形式

u(t, x) = u(0, ξ) , f(ξ) = f(x− ct), (1.5)

其中f(ξ)是一任意给定的函数，它表示u的初. 始. 值. 。上式表明通解u由初始值

u(0, x) = f(x) (1.6)

唯一确定。反之，如果f属于C1(R)类，则任何形如(1.5)的函数必是(1.1)的具

有初始值f的解。我们注意到u在任意点(t, x)处的值仅与初始函数f在单个变
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元ξ = x − ct时的值有关，而这个ξ值正是过(x, t)点的特征线与初始曲线x-轴交

点的横坐标。u(t, x)关于初始值的依. 赖. 区. 域. 由单个点ξ组成。在点ξ处的初始值

只影. 响. 特征线(1.3)上解u(t, x)的值。见图1.1。

-

6t

(t, x)

x0 ξ

x− ct = ξ

图 1.1:特征线

如果对每一个固定的时间t，用(x, u)-平面上的图象表示函数u，我们会发

现t = T时的图象是由t = 0时的图象沿平行于x-轴的方向平移cT的距离得到：

u(x, 0) = u(x + cT, T ) = f(x). (1.7)

解的图象描述了一个以速度c向右传播而不改变形状的波. ，见图1.2。

-

-

6u

c

xx x + cT

u(0, x) u(T, x)

图 1.2:波的平移

♣ 波：方程的解；线性波：线性方程的解；非线性波：非线性方程的解。

二、近似求解：有限差分方法
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下面我们用这个具有显示解的例子引出用有. 限. 差. 分. 方. 法. 求偏微分方程数值解

的某些概念。

用x方向步长为h，t方向步长为k的矩形网格覆盖(t, x)-平面。换句话说，即只

考虑x是h的整数倍，t是k的整数倍的点(t, x)。为了求数值近似，用差分方程

v(t + k, x)− v(t, x)

k
+ c

v(t, x + h)− v(t, x)

h
= 0 (1.8)

代替偏微分方程(1.1)是自然的。当h, k → 0时，这个方程在形式上就变成

vt + cvx = 0.

我们自然要问：当h, k很小时，在网格点上(1.8) 的具有初始值

v(0, x) = f(x) (1.9)

的解v与初值问题(1.1)，(1.6)的解相差多少？

为了回答这个问题，我们引入

λ = k/h.

这样(1.8)式可写成递推公式

v(t + k, x) = (1 + λc)v(t, x)− λcv(t, x + h). (1.10)

上式表明我们可以用t时刻v的值表示t + k时刻v的值。引入平. 移. 算. 子. E：

Ef(x) = f(x + h). (1.11)

于是，(1.10)式就变成

v(t + k, x) = ((1 + λc)− λcE)v(t, x), (1.12)

其中t = nk。由此，通过迭代就得到关于(1.8)的初值问题的解

v(t, x) = v(nk, x) = ((1 + λc)− λcE)nv(0, x)

=
n∑

m=0

Cm
n

(
1 + λc

)m
(−λcE)n−mf(x)

=
n∑

m=0

Cm
n

(
1 + λc

)m
(−λc)n−mf(x + (n−m)h).

(1.13)
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显然v(t, x) = v(nk, x)的依赖区域是由x-轴上的点

x, x + h, x + 2h, · · · , x + nh = x +
t

λ
, (1.14)

组成，所有这些点均在x和x + nh之间。而偏微分方程解的依赖区域是由单

点ξ = x − ct = x − cλnh组成，它在区间[x, x + nh]之外。当h, k → 0时，我们显

然不能指望v收敛到偏微分方程的精确解，因为在构造v(t, x)时我们没有用到对确

定u(t, x)至关重要的值f(ξ)，反而用到了与u(t, x)毫无关系的f在区间[x, x + tλ−1]

上的值。这个差分格式违背了Courant-Friedrichs-Lewy准. 则. ：:::
差

:::
分

::
方

:::
程

:::
的

:::
依

::
赖

:::
区

:::
域

::
的

:::
极

::
限

:::
必

:::
须

::
包

:::
含

:::
偏

::
微

:::
分

::
方

:::
程

:::
的

::
依

:::
赖

:::
区

::
域。

差分格式(1.8)的严重不. 稳. 定. 性. 也说明它是不适当的。在应用问题中数据f不

是完全精确的，而且在数值计算的每一步我们也不易（甚至不可能）用精确值

而总会有小的误差。从(1.13)式显然可以看出：如果f有适当交错符号的误差并

且f的绝对值不超过ε，那么其结果将可能导致v(t, x) = v(nk, x)有大小为

ε
n∑

m=0

Cm
n (1 + λc)m(λc)n−m = (1 + 2λc)nε (1.15)

的误差。因此，当网格比λ固定时，v的可能产生的误差将按t方向的步数n的指数

函数增长。

一个更为适当的差分格式是用向后差商写出的：

v(t + k, x)− v(t, x)

k
+ c

v(t, x)− v(t, x− h)

h
= 0, (1.16)

或者用记号写成

v(t + k, x) = ((1− λc) + λcE−1)v(t, x). (1.17)

(1.17)的初值问题的解变成

v(t, x) = v(nk, x)

=
n∑

m=0

Cm
n

(
1− λc

)m
(λc)n−mf(x− (n−m)h).

(1.18)

在这个格式中，v(t, x)关于f的依赖区域由点

x, x− h, x− 2h, · · · , x− nh = x− t

λ
(1.19)
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所组成。所有这些点均在x− tλ−1和x之间。令h, k → 0，而网格比λ保持不变，则

集合(1.19)的极限点充满x轴上的区间[x− t
λ
, x]。当这个区间包含点ξ = x− ct，即

网格比λ满足

λc ≤ 1 (1.20)

时，这个格式符合Courant-Friedrichs-Lewy 准则。在条件(1.20)之下，该格式的稳

定性也可以从下述事实看出：由(1.18)，初始函数f的绝对值不超过ε的误差，将

使v(t, x) = v(nk, x) 产生的最大可能误差是

ε

n∑
m=0

Cm
n (1− λc)m(λc)n−m = ε((1− λc) + λc)n = ε. (1.21)

可以证明，只要稳定性条件(1.20)满足并且f有一致有界的二阶导数，则当h, k →
0而且k/h = λ保持不变时，由(1.18)描述的v确实收敛到u(t, x) = f(x − ct)。事实

上，我们注意到u(t, x)满足

|u(t + k, x)− (1− λc)u(t, x))− λcu(t, x− h)|

= |f(x− ct− ck)− (1− λc)f(x− ct)− λcf(x− ct− h)|

≤ Kh2,

(1.22)

其中

K =
1

2
(c2λ2 + λc) sup |f ′′|. (1.23)

在上式的估计中，我们用到了函数f在点x − ct处的Taylor展开式。于是，令w =

u− v，我们得到

|w(t + k, x)− (1− λc)w(t, x))− λcw(t, x− h)| ≤ Kh2. (1.24)

因此，注意到λc ≤ 1, 我们有

sup
x
|w(t + k, x)| ≤ (1− λc) sup

x
|w(t, x)|+ λc sup

x
|w(t, x− h)|+ Kh2

= sup
x
|w(x, t)|+ Kh2.

(1.25)

因为w(x, 0) = 0，所以重复应用估计式(1.25)，便推出当t = nk时

|u(t, x)− v(t, x)| ≤ sup
x
|w(nk, x)| ≤ sup

x
|w(0, x)|+ nKh2 =

Kth

λ
. (1.26)
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于是，当h → 0时，w(t, x) → 0。这说明差分格式(1.16)的解v收敛到偏微分方程的

解u。

习 题

1. 在f仅是连续函数的假设下，证明对于固定的λ ≤ c−1，当h → 0时，(1.16)的

具有初始数据f的解v收敛到u.

提示：利用当f的改变不超过ε时，u和v的改变均不超过ε这一事实。

2. 考虑到可能的舍入误差，代替(1.17)，而假设v满足

|v(t + k, x)− (1− λc)v(t, x)− λcv(t, x− h)| < δ.

假设(1.20)成立并且v(0, x) = f(x)，证明对于所述的δ及由(1.23)给出的K，有估计

|u(t, x)− v(t, x)| ≤ Kth

λ
+

t

λh
δ.

根据这个公式求出使u(t, x)的最大计算误差取最小值的λ及h.

3. 在小扰动下差分格式的不稳定性并不排斥在某些特殊情况下当已知数

据和计算过程均没有误差时，差分格式的解收敛到精确函数的可能性。特别

地，设f(x) = eαx，α是复数。证明对固定的t, x以及任意固定的正数λ = k/h，

当n →∞时，表示式(1.13)和(1.18)均收敛到正确的极限eα(x−ct)。

注：这与Courant-Friedrichs-Lewy准则并不矛盾，因为对于解析的函数f，它

在任何区间中的值唯一地确定它在ξ点的值。
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§ 2. 一类简单拟线性方程

和线性情况不同，非线性方程（组）的经典解通常只能局部存在，即使初值充

分光滑甚至充分小。利用特征线方法，原则上可以求出其局部经典解。下面我们

通过具体例子来介绍这一方法。

一、Burgers方程

Burgers方程
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0 (2.1)

是一个最简单的一阶拟线性方程，它在交通流、激波管等的研究中具有重要意

义。作为一个例子，我们首先考虑Burgers方程(2.1) 具有下述初值条件

u(0, x) = ϕ(x) (2.2)

的Cauchy问题，其中 ϕ(x)为 x ∈ R的 C1函数，并且其 C1模有界。

下面我们用特征线方法来构造Cauchy问题(2.1)-(2.2)的解。假设 x = X(t)是下

述常微分方程
dX(t)

dt
= u(t,X(t)) (2.3)

的解，则

U(t) , u(t,X(t)) (2.4)

沿着曲线 X = X(t)为常数：这是因为

dU

dt
= ut + ux

dX

dt
= ut + uux = 0, (2.5)

这里我们用到了常微分方程(2.3)式以及原始的偏微分方程(2.1)式。于是 (X(t), U(t))

是下述常微分方程组的解





dX

dt
= U， (2.6)

dU

dt
= 0。 (2.7)

容易知道，方程组(2.6)-(2.7)的解可利用初值条件表示为

(X,U) = (X(0) + tU(0), U(0)), (2.8)

1



或写成分量的形式

X(t) = X(0) + tU(0)， U(t) = U(0)。 (2.9)

特别的，记 X(0) = α。于是

U(0) = u(0, X(0)) = ϕ(α)。 (2.10)

这样，(2.9)式可以改写成

X(t) = α + tϕ(α), U(t) = ϕ(α)。 (2.11)

假设对于上半平面上一点 (t, x)，如果可以从

x = α + tϕ(α) (2.12)

反解出 α，记之为

α = α(t, x)， (2.13)

则将(2.13)式代入 U(t) = ϕ(α)，我们就可以得到Cauchy问题(2.1)-(2.2)的解

u(t, x) = ϕ(α(t, x))。 (2.14)

这就是说，(2.11)式隐式地定义了Cauchy问题(2.1)-(2.2)的解。

譬如，取

ϕ(x) = sin x。 (2.15)

对任意固定的 t ∈ [0, 1)，从 x = α + t sin α 中我们总可以求出 α 来，记之为

α = α(t, x)。于是，此时Cauchy问题(2.1)-(2.2)的解为

u(t, x) = sin α(t, x)， ∀ (t, x) ∈ [0, 1)× R。 (2.16)

又如取

ϕ(x) = tanh x。

对任意固定的 t ∈ R+，从 x = α + t tanh α中我们总可以求出 α = α̃(t, x)。于是，

可知 Cauchy问题(2.1)-(2.2)的解为

u(t, x) = tanh α̃(t, x)， ∀ (t, x) ∈ R+ × R。
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上述构造解的方法，称为
:::
特

:::
征

::
线

:::
方

:::
法，其中曲线 x = X(t) 称为

:::
特

::
征

:::
线。特征

线方法的最大特点是
::
将

:::
偏

:::
微

:::
分

::
方

:::
程

:::
问

:::
题

::
转

:::
化

:::
为

:::
求

::
解

:::
常

:::
微

:::
分

::
方

:::
程

::::::::
（组）

:::
的

:::
相

::
应

:::
问

:::
题。

容易验证，当且仅当

ϕ′(x) > 0, ∀ x ∈ R (2.17)

时，对任意固定的 t ∈ R+，我们可以从(2.12)式反解出 α = α(t, x)。这样，在

条件(2.17)下, 我们可以利用特征线方法在整个上半平面构造出Cauchy问题(2.1)-

(2.2)的解。换句话说，在条件(2.17)下，Cauchy问题(2.1)-(2.2)在上半平面上存在

整体经典解。这里我们特别指出的是，当(2.17)式不成立时，利用特征线方法，只

能得到局部经典解。这是因为当 t ∈[
0, ‖ϕ′(x)‖−1

C0

)
，成立

xα = 1 + ϕ ′(α)t > 1− ‖ϕ′(x)‖C0t > 0。 (2.18)

于是对任意固定的 t ∈ [
0, ‖ϕ′(x)‖−1

C0

)
，我们总可以从(2.12)式中反解出 α =

α(t, x)。也就是说，Cauchy问题(2.1)-(2.2)在带状区域
[
0, ‖ϕ′(x)‖−1

C0

) × R 上存
在经典解。

另一方面，当(2.17)不成立时，则Cauchy问题(2.1)-(2.2)一定不存在整体经典

解。我们用反证法证明之。如果(2.17)式不成立，于是存在点 α1 及 α2 (α1 < α2)

使得

ϕ(α1) > ϕ(α2)。 (2.19)

上式意味着过点 (0, α1)和点 (0, α2)的特征线

X1(t) = α1 + tϕ(α1), X2(t) = α2 + tϕ(α2) (2.20)

必在有限时刻内相交。注意到解 u在这两条特征线上分别取值为 ϕ(α1)和 ϕ(α2)，

因此它在交点处的值就不唯一了。这样与存在整体经典解的假设矛盾。

满足条件(2.17)式的初值的一个典型的例子就是上面讨论过的ϕ(x) = tanh x.

下面我们解释一下(2.17)式的几何意义：(2.17)式表明特征线(1.52)的斜率 ϕ(α)

是关于 α ∈ R的单增函数，这对应于过 x-轴上的点的特征线族是发散的，也就是

说，在上半平面不同的特征线永不相交（见图 2.1(a)）。如果 (2.17)式不成立，

则同族特征线将形成包络，见图 2.1(b)。而包络线上时刻最小的点也是奇性（通
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常是激波）形成的起始点，解在该点处发生间断，解本身保持有界但其微商趋于

无穷。这种现象称为解的
::
几

:::
何

:::
破

::
裂。

- -

6

¸
±M

K

0

t

x

(a)

6

7̧ ± ±

0

t

x

(b)

图 2.1:发散的特征线与形成包络的特征线

二、一般情形

下面我们考虑一个比较一般的拟线性方程的Cauchy问题

{
ut + a(u)ux = 0, (2.21)

u |t=0 = ϕ(x) , (2.22)

其中 a(u)是关于 u的 C1函数，而初值 ϕ(x)为 x ∈ R的 C1函数，并且其 C1模有

界。我们有

定理 2.1 Cauchy问题(2.21)-(2.22)在上半平面 R+ ×R上存在唯一的整体 C1解

的充分必要条件是
da(ϕ(x))

dx
> 0, ∀x ∈ R。 ¤ (2.23)

证明 方程(2.21)的特征线方程为

dx

dt
= a(u)。 (2.24)

沿着特征线，Cauchy问题(2.21)-(2.22)的 C1解（也即经典解）满足

du(t, x(t))

dt
= ut + ux

dx

dt
= ut + a(u)ux = 0。 (2.25)

上式表明沿着特征线，解 u = u(t, x)保持常数。又注意到特征线方程(2.24)，易知

任一特征线的斜率为常数（该常数与时间 t无关，而只与该特征线与 x-轴交点的
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空间坐标有关），也就是说，特征线为直线。注意到初值条件(2.22)式，易知过任

意给定的点 (0, α)的特征线必为直线

x = α + a(ϕ(α))t, (2.26)

而在该特征线上解 u取值为

u = ϕ(α)。 (2.27)

必要性: 假设Cauchy问题(2.21)-(2.22)在 R+ × R上存在整体 C1 解，则我们要

证明(2.23)式一定成立。用反证法证明。假设(2.23)式不成立，则必存在两点 α1和

α2（α1 < α2）使得

a(ϕ(α1)) > a(ϕ(α2)). (2.28)

上式意味着过点 (0, α1) 的特征线 x = α1 + a(ϕ(α1))t 和过点 (0, α2) 的特征线

x = α2 + a(ϕ(α2))t必在有限时间内相交。又注意到解 u在这两条特征线上分别取

值为 ϕ(α1)和 ϕ(α2)，因此解在交点处的值就不能唯一确定了。这与存在整体 C1

解的假设矛盾。必要性得证。

充分性: 注意到(2.23)式, 由特征线方法可知我们只需证明，对任意固定的

t ∈ R+，可以从(2.26)式中反解出 α即可。

事实上，注意到(2.23)式，由(2.26)式可得

xα = 1 +
da(ϕ(α))

dα
t > 1 > 0, ∀t > 0。 (2.29)

于是，对任意固定的 t ∈ R+，上式表明 x是关于 α的严格单增函数。另一方面，

注意到 a(ϕ(α))的有界性（这点可由 a的连续性和初值 ϕ(x)的 C0 模的有界性保

证），我们得到，当 α → ±∞时，成立

x → ±∞。 (2.30)

(2.29)和(2.30)表明对任意固定的 t ∈ R+, (2.26)定义了一个从 R到 R的 C1微分同

胚。这样，我们便可以从(2.26)式反解出 α，记之为α = α(t, x)，将它代入(2.27)式

便立即得到Cauchy问题(2.21)-(2.22)在上半平面上的唯一的C1解u = a(α(t, x))。

于是，充分性得证。证毕。 ¥
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(2.23)式的几何意义是：(2.23)式保证了过点 (0, α)的特征线的斜率 a(ϕ(α))是

关于 α ∈ R的单增函数。这对应于过 x-轴上的点的特征线族是发散的。换句话

说，上半平面上不同的特征线永不相交。

注记 2.1: 这里我们特别强调一下，对于线性方程，不同的特征线永远不会相

交；而对非线性情形，在某些特殊的假设下，其不同的特征线也可以不相交（譬

如，在假设(2.23)下，方程(2.21)的不同的特征线就不会相交）。

三、导数的突变和破裂时间

从上一小节我们知道，对于非线性方程（组）而言，只有在一定的条件下，

才可能存在整体经典解。但一般来说，经典解会在有限时间内破裂，从而奇性形

成。本小节我们将讨论经典解何时破裂，什么量趋于无穷大等问题。

下面我们仍然以Cauchy问题(2.21)-(2.22)为例来进行讨论。

如果条件(2.23)式成立，则Cauchy问题(2.21)-(2.22)在上半平面上存在唯一的整

体经典解，此时解不会破裂，而且相应的特征线族是发散的。

如果条件(2.23)式不成立，则由上一小节的讨论可知，存在不同的特征线将在

有限时刻相交，记交点为(t∗, x∗), 而且解在这两条特征线上取不同的值（因为它们

的斜率不同，而斜率依赖于解的取值），见图2.2。

-

6

x

t

0 α1 α2

(t∗, x∗)

图 2.2:相交的两特征线：xi = αi + a(ϕ(αi))t (i = 1, 2)。

此时，我们有

|u(t, α2 + a(ϕ(α2))t)− u(t, α1 + a(ϕ(α1))t)|
α2 − α1 + [a(ϕ(α2))− a(ϕ(α1))] t

−→∞, 当 t → t∗时。

上式表明：当 (t, x) → (t∗, x∗)时，|ux(t, x)| → ∞。
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定义 2.1 考虑Cauchy问题(2.21)-(2.22)的解 u = u(t, x)。如果在有限时间内 |ux|
趋于无穷大，则称这种现象为

:::
导

::
数

:::
的

:::
突

:::
变（gradient catastrophe）；突变形成的

最早时刻 tb > 0称为解的
::
破

:::
裂

:::
时

::
间（breaking time）。 ¤

下面我们讨论解的破裂时间。

根据局部解的存在性定理可知，Cauchy问题(2.21)-(2.22)存在局部 C1 解。对

于解存在范围内的任一给定的点 (t, x), 通过该点我们可以向下做一条特征线，记

之为 x = ξ(τ ; t, x)。注意到 a的 C1光滑性和初值 ϕ的 C1模的有界性可知，该特

征线的斜率有界。于是该特征必与 x-轴相交，记交点为 (0, α)。于是我们有

u(t, x) = ϕ(α) (2.31)

及

ξ(τ ; t, x) = α + a(ϕ(α))τ。 (2.32)

特别地，当 τ = t时，成立

x = α + a(ϕ(α))t。 (2.33)

将方程(2.31)式两端关于 x求导可得

ux(t, x) = ϕ ′(α)
∂α

∂x
。 (2.34)

另一方面，对方程(2.33)两边关于 α求导得到

∂x

∂α
= 1 +

da(ϕ(α))

dα
t。 (2.35)

将(2.35)式代入(2.34)式得到

ux =
ϕ ′(α)

1 + da(ϕ(α))
dα

t
。 (2.36)

这样讨论 ux 何时变成无穷大的问题就转化为讨论(2.36)式中的分母何时为零的问

题。

如果
da(ϕ(α))

dα
> 0, ∀α ∈ R, (2.37)

则当 t ∈ R+时，(2.36)式中的分母恒大于1。此时，导数的突变永远不会发生。
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如果对于某些 α ∈ R，da(ϕ(α))
dα

取负值，那么导数的突变将在有限时刻内发生。

这是因为：对这样的 α，当 t从 0增加到 −
[

da(ϕ(α))
dα

]−1

时，(2.36)式中的分母从正

数逐渐趋于 0。容易看出，最早的破裂时间所对应的 α0 应该使得
da(ϕ(α))

dα
取最小

值，即

a(ϕ(α0)) = min
α∈R

{
da(ϕ(α))

dα

}
。 (2.38)

这样，破裂时间可由下式给出

tb = − 1
da(ϕ(α))

dα

∣∣∣
α=α0

, (2.39)

其中 α0满足(2.38)式。显然，在一般情况下，这样的 α0不一定唯一。

例 2.1 求下述Cauchy问题的破裂时间




ut + uux = 0,

t = 0 : u = exp{−x2}。
(2.40)

解 此时，a(u) = u, ϕ(x) = exp{−x2}。于是，过点 (0, α)的特征线的斜率是

a(ϕ(α)) = a(exp{−α2}) = exp{−α2}。

为了求出破裂时间，利用(2.39)式，只需找出

f(α) , d

dα
a(ϕ(α)) =

d

dα
exp{−α2} = −2α exp{−α2}

的最小值。注意到

f ′(α) = (−2 + 4α2) exp{−α2},

易知函数 f(α) 的临界点为 ± 1√
2
，而在点 α0 = 1√

2
处，f(α) 取得最小值。于

是，Cauchy问题(2.40)的破裂时间为

tb = − 1

−2α0 exp{−α2
0}

=
1√

2 exp{−1
2
} =

√
e

2
≈ 1.16。

另外，注意到特征线的表达式(2.33)，我们便得到最早破裂点的空间坐标为

xb = α0 + a(ϕ(α0))tb =
1√
2

+

√
e

2
× exp

{
−1

2

}
=
√

2。

这样，我们求出了Cauchy问题(2.40)的破裂时间以及最早破裂的点是 (
√

e
2
,
√

2)。

在该点处，解本身保持有界，但其导数 ux为无穷大。见图2.3。
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x0−1−2−3 1 2 3

t
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1.5

1

0.5

0

图 2.3:特征线：x = α + exp{−α2}t以及最早破裂的点 (tb, xb).

注记 2.2 通过上面的讨论，我们发现: 与注记 2.1不同的是非线性方程的不同

特征线一般会在有限时间内相交，这种现象对应于解的破裂和奇性的形成。这是

非线性方程和线性方程的本质不同之处。

习 题

1. 求解下述Cauchy问题的破裂时间以及最早的破裂点





ut + uux = 0,

u |t=0 = sin x,





ut + uux = 0,

u |t=0 = − tanh x

和 



ut + u2ux = 0,

u |t=0 = (1 + x2)−1.
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§ 3. 拟线性方程的几何理论

关于函数u = u(x1, · · · , xn)的一般的一阶方程具有如下形式

F (x1, · · · , xn, u, ux1 , · · · , uxn) = 0, (3.1)

其中F是已知的函数。这类方程在变分法，质点力学，几何光学中具有广泛的应用背

景。关于这类方程的主要结果可归纳为：
:::
形

:::::::::::
如(3.1)的

::
方

:::
程

:::
的

::
通

:::
解

:::
可

:::
以

::
通

:::
过

:::
求

::
解

:::
一

:::
个

::
常

:::
微

::
分

:::
方

::
程

::::::::::::::
组(ODEs)而

:::
得

:::
到。

注记3.1 这个结论对于高阶方程或一阶方程组一般都不成立。 ¤

下面我们主要讨论两个自变量x, y的情形。所述理论无须做本质的改变就可以推广

到多个自变量的情形。

考虑较为简单的拟线性方程

a(x, y, u)ux + b(x, y, u)uy = c(x, y, u), (3.2)

其中a, b, c是其自变量x, y, u的C1光滑函数。用(x, y, z)−空间中的曲面z = u(x, y)来表示

函数u(x, y)。

积分曲面：与偏微分方程的解相应的曲面称为偏微分方程的
:::
积

::
分

:::
曲

::
面。

显然，方程(3.2)的系数函数a(x, y, z), b(x, y, z), c(x, y, z)在(x, y, z)−空间（或该空间
中的一部分Ω）中定义了一个向量场。这些向量的方向称为方程(3.2)的

:::
特

:::
征

::
方

:::
向。特

征方向对于偏微分方程(3.2)来说是至关重要的，因为(ux, uy,−1)构成曲面z = u(x, y)的

法线的方向数，所以(3.2)可以看成这样一个条件，即积分曲面在它的任意点处的法线

垂直于与该点对应的
:::
特

:::
征

::
向

:::
量(a, b, c)。这样，

::
积

:::
分

:::
曲

::
面

:::
便

:::
是

::
处

:::
处

:::
与

:::
特

::
征

:::
方

:::
向

::
相

:::
切

:::
的

::
曲

:::
面。

特征曲线：以(a, b, c)为方向数的特征向量场对应着一族处处与这个方向场相切的
::
特

:::
征

::
曲

:::
线。

1
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图 3.1: 特征方向场，特征曲线，积分曲面

沿着特征曲线成立关系式

dx

a(x, y, z)
=

dy

b(x, y, z)
=

dz

c(x, y, z)
(3.3)

在这条曲线上引入适当的曲线参数t，或者说把(3.3)式中的公比记为dt，则定义特征曲

线的条件就可以写成我们更为熟悉的常微分方程组的形式

dx

dt
= a(x, y, z),

dy

dt
= b(x, y, z),

dz

dt
= c(x, y, z). (3.4)

上述方程组中自变量t不明显地出现，换句话说，它是一个“自治”系统。

注记3.2 在方程组(3.4)中，参数t的选取是“人为”的。沿着曲线采用其它任何参数

仅相当于用一组成比例的量代替a, b, c，这既不影响(x, y, z)−空间中的特征曲线，也不
改变偏微分方程(3.2)。 ¤

定理3.1 如果曲面Σ : z = u(x, y)是特征曲线的并，那么Σ必是积分曲面。 ¤

证明 因为过Σ上的任意一点p，均有一条过点p且包含在Σ上的特征曲线l。l在点p处

的切线必位于Σ在p点处的切平面内。因为l的切线具有特征方向，所以Σ在p点处的法向

便垂直于特征方向，从而Σ 是积分曲面。证毕。 ¥
另一方面，我们可以证明

::
任

:::
何

:::
积

::
分

:::
曲

:::::::
面Σ均

:::
是

::
特

:::
征

::
曲

:::
线

:::
的

::
并，或者说，

::::::::
过Σ上

::
的

:::
每

::
一

:::
点

::
均

:::
有

::
一

:::
条

:::
包

::
含

:::::::
在Σ中

:::
的

:::
特

::
征

:::
曲

:::
线。上述结论可以从下面的定理3.2直接得到。

定理3.2 设点P = (x0, y0, z0)位于积分曲面Σ : z = u(x, y)内，l是过点P的特征曲线，

则 l整个位于Σ上。 ¤

2



证明 设由(x(t), y(t), z(t))表示的 l是(3.4)的解，并且当t = t0时，(x, y, z) = (x0, y0, z0)。

换句话说，(x(t), y(t), z(t))表示过点P的特征曲线。定义

U(t) = z(t)− u(x(t), y(t)). (3.5)

因为点P在Σ上，所有有U(t0) = 0。另一方面，根据(3.4)式，我们有

dU

dt
=

dz

dt
− ux(x(t), y(t))

dx

dt
− uy(x(t), y(t))

dy

dt

= c(x(t), y(t), z(t))− ux(x(t), y(t))a(x(t), y(t), z(t))

− uy(x(t), y(t))b(x(t), y(t), z(t)).

注意到(3.5)式，上式可以改写成

dU

dt
= c(x(t), y(t), U(t) + u(x(t), y(t)))− ux(x(t), y(t))a(x(t), y(t), U(t) + u(x(t), y(t)))

− uy(x(t), y(t))b(x(t), y(t), U(t) + u(x(t), y(t))).

(3.6)

因为u(x, y)满足方程(3.2)，所以U(t) ≡ 0是(3.6)的一个特解。由常微分方程解的存在唯

一性定理易知，初值问题 



(3.6),

U(t0) = 0

的唯一解就是U(t) ≡ 0. 这样，由(3.5)定义的函数U(t)恒为零，这恰好说明整条特征曲

线 l都在Σ上。证毕。 ¥

推论3.1 两个有公共点P的积分曲面必沿着一条过点P的特征曲线 l相交。 ¤

推论3.2 如果两个积分曲面Σ1和Σ2沿着曲线 l相交而不相切，则 l必是特征曲线。¤

证明 事实上，在 l 上的点P处考虑Σ1和Σ2的切平面π1和π2。每一个平面均包含

点P的特征方向(a, b, c)。因为π1 6= π2，所以π1和π2的法线必具有方向(a, b, c)。又因

为l在P点处的切线T也属于π1和π2，所以有T的切向平行于(a, b, c)，因此 l 是特征曲

线。证毕。 ¥
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§ 4. 拟线性方程的Cauchy问题

通过上一节的讨论，我们对方程(3.2)的通解u有了一个简单的描述：
::
积

:::
分

:::
曲

:::::::::::::::::
面z = u(x, y)是

:::
特

:::
征

::
曲

:::
线

:::
的

::
并。为了更好地认识解. 流. 形. 的结构，我们希望找到一个借助

给定的函数集合G（称之为数. 据. ）生成解的方法。最理想的结果是找到一个以数据G到

偏微分方程解集的满. 射. G → u。这样，解空间就可以由正常的数据空间来确定。偏微分

方程理论的大量工作都与下述问题有关：找出u与给定的G的对应，这里的“找出”通

常相当于“证明解的存在性”。

一、Cauchy问题

设(x, y, z)−空间中有一给定的曲线Γ，其参数方程为

x = f(s), y = g(s), z = h(s). (4.1)

我们求方程(3.2)的解u = u(x, y)，使得下述关系式恒成立

h(s) = u(f(s), g(s)). (4.2)

Cauchy问题：利用给定的数据(f, g, h)求满足(3.2)和(4.2)的函数的问题，便称为方

程(3.2)的Cauchy问题。

注记4.1 同一条曲线Γ可以有不同的参数的表示。由变换s = ϕ(σ)引入的不同的参

数σ，不会改变Cauchy问题的解u(x, y)。 ¤

注记4.2 一般来说，我们通常只能求得x0 = f(s0), y0 = g(s0)附近的x, y定义

的Cauchy问题的局. 部. 解. 。 ¤
许多时候，变量y被当作时间（通常记成t），而x表示空间的位置。这样，便可以提

出由y = 0时刻的初. 始. 值. （或称为初. 始. 条. 件. ）

u(x, 0) = h(x) (4.3)

来求解u(x, y)的问题，这种提法很自然。这样的初. 值. 问. 题. 显然是一类特殊的Cauchy问

题，此时的曲线Γ为

x = s, y = 0, z = h(s), (4.4)

1



即(x, z)−平面上以x为参数的平面曲线。此时，初值问题的初始数据只包含一个函

数h(x)，它可以确定唯一的u。

注记4.3 许多空间曲线Γ可能导致相同的u；一个积分曲面包括很多条曲线，但是其

与(x, z)−平面的交线只有一条。 ¤

二、局部解的存在性

假设1 设在s0的邻域中定义曲线Γ的函数f(s), g(s), h(s)是C1的；

假设2 令

P0 = (x0, y0, z0) = (f(s0), g(s0), h(s0)). (4.5)

在点P0的一个邻域内，方程(3.2)的系数a, b, c是关于其自变量的C1函数。

直观来看，过P的积分曲面z = u(x, y)是由过P上各点的特征曲线所组成。这样，

对s0附近的每个s，只需求解特征微分方程(3.4)的当t = 0时其值分别为f(s), g(s), h(s)的

解

x = X(s, t), y = Y (s, t), z = Z(s, t) (4.6)

即可。显然，这样的函数X,Y, Z关于s, t恒等地满足

Xt = a(X,Y, Z), Yt = b(X,Y, Z), Zt = c(X,Y, Z) (4.7)

以及初始条件

X(s, 0) = f(s), Y (s, 0) = g(s), Z(s, 0) = h(s). (4.8)

由常微分方程组的存在唯一性定理以及关于参数的连续依赖性定理可知，存在唯一的

函数组X(s, t), Y (s, t), Z(s, t)在点(s0, 0)的一个邻域内是C1的并且满足方程组(4.7)和初

始条件(4.8)。

注意到(4.5)和(4.8)，我们有

x0 = X(s0, 0), y0 = Y (s0, 0). (4.9)

我们进一步假设

假设3 在点(s0, 0)处成立
∣∣∣∣∣∣

f
′
(s0) g

′
(s0)

a(x0, y0, z0) b(x0, y0, z0)

∣∣∣∣∣∣
6= 0. (4.10)
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利用(4.7)和(4.8)两式，不难从(4.10)得到
∣∣∣∣∣∣

Xs(s0, 0) Ys(s0, 0)

Xt(s0, 0) Yt(s0, 0)

∣∣∣∣∣∣
6= 0. (4.11)

于是，利用隐函数存在性定理，在(x0, y0)的一个邻域中，我们可以从

x = X(s, t), y = Y (s, t) (4.12)

中反解出s, t，记之为

s = S(x, y), t = T (x, y). (4.13)

这样(4.6)就代表一个用参数s, t表示的曲面Σ : z = u(x, y)。而由

z = u(x, y) = Z(S(x, y), T (x, y)) (4.14)

定义的函数u是曲面Σ的显示表示。

由上面的讨论可知，条件(4.10)保证了(4.6)式局部地表示一个曲面Σ : z = u(x, y)。

进一步，从参数表示(4.6) 式容易看出Σ是积分曲面。事实上，在Σ上的任意一点p处，

向量(Xt, Yt, Zt)是Σ上曲线：s =常数的切向，它包含在Σ在p点处的切平面内。(4.7)表

明在任意点处的切平面都包含特征方向(a, b, c)，因此Σ是积分曲面。

注记4.4 可以证明，由(4.14)给出的函数u满足方程(3.2)。 ¤

从上面的讨论，我们得到

定理4.1 在假设1-3下，Cauchy问题存在唯一的局部解。 ¤

在定理4.1的结论中，解的唯一性可由定理3.2直接得到。实际上，任何过p的积分曲

面必须包含过p上的点的特征曲线，因此必包含由(4.6)式表示的曲面，从而局部地与这

个曲面重合。

三、解的存在唯一性条件(4.10)

为了保证Cauchy问题存在唯一的局部C1解，条件(4.10)是必不可少的。事实上，如

果(4.10)不成立，即有

J ,

∣∣∣∣∣∣
f
′
(s0) g

′
(s0)

a(x0, y0, z0) b(x0, y0, z0)

∣∣∣∣∣∣
= 0,
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那么，由(4.2)及(3.2)可知，在s = s0, x = f(s0), y = g(s0)处成立

bf
′ − ag

′
= 0, h

′
= f

′
ux + g

′
uy, c = aux + buy. (4.15)

由此可知，

bh
′ − cg

′
= 0, ah

′ − cf
′
= 0. (4.16)

(4.16)意味着f
′
, g

′
, h

′
与a, b, c成比例。因此，除非Γ在s0点具有特征方向，否则J =

0与解的存在性相矛盾。

另一方面，如果Γ是特征曲线，则Cauchy问题将有无穷多个解，因为过Γ上的点p做

满足(4.10)式的任意曲线Γ̃，求解关于Γ∗的Cauchy问题便可得到无穷多个解。见图4.1。

Γ∗
Γ̃

Γ

P

图 4.1:无穷多个积分曲面

四、一种特殊情况：线性偏微分方程

考虑下述线性偏微分方程

a(x, y)ux + b(x, y)uy = c(x, y)u + d(x, y). (4.17)

此时，三个特征常微分方程组简化为

dx

dt
= a(x, y),

dy

dt
= b(x, y), (4.18)

更进一步，甚至可化为一个等价的方程

dy

dx
=

b(x, y)

a(x, y)
. (4.19)

4



方程(4.18)或(4.19)确定(x, y)−平面上的曲线族，我们称之为特. 征. 投. 影. （通常也含糊地
称为

:::
特

:::
征

::
线）。它们是(x, y, z)−空间中的特征曲线在(x, y)−平面上的投影。利用特征

投影x(t), y(t)解线性常微分方程

dz

dt
= c(x(t), y(t))z + d(x(t), y(t)) (4.20)

即可求出z(t)，进而得到特征曲线。

五、高维情形

关于n元函数u = u(x1, x2, · · · , xn)的一般拟线性方程具有如下形式

∑
ai(x1, · · · , xn, u)uxi

= c(x1, · · · , xn, u), (4.21)

其中ai和c均是其变元的C1函数。与方程(4.21)相应的特征微分方程组为




dxi

ds
= ai(x1, · · · , xn, z) (i = 1, · · · , n),

dz

ds
= c(x1, · · · , xn, z).

(4.22)

方程(4.21)的Cauchy问题是指
:::::::::::
在Rn+1中

:::
寻

:::
求

:::
过

::
一

:::
给

:::
定

::::::::::::::
的(n− 1)-维

:::
子

:::
流

:::::::::
形M的

:::
积

:::
分

::
曲

:::::::
面z =

:::::::::::::::
u(x1, · · · , xn)，这里我们不妨假设该给定的(n− 1)-维流形的参数表示是

xi = fi(s1, · · · , sn−1) (i = 1, · · · , n), z = h(s1, · · · , sn−1).

过M上的任意一点(记其对应的参数为s1, · · · , sn−1)做特征线，即求解具有下述初值

条件

t = 0 : xi = fi(s1, · · · , sn−1), z = h(s1, · · · , sn−1) (4.23)

的常微分方程组(4.22)的初值问题，记该初值问题的解为




xi = Xi(s1, · · · , sn−1, t) (i = 1, · · · , n)

z = Z(s1, · · · , sn−1, t).
(4.24)

只要从(4.24)中的前n个关系式中反解出s1, · · · , sn−1和t，就可以知道(4.24)式就是积分

曲面z = u(x1, · · · , xn)的一个参数表示。事实上，当Jacobi行列式

J ,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂f1

∂s1

· · · ∂fn

∂s1
... · · · ...

∂f1

∂sn−1

· · · ∂fn

∂sn−1

a1 · · · an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

6= 0 (4.25)
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时，我们就可以从(4.24)式中的前n个关系式中解出s1, · · · , sn−1和t.

六、例子

下面我们给出两个例子来说明如何用特征线方法求解偏微分方程的Cauchy问题。

例1 求解下述Cauchy问题





uy + cux = 0,

u(x, 0) = h(x),
(4.26)

其中c是常数，h(x)是给定的C1函数。

解 与初值相应的初始曲线Γ可表示为

x = s, y = 0, z = h(s).

特征微分方程是
dx

dt
= c,

dy

dt
= 1,

dz

dt
= 0.

于是，积分曲面的参数表示为

x = X(s, t) = s + ct, y = Y (s, t) = t, z = Z(s, t) = h(s).

消去s, t便得到Cauchy问题(4.26)的解

z = h(x− ct),

它与(1.5)式完全一样。 ¥

例2 考虑关于齐. 次. 函. 数. u(x1, · · · , xn)的Euler方程

n∑

k=1

xkuxk
= αu (4.27)

其中α是不为零的常数。注意到此时由(4.25)定义的J在原点处为零，也就是说，方

程(4.27) 在原点处有奇性，因此，我们在初值问题中要求

u(x1, · · · , xn−1, 1) = h(x1, · · · , xn−1), (4.28)

其中h是一给定的C1函数。讨论Cauchy问题(4.27)-(4.28)的解的存在唯一性。
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解 与初值(4.28)相应的流形Γ可由下述参数形式表示

xi =





si (i = 1, · · · , n− 1),

1 (i = n),
z = h(s1, · · · , sn−1). (4.29)

解相应的特征微分方程 



dxi

dt
= xi (i = 1, · · · , n)

dz

dt
= αz,

(4.30)

可得 



xi =





sie
t (i = 1, · · · , n− 1),

et (i = n),

z = eαth(s1, · · · , sn−1).

(4.31)

从而有

z = u(x1, · · · , xn) = xα
nh

(
x1

xn

, · · · ,
xn−1

xn

)
. (4.32)

显然，对于任何λ > 0，解u满足函数方程

u(λx1, · · · , λxn) = λαu(x1, · · · , xn). (4.33)

因此，它是α次的齐次函数。

当α < 0时，方程(4.27)的解在原点一般会有奇性。更加准确地讲，在原点的邻域中

属于C1类的(4.27)的唯一解是u ≡ 0。这是因为沿着任何一条从原点出发并且以t为参数

的射线

xi = cit, (i = 1, · · · , n), (4.34)

由(4.27)知，u满足

du

dt
=

n∑

k=1

ckuxk
(c1t, · · · , cnt) =

α

t
u. (4.35)

于是，沿着这些射线，ut−α是常数，故当t → 0时u → ∞，除非沿着射线u恒为零。

¥

注记4.5 上面的讨论给出了一个偏微分方程的例子，当把解的定义域限制在包含原

点的开集时，它只有一个解。 ¤
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习 题

1. 求解问题





ut + aux = f(t, x), t > t0, −∞ < x < +∞,

u(t0, x) = ϕ(x),

其中 a为常数，f, fx ∈ C([t0,∞)× R), ϕ ∈ C1(R).

2. 求解问题




ut + (x cos t)ux = 0, t > 0, −∞ < x < +∞,

u(0, x) =
1

1 + x2
.

3. 求解问题 



xut − tux = u, t > 0, x > 0,

u(0, x) = g(x), x > 0,

其中 g(x) ∈ C1((0,∞)).

4. 求解下述Cauchy问题 



ut + ux = u2,

t = 0 : u = sin x.
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