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第一章 随机过程及其分类 

 

在概率论中，我们研究了随机变量，n维随机向量。在极限定理中我们研究

了无穷多个随机变量，但只局限在它们之间相互独立的情形。将上述情形加以

推广，即研究一族无穷多个、相互有关的随机变量，这就是随机过程。 

 

1． 随机过程的概念 

 

定义：设 ),,( PΣΩ 是一概率空间，对每一个参数 Tt∈ ， ),( ωtX 是一定义

在概率空间 ),,( PΣΩ 上的随机变量，则称随机变量族 }{ Tt∈);,(tXX T = ω 为

该概率空间上的一随机过程。其中 RT ⊂ 是一实数集，称为指标集或参数集。 

随机过程的两种描述方法： 

用映射表示 ， TX

RTtX →Ω×:),( ω  

即 是一定义在),( ⋅⋅X Ω×T 上的二元单值函数，固定 Tt∈ ， ),( ⋅tX 是一定义在

样本空间Ω上的函数，即为一随机变量；对于固定的 Ω∈ω ， ),( ω⋅X 是一个关

于参数 Tt∈ 的函数，通常称为样本函数，或称随机过程的一次实现，所有样本

函数的集合确定一随机过程。记号 ),( ωtX 有时记为 )(ωtX 或简记为 )(tX 。 

 参数T一般表示时间或空间。常用的参数一般有：（1） },2,1,0{0 L== NT ；

（2） },2,1,0 L±±{=T ；（3） ],[ baT = ，其中 可以取 或a 0 ∞− ，b可以取 。

当参数取可列集时，一般称随机过程为随机序列。 

∞+

 随机过程{ });( TttX ∈ 可能取值的全体所构成的集合称为此随机过程的状

态空间，记作 S。 S中的元素称为状态。状态空间可以由复数、实数或更一般

的抽象空间构成。 

例 1：抛掷一枚硬币，样本空间为 },{ TH=Ω ，借此定义： 
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其中 2/1}{}{ == TPHP ，则{ )},(,)( ∞+−∞∈ttX 是一随机过程。试考察其

样本函数和状态空间。 

例 2：设  

),(,)cos()( ∞+−∞∈+= ttAtX θω  

其中 A和ω是正常数， )2,0(~ πθ U 。试考察其样本函数和状态空间。 

 例 3：设正弦随机过程{ });( +∞<<∞− ttX ，其中： tAtX ωcos)( = ， ω

是常数， ]1,0[~ UA 。试求：（1）画出 )(tX 的样本函数；（2）确定过程的状态

空间；（3）求 ωπωπωπωπ 2/,/,4/3,4/,0=t  时 的密度函数。 )kt(X

 例 4：质点在直线上的随机游动，令 为质点在 时刻时所处的位置，试

考察其样本函数和状态空间。 

nX n

 例 5：考察某“服务站”在[ ],0 t 时间内到达的“顾客”数，记为 )(tN ，则

}0),({ ≥ttN 是一随机过程，试考察其样本函数和状态空间。若记 为第n个

“顾客”到达的时刻，则{

nS

},2, L1, =nSn 为一随机序列，我们自然要关心

的情况以及它与随机过程{}L,2,1,{ =nSn }0),( ≥ttN 的关系，这时要将两个随

机过程作为一个整体来研究其概率特性（统计特性）。 

 例 6：布朗运动。 

 

2． 随机过程的分类 

 

随机过程的分类一般有两种方法：（1）以参数集和状态空间的特征来分类；

（2）以统计特征或概率特征来分类。我们分述如下： 

 

（一） 以参数集和状态空间的特性分类： 
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以参数集T的性质，随机过程可分为两大类：（1）T可列；（2）T不可列。 

以状态空间 S的性质，即 )(tX 所取的值的特征，随机过程也可以分为两大

类：（1）离散状态，即 )(tX 所取的值是离散的；（2）连续状态，即 )(tX 所取

的值是连续的。 

由此可将随机过程分为以下四类： 

（a） 离散参数离散型随机过程； 

（b） 连续参数离散型随机过程； 

（c） 连续参数连续型随机过程； 

（d） 离散参数连续型随机过程。 

 

（二） 以随机过程的统计特征或概率特征分类： 

以随机过程的统计特征或概率特征来进行分类，一般有以下一些： 

（a） 独立增量过程； 

（b） Markov过程； 

（c） 二阶矩过程； 

（d） 平稳过程； 

（e） 鞅； 

（f） 更新过程； 

（g） Poission过程； 

（h） 维纳过程。 

注意：以上两种对随机过程的分类方法并不是独立的，比如，我们以后要讨

论的Markov过程，就有参数离散状态空间离散的Markov过程，即Markov链，

也要讨论参数连续状态离散的Markov过程，即纯不连续Markov过程。在下面

几章中，我们将研究几种重要的、应用非常广泛的随机过程。 

 

3． 随机过程的数字特征 

 

（一）单个随机过程的情形 
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设{ });( TttX ∈ 是一随机过程，为了刻画它的统计特征，通常要用到随机过

程的数字特征，即随机过程的均值函数、方差函数、协方差函数和相关函数。

下面我们给出它们的定义。 

（a） 均值函数：随机过程{ });( TttX ∈ 的均值函数定义为：（假设存在） 

)}({)(ˆ)( tXEtmtX ==µ  

（b） 方差函数：随机过程{ });( TttX ∈ 的方差函数定义为：（假设存在） 

})]()({[)(ˆ)( 22 ttXEtDt XXX µσ −==  

（c） （自）协方差函数：随机过程{ });( TttX ∈ 的（自）协方差函数定

义为：  

)]}()()][()({[ˆ),( ttXssXEtsC XXX µµ −−=  

（d） （自）相关函数：随机过程{ });( TttX ∈ 的（自）相关函数定义为： 

)}()({ˆ),( tXsXEtsRX =  

（e） 特征函数：记： 

)]}}()([{exp{ˆ),,,;,,,( 112121 nnnnX tXutXujEtttuuu ++= LLLφ  

称 

{ }1,,,,),,,,;,,,( 212121 ≥∈ nTttttttuuu nnnX LLLφ  

为随机过程{ });( TttX ∈ 的有限维特征函数族。 

 数字特征之间的关系： 

)()(),(

)()()}()({

)]}()()][()({[ˆ),(

tstsR

tstXsXE

ttXssXEtsC

XXX

XX

XXX

µµ

µµ

µµ

⋅−=

⋅−=

−−=

 

22 )]([),(),()()( tttRttCtDt XXXXX µσ −===  

例 7：考察上面的例 1，（1）写出 )(tX 的一维分布列 )1(),2/1( XX ；（2）

写出 )(tX 的二维分布列 ))1(),2/1( XX( ；（3）求该过程的均值函数和相关函数。 
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例 8：求例 2中随机过程的均值函数和相关函数。 

 

（二） 两个随机过程的情形 

设{ });( TttX ∈ 、{ });( TttY ∈ 是两个随机过程，它们具有相同的参数集，

对于它们的数字特征，除了有它们自己的数字特征外，我们还有： 

（a） 互协方差函数：随机过程{ });( TttX ∈ 和{ });( TttY ∈ 的互协方差函

数定义为： 

)]}()()][()({[ˆ),( ttYssXEtsC YXXY µµ −−=  

（b） 互相关函数：随机过程{ });( TttX ∈ 和{ });( TttY ∈ 的互相关函数定

义为： 

)}()({ˆ),( tYsXEtsRXY =  

 互协方差函数和互相关函数有以下的关系： 

)()(),(),( tstsRtsC YXXYXY µµ ⋅−=  

 如果两个随机过程{ });( TttX ∈ 和 });({ TttY ∈ ，对于任意的两个参数

Tts ∈, ，有 

0),( =tsCXY  

或 

)}({)}({)()(),( tYEsXEtstsR YXXY ⋅=⋅= µµ  

则称随机过程{ });( TttX ∈ 和{ });( TttY ∈ 是统计不相关的或不相关的。 

 

（三） 有限维分布族 

设{ });( TttX ∈ 是一随机过程，对于 Nn∈∀ ， )1( niTti ≤≤∈∀ ，记 

})(,,)(,)({

),,,;,,,(

2211

2121

nn

nnX

xtXxtXxtXP

tttxxxF

≤≤≤= L

LL
 

其全体 
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{ }1,,,,),,,,;,,,( 212121 ≥∈ nTttttttxxxF nnnX LLL  

称为随机过程{ });( TttX ∈ 的有限维分布族。它具有以下的性质： 

（1） 对称性：对 ( 的任意排列 ，则有： ),,2,1 nL ),,,( 21 njjj L

),,,;,,,(),,,;,,,(
21212121 nn jjjjjjXnnX tttxxxFtttxxxF LLLL =  

（2） 相容性：对于 ，有： nm <

),,,;,,,(

),,,,,,;,,,,,,(

2121

12121

mmX

nmmmX

tttxxxF

tttttxxxF

LL

LLLL

=

+∞+∞ +
 

 注 1：随机过程的统计特性完全由它的有限维分布族决定。 

 注 2：有限维分布族与有限维特征函数族相互唯一确定。 

问题：一个随机过程{ });( TttX ∈ 的有限维分布族，是否描述了该过程的全

部概率特性？解决此问题有以下著名的定理，此定理是随机过程理论的基础。 

定理：（Kolmogorov存在性定理） 

设分布函数族 { }1,,,,),,,,;,,,( 212121 ≥∈ nTttttttxxxF nnnX LLL

);(

满足以

上提到的对称性和相容性，则必存在唯一的随机过程 { }TttX ∈

{ }1,,,,),,,, 2121 ≥

，使

;,,,( 21 ∈ nTtttttt nn LL );(xxxF nX L 恰好是{ }TttX ∈ 的有

限维分布族，即： 

})(,,)(,)({

),,,;,,,(

2211

2121

nn

nnX

xtXxtXxtXP

tttxxxF

≤≤≤= L

LL
 

注：定理说明了随机过程{ });( TttX ∈ 的有限维分布族包含了{ });( TttX ∈

的所有概率信息。因此，研究随机过程的统计特征可以通过研究其有限维分布

函数族的特性来达到。 

 

（四）两个随机过程的独立性 

 设{ });( TttX ∈ 、{ });( TttY ∈ 是两个随机过程，它们具有相同的参数集，

任取 Nm∈,n ，以及 Ttt nt ∈,,, 21 L ， Tttt m ∈′′′ ,,, 21 L ，则称 维随机向量mn +
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))(,),(),(),(,),(),(( 2121 mn tYtYtYtXtXtX ′′′ LL

(,)(,,)({

,,;,,,;,,,(

111

212121

nn

nnXY

tYxtXxtXP

yytttxxxF

′≤≤=

的联合分布函数： 

L

LLL

});( TttX ∈ });( TttY ∈ n +

Nmn ∈, t, 21

});( TttX ∈ });( TttY ∈

(),,,;,,,(

,,,;,,,;,,,(

2121

212121

YnnX

nnXY

yFtttxxxF

yytttxxxF

⋅= LL

LLL

});( TttX ∈ });( TttY ∈

});( TttX ∈ );({ ttY ∈

});({ TttX ∈ });( TttY ∈

δ

δ

)(tf

∫∫
∞+

∞−→

∞+

∞−
=tdtft lim)()(

0 εε
δδ








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<
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t
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,0
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)(tεδ δ )(tδ

0>ε
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),,,;,

1

21

mm
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ytYy
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≤′≤

′′′

L

L
 

为随机过程{ 和{ 的 m维联合分布函数。 

 如果对于任取的 ，以及任意的 t Ttn ∈,,L ， Tttt m ∈′′′ ,,, 21 L ，

随机过程{ 和{ 的联合分布函数满足： 

),,,;,,,

),,,;

2121

21

mn

mn

tttyy

ttty

′′′

′′′

LL

L
 

则称随机过程{ 和{ 是独立的。 

 注：随机过程 { 和 }T 独立可以得到随机过程

和{ 统计不相关，反之不对。但对于正态过程来说是等

价的，这一点我们以后将看到。 

 

 4． －函数及离散型随机变量分布列的δ－函数表示 

 

 （1） －函数（Dirac函数）的定义及性质 

 定义：对于任意的无穷次可微的函数 ，如果满足： 

tdtft )()(  

其中： 

≤ ε  

则称 的弱极限为 －函数，记为 。 

 显然，对于任意的 ，有： 
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11)(
0

== ∫∫
∞+

∞−

ε

ε ε
δ tdtdt  

即 

1)( =∫
∞+

∞−
tdtδ  

注 1： )(tδ 在 0=t 点的取值为 ∞ ，在 0≠t 点的取值为 ，并且满足

。 

0

1=)(∫
∞+

∞−
tdtδ

注 2：工程（信号处理等）上δ －函数也称为单位脉冲函数或单位冲激函数。 

δ －函数的筛选性质： 

 若 )(tf 为无穷次可微的函数，则有： 

)0()()( ftdtft
I

=∫ δ  

其中 I是包含点 0=t 的任意区间。特殊地，有： 

)0()()( ftdtft =∫
∞+

∞−
δ  

 更一般地，我们有： 

)()()( 00 tftdtftt =−∫
∞+

∞−
δ  

 

 （2）离散型随机变量分布列的δ －函数表示 

 设离散型随机变量 的分布列为：X L,2,1}{ === ipxXP ii ，则由δ －

函数的筛选性质可以定义离散型随机变量 的分布密度（离散型分布密度）为： X

∑
∞

=

−=
1

)()(
i

ii xxpxf δ  

因为，由δ －函数的筛选性质，离散型随机变量 的分布函数可以表示为： X

∫ ∑∑ ∞−

∞

=≤

−==≤=
x

i
ii

xx
i udxuppxXPxF

i 1
)(}{)( δ  

 注：工程上，常用离散型随机变量分布列的δ －函数表示法。它将离散型随

机变量的分布列表示成分布密度的形式，因此与连续型随机变量的概率分布密

度函数一样，可以进行统一处理。在下面的例子中我们将看到它的应用。 
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5．条件数学期望 

 

条件数学期望是随机数学中最基本最重要的概念之一，它在随机过程课程中

具有广泛的应用，需要同学们很好地掌握。 

（1） 离散型情形 

定义：设二维离散型随机变量 ( ), YX

0

所有可能取的值是 ，其联合分

布率为 ，记： 

),( ji yx

},{ ≥=== jiji pyYxXP

∑ == =
j

jyY yYXEIYXE
j

}{)(ˆ}{ )( ω  

称 }{ YXE 为 关于X Y的条件数学期望。 

 注 1：定义中的 )()( ω
jyYI = 是示性函数，即： 





=∉
=∈

== })(:{,0
})(:{,1

)()(
j

j
yY yY

yY
I

j ωωω
ωωω

ω  

 注 2：条件数学期望 }{ YXE 是随机变量Y的函数，因此有关于它的分布，

其分布为： 

当 )(}{}{ kjyYXEyYXE kj ≠=≠= 时， 

}{}}{}{{ jj yYPyYXEYXEP ====  

 否则，令： }}{}{:{ jkj yYXEyYXEkD ==== ，则 

∑
∈

====
jDk

kj yYPyYXEYXEP }{}}{}{{  

 注 3：由于条件数学期望 }{ YXE 是随机变量Y的函数，故可以求其数学期

望，其数学期望为： 

}{}{}{}}{{ XEyYPyYXEYXEE
j

jj ====∑ 。 

 例 9：离散型随机变量 ),( YX 的联合分布率如下表所示，试求 }{ YXE 的分

布率， }}{{},{ YXEEXE 。 
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       X 
Y 

1 2 3 jp•  

1 2/27 4/27 1/27 7/27 

2 5/27 7/27 3/27 15/27 

3 1/27 2/27 2/27 5/27 

•ip  8/27 13/27 6/27 1 

（2） 连续型情形 

定义：设二维随机变量具有联合分布密度函数 ),( yxf ，Y 的边缘分布为

，若随机变量)(yfY }{ YXE 满足： 

（a） }{ YXE 是随机变量Y的函数，当 yY = 时，它的取值为 }{ yYXE = ； 

（b）对于任意的事件 ，有： D

}{}}{{ DYXEDYYXEE ∈=∈  

则称随机变量 }{ YXE 为 关于X Y的条件数学期望。 

 注 1：由于条件数学期望 }{ YXE 是随机变量Y的函数，故可以求其数学期

望，其数学期望为： 

}{)()(}}{{ XEdyyfyYXEYXEE Y∫
+∞

∞−
===  

例 10：设： ( ),,,,(~), 2
2

2
121 σσρµµNYX ，则有： 

)(}{ 1
1

2
2 µ

σ
σρµ −+== xxXYE  

)(}{ 1
1

2
2 µ

σ
σρµ −+= XXYE  

 解：先求Y关于 xX = 的条件分布密度， 

[ ]








−−−
−

−
−

=

=

−

=

2

1
1

12222
2

2/12
2

)(
)1(2

1exp
)1(2

1

)(
),()(

µσρσµ
ρσρσπ

xy

xf
yxfxyf

X
xXY

 

即 



中科院研究生院 2009～2010第一学期  随机过程讲稿  孙应飞 

)]1(),([~)( 22
21

1
122 ρσµσρσµ −−+ −

= xNxyf xXY  

)()(}{ 1
1

122 µσρσµ −+=== −+∞

∞− =∫ xdyxyyfxXYE xXY  

)(}{ 1
1

122 µσρσµ −+= − XXYE  

 

（3） 条件数学期望的性质 

在各给定的随机变量的数学期望存在的条件下，我们有： 

（a） }}{{}{ YXEEXE = ； 

（b） ∑∑
==

=





 n

i
ii

n

i
ii YXEYXE

11
}{αα  a.s. ；其中 )1( nii ≤≤α 为常数； 

（c） })({)(})()({ YXgEYhYYhXgE =  a.s. ； 

（d） }})({)({)}()({ YXgEYhEYhXgE = ； 

（e） 如果 YX , 独立，则有 }{}{ XEYXE = ； 

证明：设 ),(~), y( xfYX ，则有： 

}})({)({)()(})({

)()(
)(
),()(

),()()()}()({

YXgEYhEdyyfyhyYXgE

dyyfyhdx
yf
yxfxg

dxdyyxfyhxgYhXgE

Y

Y
Y

===









=

=

∫

∫ ∫

∫ ∫

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

 

 注 1：常用的计算式子： 

∫
∞+

∞−
== dyyfxhyYXgEyhXgE Y )()(})({)}()({  

∫
+∞

∞−
== dyyfyYAPAP Y )(}{}{  

∫
+∞

∞−
=≤=≤ dyyfyYxXPxXP Y )(}{}{  

 

6．随机过程举例 

 

例 a：如果正弦波随机过程为 
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)cos()( θω += tAtX  

其中振幅 A取常数，角频率ω取常数，而相位θ是一个随机变量，它均匀分布

于 ( ),ππ− 之间，即： 





 ≤≤−=

其它,0

,
2
1

)( ππ
πθ

xxf  

求在 t时刻 )(tX 的概率密度。 

解：固定时刻 t，则随机变量 )cos()( θω += tAtX 是随机变量θ的函数。

由分布函数的定义： 

})cos({})({)()( ytAPytXPyF tX ≤+=≤= θω  

   当 Ay −< 时， ；当0)()( =yF tX Ay +≥ 时， 1)()( =yF tX  

   当 AyA +<≤− 时，我们有： 





 −+=





 +−++−=





 +=

≤<−−≤<−=

=≤+=≤=

∫∫ −

−

−

A
yt

t
A
y

A
yt

dxdx

t
A
y

A
ytP

ytAPyyXPyF

t
A
y

A
yt

tX

arccos1

arccosarccos
2
1

2
1

}){arccos}arccos({

})cos({})({)(

arccos

arccos

)(

πω
π

ωππω
π

π

πθωωθπ

θω

π

ω

ω

π

U

 

因此，当 AyA +<≤− 时， )(tX 的概率密度为： 

22

/
)()(

1)()(
yA

yFyf tXtX
−

==
π

 

最终得到 )(tX 的概率密度为： 





 +≤≤−

−=
它其,0

,1
)( 22

)(

AyA
yAyf tX π  
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例 b：设一由正弦振荡器输出的随机过程： 

),(,)cos()( ∞+−∞∈+Ω= ttAtX θ  

其中 A、Ω和θ是相互独立的随机变量，并且已知它们的分布密度函数分别为：

),( 350250~ UΩ 、 )2,0(~ πθ U 及 







∉

∈
=

),0(,0

),0(,2
)(

0

02
0

Aa

Aa
A
a

af A  

试求随机过程 )(tX 的一维概率密度。 

 解：设 )cos()( θω += tatY ,其中 和a ω是常数， )2,0(~ πθ U ，由例 a的

结果可知 )(tY 的一维分布密度为： 





 +≤≤−

−=
它其,0

,1
)( 22

)(

aya
yayf tY π  

比较 )(tX 与 )(tY ，我们有： 

),()( ω=Ω== aAtXtY  

由连续型全概率公式，我们有： 

∫∫ Ω≤=≤ ),(},)({})({ ωadFAxtXPxtXP  

由于 Ω,A 相互独立，因此有： 

ωωωωω dadfafdadafadF A )()(),(),( Ω==  

故有 )(tX 的一维概率密度为： 







>

≤−
=

⋅⋅
−

=

=
−

=

∫∫

∫∫

0

0
22

02
0

350

250 2
0

22

22)(

,0

,2
100

121

)()(1)(

0

Ax

AxxA
A

d
A
a

xa
da

dadfaf
xa

xf

A

x

AtX

π

ω
π

ωω
π Ω
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例 c：（一维随机游动）设有一质点在 x轴上作随机游动，即在 0=t 时质点

属于 x轴的原点，在 L,3,2,1=t 时质点可以在 x轴上正向或反向移动一个单位

距离，作正向和作反向移动的概率分别为 p和 pq −=1 。经时间 ，质点偏离

原点的距离为

n

k，问经时间 步后，质点处于位置n k的概率如何？ 

解：设质点第 次移动时的距离为i iξ ，则 iξ 是离散的随机变量，它可取＋1，

也可取－1。且 ,}1 pP =+={ iξ  qpP i =−=−= 1}1{ξ  

设：质点在 nt = 时，偏离原点的距离为 ，则 也是一随机变量，且有： nX nX

00
1

==∑
=

XX
n

i
in ξ  

由题意， iξ 与质点所处位置无关，且 iξ 与 kξ （ ki ≠ ）独立。 

当 nt = 时，质点可取的值为:  

nnnnnn −−−−−−− ),2(),4(,,4,2, L  

如果在n次游动中有 次质点右向移动一个单位，即有m次m 1+=iξ 发生，

则有n 次质点左向移动一个单位，即有m− mn − 次 1−=iξ 发生，此时有： 

knmmnmX
n

i
in =−=−×−++×==∑

=

2)1()()1(
1
ξ  

由此得到 
2

knm +
= 。 

因此，由题意，我们有： 

22222

)!
2

()!
2

(

!}{
knknknknkn

n
mnmm

nn qpknkn
nqpCqpCkXP

−+−++
−

−+
====  

此式中 是一正整数，则如果 为奇数时，m n k也是奇数 ( )nk < ；如果n为

偶数时，k也是偶数 )( nk < 。 
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例 d：设有一脉冲数字通信系统，它传送的信号是脉宽为T 的脉冲信号，每

隔 送出一个脉冲。脉冲幅度

0

0T )(tX 是一随机变量，它可取四个值

，且取这四个值的概率是相等的，即： }2,1,1{ −−+ ,2 +

4/1}2)({}1)({}1)({}2)({ =−==−==+==+= tXPtXPtXPtXP  

不同周期内脉冲的幅度是相互统计独立的，脉冲的起始时间相对于原点的时间

差u为均匀分布在 ( 内的随机变量。试求在两个时刻 时，随机过程 ),0 0T 21 ,tt

)(tX 所取值 ( 的二维联合概率密度。 ))( 1tX (,) 2tX

解：典型样本函数如下图： 

Xk(t) 

t 

 

 

 

 

 

 

 

在时间轴上任意固定两个时刻 ，我们令： 21 ,tt

事件C： t 间有不同周期的脉冲存在，即 处在不同的脉冲周期内； 21 ,t 21 ,tt

事件
cC ： t 间没有不同周期的脉冲存在，即 t 处在相同的脉冲周期内； 21 ,t 21 ,t

（1） 当 021 Ttt >− 时，有 1}{ =CP  和 0}{ =cCP  

（2） 当 021 Ttt ≤− 时，t 可能处在同一脉冲内，也可能不处在同一脉

冲内。假设

21 ,t

θ为 所在的脉冲的起始时刻，由于脉冲的起始时刻相对于原点1t 0=t

的时间差u是 ( 内的均匀分布，而且该信号是等宽的脉冲信号，因此),0 0T θ可以

看作均匀分布于 ( 的随机变量。 ), 101 tTt −

如果 t ，则： 21 t<
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0

12

0

20202

111

}{1}{}{}{
02

01 T
ttd

T

TtPTtPTtPCP
Tt

Tt

c

−
−=−=

−<−=−>=+<=

∫
−

−
θ

θθθ
 

如果 t ，则：21 t>
0

21

0
2 11}{}{ 2

01 T
ttd

T
tPCP

t

Tt

c −
−==>= ∫ −

θθ  

因此有：     
0

21

0

21 }{1}{
T

tt
CP

T
tt

CP c −
=

−
−=  

由全概率公式： 

}{),(}{),(),( 212121
212121

cc

CXXCXXXX CPCxxfCPCxxfxxf c
tttttt

+=
 

根据不同周期内脉冲幅度是相互独立的随机变量，我们有： 





 −×



 −= ∑∑

−−=−−= 2,1,1,2
2

2,1,1,2
121 )(

4
1)(

4
1),(

21 ki
CXX kxixCxxf

tt
δδ

 

如果 t 处在同一周期内，则21 ,t 21 tt XX = ，此时有： 





 −−= ∑

−−= 2,1,1,2
2121 )()(

4
1),(

21 i

c

CXX
ixixCxxf c

tt
δδ  

由此最终得到 的二维联合概率密度如下： ))(),(( 21 tXtX

当 021 Ttt ≤− 时： 








 −
−



 −−+

−




 −×



 −=

∑

∑∑

−−=

−−=−−=

0

21

2,1,1,2
21

0

21

2,1,1,2
2

2,1,1,2
121

1)()(
4
1

)(
4
1)(

4
1),(

21

T
tt

ixix

T
tt

kxixxxf

i

ki
XX tt

δδ

δδ
 

当 021 Ttt >− 时： 



 −×



 −= ∑∑

−−=−−= 2,1,1,2
2

2,1,1,2
121 )(

4
1)(

4
1),(

21 ki
XX kxixxx

tt
δδf  

f(θ) 

t1t1-T0 0 θ
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  例 e：设有某通信系统，它传送的信号是脉宽为T 的脉冲信号，脉冲信号的

周期为T 。如果脉冲幅度

0

0 )(tX 是随机的，幅度服从正态分布 ),0( 2σN

2,t

，不同周

期内的的幅度是相互统计独立的。脉冲沿的位置也是随机的，脉冲的起始时间

相对于原点的时间差u为均匀分布在 内的随机变量。u和脉冲幅度间也

是相互统计独立的（脉冲幅度调制信号），试求在两个时刻 t 时，该随机过程

),0( 0T

1

)(tX 所取值 ( 的二维联合概率密度。 ))2(X,)( 1 ttX

解：在时间轴上任意固定两个时刻 ，讨论同例 d。 21 ,tt

特别注意此时的状态空间！ 

（a） 当 021 Ttt >− 时， t 位于不同的周期内，此时我们有： 21 ,t







 +
−= 2

2
2

2
1

221 2
exp

2
1),(

21 σπσ
xxxxf

tt XX  

（b） 当 021 Ttt ≤− 时， t 位于两个不同的周期内的概率为： 21 ,t

0

21}{
T

tt
CP

−
=  

21 ,tt 位于相同的周期内的概率为： 

0

211}{
T

tt
CP c −

−=  

根据全概率公式，我们有： 








 −
−⋅−








−+

−
⋅







 +
−=

0

21
212

2
1

0

21
2

2
2

2
1

221

1)(
2

exp
2
1

2
exp

2
1),(

21

T
tt

xxx

T
ttxxxxf

tt XX

δ
σσπ

σπσ
 

因为当 t 处在同一脉冲周期时， 取相同的值，所以上式的第

二项出现了

21 ,t

(x

)(),( 21 tXtX

)21 x−δ 函数。 

此例中看出， 的二维联合概率密度不再是二维正态分布，虽然)(),( 21 tXtX
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)( 1tX 和 都是正态分布。 )( 2tX

A

2, t

02 T≤

 

例 f：考察一随机过程，它在 t 00 nT+ 时刻具有宽度为b的矩形脉冲波，脉冲

幅度 为一等概率取值 的随机变量，且a± 0Tb < ，t 是在 ( 上服从均匀分

布的随机变量，并且脉冲幅度

0 ),0 0T

A与 独立，试求该过程的相关函数和方差。 0t

解：由给定的随机过程，我们有： 

0)21(0)()}({ =−×+×−+×= ppapatXE  

下面求相关函数： 

任意取 t ，且 t ，当1 21 t< 021 Ttt >− 时， t 位于不同的周期内，此时有： 21 ,t

0)}({)}({)}()({ 2121 == tXEtXEtXtXE  

当 1 tt − ，且 t 位于两个不同的周期内时，我们有： 21 ,t

0)}({)}({)}()({ 2121 == tXEtXEtXtXE  

当 021 Ttt ≤− ，且 位于同一的周期内时，假设21 ,tt θ为 所在的脉冲的起始时

刻，只有当 t

1t

b+<θ2 时， 和 取到不为零的值，此时的概率为： )( 1tX )( 2tX

0

12

0
22

)(11}{1}{ 2

01 T
ttbd

T
btPbtP

bt

Tt

−−
=−=−<−=+< ∫

−

−
θθθ  

由此，我们有： 

0

122
21

)()}()({
T

ttbatXtXE −−
⋅=  

同理，当 t 是，我们有： 21 t>

0

212
21

)()}()({
T

ttbatXtXE −−
⋅=  

因此，最终得到： 

12
0

2

,
)(

)( tt
T

ba
RX −=

−
= τ

τ
τ ，  

0

2

)0()(
T

baRtD XX ==  
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例 g：随机电报信号定义如下： 

（1）在任何时刻 t， )(tX 取值为 0或 1，只有两种可能状态。并设 

2/1}1)({,2/1}0)({ ==== tXPtXP  

（2）每个状态的持续时间是随机的，设在T 时间内波形变化的次数 µ 服从

Poission分布即： 

)0,0(
!
)(}{ >>== − Te

k
TkP T

k

λλµ λ  

（3） )(tX 取何值（即所处的状态）与随机变量µ是相互统计独立的。 

求随机电报信号 )(tX 的均值函数和自相关函数。 

解：由均值函数和自相关函数的定义，有： 

（1） 均值函数：
2
1

2
10

2
11)}({ =×+×=tXE ，即均值函数是常数。 

（2） 相关函数：在时间轴上任意固定两个时刻 t ，如果 t ，则 21 ,t 12 t>

}0)(,0)({00
}0)(,1)({01}1)(,0)({10

}1)(,1)({11)}()({),(

21

2121

212121

==×+
==×+==×+

+==×==

tXtXP
tXtXPtXtXP

tXtXPtXtXEttRXX

 

下面求 }1)(,1)({ 21 == tXtXP 。由于事件：{ }1)(,1)( 21 == tXtX

}变化

 等价于

事件：{ ，即等价于事件：,1)( 121 在 ttt −=

}, ＝偶数

时间内波形发生偶数次X

1)({ 1 µ=tX ，故： 

]1[
4
1][

4
1

]
!

)]([
!

)]([[
2
1

2
1

!
)]([

2
1}{

2
1

}{}1)({
},1)({),(

)(2)()()(

0

)(12

0

)(12

)(12

1

121

12121212

1212

12

tttttttt

k

tt
k

k

tt
k

k

tt
k

XX

eeee

e
k

tte
k

tt

e
k

ttP

PtXP
tXPttR

−−−−−−−

∞

=

−−
∞

=

−−

=

−−

+=+=

−−
++

−
×=

−
==

==

==

∑∑

∑

λλλλ

λλ

λ

λλ

λµ

µ
µ

偶数

＝偶数

＝偶数

＝偶数
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同理，如果 t ，则有 12 t<

]1[
4
1),( )(2

21
12 tt

XX ettR −+= λ  

故有： 

]1[
4
1),( 212

21
tt

XX ettR −−+= λ  

因此有： 

212

21212121

4
1

))(),(()()(),(),(

tt

XXXXXX

e

tXtXCovttttRttC

−−=

=−=

λ

µµ
 

设时间差 21 tt −=τ ，则有 

]1[
4
1),( 2

21
τλ−+= ettRXX  

τλ2
2121 4

1))(),((),( −== etXtXCovttCXX  

因为随机电报信号 )(tX 的均值函数为常数，相关函数仅为时间差的函数，故随

机电报信号是宽平稳过程。 

 

6．复随机过程 

 

定义：设 YX , 为同一概率空间 ),,( PΣΩ 上的两个取实数值的随机变量，并

设 jYXZ += ，则称Z为该概率空间上的一个复随机变量。 

我们有： 

}){(}){(

}}]{[}]{{[}}{{}{

}{}{}{

22

2

EYYEEXXE

ZEZZEZEZEZEZD

YjEXEZE

−+−=

−−=−=

+=

 

定义：设{ )}(tX 和{ )}(tY 是具有相同参数和概率空间的一对实随机过程，
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则 )()()( tjYtXtZ +=

)}({)}({

称为复随机过程。 

tXEtZE =

({ˆ),( 121 tZEttRZZ =

∑
=

=
N

k
t

1
)(ξ

{)}({
1

= ∑
=

N

k
EtE ηξ


=

=

k
E

EttR 21 {),(ξ ξ

21 tt −=τ

),( YX

YX +

X Y

XYZ =

同样有： 

)}({ tYjE+ ，称为均值函数。 

})]()([)]()({[})() 22112 tjYtXtjYtXEtZ ++= ，称为

复随机过程的相关函数。 

例 8：设有复随机过程 ，其中∑
=

=
N

k

tj
k

ket
1

)( ωηξ )1( Nkk ≤≤η 是相互独立的

随机变量，且服从正态分布 ),0( 2
kN σ ， kω 为常数。试求 )(tξ 的均值函数和相关

函数。 

 解：由于： 

∑∑
==

+=
N

k
kk

N

k
kk

tj
k tjte k

11
)sin()cos( ωηωηη ω  

因此有： 

0})sin()cos({}
11

=+= ∑∑
==

N

k
kk

N

k
kk

tj
k tjtEe k ωηωηω  

∑∑∑∑

∑∑

==

−

= =

−

==

==





















=

N

k

j
k

N

k

ttj
k

N N

i

tjtj
ik

N

i

tj
i

N

k

tj
k

kkik

ik

eee

eeEtt

1

2

1

)(2

1 1

11
21

2121

21})()(

τωωωω

ωω

σσηη

ηηξ
 

其中 。 

注意：均值为零，相关函数是时间差的函数，是宽平稳过程。 

 

习题： 

1、设随机向量 的两个分量相互独立，且均服从标准正态分布 。 )1,0(N

（a）分别写出随机变量 YX + 和 YX − 的分布密度 

（b）试问： 与 YX − 是否独立？说明理由。 

2、设 和 为独立的随机变量，期望和方差分别为 和 。 2
11 ,σµ 2

22 ,σµ

（a）试求 和 X 的相关系数； 
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（b） Z 与 X 能否不相关？能否有严格线性函数关系？若能，试分别写出条件。 

3、设 { 是一个实的均值为零，二阶矩存在的随机过程，其相关函数为

，且是一个周期为

}0),( ≥ttX

tBtXs = ()}() tssXE ≤− ),({ T 的函数，即 0),()( ≥=+ τττ BTB ，

试求方差函数 。 )]() TtX +−([ tXD

4、考察两个谐波随机信号 和 ，其中： )(tX )(tY

)cos()(),cos()( tBtYtAtX cc ωφω =+=  

      式中 和A cω 为正的常数；φ是 [ ]ππ ,− 内均匀分布的随机变量， B是标准正态分布的随机

变量。 

（a）求 的均值、方差和相关函数； )(tX

（c） 若φ与 B独立，求 与 的互相关函数。 )(tX )(tY

5、设 0);sin()( ≥= tYtXtξ ，而随机变量 X 、Y 是相互独立且都服从[ 上的均匀分布，

试求此过程的均值函数及相关函数。 

]1,0

6、设随机向量 ( ) ( )ττ µ Σ== ,, 21 XXX ，其中： ( ) ( )ττµµ 2,1, 21 ==µ ，Σ ，

令随机向量Y 。 









=

15/4
5/41

( ) XYY 







==

32
23

, 21
τ

（a） 试求随机向量Y 的协方差矩阵、 { }12 YYE 及 { }21 YYE + ； 

（b） 试问 { 122 XXEX − } 1X与 是否独立？证明你的结论。 

 

教材：P33－37：1、4、5、10、11、12。 
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第二章  Markov过程 
 

 本章我们先讨论一类参数离散、状态空间离散的特殊随机过程，即参数为

，状态空间为可列0},2,1,0{ NT == L },2,1{ L=S 或有限 },,2,1{ nS L= 的

Markov链。Markov链最初由Markov于 1906年引入，至今它在自然科学、工

程技术、生命科学及管理科学等诸多领域中都有广泛的应用。之后我们将讨论

另一类参数连续状态空间离散的随机过程，即研究纯不连续Markov过程。 

 

1． Markov链的定义 

 

定义：设随机序列{ 的状态空间为}0);( ≥nnX S（离散），如果对 ，

及

0Nn∈∀

0})(,)1(,,,,,, 1110 >,)0({ 0 ===∈+ nnn iniXSiiii LL XiXP ，有： 

       
})()1({

})(,,)1(,)0()1({

1

101

nn

nn

inXinXP

inXiXiXinXP

==+=

=====+

+

+ L
     (A) 

则称{ 为Markov链。 }0);( ≥nnX

 注 1：随机序列{ 也可记为{ 。 }0);( ≥nnX }0; ≥nX n

 注 2： 等式（A）刻画了Markov链的特性，称此特性为Markov性或无后

效性（即随机过程将来的状态只与现在的状态有关，而与过去无关），简称为马

氏性。Markov链也称为马氏链。 

 定义：设{ 为马氏链，状态空间为}0);( ≥nnX S，对于 Sji ∈∀ , ，称 

)(ˆ})()1({ npinXjnXP ji===+  

为马氏链{ 在 时刻的一步转移概率。若对于}0);( ≥nnX n Sji ∈∀ , ，有 

jiji pnpinXjnXP ≡===+ )(ˆ})()1({  

即上面式子的右边与时刻 无关，则称此马氏链为齐次（或时齐的）马氏链。 n

 对于齐次马氏链，我们记 )( jipP = ，称矩阵P为齐次马氏链的一步转移概
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率矩阵，简称为转移矩阵。 

 注 3：对于马氏链{ ，我们有： }0);( ≥nnX

})0({)0()2()1(

})0({})0()1({

})2()1({})1()({

})1(,,)1(,)0({})1()({

})1(,,)1(,)0({

})1(,,)1(,)0()({

})(,,)1(,)0({

0

001

211

1101

110

110

10

10111
iXPpnpnp

iXPiXiXP

inXinXPinXinXP

inXiXiXPinXinXP

inXiXiXP

inXiXiXinXP

inXiXiXP

iiiiii

nnnn

nnn

n

nn

n

nnnn
=⋅⋅⋅−−=

=⋅==⋅

⋅⋅=−=−⋅=−==

=

=−==⋅=−==

=−==⋅

⋅=−====

====

−−−

−−−

−−

−

−

L

L

L

L

L

L

L

 

因此，只要得到了马氏链的一步转移概率及初始分布，就可以求得马氏链的任

意前n 维的联合分布。特别地，若马氏链是齐次的，则由转移矩阵及初始分

布，就可以得到齐次马氏链的任意前

1+

1+n 维的联合分布。 

 注 4：一步转移概率满足： 

∑
∈

∈=

∈≥

Sj
ji

ji

Sinp

Sjinp

1)(

),(0)(
 

 注 5：若状态空间是有限的，设状态数为 则一步转移矩阵是n阶方阵，若

状态是无限可列的情形，则一步转移矩阵只是形式上的矩阵。 

n

 

2． 切普曼－柯尔莫哥洛夫（C－K）方程 

 

（一）m步转移概率的定义 

 

定义：称 })()({)()( inXjmnXPnp m
ji ==+=

)()( np m
ji

为马氏链{ 的

步转移概率。在齐次马氏链的情况下， 与 无关，我们记为 ，称 

}0;)( ≥nnX

)(m
jipm n
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)( )()( m
ji

m pP =  

为齐次马氏链的 步转移（概率）矩阵。 m

显然有：  

)(1)(

),(0)(

)(

)(

Sinp

Sjinp

Sj

m
ji

m
ji

∈=

∈≥

∑
∈

 

1=m 时，即为一步转移矩阵。 

规定：             




≠
=

==
ji
ji

np jiji 0
1

)()0( δ  

 

（二）切普曼－柯尔莫哥洛夫（C－K）方程 

 

定理：对于 步转移概率有如下的 C－K方程： m

),()()()( )()()( Sjimnpnpnp
Sk

r
jk

m
ki

rm
ji ∈+=∑

∈

+  

对于齐次马氏链，此方程为： 

      ),()()()( Sjippp
Sk

r
jk

m
ki

rm
ji ∈=∑

∈

+    （C－K方程） 

证明：由 步转移概率的定义、全概率公式及马氏性，有： m

∑

∑

∑

∑

∈

∈

∈

∈

+

+=

==+=+=++=

==+⋅

⋅==+=++=

==+=++=

==++=

=

Sk

r
jk

m
ki

Sk

Sk

Sk

rm
ij

mnpnp

inXkmnXPkmnXjrmnXP

inXkmnXP

inXkmnXjrmnXP

inXkmnXjrmnXP

inXjrmnXP

np

)()(

})()({})()({

})()({

})(,)()({

})()(,)({

})()({

)(

)()(

)(

 

对于齐次马氏链的情形：我们可以写成矩阵的形式即有： 

)()()( rmrm PPP =+  
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由此推出： 

mmmm PPPPP ==== − )()1()1()( L  

其中：  PP =)1(

由此可知：对于齐次马氏链，如果知道了它的初始分布 )0(π 和一步转移矩

阵P，就可以求得 的所有有限维概率分布。即有： )(nX

∑
∈

−−− ==

====
−−

−−

−

−
Sj

n
ji

nn
ii

nn
ii

nn
ii

kk

jXPpppp
inXinXinXP

kk

kk

kk

kk
})0({

})(,,)(,)({
)()()()(

2211

1

1

12

21

21

12

1

1
L

L
 

上式中各m步转移概率均可由 C－K方程求出，利用一步转移矩阵及初始分

布就可以完全确定齐次马氏链的统计性质。 

 

3． 马氏链的例子 

 

z 随机游动： 

（1） 无限制的随机游动： 

以 表示时刻 时质点所处的位置，则{)(nX n }2,1,0),( L=nnX 是一齐次马

氏链，其状态空间为 },2,1,0,1,2,{ LL −−=S ，一步转移概率为： 









∈−+≠=
<<∈−==
<<∈=

−

+

),1,1(,0
)10,(,1
)10,(,

1

1

Sjiiip
pSipqp
pSipp

ji

ii

ii

 

现在求n步转移概率 ： )(n
ijp

设n次转移中向右 次，向左 次，则有 1m 2m

2
,

2)1()1( 21
21

21 ijnmijnm
ijmm

nmm +−
=

−+
=⇒





−=−++
=+

 

即有： 
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





−+
−+=

+−−+−+

)(,0
)(,222)(

是奇数

是偶数

ijn
ijnqpCp

ijnijnijn

nn
ij  







−+
−+=

)(,0
)(,222)(

是奇数

是偶数

ijn
ijnqpCp

nnn

nn
ii  

 

（2） 带有一个吸收壁的随机游动： 

特点：当 时，0)( =nX )1( +nX 就停留在零状态。 

此时{ 是一齐次马氏链，其状态空间为}2,1,0),( L=nnX },2,1,0{ L=S ，

一步转移概率为： 











=
∈≥−+≠=
∈≥=
∈≥=

−

+

1
),1,1,1(0
),1(
),1(

00

1

1

p
Siiiijp
Siiqp
Siipp

ji

ii

ii

 

注意； i状态为马氏链的吸收状态的充要条件是： 1=iip 。 

 

（3） 带有二个吸收壁的随机游动： 

此时{ 是一齐次马氏链，状态空间为}2,1,0),( L=nnX },,2,1,0{ aS L= ，

为两个吸收状态，它的一步转移概率为： a,0

)1()1(
100000000

0000000

0000000
0000000
000000001

+×+
























=

aa

pq

pq
pq

P

L

L

LL

L

L

L

 

即有： 
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)(0
)0(0

1
1

)11;1,1(0
)11(1
)11(

0

00

1

1

ajp
jp

p
p

aiiijp
aipqp
aipp

ja

j

aa

ji

ii

ii

≠=

≠=
=
=

−≤≤−+≠=

−≤≤−==

−≤≤=

−

+

 

 

（4） 带有一个反射壁的随机游动： 

特点：一旦质点进入零状态，下一步它以概率 p向右移动一格，以概率

pq −=1 停留在零状态。 

此时的状态空间为 },2,1,0{ L=S ，它的一步转移概率为： 

)1,0(0
1

)1;1,1(0
)1(1
)1(

0

00

01

1

1

≠=
=−=

=

≥−+≠=

≥−==

≥=

−

+

jp
qpp

pp
iiijp

ipqp
ipp

j

ji

ii

ii

 

（5） 带有二个反射壁的随机游动： 

此时的状态空间为 },,2,1,0{ aS L= ，它的一步转移概率矩阵为： 

)1()1(
0000000

0000000

0000000
0000000
0000000

+×+
























=

aa
pq
pq

pq
pq

pq

P

L

L

LL

L

L

L

 

即有： 
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)1,(0
)1,0(0

1

1

0

1

01

00

−≠=

≠=

−==
=
=

−==

−

aajp
jp

pqp
pp
pp

pqp

ja

j

aa

aa
 

 
z 排队模型 

（1） 离散排队系统 

考虑顾客到达一服务台排队等待服务的情况。 

若服务台前至少有一顾客等待，则在单位时间周期内，服务员完成一个顾客

的服务后，该顾客立刻离去；若服务台前没有顾客，则服务员空闲。 

在一个服务周期内，顾客可以到达，设第 个周期到达的顾客数n nξ 是一个取

值为非负整数的随机变量，且{ }1, ≥nnξ 相互独立同分布。在每个周期开始时

系统的状态定义为服务台前等待服务的顾客数。若现在状态为 i，则下周期的状

态 应该为： j





=
≥+−

=
0,
1,)1(

i
ii

j
ξ

ξ
 

其中ξ为该周期内到达的顾客数。 

记第 个周期开始的顾客数为 ，则n nX nnn XX ξ+−= +
+ )1(1

}0, ≥n

，其中

，根据马氏链的定义，可知{ 是一马氏链。 }0,max{ˆ aa =+ X n

若假设 ，则{ 的一步转移概率

为： 

1,0,}{
0

=≥== ∑
∞

=k
kkkn aaakP ξ }0, ≥nX n

1,10
1,1

0
0

1

1

0

−<>=

−≥>=

≥=

≥=

−+

ijip
ijiap

jap
jap

ji

ijji

jj

jj
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易见：当 时，则当 充分大后，等待顾客的队伍将无限增

大；若 ，则等待服务的顾客队伍长度趋近某种平衡。 

1
0

>=∑
∞

=k
kn kaEξ

1
0

<∑
∞

=k
kka

n

=nEξ

（2） G/M/1排队系统 

略。（见纯不连续马氏过程的内容，以后会讲到。） 

 

z 离散分支过程 

考虑某一群体，假定某一代的每一个个体可以产生ξ个下一代，其中ξ是取

值非负整数的离散型随机变量，P ，设某

一代各个体产生下一代的个数相互独立同分布且与上一代相互独立。 

1,0,}{
0

=≥≥== ∑
∞

=k
kkk aaakξ ,0 k

令：X 表示第 代个体的数目，则当n n 0=nX 时，有 01 =+nX ；当 时，

有： 

0>nX

nXnX ξξξ +++=+ L211  

其中 iξ 是第 代中第 i个个体产生下一代的个数。 n

由此可知，只要给定 ，那么 的分布就完全决定了，且与以前的

无关，故{ 是一马氏链。把这一类马氏链称为离散的

分支过程。由母函数的性质，可以证明一步转移概率为： 

nX

,X n

1+nX

L,, 21 −− nn XX }1≥n

0
0

21

211

!

}{

}{}{

=

∞

=

+

∂






∂

=

=+++=

==+++====

∑
xj

i

k

k
k

j

i

nXnnji

xj

xa

jP

iXjPiXjXPp
n

ξξξ

ξξξ

L

L

 

注 1：母函数的定义：设 )(sF 是随机变量ξ的母函数，则 ； ∑
∞

=

=
0

)(
k

k
k sasF

注 2：母函数的性质：（1） 的母函数与其分布率是一一对应的，且有X

!
)0()(

k
gp

k

k = ；（ 2）设非负整值随机变量 相互独立，而nXXX ,,, 21 L
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nggg ,,, 21 L

)()( 1 sgsgY =

分 别 是 它 们 的 母 函 数 ， 则 Y 的 母 函 数 为 ：

。 

∑
=

=
n

k
kX

1

)()(2 sgsg nL

,100 = pp

b r

1

c

, ≥nX n

++

+

,

,

ncr
i
nc

i

== +{) 1XPn n(pij

r

,2,1; =k
,0
,1





=Rk

}kR

rb
b
+

=}RP
rb

r
=

+
= 0{,}1 1RP ={ 1

注 3：显然有： )0(00 >= kk ，因此，状态 0是离散分支过程的吸

收状态。在离散分支过程模型中，我们最关心的问题是此过程被状态 0 吸收的

概率，即灭绝概率问题。 

 

z 卜里耶（Polya）模型（非齐次马氏链的例子）： 

设盒子装有 个黑球， 个红球。从盒子中随机摸出一球，观察颜色后将该

球放回并加入与摸出的球同颜色的球 只。如此取放继续，经过n次摸放，研究

盒子中的黑球数。 

c

以  表示第n次摸球后盒子中的黑球数（状态），每取放一次后黑球

数或者不变，或者增加 只，因此一步转移概率为： 














=−

+=
+

==

其它,0

1} ij
b

cij
rb

iXj n  

 注意：此过程是一非齐次的马氏链。另外，在研究实际问题时，如何设置过

程的状态是非常重要的，考察下面的思考题会有深刻的体会。 

 思考题：在只装有 个红球和 个黑球的袋子中逐次随机取一球，每次将取

出的球记下颜色并放回，同时在袋子中加进c个同色球。令： 

b

L
k

反之

次取出红球当第
 

问{ 是否独立同分布？过程{ 是否是马氏链？ }kR

 解：由题意，我们有： 
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rb
r

rb
b

crb
r

rb
r

crb
cr

RPRRPRPRRPRP

+
=

+
⋅

++
+

+
⋅

++
+

=

===+===== }0{}01{}1{}11{}1{ 1121122

 

rb
b

rb
b

crb
cb

rb
r

crb
b

RPRRPRPRRPRP

+
=

+
⋅

++
+

+
+

⋅
++

=

===+===== }0{}00{}1{}10{}0{ 1121122

 

下面利用归纳法证明 的分布为：kR
rb

bRP
rb

rRP kk +
==

+
== }0{,}1{ 。 

当 k 时，结论成立。设当1= lk = 时，结论成立，即： 

rb
bRP

rb
rRP ll +

==
+

== }0{,}1{  

当 k 时，设在第 次取球之前，袋中有 只红球，n只黑球，根据假设

有： 

1+= l l m

rb
b

nm
nRP

rb
r

nm
mRP ll +

==
+

==
+

=
+

== }0{,}1{  

由全概率公式，我们有： 

rb
r

nm
m

nm
n

cnm
m

nm
m

cnm
cm

RPRRPRPRRPRP lllllll

+
=

+
=

+
⋅

++
+

+
⋅

++
+

=

===+===== +++ }0{}01{}1{}11{}1{ 111

 

rb
b

nm
n

nm
n

cnm
cn

nm
m

cnm
n

RPRRPRPRRPRP lllllll

+
=

+
=

+
⋅

++
+

+
+

⋅
++

=

===+===== +++ }0{}00{}1{}10{}0{ 111

 

因此，由归纳法可知： 

rb
bRP

rb
rRP kk +

==
+

== }0{,}1{  

又因为： 

rb
r

crb
crRPRRPRRP

+
⋅

++
+

======= }1{}11{}1,1{ 11212  

rb
r

rb
rRPRP

+
⋅

+
=== }1{}1{ 12  

显然有： 

}1{}1{}1,1{ 1212 ==≠== RPRPRRP  

因此，{ 不是独立的，但同分布。 }kR
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 又有： 

kcrb
kcrRRRRP kkk ++

+
===== −+ }1,,1,11{ 111 L  

kcrb
crRRRRP kkk ++

+
===== −+ }0,,0,11{ 111 L  

如果过程{ 是马氏链，我们应该有： }kR

}11{}1,,1,11{ 1111 ======= +−+ kkkkk RRPRRRRP L  

}11{}0,,0,11{ 1111 ======= +−+ kkkkk RRPRRRRP L  

即应该有： 

}0,,0,11{}1,,1,11{ 111111 ========= −+−+ RRRRPRRRRP kkkkkk LL  

但由上面的计算，当 时，显然有： 1>k

}0,,0,11{}1,,1,11{ 111111 ====≠==== −+−+ RRRRPRRRRP kkkkkk LL  

因此，过程{ 不是马氏链。 }kR

 

z 应用例子： 

某保密通信系统采用软件无线电，其信号的调制方式有 5种。若此通信系统

一直处于繁忙状态，在任何时刻只能采用其中一种信号调制方式，并且假设每

经过一单位时间系统要进行调制方式转换，在转换时，这 5 种不同的调制信号

方式被选择的概率分别为 1/5，2/5，1/10，1/10，1/5，且每次转换之间是独立

的。 nξ 表示前 次信号转换中采用的信号调制方式为第二种方式的次数，问n

}1,{ n ≥nξ 是否为齐次马氏链？如果是，写出其一步转移概率矩阵。 

解：根据题意，此时的状态空间为 },2,1,0{ L=S ，由于调制方式的每次转

换之间是独立的，因此 

}{},,,{ 111111 ijPiiijP nnnnnn ======= +−−+ ξξξξξξ L  

所以此链是马氏链，且是齐次的，其一步转移矩阵为： 



















=

OO

L

L

L

05/25/300
005/25/30
0005/25/3

P  
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4.  马尔可夫链状态的分类 

 

（一） 到达与相通 

定义：对给定的两个状态 Sji ∈,

ji →

，若存在正整数 ，使得 ，则

称从状态 i可到达状态 ，记作 ，反之称从状态 不可到达状态 。 

1≥n

i

0)( >n
jip

jj

 

注意：当状态 不能到达状态 时，对于i j 1≥∀n ， 0)( =n
jip ，因此 

{ }

{ } 0
1

)(

1
0

0
1

0

====≤







 ====

∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

n

n
ji

n
n

n
n

piXjXP

iXjXPiXjP U到达状态

 

 

定义：有两个状态 和 ，如果由 状态可到达 状态，即 i ，且由

状态也可到达 i状态，即 ，则称状态 和状态 相通，记作 i 。 

i j

→

i j

j

j→

↔

j

ij i j

 

定理：可到达和相通都具有传递性。即若 jkki ，则 i ；若→→ , j→

jkki ↔↔ , ，则 i 。 j↔

证明：如果 jkki ，则由定义，存在→→ , 1≥r 和 ，使得： 1≥n

0,0 )()( >> n
jk

r
ki pp  

根据 C－K方程，我们有： 

)(0)()()()()( Skppppp n
jk

r
ki

Sm

n
jm

r
mi

nr
ji ∈>≥= ∑

∈

+  

因此， i 。同理可以证明相通的情形。 j→

 

（二） 首达时间和首达概率： 

 

定义：对于任意给定的 Sji ∈, ，称随机变量： 
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{ }1,)(,:minˆ)( 0 ≥=== njXiXnT nji ωω  

为从状态 i出发首次到达（进入）状态 的时间（时刻），简称首达时间。 j

注意：首达时间T 是一随机变量，它取值于 。 RNji ⊂→Ω ∞: { }∞=∞ ,,2,1 LN

 

定义：对于任意给定的 Sji ∈, ，称： 

{ }iXnTPf ji
n
ji === 0

)( ˆ  

为系统在 0时从状态 i出发，经 步首次到达状态 的概率。 n j

由定义，显然有： 

{ }iXnmjXjXPf mn
n
ji =−=≠== 0

)( 1,,2,1,; L  

{ }iXjXPpf jiji ==== 01
)1(  

{ }iXmjXPf mji =≥∀≠=∞
0

)( 1,  

 

定义：对于任意给定的 Sji ∈, ，称： 

{ } { }∞<===== ∑∑
∞<≤∞<≤

ji
n

ji
n

n
jiji TPiXnTPff

1
0

1

)(  

为系统在 0时从状态 i出发经过有限步转移后迟早到达状态 的概率。 j

注意： { } jijiji ffTP −==∞= ∞ 1ˆ )(

j

，它表示系统在 0时从状态 i出发，经过

有限步转移后不能到达状态 的概率。 

 

（三）首达概率的基本性质： 

 

（1）对于任意的 Sj∈,i ， 10 )( ≤<≤ ji
n
ji ff ； 

（2）对于任意的 Sj∈,i  及 ∞<≤ n1 ，有： ； ∑
=

−=
n

l

ln
jj

l
ji

n
ji pfp

1

)()()(

（3）对于任意的 Sj∈,i ， jif ji →⇔> 0 ； 
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（4）对于任意的 Sj∈,i ， jifandf ijji ↔⇔>> 00 ； 

 

证明：因为： 

{ } { } ( )

{ } { }






 =======







 ======

>=

∞

=

UU

U

U

I

nl
jin

n

l
jin

l
jinn

lTjXiXlTjXiX

lTjXiXjXiX

,,,,

,,

0
1

0

1
00

 

而 

{ } ∅====
>
U

nl
jin lTjXiX ,,0  

于是我们有： 

{ } { }U
n

l
jinn lTjXiXjXiX

1
00 ,,,

=

======  

因此，有： 

∑
=

=======

====
n

l
jinji

n

lTiXjXPiXlTPiXP

iXjXPiXP

1
000

00

},{}{}{

}{}{
 

因此： 

∑

∑

∑

∑

=

−

=

=

=

=

===

=−≤≤≠=====

======

===

n

l

ln
jj

l
ji

n

l
ln

l
ji

n

l
lknji

n

l
jinji

n

pf

jXjXPf

jXlkjXiXjXPiXlTP

lTiXjXPiXlTP

iXjXP

1

)()(

1

)(

1
00

1
00

0

}{

},11,,{}{

},{}{

}{

 

即有： 

∑
=

−=
n

l

ln
jj

l
ji

n
ji pfp

1

)()()(  

于是结论（2）成立。 
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当 i 时，j→ 0>∃n ，使得 ，取： 0)( >n
jip

{ }0:min )( >=′ n
jipnn ， 

则有： 

{ } 0)(
0

)( >==′== ′′ n
jiji

n
ji piXnTPf  

因此 

0)(

1

)( >≥= ′
∞

=
∑ n

ji
n

n
jiji fff  

反之，当 时，∃ ，使得 ，从而 ，得 。 0>jif 0>′n 0)( >′n
jif 0)( >′n

jip ji →

因此（3）成立，（4）是（3）的结果。 

 

（四）状态的分类 

 

定义：对于状态 Si∈ ，如果 1=iif ，则称状态 为常返态（返回态）；如果

，则称状态 i为非常返态（滑过态、瞬时态）。 

i

1<iif

 

令条件数学期望： 

{ } ∑
∞

=

===
1

)(
0ˆ

n

n
jijiji nfiXTEµ  

jiµ 是从状态 i出发，首次到达状态 的平均转移步数（时间）。 j

注意：特别地，若 i ，则j= iii µµ =̂

i

是从状态 出发，首次返回状态 的平

均转移步数，称为状态 i的平均返回时间；对应的 称为状态 i的返回概率；f

称为从状态 i出发，经 步首次返回状态 的概率。 

i

i

i

if
)(n

ii

n

 

定义：对于常返态 Si∈ ，若 +∞<iµ ，则称状态 是正常返的；否则，若i

∞=iµ ，则称状态 是零常返的。 i
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（五）常返态和非常返态的判别 

 

（1） 状态 Si 是常返的（∈ 1=iif ）⇔ ∞=∑
∞

=0

)(

n

n
iip 。 

（2） 状态 Si 是非常返的（∈ 1<iif ）⇔ ∞<
−

=∑
∞

= iin

n
ii f

p
1

1
0

)(
。 

（3） 如果 Sj∈ 是非常返的，则对 Si∈∀ ，有 ； 。 ∞<∑
∞

=0

)(

n

n
jip 0lim )( =

∞→

n
jin

p

（4） 设 i ，则 i和 或者都是正常返的，或者都是非常返的，或者都是零

常返的。 

j↔ j

（5） 若状态 Si 是常返的，则 i是零常返的∈ ⇔ 0lim )( =
∞→

n
iin

p  

（6） 如果 Sj∈ 是零常返的，则对 Si∈∀ ，有 0lim )( =
∞→

n
jin

p 。 

 

证明：对于序列{ }0,)( ≥np n
ji 和{ }1,)( ≥nf n

ji ，分别引入其母函数为： 

∑∑
∞

=

∞

=

+==
1

)(

0

)()(
n

nn
jiji

n

nn
jiji spspsP δ  

∑
∞

=

=
1

)()(
n

nn
jiji sfsF  

上面两个级数当 1<s 时，都是绝对收敛的。利用公式： 

∑
=

−=
n

v

vn
jj

v
ji

n
ji pfp

1

)()()(  

我们有： 

( )( )

( )

( )
)()(

)(

0

)(

1

)(

)(

1

)(

1 1

)()(

1 1

)()(

1

)(

sPsF

spsf

spsf

spsf

spfspsP

jjjiji

m

mm
jj

v

vv
jiji

vn

vnvn
jj

v

vv
jiji

n

n

v

vnvn
jj

vv
jiji

n

n
n

v

vn
jj

v
jiji

n

nn
jijiji

+=

+=

+=

+=






+=+=

∑∑

∑∑

∑∑

∑ ∑∑

∞

=

∞

=

∞

=

−−
∞

=

∞

= =

−−

∞

= =

−
∞

=

δ

δ

δ

δ

δδ
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令 ，由上式，有： ij =

)(1
1)(

sF
sP

ii
ii −

=  

在上式中，令
−→1s ，我们有： 

iin

n
ii f

p
−

=∑
∞

= 1
1

0

)(  

由此可得以上结论的（1）、（2）。 

另外，当 是非常返态，且 ij j≠ 时，由 

)()()( sPsFsP jijijiji +=δ  

可得： 

∞<≤= )1()1()1()1( jjjjjiji PPFP  

即 

∞<∑
∞

=0

)(

n

n
jip ，且 0lim )( =

∞→

n
jin

p  

由此可得结论（3）。 

若 i ，则存在正整数j↔ mk , ，使得 

0,0 )()( >> m
ij

k
ji pp  

因此对于任意的正整数 r，有： 
)()()()( k

ji
r
ii

m
ij

mrk
jj pppp ≥++  

由此可得： 

∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

++ =≥
0

)()()(

0

)()()(

0

)(

r

r
ii

k
ji

m
ij

r

k
ji

r
ii

m
ij

r

mrk
jj ppppppp  

因此，当 i是常返态时，可知 也是常返态；当 i是非常返态时，可知 也是非

常返态。结论（4）成立。 

j j

 

注意：（1）对于一个非常返态，在过程中访问它的次数是有限的；（2）一个

状态有限的马氏链，不可能所有状态都为非常返态。 

引入随机变量： 
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L,2,1,0;
,0
,1

=




≠
=

= n
iX
iX

Y
n

n
n  

则∑ 代表马氏链{ 处于状态 i的次数，计算： 
∞

=0n
nY }0; ≥nX n

{ }

∑∑

∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

====

==×===




 =

0

)(

0
0

0
0

0
00

0

}{

}1{1

n

n
ii

n
n

n
n

n
n

n
n

piXiXP

iXYPiXYEiXYE
 

由此可得上面注中的结论（1）。 

 

例 1 （赌徒输光问题）赌徒甲有赌资 元，赌徒乙有赌资b元，a 为不

小于1的正整数。两人进行一系列的赌博。每赌一局，输者给赢者1元，没有和

局，直赌到两人中有一人输光为止。设在每局中甲赢的概率为

a b,

p，输的概率为

p−1 ，求甲输光的概率。 

解：此问题实际上就是状态空间为 { }baS += L,2,1,0

a

的一个马氏链，其中

状态0和状态 为吸收态。甲开始处于状态 ，最后它要么到达状态0（输

光），要么到达状态 （将对方赢完），然后就不赌了。求甲输光的概率，实

际上就是求甲从状态 首达状态 的概率。理论上有一步转移概率矩阵（很容易

写出）就可以求得，但这样求相当麻烦，现在用其它方法来求。 

ba +

ba +

a 0

令 为甲从状态 i出发首达状态 的概率。我们要求的是 。因为状态0和

状态a 为吸收态，所以

iu

+

0 au

b 0,10 == +a buu ，用全概率公式， 

我们有： 

1111 )( −+−+ +=+⇒+= iiiiii qupuuqpqupuu  

因此有： 

)(

)()()()(

01

1111

uu
p
q

uu
p
quuuuquup

i

iiiiiiii

−







==

=−=−⇒−=− −+−+

L

 

因此有： 
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∑∑
−+

=

−+

=
+ −








=−

1

01

1

1 )()(
ba

ki

i
ba

ki
ii uu

p
quu  

∑
−+

=
+ +=








−=−

1

1 ,,2,1,0)1(
ba

ki

i

kba bak
p
quuu L  

令 0=k ，利用u ，可得： 0,10 == +bau

∑∑
−+

=

−+

=

−=







−⇒








−=−

1

0
1

1

0
1 1/)1()1(1

ba

i

i
ba

i

i

u
p
q

p
qu  

代入上面的式子，有 

∑
∑

−+

=−+

=

+ +=

















−
=−

1

1

0

,,2,1,01 ba

ki

i

ba

i

ikba bak
p
q

p
q

uu L  

令 ak = ，u ，可得： 0=+ba

∑
∑

−+

=−+

=


















=

1

1

0

1 ba

ai

i

ba

i

ia p
q

p
q

u  

此即为所要求的结果。 

当 5.0== qp 时， 
ba

bua +
=  

当 qp ≠ 时， ba

baa

a

p
q

p
q

p
q

u +

+









−









−









=

1
。 

 

例 2 设有一电脉冲，脉冲的幅度是随机的，其幅度的可取值是{ }，
且各幅度出现的概率相同。现用一电表测量其幅度，每隔一单位时间测量一次，

从首次测量开始，记录其最大幅值为 。（1）证明该过程为一齐次马氏

链；（2）写出一步转移概率矩阵；（3）仪器记录到最大值 的期望时间。 

n,,3,2,1 L

)1( ≥nX n

n

解：（1）记： iξ 是第 i（ i ）次记录的幅度值，则L,2,1= iξ 是相互独立同分



中科院研究生院 2009～2010第一学期  随机过程讲稿  孙应飞 

布的随机变量序列。 是前 次记录幅度的最大值。 mX m

{

{

P

P
X m

=

=
+

1

Xj

l

km+

ξ

)(p k
ji

P

则有： 

{ }
( )

( ) },max

},max
,,,

2

1

1111

ji

ji
iXiXiP

kl

llm

mmmk

=

=

====

+≤≤

≤≤+

−−

ξ
L

 

以上用到了 iξ 的相互独立性。 

因此： 

( ) },max{

}maxmax{

}{)(

12

11

jiP

ijP

iXjXPm

lkl

lmllkml

mkm

==

===

===

+≤≤

≤≤+≤≤

+

ξ

ξξ  

因此此过程是齐次马氏过程。 

（2）一步转移概率为 














≤<

=

=

它其,0

,1

,

nji
n

ij
n
i

p ji  

（3）设T 为仪器记录到最大值 的首达时间，则可以理解为起初在n状态的首

次返回时间，则： 

n n

1

1
)( )1(1}{

−

−−
=== k

k
k
nnn n

n
n

fkT ， 

因此记录到最大值 的期望为 n

n
n

n
n

kTE
k

k

k

n =
−

=∑
∞

=
−

−

1
1

1)1(1}{  

由此可知， 状态是正常返态。 n
 

例 3 随机游动： 

（1） 一维情形：状态空间为 },2,1,0,1,2,{ LL −−=S ，都是相通的，因此构成

一个类，任意取一个状态 Si∈ ，则有： nnn
n

n
ii qpCp 2

)2(,0 =n
iip )12( =−

，
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考虑母函数： 

( )

( )

( ) 2
1

2

2

0

2

0

2

0

2

41

4
2

12
2
3

2
1

!
1

2
12

2
3

2
1

!
)1(2

!!
)!2()(

−

∞

=

∞

=

∞

=

−=

−





 −
−






−





−=







 −
−






−





−

−
=

=

∑

∑

∑

pqs

pqsn
n

pqsn
n

sqp
nn
nsP

n

n

n

n

nn

n

nnn
ii

L

L
 

从而有： 

( )




≠
=∞

=−== −

−→

∞

=
∑ 2/1,

2/1,
41)(lim 2

1
2

010

)(

p
p

pqssPp iisn

n
ii

有限
 

由此可知，当 2/1=p 时，所有状态为常返状态，当 2/1≠p 时，状态为非

常返状态，即马氏链是非常返的。 

进一步研究当 2/1=p 时，一维随机游动的各个状态是属于零常返还是属于

正常返。由上面的结论，我们有： 

( ) ( ) 2
1

22
1

2 141)( −− −=−= spqssPii  

且有： 

)()(1)( sPsFsP iiiiii +=  

其中： ，由此我们有： ∑
∞

=

=
1

)()(
n

nn
iiii sfsF

                 ( )2
1

211)( ssFii −−=                   （A） 

因此有： 

∞=
−

=′==
−→

∞

=
∑ 211

)(

1
lim)1(

s
sFnf

sii
n

n
iiiµ  

所以，当 2/1=p 时，一维随机游动的所有状态都是零常返的。 

注意：将（A）式在原点泰勒展开，可以求得首达概率 ，即： )(n
iif

)1(0),2(
)12(2

,
2
1 )12(

2
2)2()2( ≥=≥
−

== − kfk
k

Cff k
iik

k
kk

iiii  
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（2） 二维情形：计算质点经过 步后仍然回到原位置的概率 。此时，质

点必须与横坐标平行地向右移

n2 )2( n
iip

k步，向左移k步，向上移 l步，向下移 l步，

并且 nlk =+ ，因此有： 

( ) ( )
n

CCC
knk

np n
nn

n

k

k
n

n
nn

n

k
n

n
ii π

1
4
1

4
1

])!(![
)!2(

4
1 2

22
0

2

22
0

22
)2( ≈==

−
= ∑∑

==

 

由于 ∞=
∞

=1

1
n n∑ ，因此，平面上的对称随机游动也是常返的。 

（3） 三维情形： 可以证明，空间上的对称随机游动是非常返的（Polya 定理）。 

 

例 4：将小白鼠放在如下的迷宫中，假定小白鼠在其中作随机地移动，即当

它处于某一格子中，而此格子又有k条路径通入别的格子，则小白鼠以 k/1 的概

率选择任一条路径。如设小白鼠每次移动一个格子，并用 表示经n次移动后

它所在的格子号码数，试： 

nX

（1） 说明{ 构成一个齐次有限马氏链； }1; ≥nX n

（2） 写出它的转移概率； 

（3） 分解它的状态空间。 

解：由题意可知其状态空间为 }9,8,7,6,5,4,3,2,1{=S ， 

（1）由马氏链的定义可知，下一时刻小白鼠所处各个状态的概率只与当时

小白鼠所处的状态有关，因此{ 构成一个齐次有限马氏链； }1; ≥nX n }1;{ ≥nX n

（2）一步转移概率矩阵为： 



































=

010000000
3/103/103/10000

02/10002/1000
000000100
010000000
001000000
0002/10002/10
0000002/102/1
000000010

P  
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（3）画出状态转移图，状态空间的分解为两个闭集： 

}6,3,2,1{1 =S  

}9,8,7,5,4{2 =S  

  

 
1               2             3 

 
   4               5             6 
 
 
   7               8             9 

 

 

 

 

 

  

习题：P111－114：7、8、9、11、12；13、14、16。 
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第二章  Markov过程 

 

4.  马尔可夫链状态的分类 
 

（六）闭集和状态空间的分解 

 

定义：设C是状态空间S的一个子集，如果从C内任何一个状态 i不能到达

外的任何状态，则称C是一个闭集。如果单个状态 i构成的集{ 是闭集，则

称状态 i是吸收态。如果闭集C中不再含有任何非空闭的真子集，则称C是不可

约的。闭集是存在的，因为整个状态空间

C }i

S就是一个闭集，当 S不可约时，则

称此马氏链不可约，否则称此马氏链可约。 

 

有关的性质： 

（1）C是闭集⇔ CjCip ji ∉∈∀= ,,0 ⇔ CjCinp n
ji ∉∈∀≥= ,),1(0)(

； 

（2）C是闭集⇔ Cip
Cj

ji ∈∀=∑
∈

,1 ； 

（3） i为吸收态⇔ 1=iip ； 

（4）齐次马氏链不可约 任何两个状态均互通； ⇔

（5）所有常返态构成一个闭集； 

（6）在不可约马氏链中，所有状态具有相同的状态类型； 

 

定义：对 Si ，若正整数集∈ { }0,1; )( >≥ n
iipnn

1

非空，则定义其最大公约数

为状态 i的周期，记为 ，当id =id 时，称该状态无周期。 

定义：称非周期正常返状态为遍历态。 

注意：一个不可约的、非周期的、有限状态的马氏链一定是遍历的。 

 

（七）常返、非常返、周期状态的分类特性 

 

设 i ，则 i和 或者都是非常返态，或者都是零常返态，或者都是正常j↔ j
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返非周期的（遍历），或者都是正常返有周期的且有相同的周期。 

 



















非周期（遍历态）

有周期
正常返态

零常返态

常返态

非常返态

状态  

 

（八）周期状态的判别 

 

（1） 按互通性将状态分类后，在同一类集合中选一个状态判别其周期性即可。 

（2） 如有正整数 ，使得 ，则状态 无周期。 n 0,0 )1()( >> +n
ii

n
ii pp i

（3） 如有正整数 ，使得 步转移概率矩阵m m mP 中相应某状态 的那一列元素

全不为零，则状态 无周期 

j

j

 

（九）分解定理 

 

（1） 齐次马氏链的状态空间 S可唯一地分解为有限多个或可列多个互不相交

的状态子集 之并，即有L,,, 21 CCD LUUU 21 CCDS = 。 

其中：D是非常返态集，每个 L,2,1, =nCn

L,2,1,

均是由常返状态组成的不可

约集，其中的状态互通，因此 =nCn

,,

中的状态具有相同的状态类

型：或者均为零常返；或者均为正常返非周期（遍历）；或者均为正常返

有且有相同的周期；而且对于 1=∈ jin fCji 。 

（2） （周期链分解定理）一个周期为 的不可约马氏链，其状态空间d S可以

分解为d个互不相交的集 之并，即有： dJJJ ,, 21 ,L

,,,
1

lkJJJS lk

d

r
r ≠∅==

=

IU  

且 

L,2,1,,1
1

=∈=∑
+∈

rJip r
Jj

ji
r

 

其中约定 。 11 JJ r =+
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（3） 基于上面的（1），我们将状态空间S中的状态依 的次序从

新排列，则转移矩阵具有以下的形式 

L,,, 21 CCD

MO

L

2

1

2

1

21

C
C
D

P
P

PPP

P

DDD



















=  

其中 均为随机矩阵，他们对应的链是不可约的。称以上形式的

转移矩阵为标准形式。 

L,, 21 PP

 

（十）有限马氏链的性质 

 

（1） 所有非常返状态组成的集合不可能是闭集； 

（2） 没有零常返状态； 

（3） 必有正常返状态； 

（4） 不可约有限马氏链只有正常返态； 

（5） 状态空间可以分解为： 

kCCCDS ULUUU 21=  

其中：每个C 均是由正常返状态组成的有限不可约闭集，

是非常返态集。 

knn ,,2,1, L=

D
 

（十一）例子 

 

例 1 设有三个状态{ 的齐次马氏链，它的一步转移概率矩阵为： }2,1,0
















=

3/23/10
4/14/12/1

02/12/1
P  

试研究其状态关系。 

例 2 设有四个状态{ 的齐次马氏链，它的一步转移概率矩阵为： }3,2,1,0
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

















=

1000
4/14/14/14/1

002/12/1
002/12/1

P  

试研究其状态关系。 

解：{ 正常返，{ 非常返，{ 吸收态。 }1,0 }2 }3

 例 3 设马氏链的状态空间为 }5,4,3,2,1{=S ，一步转移概率为： 























=

3/103/103/1
04/102/14/1

3/203/100
04/304/10
002/102/1

P  

求此链的闭集。 

 解：画出状态转移图，此链可约，闭集为：{ 。 }5,3,1

 

例 4 设马氏链的状态空间为 },3,2,1{ L=S ，转移概率为： ，

，

2/111 =p

2/11 =+iip Sipi ∈= ,2/11 ，研究各状态的分类。 

解：画出状态转移图，可知： 
n

nf 





=

2
1)(

11 ，故 1
2
1

1
11 =






= ∑

∞

=n

n

f ，故状态 1是常返的。 

又 ∞<





= ∑

∞

=1
1 2

1
n

n

nµ ，故状态 1是正常返的。 

易知状态 1是非周期的，从而状态 1是遍历的。 

对于其它状态，由于 Sii ∈↔ ,1 ，因此也是遍历的。 

 

例 5 设有八个状态{ 的齐次马氏链，它的一步转移概率矩阵为： }7,6,5,4,3,2,1,0
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































=

00000001
00000001
2/12/1000000

01000000
00100000
003/23/10000
002/12/10000
00004/12/14/10

P  

讨论其周期性。 

解：主对角线为 0，它是具有周期性的转移矩阵的标准形式。八个状态可以

分为四个子集，c ，}0{1 = }3,2,1{2 =c ， }5,4{3 =c ， }7,6{4 =c ，它们互不相

交，它们的并是整个状态空间，该过程具有确定的周期转移，即：

，周期为 4。 14 cc →321 ccc →→→

 

例 6 设齐次马氏链的状态空间为{ ，一步转移矩阵为： }3,2,1
















=

100
4/14/30
4/14/12/1

P  

求：（1）T 的分布率及 ，（2）13 13ET )3,2,1( =if ii  

解：（1）画出状态转移图，可得T 的分布率为： 13

 

nT =13        1     2    3     4  …   n   … 

}{ 13
)(

13 nTPf n ==     
4
1

   
24

3
  

3

2

4
3

   
4

3

4
3

 …  
n

n

4
3 1−

 … 

 

因此， 4
4
3}{

1

1

1
1313 ==== ∑∑

∞

=

−∞

= n
n

n

n
nnTnPET 。 

（2）由于： 

1,0,2/1 )(
11

)1(
11 >== nff n

，故 12/111 <=f  

1,0,4/3 )(
11

)1(
22 >== nff n

，故 14/311 <=f  
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1,0,1 )(
11

)1(
33 >== nff n

，故 133 =f  

因此，状态 1和 2为非常返态，3为常返态。 

例 7 设齐次马氏链的状态空间为{ ，一步转移矩阵为： }4,3,2,1



















=

02/102/1
03/23/10
0001
002/12/1

P  

试研究其状态关系。 

解：画出状态转移图，可知： 

10)1(0 44
)(

44 <=⇒≥= fnf n  

1
3
2)1(0,

3
2

33
)(

33
)1(

33 <=⇒>== fnff n  

故状态 3和 4为非常返态。 

100)2(
11

)1(
1111 =+++++= LLfff  

1
2
1

4
1

2
10 1

1

)(
2222 =+++++==

−

∞

=
∑ LL n
n

nff  

∞<=×+×==∑
∞

= 2
3

2
12

2
11

1

)(
111

n

nnfµ  

∞<=+⋅++×+×==
−

∞

=
∑ 3

2
1

2
1201 1

1

)(
222 LL n

n

n nnfµ  

故状态 1和 2都是正常返的，易知它们是非周期的，从而是遍历状态。 

 例 8 设一齐次马氏链的状态空间为 },2,1,0{ L=S ，其状态转移矩阵为： 



















−
−
−

MMMMMM

L

L

L

0001
0001
0001

22

11

00

pp
pp

pp

 

试讨论此链状态的分类及常返的充分必要条件。 

 解：画出状态转移图，图中可以看出任意二状态都相通，链是不可约的，因

此只要确定任一状态是常返的条件即可。 

 由状态转移图，可得： 
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;)1(;1 10010
)2(

000
)1(

00 pppppfpf −=−=−=  

L;)1( 21010210
)3(

00 ppppppppf −=−=  

LLL ;110210
)(

00 −− −= nn
n ppppppf  

因此有： 

110
1

)(
00 1 −

=

−=∑ N

N

n

n pppf L  

即 

110
1

)(
0000 lim1 −∞→

∞

=

−== ∑ NNn

n pppff L  

因此此链常返的充分必要条件为： 0lim 110 =−∞→ NN
ppp L  

例 9 设一口袋中装有三种颜色（红、黄、白）的小球，其数量分别为 3、4、

3。现在不断地随机逐一摸球，有放回，且视摸出球的颜色计分：红、黄、白分

别计 1、0、-1分。第一次摸球之前没有积分。以Y 表示第 n次取出球后的累计

积分，n  

n

L,1,0=

（1）Y ，n L,1,0=n 是否齐次马氏链？说明理由。 

（2）如果不是马氏链，写出它的有穷维分布函数族；如果是，写出它的一

步转移概率 和两步转移概率 。 ijp )2(
ijp

（3）令 }0,0;min{0 >== nYn nτ ，求 }5{ 0 =τP 。 

解：（1）是齐次马氏链。 

由于目前的积分只与最近一次取球后的积分有关，因此此链具有马氏性且是

齐次的。 

状态空间为： },2,1,0,1,2,{ LL −−=S 。 

（2）










−=
=

+=

==== +

其他,0
1,3.0

,4.0
1,3.0

}{ 1 ij
ij
ij

iYjYPp nnij  
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













+=
−=××

=×+
+=××
+=

=== +

其他,0
2,3.0
1,4.03.02

,3.024.0
1,4.03.02
2,3.0

}{

2

22

2

2
)2(

ij
ij
ij
ij
ij

iYYPp nnij  

（3）即求首达概率，画状态转移图，我们有： 

03096.0]4.03.04.03.03[2}5{ 324
0 =×+×××==τP  

 注意：此题实际上就是直线上的随机游动。 

 例 10 设有无穷多个袋子，各装红球 r只，黑球b只及白球 只。今从第 1

个袋子中随机取一球，放入第 2 个袋子，再从第 2 个袋子中随机取一球，放入

第 3个袋子，如此继续。令： 

w

L,2,1,
,0
,1

=




= kR
k

k
反之

次取出红球当第
 

（1） 试求 的分布； kR

（2） 试证{ 为马氏链，并求一步转移概率矩阵。 },2,1; L=kRk

解：（1）计算得 的分布列为： kR















++
+

++ wbr
wb

wbr
rP

Rk 01
 

 （2） 的状态空间为kR }1,0{=S ，一步转移概率矩阵为： 

















+++
++

+++

+++
+

+++
+

=

1
1

1

11
1

wbr
wb

wbr
r

wbr
wb

wbr
r

P  

例 11 设一具有 3个状态的马氏链的一步转移矩阵为： 
















=

02/12/1
2/102/1
2/12/10

P  
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试确定此马氏链的状态分类。 

 

附录：转移矩阵估计问题 

例：某计算机经常出故障，研究人员每隔一刻钟记录一次计算机的运行状态，

收集了 24 小时的数据（97 次记录），用 1 表示正常状态，0 表示故障状态，所

得数据如下： 

1110010011111110011110111111001111111110001101101 

111011011010111101110111101111110011011111100111 

设 为第 个时段的计算机状态，可以认为此是一齐次马氏链，状态空间为nX

0{=

n

}1,S ，试确定此马氏链的状态一步转移矩阵。 

若已知计算机在某一时段的状态为 0，问在此条件下从此时段起此计算机能

连续正常工作 3刻钟的条件概率为多少？ 

设{ 为一齐次马氏链，状态空间为}0; ≥nX n S，我们有此马氏链的一次实现

（样本） ，而转移矩阵未知，如何用现有数据来估计转移矩阵Nx,xx ,, 10 L P ? 

记在状态 i之后首次出现状态 的时间为 ，定义似然函数： j ),( jin

∏
∈

=
Sji

jin
ijpL

,

),(  

相应的对数似然函数为： 

∑∑∑
∈ ∈∈

==
Si Sj

ij
Sji

ij pjinpjinL ln),(ln),(
,

 

利用约束条件 ，由极大似然估计法（MLEs）我们有如下估计

式： 

Sip
Sj

ij ∈∀=∑
∈

1

∑
∈

=

Sk

ij kin
jinp

),(
),(ˆ  

 注：此估计为局部最大估计。也可以由以下引理得到以上的估计。 

引理：设 ，则在约束条件∑ 下，函数

在

)(0 Nizi ≤≥ )(0,1
1

Nixx i

N

i
i ≤≥=

=

∑
=

N

i
ii xz

1
ln )(

1

Ni
z

zx N

i
i

i
i ≤=
∑
=

处取得最大。 



中科院研究生院 2009～2010第一学期  随机过程讲稿  孙应飞 

 

5．马氏链的极限性态与平稳分布 

 

当一个马氏链系统无限期的远行下去时，我们所关心和需要解决的问题： 

（1） 当n 时，P∞→ )(}{ niX in π== 的极限是否存在？即当马氏链系统无限

期的远行下去时，此链处于各个状态的概率（可能性）分布。 

（2） 在什么情况下，一个马氏链是一个平稳序列？ 

 

关于第一个问题，由于： ∑
∈

=
Si

n
jiij pn )()0()( ππ ，其中 }{)0( 0 iXPi ==π ，

},)0({ Sii ∈π 是马氏链的初始分布，因此，问题可以转化为研究 的极限性

质，即研究 lim 是否存在？存在的话，其极限是否与 i有关？ 

)(n
jip

)(n
jip

n ∞→

关于第二个问题，实际上是一个平稳分布是否存在的问题。 

 

（一） 的极限性态 nP

 

定理（Markov）：设有一有限状态的马氏链，若存在一个正整数 ，使得对

于

m

Sji ∈,∀ ，有 ，则0)( >m
jip π=

∞→

n

n
Plim ，其中π 是一随机矩阵，且它的各行

都相同。 

证明：（A） 时的情形； 1=m

 此时，由题意可知，存在 10 << ε ，使得 Sjipij ∈∀>≥ ,,0ε ， 

 令：m ，表示在 步转移后在 列中最小的一个元素； )(minˆ)( n
ijSij pn

∈
= n j

 令： )(maxˆ)( n
ijSij pnM

∈
= ，表示在 步转移后在 列中最大的一个元素； n j

（1） 由 C－K方程，证明 （注意：都是有界量）的单调性： )(),( nMnm jj

由于对于 Si∈∀ ，有： 

)1()1()1()( −=−≥= ∑∑
∈∈

− nmnmpppp j
Sk

jik
Sk

n
jkik

n
ij  
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因此，可得： 

)1()( −≥ nmnm jj  

 由于对于 Si∈∀ ，有： 

)1()1()1()( −=−≤= ∑∑
∈∈

− nMnMpppp j
Sk

jik
Sk

n
jkik

n
ij  

因此，可得： 

)1()( −≤ nMnM jj  

（2） 证明 收敛于同一极限： )(),( nMnm jj

令： ；
)()( minˆ)(

0

n
ijSij

n
ji pnmp

∈
== )1()1( maxˆ)1(

1

−

∈

− =−= n
ijSij

n
ji pnMp  

则有： 

)1()1(

)()(

1
010

1
0110100

,

,

)1()1()1()1()(

−







+−+−≥

+−+===

∑

∑∑

≠∈

≠∈

−−−

∈

−

nmppnM

ppppppppnm

j
ikSk

kiiij

ikSk

n
jkki

n
jiii

n
ji

Sk

n
jkki

n
jij

εε

εε

 

因此有： 

               )1()1()1()( −−+−≥ nmnMnm jjj εε               （a） 

 令： ；
)()( maxˆ)(/

0

n
ijSij

n
ji

pnMp
∈

== )1()1( minˆ)1(
2

−

∈

− =−= n
ijSij

n
ji pnmp  

则有： 

)1()1(

)()(

2

/
02

/
0

2

/
022

/
02/

0
/
0

,

,

)1()1()1()1()(

−







+−+−≤

+−+===

∑

∑∑

≠∈

≠∈

−−−

∈

−

nMppnm

ppppppppnM

j
ikSk

kiiij

ikSk

n
jkki

n
jiii

n
ji

Sk

n
jkki

n
jij

εε

εε

 

因此有： 

)1()1()1()( −−+−≤ nMnmnM jjj εε              （b） 

由（a）和（b）式，我们有： 

)]1()1()[21()()( −−−−≤− nmnMnmnM jjjj ε  

由上式递归可得： 
11 )21()]1()1([)21()()(0 −− −≤−−≤−≤ n

jj
n

jj mMnmnM εε  
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由于，0 12111 <−<−⇒<< εε ，对上式两边令 +∞→n 求极限，得： 

jjnjn
nmnM π==

+∞→+∞→
ˆ)(lim)(lim  

由此证明了当 1=m 时， π=
∞→

n

n
Plim 。 

 （B）m 时的情形； 1>

 由于： π==
∞→∞→

)()( lim][ mn

n

nm

n
PPlim  

对于 1,,2,1 −= mk L ，有： 

ππ ===
∞→

+

∞→

)()()()( limlim kmnk

n

kmn

n
PPPP  

至此定理得证。 

 

注意：如果状态空间是无限可列的马氏链，则定理要修改为： 

（1） 或者是π 中的所有元素都大于零（此时仍为随机矩阵） 

（2） 或者是π 中的所有元素都等于零 

 

推论 1 nP 的极限矩阵π 是唯一的，且满足： 

（1）∑ 0, >=
∈

ij
Si

jii p πππ ，即： ππ =P 。 

（2）∑ ,1=
∈Si

iπ  

 

推论 2 j
n
jinnn

pjXP π===
∞→∞→

)(lim}{lim ，即 }{lim jXP nn
=

∞→
所取的值与初始状态

的分布无关。 

证：由于： 

∑

∑

∈

∈

==

=====

Si

n
ji

Si
nn

iXPp

iXPiXjXPjXP

}{

}{}{}{

0
)(

00

 

故 

)(
00

0
)(

lim}{}{

}{lim}{lim

n
jinj

Si
j

Si
j

Si

n
jinnn

piXPiXP

iXPpjXP

∞→∈∈

∈∞→∞→

======

===

∑∑

∑
πππ
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即，经过无穷次转移后处于 状态的概率与初始状态无关，与初始状态的分布也

无关。 

j

 

下面不加证明地给出几个常用的定理 

 

定 理 ： 若 是 非 常 返 或 零 常 返 ， 则 对 于 任 意 的j Si ， 有

。 

∈

0lim}{lim )( ==
∞→∞→

n
jinn

pjXP =
n

 

注意：当 是正常返时，情况比较复杂， 不一定存在，即使存在，

也可能与 i有关。 

j )(lim n
jin

p
∞→

定理：若 是遍历状态，则对于任意的j Si∈ ，有： 

j

jin
jin

f
p

µ
=

∞→

)(lim  

定理：对于不可约的遍历链，则对于任意的 Sji ∈, ，有 
j

n
jin

p
µ
1lim )( =

∞→
。 

定理：若马氏链是不可约的遍历链，则







∈= Si

i
i ,1

µ
π 是方程组 

Sjpxx
Si

jiij ∈=∑
∈

,  

满足条件 1,,0 =∈≥ ∑
∈Sj

jj xSjx 的唯一解。 

 

（二）平稳分布 

 

定义：一个定义在状态空间上的概率分布 =π },,,,{ 21 LL iπππ 称为马氏链

的平稳分布，如有： 

Pππ =  

即， Sj∈∀ ，有： 
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∑
∈

=
Si

jiij pππ  

 

平稳分布也称为马氏链的不变概率测度。对于一个平稳分布π ，显然有： 

nPPP ππππ ==== L2  

定理：设{ 是一马氏链，则{ 为平稳过程的充分必要条

件是

}0, ≥nX n }0, ≥nX n

=)0(π ),)0(( Sii ∈π 是平稳分布，即有： 

P)0()0( ππ =  

证明：充分性：记 ππ =̂)0( ，则有： 

πππ == P)0()1(  

L,)0()1()2( ππππ === PP  

πππ ==−= LPnn )1()(  

因此，对于∀ ， t ， ，Sik ∈ Nk ∈ 1≥n nk ≤≤1 ， Nt∈ ，有： 

},,,{

)(

)(},,,{

21

)()(
1

)()(
121

21

1

1

12

21

1

1

12

21121

ntttttt

tt
ii

tt
ii

tt
ii

tt
iiinttt

iXiXiXP

pptt

pptiXiXiXP

n

nn

nn

nn

nnn

====

+=

====

+++

−−

−−

−

−

−

−

L

L

LL

π

π

 

所以{ 是严平稳过程。 }0, ≥nX n

必要性：由于{ 是平稳过程，因此有： }0, ≥nX n

)0()1()( πππ ==−= Lnn  

又由 P)0()1( ππ = 得： 

P)0()0( ππ =  

即 )0(π 是平稳分布。 

 

定理：不可约的遍历链恒有唯一的平稳分布








∈= Si
i

i ,1
µ

π ，且
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)(lim n
jinj p

∞→
=π 。 

jn
π

∞→

=∗π ,,{ 1 L
∗π

0≥jπ

 

（三） lim )(n 的存在性 

 

定 义 ： 若 SjjXPn jnnjn
∈=== ∗

∞→∞→
,}{lim)(lim ππ 存 在 ， 则 称

},L∗
jπ 为马氏链的极限分布。 

 

定理：非周期的不可约链是正常返的充分必要条件是它存在平稳分布，且此

时平稳分布就是极限分布。 

证明：充分性：设存在平稳分布： =π },,,,{ 21 LL jπππ ，由此有： 

nPPP ππππ ==== L2  

即： 

∑
∈

=
Si

n
jiij p )(ππ  

由于： 1,, =∈ ∑
∈Sj

jSj π ， 

由控制收敛定理，有： 

jjSi
i

n
jinSi

i
Si

n
jiinj pp

µµ
ππππ 11limlim )()( =




=== ∑∑∑

∈∞→∈∈∞→
 

因为 

11
== ∑∑

∈∈ Sj jSj
j µ

π  

于是至少存在一个 01
>=

l
l µ

π ，从而 

01lim )( >=
∞→

l

n
lin

p
µ

 

即有： 

∞<lµ  



中科院研究生院 2009～2010第一学期  随机过程讲稿  孙应飞 

故 l为正常返状态，由不可约性，可知整个链是正常返的，且有 

Sj
j

j ∈>= ,01
µ

π  

必要性：由于马氏链是正常返非周期链，即为遍历链，由以上的定理立即可

得结果。且有： 

Sj
j

jj ∈== ∗ ,1
µ

ππ  

 

由此定理可知，对于不可约遍历链，则极限分布 ππ =∗
存在，且就是等于

平稳分布。 

 

（四）例子 

 

例 1 设 }2,1{=S ，且一步转移矩阵为： 









=

8/38/5
4/14/3

P  

求平稳分布及 lim 。 n

n
P

∞→

解：由 Pππ = ，解得： 

7/51 =π ， 7/21 =π  

故 )7/2,7/5(=π ，由
)(lim n

jinj p
∞→

=π
jµ

1
= ，故 2/7,5/7 21 == µµ 。 

且： lim 。 







=

∞→ 7/27/5
7/27/5n

n
P

 例 2 在一计算机系统中，每一循环具有误差的概率取决于先前一个循环是

否有误差，以 0 表示误差状态，以 1 表示无误差状态。设状态的一步转移概率

矩阵为： 









=

5.05.0
25.075.0

P  



中科院研究生院 2009～2010第一学期  随机过程讲稿  孙应飞 

试说明相应齐次马氏链是遍历的，并求其极限分布（平稳分布）。 

 解：可以看出一步转移概率矩阵中的元素都大于零，因此可知是遍历的。 

（1） 由矩阵的对角化可得： 

1

5/22/1
5/12/1

25.00
01

5/22/1
5/12/1

−










−
















−
=P  

因此有： 

1

5/22/1
5/12/1

25.00
01

5/22/1
5/12/1

−










−
















−
=

n

nP  

由此，可得： 









=

∞→ 3/13/2
3/13/2

lim n

n
P  

极限分布为： )3/1,3/2(=π 。 

（2） 由 Pππ = ，解得： )3/1,3/2(=π 。 

例 3 在直线上带有反射壁的随机游动，只考虑质点取 1、2、3 三个点，一

步转移矩阵为： 
















=

pq
pq

pq
P

0
0

0
 

讨论它是否为遍历链。 

解：计算得： 

















+

+
=

pqppqq
ppqq
ppqpqq

P
22

22

22

2 2  

可以看出其中得元素都大于零，因此可知是遍历的。即
)(lim n

jinj p
∞→

=π ，与 无关。 i

求极限分布时，只要解方程 Pππ = 即可，可以求得： 
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12

1 1
−




















++=

q
p

q
pπ  

12

2 1
−




















++=

q
p

q
p

q
pπ  

122

3 1
−




















++








=

q
p

q
p

q
pπ  

 

例 4 限制性酶切片断平均长度的计算。 

序列：TACTAATCGGATAACCAAACA…，切点为 AA和 AC的情况。 

状态空间：  ；},,{1 AATGCBAS ∪∪== },,,{2 ACTGCAS ∪=  

nX 定义为记录原始序列在 位置的状态情况。则{ 为一齐次马氏

链，转移矩阵分别为： 

n }1; ≥nX n

TGCA pppqpp
qp
qp

pq
P ++==
















= ,

0
0

0

1  



















+
+
+
+

=

0
0
0

0

2

TGCA

TGCA

TGCA

CTGA

pppp
pppp
pppp

pppp

P  

由此可得，AA 酶切片断平均长度为：
AA pp

11
2 + ；AC 酶切片断平均长度为：

CA pp
1
。 

 

6．非常返态分析 

  

由状态空间的分解可知，状态空间S可唯一地分解为： 
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CDCCDS ULUUU == 21  

其中： 是非常返态集，每个D L,2,1, =nnC 均是由常返状态组成的不可约集，

其中的状态互通。 

 

（一） 计算从状态 i出发进入状态子集 的概率kC }{ iCP k 。 

若 i ，则有kC∈ 1}{ =iCP k ；若 i kmCm ≠∈ ，则有 0}{ =iCP k ；若 i ，

则有： 

D∈

∑
∈

=
Sj

kijk jCPpiCP }{}{  

由此，我们有： 

DipjCPpiCP
kCj

ij
Dj

kijk ∈=− ∑∑
∈∈

,}{}{  

解上式的线性方程组，即可得概率 }{ iCP k ，称此概率为C 的吸收概率。 k

 

（二） 非常返态进入常返态所需的平均时间 

 

设T为从状态 Si 出发进入常返态类所需的时间，称此时间为吸收时间。∈ T

为取值于 的随机变量。 }0{0 =N ,2,1, L

设 L,2,1,0},{ == ninTP 为过程经过 步转移后由状态 i进入常返态类的

概率，则 

n

}{}{lim
0

iTPinTP
N

nN
∞<==∑

=∞→
 

表示从状态 i出发迟早进入常返态类的概率。 

 称： }{1}{lim
0

iTPinTP
N

nN
∞<−==− ∑

=∞→
1 为过程的亏值，它表示过程永

远停留在非常返态的概率。 

 若 Ci ，则有：∈ ,1}0{ == iTP 0}0{ => iTP ； 

 若 Si ，我们有： ∈

L,2,1,0,}{}1{ ===+= ∑
∈

njnTPpinTP
Sj

ij  
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 因此，若 i ，则由： D∈







===+=

==

∑
∑

∈

∈

L,2,1,}{}1{

)(}1{

njnTPpinTP

piTP

Dj
ij

Cj
ij 起始条件

 

可以计算出吸收时间的概率分布。 

 另外，也可以利用首达概率计算吸收时间的概率分布如下： 

L,2,1,}{ )( =∈== ∑
∈

nDifinTP
Cj

n
ij  

 当亏值为 0时，计算非常返态进入常返态所需的平均时间为： 

∑
∞

=

==
1

}{}{
n

inTnPiTE  

 当亏值不为 0时，上式无意义。 

我们还可以计算非常返态进入常返态所需的平均时间如下： 

 由： L,2,1,0,}{}1{ ===+= ∑
∈

njnTPpinTP
Sj

ij  

两边各乘以 ，有： n

∑
∈

=⋅=+=−+=+
Sj

ij jnTPpninTPinTPn }{}1{}1{)1(  

上式对n 求和，我们有 L,2,1,0=

         ∑∑
∈

∞

=

==−
Sj

ij
n

pjTEinTPiTE }{}{}{
1

           （A） 

 如果 Cj∈ ，则 0}{ =jTE ； 

 若过程的亏值为 0，则有 1}{
1

==∑
∞

=n
inTP ，由（A）可得： 

DipjTEiTE
Dj

ij ∈=− ∑
∈

,1}{}{  

由上面的方程组即可计算非常返态进入常返态所需的平均时间。 

 

习题： 

1、 设{ }1, ≥nnξ 为相互独立同分布的随机变量序列，其分布为： 

01}0{,0}1{ >−===>== pqPpP nn ξξ  

定义随机序列{ 和{ 如下： }2, ≥nX n }2, ≥nYn
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









==
==
==
==

=

−

−

−

−

;1,1,3
;0,1,2
;1,0,1
;0,0,0

1

1

1

1

nn

nn

nn

nn

nX

ξξ
ξξ
ξξ
ξξ

   Y  


 ==

= −

;,1
;0,0,0 1

其它

nn
n

ξξ

试问随机序列{ 和{ 是否为马氏链？如果是的话，请写出其一步转移概

率矩阵并研究各个状态的性质。不是的话，请说明理由。 

}2, ≥nX n }2, ≥nYn

2、 独立地连续抛掷一颗质地均匀的六面骰子，以 nξ 表示前 次抛掷出的最大点数，试明

证{

n

}1; ≥nnξ 是一马氏链，并求其 步转移概率矩阵。 n

3、 设一齐次马氏链的一步转移概率矩阵为： 



















=



















=

2/1002/1
1000
0100
2/102/10

33323130

23222120

13121110

03020100

pppp
pppp
pppp
pppp

P  

（a） 试求首达概率 ； L,3,2,1,)(
00 =nf n

（b） 写出四个状态的常返性、周期性；此链是否遍历？说明理由。 

 

教材 P116：20、21。 
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第二章  Markov过程 

 

7．参数连续状态离散的马氏过程 

 

（一）参数连续状态离散的马氏过程的转移概率 

 

定义：设{ }0,)( ≥ttX 是取值于状态空间S的随机过程，S是有限或无限可

列的，如果对于任意的正整数 ，任意的0n 12 +1 <<<<≤ nntt L tt ，及任意的状

态 Siniii n ∈+1,21 ,,, L ，均有： 

})()({

})(,,)(,)()({

11

221111

nnnn

nnnn

itXitXP

itXitXitXitXP

===

====

++

++ L
 

则称此随机过程为参数连续状态离散的马氏过程（纯不连续马氏过程）。 

 

对于纯不连续马氏过程，有： 

SjittitXjtXPtttXjtXP ∈≤===≤′≤′= ,,})()({}0,)()({ 211212  

记： 

})()({ˆ),( 1221 itXjtXPttp ji ===  

称此条件概率为纯不连续马氏过程的转移概率。 

显然有： 







∈=
≥

∑
∈

Sittp
ttp

Sj
ji

ji

1),(
0),(

21

21
 

如果 仅为时间差 t),( 21 ttp ji 12 tt −= 的函数，而与 t 和 的值无关，则称此

纯不连续马氏过程为齐次的。此时 

1 2t

121221 })()({ˆ),()( tttitXjtXPttptp jiji −=====  
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





≥∈=
≥∈≥

∑
∈

0,1)(
0,,0)(

tSitp
tSjitp

Sj
ji

ji
 

以下我们主要讨论齐次纯不连续马氏过程。 

纯不连续马氏过程的 C－K方程： 

一般情形： 

),,(

})()({})()({

})()({

321

1223

13

Sjittt

itXktXPktXjtXP

itXjtXP

Sk

∈<<

=====

===

∑
∈

 

 

齐次情形： 

)0,0,,(,)()()( >>∈=+ ∑
∈

τττ tSjiptptp
Sk

jkkiji  

连续性条件： 





≠
=

==
→ ji

ji
tp jijit ,0

,1
)(lim

0
δ  

满足连续性条件的马氏过程称为随机连续的马氏过程。 

注： i 固定时，可以证明齐次纯不连续，并且随机连续的马氏过程的转移

概率 是关于

j,

)(tp ji t的一致连续函数，并且是可微的。 

 

（二）无穷小转移率 及转移率矩阵（ 矩阵） jiq Q

 

取任意充分小的 0>∆ t ，由连续性条件及上面的注，我们有： 

)()()0()( ttqttqptp jijijijiji ∆+∆+=∆+∆+=∆ οδο  

即： 

t
tp

q jiji

tji ∆
−∆

=
→∆

δ)(
lim

0
 

我们称q 为从状态 i到状态 的无穷小转移率或跳跃强度，显然有： ji j
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








=
∆

−∆

≠
∆
∆

=

→∆

→∆

ji
t
tp

ji
t
tp

q
ii

t

ji

t

ji

,
1)(

lim

,
)(

lim

0

0

 

即有： 

)(,0),(,0 jiqjiq jiji =≤≠≥  

由 1)( =∆
∈Sj

ji tp∑ 及上面的式子，有： 

∑∑∑∑
∈∈∈∈ ∆

∆
=






⇒∆+∆






+=

SjSj
ji

SjSj
ji t

tqttq )()(11 οο  

两边求极限，即有： 

0=∑
∈Sj

jiq  

当状态有限的时候，我们可以定义一个矩阵如下： 

)1()1(210

1121110

0020100

+×+


















=

nnnnnnn

n

n

qqqq

qqqq
qqqq

Q

L

MMMM

L

L

 

称Q为转移率矩阵或Q矩阵。 

注：当状态为无限可列时，也可以定义形式上的Q矩阵。 

 

（三）Kolmogrov—Feller前进方程 

 

由 C－K方程，取任意充分小的 0>∆ t ，有： 

)()()()()(

)()()(

,
Sitptptptp

tptpttp

jkSk
jkkijjji

Sk
jkkiji

∈∆+∆=

=∆=∆+

∑

∑

≠∈

∈

 

由： 
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



∆+∆+=∆
≠∆+∆=∆

)(1)(
)()(
ttqtp

jkttqtp

jjjj

jkjk

ο
ο

 

有： 

∑
≠∈

∆+∆+∆+∆+=

=∆+

jkSk
jkkijjji

ji

ttqtpttqtp

ttp

,
)]()[()](1)[(

)(

οο
 

即有： 

t
tqtp

t
tpttp

Sk
jkki

jiji

∆
∆

+=
∆

−∆+
∑
∈

)()(
)()( ο

 

令∆ 0→t ，我们有： 

0,,)(
)(

≥∈=∑
∈

tSjiqtp
td
tpd

Sk
jkki

ji  

由初始条件： 





=
≠=

1)0(
0)0(

ii

ji

p
jip

 

即可求解上面的方程组。 

当状态有限时，我们令： 

( ))(,),(),()( 10 tptptpt iniii L=Γ  

则有： 

( )





=Γ

=Γ=
Γ

0,1,,0,0)0(

,,2,1,0)()(

LL

L

i

i
i niQt
td
td

 

进一步，若记： 

)1()1(10

11110

00100

1

0

)()()(

)()()(
)()()(

)(

)(
)(

)(

+×+


















=



















Γ

Γ
Γ

=

nnnnnn

n

n

n tptptp

tptptp
tptptp

t

t
t

tP

L

MMM

L

L

M
 

则有： 
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





=

=

+×+ )1()1()0(

)()(

nnIP

QtP
td
tPd

 

此即为 Kolmogrov—Feller前进方程。 

 

（四）Kolmogrov—Feller后退方程 

 

根据 C－K方程，取任意充分小的 0>∆ t ，有： 

)()()()()(

)()()()(

,
Sitptptptp

tptpttpttp

ikSk
jkkijiii

Sk
jkkijiji

∈∆+∆=

=∆=+∆=∆+

∑

∑

≠∈

∈  

由： 





∆+∆+=∆
≠∆+∆=∆

)(1)(
)()(
ttqtp

ikttqtp

iiii

kiki

ο
ο

 

得： 

t
ttpqtpq

t
tpttp

ikSk
jkkijiii

jiji

∆
∆

++=
∆

−∆+
∑

≠∈

)()()(
)()(

,

ο
 

令∆ 0→t ，我们有： 

0,,)(
)(

≥∈=∑
∈

tSjitpq
td
tpd

Sk
jkki

ji  

当状态有限时，记： 



















=

)(

)(
)(

)( 1

0

tp

tp
tp

tS

jn

j

j

j M
 

则有： 

njtSQ
td
tSd

j
j ,,2,1,0)(

)(
L==  

初始条件为： 
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)1(

0

1

0

)0( +























= jS j
M

M

 

上面的方程组即为 Kolmogrov—Feller后退方程 

 

（五）Fokker-Planck方程 

 

讨论有限状态的情形，令： })({)( jtXPtp j ==  

过程的初始分布为： 

( ))0(,),0(),0()0( 10 npppp L
r

=  

设在 t时刻时，过程所处各状态的概率分布为： 

( ))(,),(),()( 10 tptptptp nL
r

=  

则有： 

∑∑

∑

==

=

==

======

n

j
jj

n

j
jj

n

j

tppptp

jXPjXtXPtXptp

0
0

0
0

0
0

)()0()0()(

})0({})0(0)({}0)({)(
 

即有： 

)()0()( tPptp rr
=  

即有： 

QtpQtPp
td
tPdp

td
tpd )()()0()()0()( rrr

r
===  

因此，得： 

Qtp
td
tpd )()( r

r
=  

此即为 Fokker-Planck方程，其初始条件为 
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( ))0(,),0(),0()0( 10 npppp L
r

=  

解此方程可得任意时刻该过程的一维概率分布。 

 

（六）例子 

 
例 1 假设某服务台有一部电话，如果在 t时刻电话正被使用，置 1)( =tX ，

否则置 0)( =tX ，因此{ }0;)( ≥ttX 为一纯不连续马氏过程。假设此过程的转

移概率矩阵为： 

















+−

−+

= −−

−−

8
7

8
1

8
77

8
71

)( 88

88

tt

tt

ee

ee

tP  

初始分布为： 

10/9}1)0({;10/1}0)0({ 10 ====== XPqXPq  

（1） 计算矩阵 )0(P ； 

（2） 计算概率： }0)2.0({ =XP ； }0)0(0)2.0({ == XXP ；

}0)0(1)1.1(,1)6.0(,0)1.0({ ==== X

,1)6.0(,0

X

}0)1.0(

XXP

)1.1({

；

=== X XXP ； 

（3） 计算 t时刻的一维分布； 

（4） 计算 t时刻的转移率矩阵； 

 

例 2 设有参数连续、状态离散的马氏过程{ }0),( ≥ttX ，状态空间为：

},,2,1{ mS L= ， 当 i mjij ,,2,1,, L=≠ 时 ， 1=jiq ，  

，求 。 

),1( −−= mq ii

mi ,,2,1 L= )(tp ji

 解：由 K－F前进方程，可知： 

∑
∈≠

+−−=
Skjk
ikij

ij tptpm
td
tpd

)()()1(
)(
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由 

1)( =∑
∈Sk

ik tp  

可知 

)(1)( tptp ji
Skjk
ik −=∑

∈≠

 

因此，我们有： 

mjitpmtptpm
td
tpd

ijjiij
ij ,,2,1,)(1)](1[)()1(

)(
L=−=−+−−=  

解此微分方程，得： 

mji
m

cetp mt
ji ,,2,1,1)( L=+= −  

利用初始条件： 

)(0)0(,1)0( jipp jiii ≠==  

可得： 

),,2,1,,()1(1)(

),,2,1(111)(

mjijie
m

tp

mi
m

e
m

tp

mt
ji

mt
ii

L

L

=≠−=

=+





 −=

−

−

 

  

注意：关于指数分布（Exponential distribution）的性质 

定义：若连续型随机变量 的概率密度函数为： X





 >−

=
其它,0

0,)( xxexf
λλ

 

其中 0>λ ，则称 服从参数为X λ的指数分布，记作 )(~ λExX 。 

 性质：若 )(~ λExX ，则 λ/1)( =XE  

 性质（无记忆性）：对于∀ 0, >ts ，我们有： 

}{}{ tXPsXtsXP >=>+>  
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例 3 （排队问题）设有一服务台，[ ),0 t 内到达服务台的顾客数是服从 Poission

分布的随机变量。单位时间到达服务台的平均人数是λ。服务台只有一个服务

员，对顾客服务时间是按负指数分布的随机变量，平均服务时间为 µ/1 。如果

服务台空闲时，到达的顾客立刻得到服务；如果顾客到达时服务员正在为另一

顾客服务，则他必须排队等候；如果顾客到达时发现已经有二人在等候，则他

就离开不再回来。设 )(tX 代表在 t时刻系统内顾客人数（包括正在被服务的顾

客和排队等候的顾客）。假设系统在 0=t 时处于零状态，即服务人员空闲。求 t

时刻系统处于状态 的无条件概率 所满足的微分方程。 j )(tp j

 解：（1）写出状态空间： }3,2,1,0{=S  

（2）求Q矩阵： 

（a）当 0)( =tX 时，在[ ), ttt ∆+ 内到达一个顾客的概率为： 

)()(01 tttp ∆+∆=∆ ολ  

在[ ), ttt ∆+ 内到达二个或二个以上的顾客的概率为： 

3,2)()(0 =∆=∆ jttp j ο  

因此 

0
)(

lim

)(lim

0

00

01

001

=
∆
∆

=

=
∆
∆

=

→∆

→∆

t
tp

q

t
tpq

j

tj

t
λ

 

由： 

0=∑
∈Sj

jiq  

可得： 

λ−=00q  

（b）当 1)( =tX 时，表示在 t时刻有一个顾客正在被服务。由指数分布的无记

忆性，可知，在[ ), ttt ∆+ 内完成服务的概率为： 
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)()1( tte t ∆+∆=− ∆− οµµ  

由此可知，在 t∆ 时间内系统由 1状态转入到 0状态的概率为： 

)()](1)][([)(10 tttttttp ∆+∆=∆+∆−∆+∆=∆ οµολοµ  

故 

µ=
∆
∆

=
→∆ t

tpq
t

)(lim 10

010  

在 t∆ 时间内系统由 1状态转入到 2状态的概率为： 

)()]()][(1[)(12 tttttttp ∆+∆=∆+∆∆+∆−=∆ ολολοµ  

故 

λ=
∆
∆

=
→∆ t

tpq
t

)(lim 12

012  

同理： 

)(

0

)(

0

22

23

21

20

11

13

µλ

λ

µ

µλ

+−=

=

=

=

+−=

=

q

q

q

q

q

q

 

（c）当 3)( =tX

3=

时，系统不再接受新顾客，此时，状态只可转到 2 或仍在 3。

当 )(tX 时，在 t∆ 时间内完成服务的概率为： )()1( tte t ∆+∆=− ∆− οµµ  

因此 

µ

µ

−=

=

=

=

33

31

30

32

0

0

q

q

q

q

 

于是可得Q矩阵如下： 
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





















−

+−

+−

−

=

µµ

λµλµ

λµλµ

λλ

00

)(0

0)(

00

Q  

（3）写出方程 

















−=

++−=

++−=

+−=

)()()(

)()()()()(

)()()()()(

)()()(

32
3

321
2

210
1

10
0

tptp
td
tpd

tptptp
td
tpd

tptptp
td
tpd

tptp
td
tpd

µλ

µµλλ

µµλλ

µλ

 

初始条件为： 







==

=

3,2,10)0(

1)0(0

jp

p

j

 

 

8．纯不连续马氏链的极限性质 

 

（一）纯不连续马氏过程的 −h 离散骨架 

记 ，})({)( jtXPtp j == Sj∈∀ ，称 ),)(()( Sitptp i ∈∀=
r

，为纯不连

续马氏过程{ }0,)( ≥ttX 在 t时刻的分布，称 )S,)0(()0( ipp i ∈∀=
r

为初始分

布。 

注意：任意 个时刻的联合分布率可由n )0(pr 和 )(tP 唯一确定，且有关系： 

)()0()( tPptp rr
=  

 

定义：对于纯不连续马氏过程{ }0,)( ≥ttX ，任取 ，记： 0>h
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0,)()( ≥= nnhXhX n  

则{ 是一离散时间的马氏链，称为以 为步长的 离散骨架，简

称h骨架。它的 步转移概率矩阵为

}0,)( ≥nnhX

n

h −h

)(nhP 。 

  

对于满足连续性条件的齐次纯不连续马氏过程，有以下结论： 

 命题： Sit ∈≥ ,0∀ ，有 。 0)( >tp ii

 证明：由 ，及连续性条件01)0( >=iip 1)(lim
0

==
→ iiiit

tp δ ，可知： 

对任意固定的 0>t ，当 充分大时，有 ，由 C－K方程有： n 0)/( >ntp ii

)()()()()( tpsptpsptsp iiii
Sk

ikkiii ≥=+ ∑
∈

 

因此可得： 

0)]/([)( >≥ n
iiii ntptp  

  

由此命题可知：对所有的 及正整数 ，及0>h n Si∈∀ ，有 ，这

意味着对每一个离散骨架{ ，每一个状态都是非周期的。因此对

于纯不连续的马氏过程，无需引入周期的概念。 

0)( >nhp ii

}0≥nX ,)(nh

 

定义：若存在 0>t ，使得 ，则称由状态 i可达状态 ，记为 i ；

若对一切

0)( >tp ji j j→

0>t ，有 ，则称由状态 不可达状态 ；若 且 ，

则称状态 i与 相通，记作 i 。 

0

j↔

)( =tp ji i j ji→ ij→

j

 

由上面的命题可知， i ，因此相通是一等价关系，从而可以相通关系对

状态空间分类。相通的状态组成一个状态类。若整个状态空间是一个状态类，

则称该纯不连续马氏过程是不可约的。 

i↔

 

定义：（1）若 ，则称状态 为常返状态；否则称状态 i为非∫
+∞

+∞=
0

)( dttp ii i
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常返状态。 

（2）设 i为常返状态，若 lim ，则称状态 i 为正常返状态；若

，则称状态 i为零常返状态。 

0)( >
∞→

tp iit

0)(lim =
∞→

tp iit

（3）若概率分布π ),( Sii ∈= π ，满足： 

0,)( ≥∀= ttPππ  

则称π 为{ }0,)( ≥ttX 的平稳分布。 

 （ 4）若对 Si∈∀ ，
∗

∞→
= iit

tp π)(lim 存在，则称
∗π },{ˆ Sii ∈= ∗π 为

}0,)({ ≥ttX 的极限分布。 

 

 与马氏链的讨论类似，我们有： 

 定理：不可约纯不连续马氏过程是正常返的充分必要条件是它存在平稳分

布，且此时的平稳分布就是极限分布。 

 

下面讨论 和 的极限性质，讨论状态空间有限且各状态都相通的

情形。状态无限可列的情形有类似的结果。 

)(tp j )(tp ji

 

（二）极限性质 

 命题：当 ∞→t 时， 趋于一个与初始分布)(tp j )0(pr 无关的极限的充分必要

条件是 对任何状态 i趋于同一极限。 )(tp ji

 证明：设初始分布为 ),)0(})0({()0( SipiXPp i ∈∀===
r

，由全概率公式

有： 

)(,)()0(})({)( SjtppjtXPtp
Si

jiij ∈=== ∑
∈

 

“⇒”：若 ∞→t 时，p 趋于一个与初始分布)(tj )0(pr 无关的极限，即当 ∞→t

时， 

Sjptp jj ∈→ ,)(  
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特别地取一种初始分布 ikSkpp ki ≠∈== ,,0)0(,1)0( ，我们有： 

),(,)()( Sjitptp jij ∈=  

因此有： 

Sjiptptp jjtjit
∈==

∞→∞→
,,)(lim)(lim   （极限与 i无关） 

“ ”：若⇐ Sjiptp jjit
∈=

∞→
,,)(lim ，则对于任意的 ),)0(()0( Sipp i ∈∀=

r
，

有： 

jj
Si

i
Si

jiitjt
ppptpptp === ∑∑

∈∈∞→∞→
)0()()0(lim)(lim  

 

 定理：（Markov定理）对于状态有限的纯不连续马氏过程，若∃ 使得对于0t

Sri ∈∀ , 有 ，那么极限0)( 0 >tp ri jjit
ptp =

∞→
)(lim 存在且与 i无关 ),( Sji ∈ 。 

 证明：令： ，)(maxˆ)( tptM ijSij ∈
= )(minˆ)( tptm ijSij ∈

=  

则有：               0 0,1)(),( ≥∀≤≤ ttmtM jj  

（1） 证明 的单调性： )(),( tmtM jj

由 C－K方程，对于 Si∈∀ ，我们有： 

)()()()()()( tMptMtpptp j
Sk

ikj
Sk

kjikij =≤=+ ∑∑
∈∈

τττ  

因此有： 

)()( tMtM jj ≤+τ  

 同理，对于 Si∈∀ ，我们有： 

)()()()()()( tmptmtpptp j
Sk

ikj
Sk

kjikij =≥=+ ∑∑
∈∈

τττ  

因此有： 

)()( tmtm jj ≥+τ  

由此可知当 +∞→t 时， 的极限存在。 )(),( tmtM jj

（2） 证明 jjtjt
ptmtM ==

+∞→+∞→
ˆ)(lim)(lim  
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证明的思路与离散的情形类似，见 P168－P170。 

 由上面的定理和命题可知，对于纯不连续马氏过程，如果存在一个 t ，使得

对于

0

Sri ∈,∀ 有 ，则0)( 0 >tp ri Sjiptptp jjtjit
∈==

∞→∞→
,,)(lim)(lim 。 

 此时，我们有： 

Sj
td
tpd

Sji
td
tpd j

t

ji

t
∈=∈=

∞→∞→
,0

)(
lim,,,0

)(
lim  

根据 K－F前进方程 

∑
∈

=
Sk

jkki
ji qtp
td
tpd

)(
)(

 

两边求极限，有： 

0)(lim ==∑∑
∈∈∞→ Sk

jkk
Sk

jkkit
qpqtp  

因此，解以下的联立方程组： 







=

=

∑

∑

∈

∈

1

0

Sk
k

Sk
jkk

p

qp
 

即可求得当 ∞→t 时过程取各个状态的极限概率 。 jp

（三）例子 

例 1：（机器维修问题）设某机器的正常工作时间是一负指数分布的随机变

量，它的平均正常工作时间为 λ/1 ；它损坏后修复时间也是一负指数分布的随

机变量，它的平均修复时间为 µ/1 。如果该机器在 0=t 时是正常工作的，问在

10=t 时该机器处于正常工作状态的概率是多少？长时间工作下去，机器处于正

常状态的概率如何？ 

解：（1）写出状态空间：记机器处于正常工作状态为 0，处于维修状态为 1，

则状态空间为{ 。（2）求出 矩阵：由指数分布的“无记忆性”，可求得Q矩

阵为： 

}1,0 Q









−

−
=

µµ
λλ

Q  

（3）写出前进或后退方程及初始条件： 
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0)0(}1)0({
1)0(}0)0({

0
1

)0(
)0(

)(
)(

)(
)(

1

0

10

00

10

00

10

00

===
===









=

























−

−
=








′
′

pXP
pXP

p
p

tp
tp

tp
tp

µµ
λλ

 

（4）求解上面的微分方程： 

t

t

etp

etp

)(
10

)(
00

)(

)(

µλ

µλ

µλ
µ

µλ
µ

µλ
λ

µλ
µ

+−

+−

+
−

+
=

+
+

+
=

 

由： 

)()0()()0()(})({ 00 tpptpptpjtXP j
Si

jiij ==== ∑
∈

 

可求得： 

)(10
0

)(
0

)10(

)(

µλ

µλ

µλ
λ

µλ
µ

µλ
λ

µλ
µ

+−

+−

+
+

+
=

+
+

+
=

ep

etp t

 

（5）极限性态：根据以上所求，求极限即有： 

00

010

000

ˆ)(lim

ˆ)(lim

ˆ)(lim

ptp

ptp

ptp

t

t

t

=
+

=

=
+

=

=
+

=

∞→

∞→

∞→

µλ
µ
µλ

µ
µλ

µ

 

另外：根据上面极限性态的讨论，由： 







=

=

∑

∑

∈

∈

1

0

Sk
k

Sk
jkk

p

qp
 

同样可以求得： 
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µλ
λ
µλ

µ

+
==

+
==

∞→

∞→

11

00

)(lim

)(lim

ptp

ptp

t

t

 

 

 例 2 求解第 7节中各个例子的极限问题。 

 

9．应用问题（生灭过程） 

定义：纯不连续马氏过程{ }0),( ≥ttX 如果满足： 

（a） 过程中状态转移仅限于从一个状态向其邻近状态转移； 

（b） 若 ntX =)( ，则在[ ), ttt ∆+ 内产生由 状态转移到 ( 状态的

概率为：

n )1+n

)t(tn ∆ο∆λ + ；产生由 状态转移到n )1( −n 状态的概率为：

)( ttn ∆ο∆µ + ； 

（c） 若 ntX =)( ，则在[ ), ttt ∆+ 内转移二个或二个以上状态的概率为

)t(∆ο 。 

则称此纯不连续马氏过程{ }0),( ≥ttX 为生灭过程。生灭过程的状态空间为

},2,1,0{ L=S 。由定义，可得生灭过程的 （生灭矩阵）矩阵为： Q





























+−

+−
+−

−

=

OOOLLL

LOOOMMM

LL

OOOOM

LL

LL

LL

00
0

0)(00

00)(0
000)(
0000

2222

1111

00

nnnn

Q
λµλµ

λµλµ
λµλµ

λλ

 

在条件 0,0 ≥> iiλ ， 1,0 ≥> iiµ ，（ 00 =µ ）下，有： 

)1(11 ≥+↔↔− iiii  
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因此，可知对 Sji ∈,∀ ，有 i j↔ ，从而这样的生灭过程是不可约的。 

由生灭矩阵可以写出 K－F前进方程： 


















≥++−=

+−=

≥++−=

+−=

++−−

++−−

1)()()()()(

)()(
)(

1)()()()()(

)()()(

1111

1100
0

1010101
0

011000
00

ntptptp
td
tpd

tptp
td
tpd

ntptptp
td
tpd

tptp
td
tpd

ninninnnin
in

ii
i

nnnnnnn
n

µµλλ

µλ

µµλλ

µλ

     （A） 

Fokker-Planck方程： 





++−=′
+−=

++−− 1111

1100
/
0

)()()()(
)()()(

jjjjjjjj ptptptp
tptptp

µµλλ
µλ

 

其中 i 。以上的LL ,2,1,,2,1,0 == j nn µλ , （ L,2,1,0=n ）均可以是 t的函数。 

 如果{ }0),( ≥ttX 的极限分布存在，即 )(lim tpp jitj ∞→
= ，且与 i无关，则有

，因此在 Fokker-Planck方程中令)(0 ∞→t)( =′ tp j ∞→t ，有： 





≥=++−
=+−

++−− 10)(
0

1111

1100

jppp
pp

jjjjjjj µµλλ
µλ

 

解以上代数方程组得： 

0
21

110
0

21

10
20

1

0
1 ,,, pppppp

k

k
k µµµ

λλλ
µµ
λλ

µ
λ

L

L
L −===  

利用：∑ ，我们有： 1=
∈Sk

kp
1

1 21

110
0 1

−
∞

=

−









+= ∑

k k

kp
µµµ
λλλ

L

L
 

由此可知，当 

∞<∑
∞

=

−

1 21

110

k k

k

µµµ
λλλ

L

L
 

时，0 ，因此可得以下定理： )1(10,10 ≥<<<< kpp k

 定理：设{ }0),( ≥ttX 是生灭过程， 0,0 ≥> iiλ ， 1,0 ≥> iiµ ， 00 =µ ，

则{ }0),( ≥ttX 存在唯一的平稳分布（它就等于极限分布）的充要条件为： 
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∞<∑
∞

=

−

1 21

110

k k

k

µµµ
λλλ

L

L
 

且 

0
21

110

1

1 21

110
0 1 ppp

k

k
k

k k

k

µµµ
λλλ

µµµ
λλλ

L

L

L

L −

−
∞

=

− =







+= ∑  

 

 注：离散参数的生灭过程： 

 设有马氏链，它的状态空间为 },2,1,0{ L=S ，且设当 1>− ji 时，p ，

在其它的 i 时 是任意的正数，对于每个 ，满足： 

0=ij

j, ijp 0>j

111 =++ +− jjjjjj ppp  

当 时，满足： 0=j

10100 =+ pp  

试求该链为正常返的条件。 

 解：由式子 11,,1, =++ +− jjjjjj ppp  可知各状态都相通，画出状态转移图，

利用平衡原理，我们有： 














+=+

+=+
=

++−−+−

M

L

1jj1j1jj1j1jj1jjj

21201012101

101010

pπpπ)p(pπ

pπpπ)p(pπ
pπpπ

 

由此解得： L
L

L
L ,,,, 0

12110

11201
0

2110

1201
20

10

01
1 ππππππ

−

−===
jj

jj
j ppp

ppp
pp
pp

p
p

 

由∑ ，利用正常返和极限分布的关系，我们有：当 1
0

=
∞

=j
jπ

∞<∑
∞

= −

−

1 12110

11201

j jj

jj

ppp
ppp

L

L
 

时，此马氏链的极限分布存在，因此是正常返的。 
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给定起始状态 SiX ∈=)0( ，就可以求得过程在 t时刻的转移概率 及

处于状态 的概率

)(tpin

n })( nt{)( XPtpn == ，初始条件分别为： 

ijjXPp
in
in

p jinin ====




≠
=

== ,1})0({)0(,
,0
,1

)0( δ  

 如果 nn µλ , 均是 t的函数，则上述过程称为非齐次生灭过程； 

 如果 nn µλ , 均是 t的线性函数，则称为非齐次线性生灭过程； 

 如果 nn µλ , 均与 t的无关，则上述过程称为齐次生灭过程。 

 特别地，假设 )(),( tntn nn µµλλ == ，此时过程是非齐次生灭过程，关于

此情况时的微分方程（A）的解法（用母函数求解法）可以参看 P179（课后阅

读）。 

 当 µµλλ nn nn == , （与 t无关），此时过程是齐次线性生灭过程，对于此时，

我们可以求 )}({ tXE ，具体求法如下：此时的生灭矩阵为 





























+−

+−
+−

=

OOOLLL

LOOOMMM

LL

OOOOM

LL

LL

LL

00
0

0)(00

002)(220
000)(
000000

λµλµ

λµλµ
λµλµ

nnn
Q  

 写出福克－普朗克方程： 
















+++−−=

++−=

=

+− )()1()()()()1()(

)(2)()()(

)()(

11

21
1

1
0

tpntpntpn
td
tpd

tptp
td
tpd

tp
td
tpd

nnn
n µλµλ

µλµ

µ

M
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令：  ∑∑
∞

=

∞

=

===
10

)()()}({)(
n

n
n

nX tpntpntXEtM

则有： 

∑∑∑

∑∑
∞

=
+

∞

=

∞

=
−

∞

=

∞

=

+++−−=

==



=

1
1

1

2

1
1

11

)()1()()()()1(

)()()(

n
n

n
n

n
n

n

n

n
n

X

tpnntpntpnn

td
tpdntpn

td
d

td
tMd

µλµλ
 

由于： 

∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=
− +=+=−

101
1 )()1()()1()()1(

m
m

m
m

n
n tpmmtpmmtpnn  

∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=
+ −=−=+

121
1 )()1()()1()()1(

m
m

m
m

n
n tmpmtmpmtpnn  

因此： 

)()()()(

)()1()()()()1()(

1

11

2

1

tMtpn

tnpntpntpnn
td
tMd

X
n

n

n
n

n
n

n
n

X

µλµλ

µλµλ

−=−=

−++−+=

∑

∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

∞

=  

即有： 

)()()( tM
td
tMd

X
X µλ −=  

利用初始条件： iiM X =×= 1)0( ，即可求得： 

0)}({)( )( ≥== − tietXEtM t
X

µλ  

 由上面求解过程可以看到，一般来说，解前进方程、后退方程和福克－普朗

克方程是比较困难的，有时根本无法求得其解析解。但是，如果只研究 ∞→t 时

的极限情况，我们就可以利用上面 8（二）中提到的方法，将微分方程求极限后，

转化为解线性代数方程组，下面通过例子说明具体的求法。 

 例：（电话交换问题）某电话总机有 条线路。在某一呼唤来到时如有空闲

线路，则该呼唤占用其中某一条空闲线路，并开始通话。如果通话结束，则该

线路使用完毕而成为空闲线路，等待下一次呼唤。如果呼唤来到时遇到 条线路

均被占用，则该呼唤遭到拒绝而消失。设有按 poission 分布的呼唤流，即在

n

n
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),[ ttt ∆+ 内来到一次呼唤的概率为 )( tt ∆+∆ ολ ，来到二次或二次以上的呼唤

的概率为 )( t∆ο ；并设如果某一线路在某时刻 t被占用，而在[ ), ttt ∆+ 内这条线

路空闲出来的概率为 )( tt ∆+∆ οµ ，即通话时间按负指数分布。求总机在 t时刻

有k条线路被占用的概率所满足的微分方程；以及当 ∞→t 时，有k条线路被占

用的概率。 

},,2 n,0{S L= n,,2,1, L=











−

=

µ

−
µ

µ+− λ− µ

λµ+− λ
λµ−

µ
λ

λ

n

0
0
0

M

n
([ n ])1n

0
)1(

)
0
0

O
Q

0
0

0
M

0
0

(
)

0

O




















d
pd

d
pd

d
pd
d
pd

∞→

−

+−

+−

+

−

−

()(

()(

)()(

()(

1

1

0

10

pnt

kt

t

tptp

nn

k

µ

λ

µλ

µ

=

=

=

=

)(

)(

)(

)(

1

0

t
t

t
t

t
t
t
t

n

k

LL

LL

<<0( k++

+

)

()()

(2)( 21

ktp

tpt

k

µ

+ (1 tpkµ )







−

λ
λ

=−
+−
=+

0
)(
01

n

k

pn
pk

p

µ
µλ < )nk<0(0+ +)1( 1kpk µ

µ

 解：此时的状态空间为 ,1 ，k 0 ，并且是一生灭过

程，生灭矩阵为： 













−

+
µ

λ
λ

0
0

22
(

OO

L

L

L

 

写出福克－普朗克方程： 

−

))1

)

)

tp

np

pp

λ

µλ

λ

λ

 

令： t ，我们有： 

=+

−

−

1

1

0

n

k

p
p
pλ

 

设： kkk pkpg µλ −= −1 ，则有： 
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0
0

)1(

0

111

=
=

=+−=−= ++−

n

kkkkkk

g
g

gpkppkpg µλµλ
 

因此  nigi ,,2,1,00 L==

故有： 


























=









==

=

−

0

01

01

!
1

!
1

p
n

p

p
k

p
k

p

pp

n

n

k

kk

µ
λ

µ
λ

µ
λ

µ
λ

LL

KK

 

利用： 1
!

1
!2

111
2

0
0

=



















++








++⇒=

=

n
n

k
k n

pp
µ
λ

µ
λ

µ
λ

L∑  

可得： 

nk

i

kp
n

i

i

k

k ≤≤



















=

∑
=

0

!
1
!

1

0 µ
λ

µ
λ

 

画出转移率转移图，注意用极限平衡原理求解。 

 几种特殊的生灭过程： 

z 有迁入的线性增长模型：此时 µµλλ nan nn =+= , ，（见习题 17）； 

z 纯生过程（Yule过程）：此时 0, == nn µλλ ； 

z 纯灭过程：此时 µµλ == nn ,0 ，（见习题 18）； 

 

 

习题：教材 P232－233：15、16、17。 
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第三章 Poission过程（Poission信号流） 
 

一、 基本概念及 Poission过程的一维分布 

 

（1） 独立增量过程 

 

定义：设{ }),( TttX ∈ 是一随机过程，如果对于任意的 nttt <<< L21 ，

Nn∈∀ ， t ，有随机过程niTi ≤≤∈ 1, )(tX 的增量： 

)()(,),()(),()( 12312 −−−− nn tXtXtXtXtXtX L  

相互独立，则称随机过程{ }),( TttX ∈ 是独立增量过程。 

 注意：若独立增量过程的参数集 −∞>= abaT ),,[ ，一般假定 0)( =aX ，

则独立增量过程是一马氏过程。特别地，当 0)0( =X 时，独立增量过程

}0),({ ≥ttX 是一马氏过程。证明如下： 

 形式上我们有： 

})()(,,)(,)({
})()(,,)(,)(,)({

})(,,)(,)({
})(,,)(,)(,)({

})(,,)(,)()({

11222211

11222211

112211

112211

112211

−−−−

−−−−

−−

−−

−−

====
====≤

=

===
===≤

=

====≤

nnnn

nnnnnn

nn

nnnn

nnnn

xtXxtXxtXxtXP
xtXxtXxtXxtXxtXP

xtXxtXxtXP
xtXxtXxtXxtXP

xtXxtXxtXxtXP

L

L

L

L

L

 

 因 此 ， 我 们 只 要 能 证 明 在 已 知 11 )( −− = nn xtX 条 件 下 ， 与

相互独立即可。 

)( ntX

2,,2,1,)( −= njtX j L

 由独立增量过程的定义可知，当 2,,2,1,1 −=<<< − njttta nnj L

1 )( −ntX

1−

时，增量

与 相互独立，由于在条件 和

下，即有 与

)()( aXtX j −

0)( =aX

)()( 1−− nn tXtX

)( jtX )(

1−= nx

− nx ( ntX

2,

ntX

,2,1,)(

相互独立。由此可知，在

条件下， 与

1−n1 )− = x

)( ntX −=jtX j L n 相互独立，结果成立。 
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（2） 计数过程 

 

定义：在[ ),0 t 内出现随机事件 A的总数组成的过程{ }0),( ≥ttN 称为计数

过程。计数过程满足： 

（a） 0)( ≥tN ； 

（b） ； 0)( NtN ∈

（c） tsts <> ,0,∀ ，则有： )()( tNsN ≤ ； 

（d） tsts <>∀ ,0, ， )()( sNtN − 表示在时间间隔[ ),ts 内事件 A出现的

次数。 

若计数过程在不相交的时间间隔内事件 A出现的次数是相互独立的，则称此

计数过程为独立增量计数过程。 

若计数过程在时间间隔[ ), stt + 内出现事件 A的次数只与时间差 s有关，而

与起始时间 t无关，则称此计数过程为平稳增量计数过程。 

 

（3） Poission过程 

 

Poission过程是计数过程，而且是一类最重要、应用广泛的计数过程，它最

早于 1837年由法国数学家 Poission引入，至今仍为应用最为广泛的随机过程之

一。 

定义：计数过程{ }0),( ≥ttN 称为时齐（齐次）Poission过程，若满足： 

（a） 0)0( =N ； 

（b）独立增量过程，即任取 Nnttt n ∈<<<< ,21 L0 ， 

)()(,),()(),( 1121 −−− nn tNtNtNtNtN L  

相互独立； 

 （c）增量平稳性，即： 
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})({})()({,0,0, ntNPnsNtsNPnts ===−+≥>∀  

 （d）对任意 0>t ，和充分小的 0>∆ t ，有： 





∆=≥−∆+
∆+∆==−∆+

)(}2)()({
)(}1)()({

ttNttNP
tttNttNP

ο
ολ

 

其中 0>λ （称为强度常数）。 

 定理：（Poission过程的一维分布）若{ }0),( ≥ttN 为时齐 Poission过程，则

0, >∀ ts ，有： 

Nke
k
tktNPksNtsNP t

k

∈====−+ − ,
!
)(})({})()({ λλ

 

即 )()( sNtsN −+ 是参数为 tλ 的 Poission分布。 

 证明：由增量平稳性，记： 

})()({})({)( nsNtsNPntNPtPn =−+===  

（I） 情形：因为 0=n

0},0)()(,0)({}0)({ >=−+===+ htNhtNtNhtN ， 

我们有： 

)()(}0)()({}0)({
}0)()(,0)({)(

00

0

hPtPtNhtNPtNP
tNhtNtNPhtP
==−+==

==−+==+
 

另一方面 

))((1}0)()({)(0 hhtNhtNPhP ολ +−==−+=  

代入上式，我们有： 







 +−=

−+
h
htP

h
tPhtP )()()()(

0
00 ολ  

令h ，我们有： 0→

tetP
NPP

tPtP λλ −=⇒




===
−=′

)(
1}0)0({)0(

)()(
0

0

00  

（II） 情形：因为： 0>n
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



 =−+−=

=−+−=
=−+===+

=
UU

U
n

l
ltNhtNlntN

tNhtNntN
tNhtNntNnhtN

2
})()(,)({

}1)()(,1)({
}0)()(,)({})({

 

故有： 

)())()(())(1)(()( 1 hhhtPhhtPhtP nnn οολολ +++−−=+ −  

化简并令 得： 0→h

)()()( 1 tPtPtP nnn −+−=′ λλ  

两边同乘以e ，移项后有： tλ

[ ]






===

= −

0})0({)0(

)()( 1

nNPP

tPetPe
td

d

n

n
t

n
t λλ λ

 

当n 时，有： 1=

[ ] tt ettPPtPe
td

d λλ λλ −=⇒== )()(0)0(,)( 111  

由归纳法可得： 

0,
!
)()( Nne

n
ttP t

n

n ∈= −λλ
 

 注意：
t

tNEttN )}({)}({ =⇒= λλE ，因此λ代表单位时间内事件 A出

现的平均次数。 

 注意：Poission过程的转移率矩阵（Q矩阵）的表示，并用上一章讲过的方

法求解 Poission过程的一维分布。 

 

二、 Poission过程与指数分布的关系 

 

设{ }0),( ≥ttN 是一计数过程，记： 

00 =S ， 表示第 个事件发生的时刻（ ）， nS n 1≥n
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)1(1 ≥−= − nSSX nnn 表示第 1−n 个事件与第 事件发生的时间间隔。 n

当 0,0 ≥≥∀ nt 时，有以下基本的关系式： 

}{})({ tSntN n ≤=≥  

}{}{}{})({ 11 tStSStSntN nnnn ≤−≤=<≤== ++  

因此，我们有关于随机变量 的分布函数： nS

当 0<t 时， ；当0)( =tF
nS 0≥t 时，有： 








−=<−=≥=≤= ∑
−

=

−
1

0 !
)(1})({1})({}{)(

n

k

k
t

nS k
tentNPntNPtSPtF

n

λλ  

其概率密度为： 

0,
)!1(

)()(
1

≥
−

= −
−

te
n

ttf t
n

Sn

λλλ
 

特别地，当 时，有： 1=n

0,1}{}{ 11 ≥−=≤=≤ − tetSPtXP tλ  

即 )(~1 λExX 是参数为λ的指数分布。 

 问题： 是否还是服从参数为nXXX ,,, 32 L λ的指数分布？是否独立？我们

以下将给出一个重要的定理。 

为了更好地理解下面的内容，我们先复习一下求随机变量概率密度的“微元

法”以及顺序统计量的分布。 

 

（1） 求随机变量概率密度的“微元法”: 

z 一维情形：若随机变量 的概率密度X )(xf 在 x点连续，则有： 

)()(}{}{lim)(
0

hhxfhxXxP
h

hxXxPxf
h

ο+=+≤<⇒
+≤<

=
→

 

z 多维情形：若随机向量 ( 的概率密度 在点

处连续，则有： 

),,, 21 nXXX L ),,,( 21 nxxxf L

),,,( 21 nxxx L
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n

nnnn

hhh
n hhh

hxXxhxXxPxxxf
n L

L
L

L 21

1111

0,,,
21

},,{),,,( lim
21

+≤<+≤<
=

→
 

 即： 

)(),,,(
},,{

212121

1111

nnn

nnnn

hhhhhhxxxf
hxXxhxXxP

LLL

L

ο+=
=+≤<+≤<

 

（2） 顺序统计量的分布 

定义：给定 ),,( PΣΩ ， ( 为其上的随机向量，),,, 21 nXXX L Ω∈∀ω ，将

试验结果  )(,),(1 (), 2 ωωω nXL

)()(

X

)(

X

)2(

 按从小到大顺序重新进行排列，记为

)()1( ωωω n )1( ,XXXX ≤ ≤≤L ，称 为 ( 的

顺序统计量。 

)()2( ,, nXX L ),1X ,,2 nXX L

设 是独立同分布非负的随机变量，其密度函数为nXXX ,,, 21 L )(xf ，记

))1( nX ()2( XX ≤≤L≤ 为相应的顺序统计量，则对于 nx<xx <<< L210 ，取

充分小的 ，使得： 0>h

hxxhxxhxxhxx nnn +<<+<<<+<<+<< −1322110 L  

有 

U
L

L

L

),,(
2211

)(2)2(21)1(1

21
21

},,,{

},,,{

n
n

iii
ninii

nnn

hxXxhxXxhxXx

hxXxhxXxhxXx

+≤<+≤<+≤<=

=+≤<+≤<+≤<
 

等式右边的各事件互不相容，因此有： 

n
ninii

h

n
nnn

h

hhxXxhxXxhxXxPn

hhxXxhxXxhxXxP

n
/},,,{!

/},,,{

2211
0

)(2)2(21)1(1
0

21lim
lim

+≤<+≤<+≤<=

=+≤<+≤<+≤<

→

→

L

L
 

由此可得顺序统计量 的联合概率密度为： )()2()1( ,,, nXXX L





 <<<<= =

其它,0

0,)(!),,,( 21
121

n

n

i
i

n

xxxxfnxxxf L
L C  

 特别地，若 在 [nXXX ,,, 21 L ],0 t 上独立同均匀分布，则其顺序统计量

的联合概率密度为： )(n)2()1( ,,, XXX L
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



 ≤<<<<=

其它,0

0,!
),,,( 21

21
txxx

t
n

xxxf nn
n

L
L  

若 独立同分布，且nXXX ,,, 21 L )(~ λExX k ，则其顺序统计量

的联合概率密度为： )()2( ,, nXL)1( , XX



 <<<<

=
+++−

其它,0
0,!

),,,( 21
)(

21

21

n
xxxn

n

xxxen
xxxf

n L
L

Kλλ
 

 

 定理：计数过程{ }0),( ≥ttN 是强度为λ的时齐 Poission过程的充分必要条

件是{ 是独立且参数同为}1, ≥nX n λ的指数分布。 

 注意：此定理的结论非常重要，它反映了 Poission 过程的本质特性，也为

Poission过程的计算机模拟提供了理论基础。思考：如何进行模拟？ 

 证明：（只证必要性） 

（a）先求 ( 的联合概率密度： ),,, 21 nSSS L

令：0 ，取充分小的 ，使得： nttt <<<< L21 0>h

2222222 1222111

htthththtththttht nnnn +<<−<+<<+<<−<+<<− −L  

由： 

nnn

nnn

HhtNhtNhtNhtN

htNhtNhtN

htShthtShthtSht

UL

L





=





 −−






 +=






 +−






 −

=





 −−











 +=






 −=







 +≤<−+≤<−+≤<−

1
22

,,0
22

,1
22

,0
2

22
,,

22
,

22

12

111

222111

 

其中： 





≥





 −−






 +

=





 −−











 +=






 −=

2
22

,,1
22

,0
2 111

htNhtN

htNhtNhtNH

nn

n L
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我们有： 

)()()(

22
,,

22
,

22

2

222111

nntnn
ht

n

nnn

hheheh

htShthtShthtShtP

n
n

ολολ λ
λ

+=+=

=






 +≤<−+≤<−+≤<−

−






 +−

L
 

因此， ( 的联合概率密度为： ),,, 21 nSSS L

n
tn

n

nntn

h

n

nnn

h

n

ttte
h

hhe
h

htShthtShthtShtP

tttg

n

n

<<<<=
+

=







 +≤<−+≤<−+≤<−

=

=

−
−

→

→

L

L

L

21
0

222111

0

21

0,)(

22
,,

22
,

22

),,,(

lim

lim
λ

λ

λολ

 

即： 



 <<<<

=
−

其它,0
0,

),,,( 21
21

n
tn

n

ttte
tttg

n L
L

λλ
 

（b）求 的联合概率密度： ),,,( 21 nXXX L

由： )1(1 ≥−= − nSSX nnn 我们有： 











−=

−=
=

−1

122

11

nnn SSX

SSX
SX

M
令：  











+++=

+=
=

⇒











≥−=

≥−=
≥=

− nnnnn xxxt

xxt
xt

ttx

ttx
tx

L

MM

21

212

11

1

122

11

0

0
0

则变换的雅可比行列式为： 

1

1111

0111
0011
0001

),,,(
),,,(

21

21 ==
∂
∂

=

L

MOMMM

L

L

L

L

L

n

n

xxx
tttJ  

于是 ( 的联合概率密度为： ),,, 21 nXXX L

( )



 ≤≤≥

=
+++−

其它,0
1,0,

),,,(
21

21

nixe
xxxf i

xxxn

n

nL

L
λλ
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由此可得 的概率密度为kX nkxexf k
x

kk
k ≤≤≥= − 1,0,)( λλ ，即 

∏
=

=
n

k
kkn xfxxxf

1
21 )(),,,( L  

由此证明了{ 是独立且参数同为}1, ≥nX n λ的指数分布。 

 

三、 剩余寿命与年龄 
 

设 )(tN 为在[ ),0 t 内事件 A 发生的个数， 表示第 个事件发生的时刻，

表示在

nS n

)(tNS t时刻前最后一个事件发生的时刻， 表示在1)( +tNS t时刻后首次事件

发生的时刻，令： 





−=
−= +

)(

1)(

)(
)(

tN

tN

SttV
tStW

 

称 )(tW 为事件 A的剩余寿命或剩余时间， )(tV 为事件 A的年龄。 

 由定义可知： ttVtWt ≤≤≥≥ )(0,0)(,0∀ ，我们有以下重要定理。 

 定理：设{ }0),( ≥ttN 是参数为λ的时齐 Poission过程，则有： 

（a） )(tW 与{ 同分布，即 }1, ≥nX n

0,1})({ ≥−=≤ − xextWP xλ  

（b） )(tV 的分布为“截尾”的指数分布，即 





≤
<≤−

=≤
−

xt
txe

xtVP
x

,1
0,1

})({
λ

 

 证明：注意到： 

}0)()({})({ =−+=> tNxtNxtW  

以及 





≤∅
>=−−

=>
xt
xtxtNtN

xtV
,

,}0)()({
})({  

即可得所要的结果。 
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 定理：若{ 独立同分布，又对}1, ≥nX n )(,0 tWt ≥∀ 与 同分布，

分布函数为

)1( ≥nX n

)(xF ，且 0)0 =(F ，则{ }0≥),( ttN 为 Poission过程。 

 注意： 表示的是第1−−= nnn SSX 1−n 个事件的寿命。 

 

四、 到达时间的条件分布 

 

下面讨论在条件 ntN =)( 下， 的条件分布问题。 nSSS ,,, 21 L

定理：设{ }0),( ≥ttN 为时齐 Poission过程，则对 ts <<∀0 ，有： 

t
stNsXP ==≤ }1)({ 1  

 证明： 

t
s

et
ees

tNP
sNtNsNP

tNP
tNsXPtNsXP

t

sts

=

⋅
=

=
=−=

=

=
=

=≤
==≤

−

−−−

λ

λλ

λ
λ

)(
)(

}1)({
}0)()(,1)({
}1)({

}1)(,{}1)({

)(

1
1

 

 定理：设{ }0),( ≥ttN 为齐次 Poission过程，则在已知条件 ntN =)( 下，事

件相继发生的时间 的条件概率密度为 nS,SS ,, 21 L





 ≤<<<<=

其它,0

0,!
),,,( 21

21
tttt

t
n

tttf nn
n

L
L  

 证明：对 ttttt nn =<<<<<∀ +1210 L ，取 010 == +nhh 及充分小的 ，

使得 t ，则有： 

ih

niti ≤≤+ 1,1hii <+
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nn
t

n

hhhth
n

h

jjjiii

iiii

hhh
t
n

e
n
t

eeheh
ntNP

njhtNtNnitNhtNP
ntNnihtStP

nn

L
L L

21

)(
1

1

!

!
)(
)()(

})({
}1,0)()(,1,1)()({

})(1,{

211

=
⋅

=

=
≤≤=+−≤≤=−+

=

==≤≤+≤<

−

−−−−−−−

+

λ

λλλ

λ
λλ

 

因此可得定理的结果。 

 本定理说明：在 ntN =)(

]

的条件下，事件相继发生的时间 的条

件分布与 个在[

nSSS ,,, 21 L

n ,0 t 上相互独立同均匀分布的顺序统计量的分布函数一样。 

 定理：设{ }0),( ≥ttN 为计数过程， 为第 个事件与第n 个事件的时

间间隔， { 独立同分布且

nX

)(xF

n

{X

1−

}1, ≥nX n }xP n ≤= ，若 且对0)0 =(F

ts <<∀0 ，有 

0,}1)({ 1 >==≤ t
t
stNsXP  

则{ }0),( ≥ttN 为 Poission过程。 

 定理：设{ }0),( ≥ttN 为计数过程， 为第 个事件与第n 个事件的时

间 间 隔 ， { 独 立 同 分 布 且

nX n 1−

{X n ≤}1, ≥nX n })( xPxF = ， 若

，且对0)0( =F,}{ ∞<XE n ts <<∀ ，有 0

0,})({ >





==≤ t

t
sntNsSP

n

n  

则{ }0),( ≥ttN 为 Poission过程。 

例：设到达火车站的顾客流遵循参数为λ的 Poission流{ }0),( ≥ttN ，火车

t时刻离开车站，求在[ ],0 t 到达车站的顾客等待时间总和的期望值。 

 解：设第 i个顾客到达火车站的时刻为 ，则iS ],0[ t 内到达车站的顾客等待时

间总和为： 
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∑
=

−=
)(

1
)()(

tN

i
iSttS  

因为： 

22

})({})()({

})()({})()({

11

)(

1

ntntnt

ntNSEntntNStE

ntNStEntNtSE

n

i
i

n

i
i

tN

i
i

=−=

=−==−=

==−==

∑∑

∑

==

=

 

故： 

2

0

0

)(

1

2
)}({

22
})({

})()({})({)}({

ttNEtntntNP

ntNStEntNPtSE

n

n

tN

i
i

λ
==⋅==

=





 =−==

∑

∑ ∑
∞

=

∞

= =  

 

 例：设一系统在 [ ],0 t 内受冲击的次数{ }0,)( ≥ttN 是参数为 λ 的齐次

Poission过程，第k次受冲击的损失为 ，其中{ 是独立同分布并与kD }1, ≥kDk

}0,)({ ≥ttN 独立，且损失随时间按负指数衰减。 0=t 的衰减为 ，经D t时刻

损 失 为 (tDe α− 0>α 为 常 数 ) ， 设 损 失 可 加 ， t 时 刻 的 总 损 失 为

，其中 为第∑
=

=
)(

1
)(

tN

k
keDtξ − )Sk−α (t

kS k次冲击到达的时刻，试求 )(tEξ 。 

 解：由于： 

∑

∑

∑

∑

=

−

=

−−

=

−−

=

−−

=⋅=

===

==

===

n

k

St

n

k

St
k

n

k

St
k

tN

k

St
k

ntNeEeED

ntNeEntNDE

ntNeDE

ntNeDEntNtE

k

k

k

k

1

1

)(

1

)(

)(

1

)(

})({

})({})({

})({

})({})()({

αα

α

α

αξ

 

记Y 为[nYY ,,, 21 L ],0 t 上独立同均匀分布的随机变量，则有： 
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]1[}{}{})({
0

111

)( −===== ∫∑∑∑
===

tt x
n

k

Y
n

k

Y
n

k

S e
t

n
t

dxeneEeEntNeE kkk ααααα

α
 

所以有： 

EDe
t

nntNtE t ⋅−== − ]1[})()({ α

α
ξ  

即有： 

EDe
t
tNtNtE t ⋅−= − ]1[)(})()({ α

α
ξ  

故： 

]1[}])()({[)}({ teEDtNtEEtE α

α
λξξ −−
⋅

==  

 

五、 非齐次（时齐）Poission过程 

 

定义：一计数过程{ }0,)( ≥ttN ，称它为具有强度函数{ }0,0)( ≥> ttλ 的

非齐次 Poission过程，若满足： 

（a） 0)0( =N  

（b）独立增量过程，即任取 nttt <<<< L210 ， 

)()(,),()(),( 1121 −−− nn tNtNtNtNtN L  

相互独立； 

（c）对任意 0>t ，和充分小的 0>∆ t ，有： 





∆=≥−∆+
∆+∆==−∆+

)(}2)()({
)()(}1)()({

ttNttNP
ttttNttNP

ο
ολ

 

其中 0)( >tλ （称为强度常数）。 

记：m ，则有： ∫=
t

dsst
0

)()( λ

定理：若{ }0,)( ≥ttN 为非时齐具有强度函数{ }0,0)( ≥> ttλ 的 Poission
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过程，则∀ 0, >ts ，有： 

)({ + tsN

,)({ tN

∫=
t

t
0

()( λ

(M

(uM

}0,0 ≥s

, iYi

,)( ttN

}0, ≥t

}0≥

L,, nS

[ ] )0(
!

)()(})( )]()([ ≥
−+

==− −+− ne
n

smtsmnsNP smtsm
n

 

 定理：（变换定理） 

（a）设 }0≥t 为具有强度函数{ }0,0)( ≥> ttλ 的非时齐 Poission过

程，令 ， 是dss)m )(1 tm− )(tm 的反函数（由于 )(tm 单调增，反函数

一定存在），记 ，则{))(( 1 um−) Nu = }0),( ≥uuM 是时齐 Poission过程。 

（b）设{ }0), ≥u 是时齐 Poission 过程，参数 1=λ 。若强度函数

)({ >sλ ，令 ，∫
t

dss
0

)(λ=tm )( ))(()( tmMtN = ，则{ }0,)( ≥ttN 是

非时齐的具有强度函数{ }0,0) ≥>( ssλ 的 Poission过程。 

 

六、 复合 Poission过程 

 

定义：设{ 是独立同分布的随机变量序列，{}1≥ }0,)( ≥ttN 为 Poission

过程，且{ }0≥ 与{ 独立，记： }1, ≥iYi

∑
=

=
)(

1
)(

tN

i
iYtX  

称{ )(tX 为复合 Poission过程。 

 物理意义：如{ }0,)( ≥ttN 表示粒子流， )(tN 表示[ ],0 t 内到达的粒子数，

表示第 i 个粒子的能量，则iY )(tX 表示 [ ],0 t 内到达的粒子的总能量。若

,)({ ttN 表示顾客流，Y表示第 i个顾客的行李重量，则i )(tX 表示[ ],0 t 内

到达的顾客的行李总重量。若某保险公司买了人寿保险的人在时刻

死亡，在时刻 死亡的人的保险金额是Y ，在L,, 2S1S nS n ],0[ t 内死亡的人

数为 )(tN ，则 表示该公司在[∑
=

=
)(

1
)(

tN

i
iYtX ],0 t 内需要支付的赔偿金总额。 
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 我们关心的是复合Poission过程的一些数字特征。 

 定义：随机变量 的矩母函数定义为： X

∫
+∞

∞−
== )(}{ˆ)( xdFeeEt X

xttXφ  

若上面的积分存在。 

 如果 的X k阶中心矩存在，则有： 

)0(}{ )(kkXE φ=  

 下面求复合Poission过程{ }0,)( ≥ttX 的数学期望和方差。 

 先求 )(tX 的矩母函数： 
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eEe
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ntNeEe
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n

n
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λ

λ

λ

λ

λ

φ

L

L

 

令Y 的矩母函数为iY~ }{)( Yu
Y eEu =φ ，则有： 

( ) [ ] ]}1)([exp{
!

)(}{
!
)()(

0 0
)(

1 −===∑ ∑
∞

=

∞

=

−− ute
n

uteEe
n
tu Y

n n

t
n

YnYut
n

tX φλφλλφ λλ
 

对上式在u 处求导数，有： 0=

}{)0()}({ )( YEttXE tX ⋅=′= λφ  

以及 

}{))(( 2YtEtXD λ=  

 特殊情形：若{ }1, ≥iiρ 为独立同分布，取值为正整数的随机变量序列，且

与 Poission过程{ }0,)( ≥ttN 独立，记 

∑
=

=
)(

1
)(

tN

i
itX ρ  
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则称{ }0,)( ≥ttX 为平稳无后效流。 

 

七、 条件 Poission过程 

 

定义：设 是一正的随机变量，分布函数为Λ 0),( ≥xxG ，设{ }0,)( ≥ttN 是

一计数过程，且在给定条件 λ=Λ 下，{ }0,) ≥( ttN 是一 Poission 过程，即

0,,0, 0 ≥≥∀ ∈ λNnts ，有： 

t
n

e
n
tnsNtsNP λλλ −==Λ=−+
!
)(})()({  

则称{ }0,)( ≥ttN 是条件 Poission过程。 

 注意，条件 Poission过程不一定是增量独立过程。由全概率公式我们有： 

)(
!
)(

)(
!
)(

)(})()({

})()({

0

0

λλ

λλλ

λλλ

λ

λ

dG
n
te

dfe
n
t

dfnsNtsNP

nsNtsNP

n
t

t
n

∫

∫

∫

∞+ −

∞+

Λ
−

∞+

∞− Λ

=

=

=Λ=−+=

==−+

 

 

八、 例子 

 

例：设 和 分别为强度为)(1 tN )(2 tN 1λ 和 2λ ，并且相互独立的 Poission过程，

证明在 的任一到达时间间隔内， 恰有)(t1N )(t2N k个事件发生的概率为： 

L,2,1,0,
21

2

21

1 =







++

= kp
k

k λλ
λ

λλ
λ

 

 证明：根据二中的定理，可以令 为 的任一到达时间间隔并且X )(1 tN

)(~ 1λExX ，即 的分布密度为： X
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



<
≥

=
−

0,0
0,

)(
1

1

t
te

tf
t

X

λλ
 

由此可知： 

L,2,1,0,
!
)(

})({

)},0[,)({

21

2

21

1

0
1

2

0
12

2

12

1

=







++

==

===

∈==

∫

∫
∞+

−−

∞+
−

ktdee
k

t

tdetXktNP

XtktNPp

k

tt

t

k

λλ
λ

λλ
λλλ

λ

λλ

λ  

 例：设 )(tN 是强度为λ的 Poission过程，求在[ ),0 t 内发生了n个事件的条

件下，第 )( nrr < 个事件发生时刻的概率密度。 

 解：取充分小的 ，则有： 0>h

[ ]

t
n

hxt
rn

S

r

r

r

r

e
n
t

e
rn
hxthxf

ntNP
rnhxNtNPhxSxP

ntNP
rnhxNtNhxSxP

ntNP
ntNhxSxP

ntNhxSxP

r

λ

λ

λ

λ

−

−−−
−

⋅

⋅
−
−−

⋅
=

=
−=+−+≤<

=

=
−=+−+≤<

=

=
=

=+≤<
=

==+≤<

!
)(

)!(
)()(

})({
})()({}{

})({
})()(,{

})({
})(,{

})({

)(

 

两边除以 ，并令 ，我们有： h 0→h

[ ]

[ ]

!
)(

)!(
)(

)!1(
)(

!
)(

)!(
)()(

))((

1

n
t

e
rn
xt

r
xe

n
t

e
rn
xtxf

ntNxf

n

x
rn

r
x

n

x
rn

S

S

r

r

λ

λ
λλ

λ

λ

λ

λ

λ

⋅
−
−

⋅
−

=

⋅
−
−

⋅
==

−

−
−

−
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最后我们可以得到结果： 

tx
tt

x
t
x

rrn
nntNxf

rnr

Sr
<<⋅






 −








−−
==

−−

0,11
)!1()!(

!))((
1

 

 

例：设{ }0),( ≥ttN 是参数为λ的 Poission 过程， tkketf −=)( 是一确定性

实函数，并且设 





<
≥

=
0,0
0,1

)(
t
t

tu  

记 是iS )(tN 的第 i个事件到达的时刻， L,2,1, =iAi 是一独立同分布的离散型

随机变量序列，其分布率为： 

L2,1,
2
1}1{}1{ ==−=== iAPAP ii  

令 ，{ 与00 =A },2,1, L=iAi )(tN 相互独立。现在构造一随机过程： 

)()()( )()()( tNtNtN StuStfAtX −−=  

试画出此随机过程{ }0),( ≥ttX 的一样本函数并求其均值函数和相关函数。 

 解：（1）求均值函数：  

由条件数学期望的性质，我们有： 

}})()({{)}({ tNtXEEtXE =  

又有： 

0)}({}{

)}({})()({

)(

)(

=−=

−==

−−

−−

n
Stk

n

n
Stk

n

StukeEAE

StukeAEntNtXE

n

n

 

故有： 

0}})()({{)}({ == tNtXEEtXE  

（2）求相关函数：  

由相关函数的定义，有： 
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)}()({

}0)()(,)({
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)({})(,)({

)}(

)({

)}()({),(

)(222
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)(
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)(

)(
)(

)(

)(
)(

)(
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kStk
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j
Stk

j

i j
i

Stk
i
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tN
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Stk

tN

X

StuStuekAE

tNtNitNP

StukeA

StukeAEjtNitNP
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tXtXEttR

i

j

i

tN

tN

−+−×

×=−+==

−+×

×−⋅=+==

−+×

×−=

+=+

−−−

∞

=

−+−

∞

=

∞

=

−−

+

−+−

+

−−

∑

∑∑

+

τ

τ

τ

τ

τ

ττ

τ

τ

τ
τ

τ
τ

 

由{ 与},2,1, L=iAi )(tN 相互独立性，及 1}{ 2 =iAE ，我们可得： 

)}()({})({),( )(2

0

2
ii

Stk

i

k
X StuStueEkitNPettR i −+−==+ −−

∞

=

−− ∑ ττ τλτ  

由上面的例子可知，在条件 itN =)( 下， 的条件分布密度为： iS

tx
t
xixf i

i

Si
<<=

−

0,)(
1

 

因此我们有： 

∫ −−−− =−+−
t

S
xtk

ii
Stk xdxfeStuStueE

i

i

0

)(2)(2 )()}()({ τ  

即： 

{ } [ ]tktktx
t
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t
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i
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i
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i
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i
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e
k
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0
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1
2
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)(})({),(
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=

−
−
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=

−
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−
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







−
=







 ==

==

==+

∫

∑∫

∫ ∑

∫∑
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注：Γ分布的定义： 

称随机变量 服从参数为X 0>α 、 0>β 的Γ分布，如果其分布密度函数为： 







>
Γ=

−
−

其它,0

0,
)(

1
)(

1 xexxf

x

X

βα
α αβ  

记为： ),(~ βαΓX ；其中Γ 。 ∫
∞+ −−=

0

1)( dueu uαα

 当α取整数时， )!1()( −= nnΓ  

 
习题： 

（1） 某商场为调查顾源情况，考察男女顾客到达商场的人数。假设[ 时间内男女顾

客到达商场的人数分别独立地服从参数为

),0 t

λ和µ的泊松过程。问： 

（a） 时间内到达商场的总人数应该服从什么分布？ ),0[ t

（b） 在已知[ 时间内商场到达 位顾客的条件下，其中有 位是女顾客的概率

为何？平均有多少位女顾客？ 

),0 t n k

（2） 设在时间区间 ( 到达某商店的顾客数 是强度为],0 t 0),( ≥ttN 0>λ 的齐次泊松过

程，N ，且每个顾客购买商品的概率 ，没有买商品的概率为q ，

分别以 和 表示 所有购买商品的顾客数和所有没有购买商品的顾客

数， 。证明 和Y 分别是服从参数为

0)0( =

)(tX

0≥t

0>p

p

p−= 1

)(tY

X

],0( t

)(t)(t λ 和 qλ 的泊松过程，并且是相

互独立的。进一步求 和Y 的均值函数 和相关函数 。 )t ((X )t )(tm ),( tsR

（3） 在某公共汽车起点站，有甲、乙两路公交车。设乘客到达甲、乙两路公交车的人数

分别为参数 1λ 、 2λ 的齐次 Poission 过程，且它们是相互独立的。假设 t 时，

两路公交车同时开始接受乘客上车。 

0=

（a） 如果甲车在时刻 发车，计算在[ 内到达甲车的乘客等待开车时间总和的期

望值； 

t ],0 t

（b） 如果当甲路车上有 个乘客时，甲路车发车；当乙路车上有m个乘客时，乙路

车发车。求甲路车比乙路车发车早的概率。（写出表达式即可） 

n

 

教材 P228－238：1、7、8、10。 
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第三章 Poission过程（Poission信号流） 

 

九、更新过程 

 

（1） 概念及基本性质 

 定义：设{ 是独立同分布，取值非负的随机变量，分布函数为}1, ≥kX k )(xF ，

且 。令 ，对1)0( <F ∑
=

==
n

k
kn XSXS

1
11 ,=S0 ,0 0≥∀t ，记： 

}:sup{)( tSntN n ≤=  

则称{ }0),( ≥ttN 为更新过程。 

 更新过程是一计数过程，并有： 

}{})({ tSntN n ≤=≥  

}{}{}{})({ 11 tStSStSntN nnnn ≤−≤=<≤== ++  

记： 为 的分布函数，由 ，易知： )(sFn nS ∑
=

=
n

k
kn XS

1

)()(1 xFxF =  

)2()()()(
0 1 ≥−= ∫ − nuFduxFxF
x

nn  

证明：由全概率公式有： 

))(())(()()(

)(}{

)(}{

)(}{

}{}{)(

110 1

0 1

0 1

1

1

xFfxfFuFduxF

uFduxSP

uFduxSP

udufuXuxSP

xXSPxSPxF

nn

x

n

x

n

n

Xnn

nnnn

n

−−−

−

∞

−

∞

∞− −

−

∗=∗=−=

−≤=

−≤=

=−≤=

≤+=≤=

∫

∫

∫

∫
 

即 是)(xFn )(xF 的 重卷积，记作：n FFF nn ∗= −1 。 

 另外，记： 
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)}({)( tNEtm =  

称 )(tm 为更新函数。关于更新函数，有以下重要的定理。 

 定理：对于∀ 0≥t ，有： 

∑
∞

=

=
1

)()(
n

n tFtm  

证明：根据以上的关系式，计算得： 

∑

∑∑

∑∑∑∑

∑∑

∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

∞

= =

∞

=

∞

=

≤=

≥=≥=

====

====

1

11

11 1

10

}{

})({})({

})({})({

})({})({)(

n
n

nk

k knn

n

k

nn

tSP

ntNPktNP

ntNPntNP

ntNPnntNPntm

 

即有： 

∑
∞

=

=
1

)()(
n

n tFtm  

 推论：若对∀ 0≥t ， 1)( <tF ，则有： 

1))(1)(()( −−≤ tFtFtm  

 下面是重要的更新方程。 

 定理：∀ 0≥t ， )(tm 满足下列更新方程： 

∫ −+=
t

udFutmtFtm
0

)()()()(  

证明：由 ，得： ∑
∞

=

=
1

)()(
n

n tFtm

∑
∞

=

+=
2

)()()(
n

n tFtFtm  

将  代入上式，即有所要的结果。 )2()()()(
0 1 ≥−= ∫ − nuFdutFtF
t

nn
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 令： 

)()(~
0

tmdesm ts∫
∞ −=  

)()(~
0

tdFesF ts∫
∞ −=  

则有： 

)(~1
)(~

)(~,
)(~1

)(~
)(~

sm
smsF

sF
sFsm

+
=

−
=  

证明：记：
td
tdmt )()( =λ （称为更新强度函数），由m ，可得： ∑

∞

=

=
1

)()(
n

n tFt

∑∑
∞

=

∞

=

===
11

)()()()(
n

n
n

n tf
td
tdF

td
tdmtλ  

两边取 Laplace变换，有： 

∑∫∫
∞

=

∞ −∞ − ==
1

00
)()(~)(

n
n

tsts tdFesmtdetλ  

由 )()(~
0

tdFesF ts∫
∞ −= 及 FFF nn ∗= −1 ，根据卷积的 Laplace变换的性质，有： 

n
n

ts sFtdFe )](~[)(
0

=∫
∞ −  

因此，我们有： 

)(~1
)(~

)](~[)()(~
11

0 sF
sFsFtdFesm

n

n

n
n

ts

−
=== ∑∑∫

∞

=

∞

=

∞ −  

 

（2） 极限性质 

令： }{ nXE=µ ，由 1)0( <+F ，可知 0>µ ，下面给出几个极限定理。 

定理： 1lim =






 =

∞→
µ

n
SP n

n
 

推论： { } 1lim =∞=
∞→ nn

SP  

推论：∀ 0≥t ，有： 

∞<=∑
∞

=1
)()(

n
n tFtm  
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记： ，则有： )(lim)( tNN
t ∞→

=∞

定理： { } 1)( =∞=∞NP 。 

定理： 11)(
lim =









=
∞→ µt

tNP
t

 

证明：由于： 

)(
1)(

1)()()(
1)()(

1)()( tN
tN

tN
S

tN
t

tN
S

StS tNtN
tNtN

+
⋅

+
<≤⇒<≤ +

+  

由以上的定理，两边取极限，我们可以得到： 

11)(
lim =









=
∞→ µt

tNP
t

 

由此定理，我们称
µ
1
为更新过程的速率。 

（3） 例子 

例 1：设 是独立同分布，非负取值的随机变量，且有： LL ,,,, 21 nXXX

1)1(}{ 1 ≥−== − ippiXP i
n  

求 })({ ntNP = 。 

 例 2：某更新过程的更新强度为： 





<
>≥

=
0,0

0,0,
)(

t
t

t
λλ

λ  

求该更新过程{ }0),( ≥ttN 的时间间隔 的概率密度。 nX

 

十、过滤的 Poission过程 

  

定义：设有一 Poission分布的冲激脉冲串经过一线性时不变滤波器，则滤波

器输出是一随机过程{ }0),( ≥ttξ ，即 

                                （*） ∑
=

−=
)(

1
)()(

TN

i
iSthtξ
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其中 )(th 是滤波器的冲激响应，S 是第 i个冲激脉冲出现的时刻，i )(TN 是[ ],0 T

内进入滤波器输入端冲激脉冲的个数，它服从 Poission分布，即： 

L,2,1,0,
!
)(})({ === − ke

k
TkTNP T

k
λλ

 

λ是单位时间内的平均脉冲数。我们称由（*）代表的随机过程为过滤的 Poission

过程。 

 设Y 是独立同分布的随机变量，并且Y ，由上节课的内

容我们知道，在

kYY ,,, 21 L ),0(~1 TU

kTN =)

)(kY

(

)2()1( ,,, Y L

的条件下，S 的分布与Y 的顺序

统计量Y 的分布是一样的。 

kSS ,,, 21 L kYY ,,2 L,1

 给定关于过滤的 Poission过程的一些基本假设：（a）T比 )(th 的脉冲持续时

间 aτ 大得多，即T aτ>> ；（b） )(th 是具有因果性的滤波器响应，即 t 时，

；（c）被研究的时刻

iS<

0) =iSh( −t t大于 )(th 的脉冲持续时间 aτ ，即 t aτ> 。 

 下面研究过滤的 Poission过程的一些统计特性。 

 （1） )(tξ 的均值 

{ } { } { }

{ }

{ } [ ]

{ } [ ]




 −==







 −==





 −==

===

∑∑

∑ ∑

∑ ∑

∑

=

∞

=

∞

= =

∞

= =

∞

=

k

i
i

k

k

k

i
i

k

k

i
i

k

YthEkTNP

SthEkTNP

SthEkTNP

kTNtEkTNPtE

10

0 1

0 1

0

)()(

)()(

)()(

)()()()( ξξ

 

下面求 )]([ iYthE − ：利用过滤的 Poission过程的基本假设，有： 

∫

∫∫

=

=−=−
−

T

t

Tt

T

i

dyyh
T

dyyh
T

dxxth
T

YthE

0

0

)(1

)(1)(1)]([
 

因此，我们有： 
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{ } { } [ ]

{ }

∫

∫

∑∫

∑ ∫

∑∑

=

⋅=

⋅⋅=

==





 −==

∞

=

−

∞

=

=

∞

=

T

T

k

T
k

T

k

T

k

i
i

k

dyyh

Tdyyh
T

e
k
Tkdyyh

T

dyyh
T
kkTNP

YthEkTNPtE

0

0

0
0

0
0

10

)(

)(1
!
)()(1

)()(

)()()(

λ

λ

λ

ξ

λ  

 

（2） )(tξ 的相关函数 ),( τξξ +ttR  

{ }







 −+−=







 −+−=

+=+

∑ ∑

∑∑

= =

==

)(

1

)(

1

)(

1

)(

1

)()(

)()(

)()(),(

TN

i

TN

j
ji

TN

j
j

TN

i
i

SthSthE

SthSthE

ttEttR

τ

τ

τξξτξξ

 

其中 TtTt <+< τ, 。 

 利用条件数学期望，我们有： 

[ ]∑ ∑∑

∑ ∑∑

∞

= = =

∞

= = =







 −+−⋅==













 −+−⋅==+

0 1 1

0 1 1

)()(})({

)()(})({),(

k

k

i

k

j
jiSS

k

k

i

k

j
jiSS

SthSthEkTNP

SthSthEkTNPttR

ji

ji

τ

ττξξ

 

上面的等式中，当 i 时，一共有j= k项，有： 

[ ]

∫∫

∫

+=+=

−+−=

=−+−

−

Tt

Tt

T

iiSS

dyyhyh
T

dyyhyh
T

dxxthxth
T

SthSthE
ii

0

0

)()(1)()(1

)()(1

)()(

ττ

τ

τ

 

当 时，一共有ji ≠ kk −2
项，利用独立性和假设条件，每项为： 
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[ ]

[ ]2
02

00

)(1

)(1)(1)()(

∫

∫∫

=

−+⋅−=−+−

T

TT

jiSS

dyyh
T

dxxth
T

dxxth
T

SthSthE
ji

ττ
 

因此，我们有： 

[ ]
[ ]

[ ]2
0

2

0

2

02

2

0

0

2

02

2

0
0

)()()(

)()}()]({[)()()}({

)(})({

)()(})({),(

∫∫

∫∫

∑ ∫

∑ ∫

++=

−
++=

−
=+

++==+

∞

=

∞

=

TT

TT

k

T

k

T

dyyhdyyhyh

dyyh
T

TNTNEdyyhyh
T

TNE

dyyh
T

kkkTNP

dyyhyh
T
kkTNPttR

λτλ

τ

ττξξ

 

其中我们利用了： 

TTNE λ=)}({ ，
222 )()()}()]({[ TTTTTNTNE λλλλ =−+=−  

同时我们得到： 

)()()(),(
0

ττλτ ξξξξ CdyyhyhttC
T

=+=+ ∫  

 （3） )(tξ 的特征函数 

{ } { }

∑ ∑

∑ ∑

∑

∞

= =

∞

= =

∞

=













 −==













 −==

====Φ

0 1
)(

0 1

0

)()(
)(

)(exp})({

)(exp})({

)(})({)(

k

k

i
i

k

k

i
i

k

tjvtjv
t

YthjvEkTNP

SthjvEkTNP

kTNeEkTNPeEv ξξ
ξ

 

而： 

[ ]{ } [ ]

[ ]
k

t

Tt

k
Tk

i
i

k

i
i

k

i
i

dyyjvh
T

dxxtjvh
T

YtjvhE

YthjvEYthjvE





=





 −=−=













 −=













 −

∫

∫∏

∑∑

−

=

==

)(exp1

)(exp1)(exp

)(exp)(exp

0
1

11
)(

 

代入计算，有： 
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[ ]

[ ]

[ ]{ } [ ]{ }∫∫

∫∑

∫∑

−−

−

−

∞

=

−

−

∞

=

−==







⋅=







⋅==Φ

t

Tt

t

Tt

T

k
t

Tt
k

T
k

k
t

Tt
k

t

dyyjvhdyyjvhe

dyyjvh
T

e
k
T

dyyjvh
T

kTNPv

1))(exp(exp)(expexp

)(exp1
!
)(

)(exp1})({)(

0

0
)(

λλ

λ

λ

λ

ξ

 

由于 )(th 具有因果性，其持续时间 Ta <<τ ，同时认为 t aτ> ，因此，在 ( )0,Tt −

和 ( ),Tt 内，有 0)( =th 。因此我们得到： 

           [ ]{ }∫ −=
T

t dyyjvhv
0)( 1))(exp(exp)( λξΦ          （**） 

 注意：在给定的假设条件下，随机过程 )(tξ 的特征函数与 t无关，也就是说

)(tξ 的一维概率密度与时间 t无关，这样的随机过程称为一级严平稳过程，同理

可以证明，任取n nttN t <<<<∈ L20, 1  ),),(), 2t ( nt( 1t ξξξ L 的联合概率密

度仅与时间差 1231 ,, −2 , −−− nn tttttt L 有关，具有这样性质的随机过程称为严

平稳过程，过滤的 Poission过程就是严平稳过程。 

 另外，利用（**）式，我们有： 

∫=
Φ

=

T

v
t dyyhj

vd
d

00
)( )(λξ  

由特征函数与随机变量数字特征的关系，我们有： 

∫=
T

dyyhtE
0

)()}({ λξ  

∫==
T

dyyhtVartD
0

2)]([)}({)}({ λξξ  

这些结果与（1）、（2）中所获得的结果是一致的。 

（4） 当 ∞→λ 时，特征函数的极限形式 

我们记： 

∫∫ ==
TT

dyyhdyyh
0

22

0
)]([,)( βα  

则有： 

2)}({,)}({ λβξλαξ == tVartE  
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作随机变量标准化变换，令： 

βλ
λαξη −

=
)()( tt  

则有： 

1)}({,0)}({ == tVartE ηη  

 下面求随机过程{ }0),( ≥ttη 的特征函数。 

{ }





















−








⋅









⋅−=

















⋅⋅⋅









⋅−=
















 −
⋅=

=Φ

∫ dyyhvjjv

tvjEjv

tjvE

eEv

T

tjv
t

0

)(
)(

1)(expexpexp

)(expexp

)(exp

)(

βλ
λ

β
αλ

ξ
βλβ

αλ

βλ
λαξ

η
η

 

 

以上用到了特征函数的性质。两边求对数，我们有： 







+−−=

+−

−−+−=









+−−+⋅−=









−








+⋅−=Φ

∫

∫

∫∫

∫

∫

λ
ο

βλ

βλ

ββ
λ

β
αλ

βλλββλ
λ

β
αλ

βλ
λ

β
αλ

η

1)]([
62

)]([
6

)]([
2

)(

)(
6

)(
2

)(

1)(exp)(ln

0

3

3

32

0

3

3

3

0

2
2

2

0

0

3
32/3

3
2

2

2

0)(

dyyhjvv

dyyhjv

dyyhvdyyhjvjv

dyyhjvyhvyhjvjv

dyyhvjjvv

T

T

TT

T

T

t

L

L

 

上式中令 ∞→λ ，我们得到： 
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





−=Φ⇒−=Φ

∞→∞→ 2
exp)(lim

2
)(lnlim

2

)(

2

)(

vvvv tt ηληλ
 

由特征函数与分布函数唯一确定性，我们知道当 ∞→λ 时， )(tη 是服从标

准正态分布的随机变量。因此可知 )(tξ 也是服从正态分布的随机变量。即单位

时间内出现的平均脉冲数无限增大时， )(tξ 的极限分布是正态分布，这符合中

心极限定理。 

 

 

习题： 

教材 P237－238：28、30。 
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第四章 二阶矩过程、平稳过程和随机分析 

 

（一） 二阶矩过程 
 

1． 基本概念 

注：以下讨论的随机过程都是复随机过程。 

定义：设有随机过程{ }),( TttX ∈ ，若对 Tt∈∀ ， )(tX 的均值和方差都存

在，则称随机过程{ }),( TttX ∈ 为二阶矩过程。 

若 }),({ TttX ∈ 是二阶矩过程，则 )}({)( tXEtX =µ 存在，我们令

))( ()(~ ttX Xµ−=tX ，则有 0)}(~{ =tXE ，并且 )(~ tX 的二阶矩也是存在的，因

此我们以后讨论的二阶矩过程一般都假定均值函数为零。 

注：二阶矩过程的自协方差函数和自相关函数都是存在的。因为： 

})]()([)]()({[)}(),(cov{ 221121 ttXttXEtXtX XX µµ −−=  

因此有： 

{ }

∞<⋅=

−⋅−≤

−−≤

)}({)}({

)()()()(

)]()([)]()([)}(),(cov{

21

2

22

2

11

2

2211

2

21

tXDtXD

ttXEttXE

ttXttXEtXtX

XX

XX

µµ

µµ

 

 

2． 二阶矩过程相关函数的性质 

定理：（共扼对称性）设{ }),( TttX ∈ 是二阶矩过程，则有： 

TttttRttR XXXX ∈∀= 211221 ,),(),(  

当{ }),( TttX ∈ 是实的二阶矩过程时，有： 

TttttRttR XXXX ∈∀= 211221 ,),(),(  

 定理：（非负定性）设 { }),( TttX ∈ 是二阶矩过程，对于 Nn∈∀ ，
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Tttt n ∈,,, 21 L ，以及 Cn ∈λλλ ,,, 21 L ，我们有： 

,(
1 1
∑∑
= =

n

k

n

m
kXX tR

}),( TttX ∈

iTti ,2,1, L=∈ τ x1

(),,, 21,,( 21 = Xn Ftt LX xxF L

ktt <<< L21

(),,, 21,,( 21 = Xk Ftt LX xxF L

k>

k kn <

}),( TttX ∈

12 tt −=τ

0) ≥mkmt λλ  

 

（二） 平稳过程 

 

1． 严平稳过程 

定义：若随机过程{ 满足：对于 Nn∈∀ ，任选 ，

，以及任意的

nttt <<< L21

n, ， Rxnx ∈,,, 2 L 有 

),,,;,,,;, 2121 τττ +++ nnn tttxxxtx LL  

则称此随机过程为严平稳随机过程。其中 )(⋅XF 是n维分布函数。 

 注 1：严平稳随机过程的一维分布函数与时间 t无关。因此，如果严平稳随

机过程的均值函数存在的话，则是一常数。 

 注 2：严平稳随机过程的任意二维分布函数只与时间差有关。因此，如果严

平稳随机过程的二阶矩存在的话，则自相关函数只与时间差有关。 

 注 3：若上述的定义中的条件不是对于任意的 满足，而只是对于某个n k满

足时，即对于任意的 t ， t kiTi ,1, L,2,=∈ ，任意的τ ，有 

),,,;,,,;, 2121 τττ +++ kkk tttxxxtx LL  

而对于n 时，上述等式不成立，则称它为k级平稳的随机过程。如果过程为

级平稳的，那么当 时，上面的等式成立。 

 

2． 宽平稳随机过程 

定义：设随机过程{ 是二阶矩过程，如果它的均值函数是常数，

自相关函数只是时间差 的函数，则称此随机过程为宽平稳随机过程。 

注 1：宽平稳随机过程是二阶矩过程，但不一定是严平稳随机过程。 

注 2：对于严平稳随机过程，只有它二阶矩存在时，它才是宽平稳过程。 
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注 3：对于正态随机过程来说，严平稳就是宽平稳。 

注 4：以下讨论平稳过程指的是宽平稳随机过程 

 

3． 宽平稳随机过程的性质 

（1） 我们有： TttttRttR XXXX ∈∀−=− 212112 ,)()(  

或：   12)()( ttRR XXXX −=−= τττ ， 

对于实的随机过程，有：  12)()( ttRR XXXX −=−= τττ  （偶函数） 

（2） 我们有：
2)0( XXXR µ≥  

（3） 我们有： )0()(,)0()( XXXXXXXX CCRR ≤≤ ττ  

（4） 相关函数 )(τXXR 具有非负定性，即对于 Nn∈∀  ，

以及

Tttt n ∈,,, 21 L

Cn ∈λλλ ,,L, 21 ，我们有： 

0)(

)()()(

)()()(
)()()(

),,,(

1 1

2

1

21

22212

12111

21

≥−=







































−−−

−−−
−−−

∑∑
= =

n

i

n

k
kikiXX

nnnXXnXXnXX

nXXXXXX

nXXXXXX

n

ttR

ttRttRttR

ttRttRttR
ttRttRttR

λλ

λ

λ
λ

λλλ
M

L

MMM

L

L

L

 

 

4． 例子： 

（1）热（白）噪声： 

设{ },2,1,0);( L±±=nnX

),0(~)( 2

是一实随机序列，满足：（a）{ 相互独立；

（b）

)}(nX

σNnX 。求其均值和相关函数。 

解：由： 

0)}({)( == nXEnXµ  

22 )}({)( σ== nXEnDX  
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



==+
≠=+

)0()}()({
)0(0)}()({

2 mnXmnXE
mnXmnXE

σ
 

因此： 





≠
=

=
00
0

)(
2

m
m

mRX

σ
 

所以它是一平稳随机序列。 

 

（2）滑动平均： 

设{ },2,1,0);( L±±=nnX 是一标准不相关序列，即满足： 

0)}({ =nXE  





=
≠

=
nm
nm

mXnXE
1
0

})()({  

令 )()1()()( 10 snXanXanXanY s −++−+= L ，证明{ )}(nY 是一平稳序

列。其中 。 Caaa s ∈,,, 10 L

 证明：显然： 0)}({)( == nYEnYµ  

∑

∑∑

∑∑

≤−≤≤≤
−

= =

==

=

−−+=







 −−+=

+=

smksk
mkk

s

i

s

k
ik

s

i
i

s

k
k

Y

aa

inXkmnXEaa

inXakmnXaE

nYmnYEmR

0,0

0 0

00

})()({

)()(

})()({)(

 

故{ )}(nY 是一平稳序列。 

 （3）设有复随机过程 ，其中∑
=

=
N

k

tj
k

ketX
1

)( ωη )1( Nkk ≤≤η 是相互独立的

随机变量，且 )2
k,0(~k N ση ， kω 为常数。求 )(tX 的均值函数和相关函数，并

说明是否是平稳过程？ 

 解：由 )1( Nkk ≤≤η 的独立性及均值为 0，显然有： 
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0sincos

)}({)(

11

1

=






 ⋅+=





==

∑∑

∑

==

=

N

k
kk

N

k
kk

N

k

tj
kX

tjtE

eEtXEt k

ωηωη

ηµ ω

 

)(

})()({),(

21
1

2

1

)(2

1 1

11

2121

21

21

21

tte

e

eE

eeE

tXtXEttR

N

k

j
k

N

k

ttj
k

N

k

N

i

tjtj
ik

N

i

tj
i

N

k

tj
k

X

k

k

ik

ik

−==

=







=



















=

=

∑

∑

∑∑

∑∑

=

=

−

= =

−

==

τσ

σ

ηη

ηη

τω

ω

ωω

ωω

 

由此可知 )(tX 是一平稳的随机过程。 

 （4）设随机过程 



 ≥>+

=
其他0

0
)(

tTatX
tξ  

其中T为一固定常数，随机变量 X 服从参数为 0>λ 的指数分布，a为一常数。

求 )}()({ stE ξξ ，其中 st > 。 

解：由于随机变量 X 服从参数为 0>λ 的指数分布，即其分布密度为： 

)0(1)( >=
−

xexf
x
λ

λ
 

我们有： 

222 2)(}{

)(}{

λ

λ

==

==

∫

∫
∞+

∞−

+∞

∞−

dxxfxXE

dxxxfXE
 

因此有： 

)()(2
}{)(}{

})({
]}][{[)}()({

22

22

22

staastts
aXEsataXtsE

asataXtsXE
aXsaXtEstE

>+++=

+++=

+++=

=++=

λλ

ξξ
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（三） 正交增量过程 

 

定义：设随机过程{ }),( TttX ∈ 是二阶矩过程，若 t 4321 ttt <≤< ，且

，有： Ttt ∈41 ,,L

[ ][ ]{ } 0)()()()( 3412 =−− tXtXtXtXE  

则称该过程为正交增量过程。 

 独立增量过程与正交增量过程的关系：对于独立增量过程{ }),( TttX ∈ ，若

它还满足： atXE =)}({ ， ∞<})({ 2tX

Tt

E ，则该过程为正交增量过程。因为此

时若任意取 t ，且 t4321 ttt <≤< ∈41 ,,L ，由独立增量性，我们有： 

[ ][ ]{ }
0})()({)}()({

)()()()(

3412

3412

=−−=

−−

tXtXEtXtXE

tXtXtXtXE
 

因此，均值为常数、存在二阶矩的独立增量过程一定是正交增量过程。反之，

我们有非平稳随机过程的例子： 

 设{ ]},[),( battX ∈ 为正交增量过程，规定 0)( =aX ，取 at =1 ，t ，

，

st == 32

b≤tt =4 st > ，则由定义，有： 

0})()({})()({]})()()[({ =−=− sXsXEtXsXEsXtXsXE  

因此有： 

)(ˆ})({})()({})()({ 2 sFsXEsXsXEtXsXE ===  

由此，我们有： 

)()(})()({),( stsFtXsXEtsRXX >==  

)()(})()({),( sttFtXsXEtsRXX <==  

因此有： 

)),(min(),( tsFtsRXX =  
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这就意味着{ ]},[),( battX ∈ 不是一平稳过程。 

 另外，当 st > 时，由：  

0)()()()()()(

})()({})()({

})()({})()({})()({ 2

≥−=+−−=

+−

−=−

sFtFsFsFsFtF

sXsXEtXsXE

sXtXEtXtXEsXtXE

 

可知， )(tF 是一不减的函数。 

注：设{ }0);( ≥ttX 是一独立增量过程，且 0)0( =X 及它的二阶矩存在，

我们令： 

)()()( ttXtY Xµ−=  

则由{ }0);( ≥ttX 是独立增量性，可知{ }0);( ≥ttY 也具有独立增量性，且有： 

)()}({)(,0)}({,0)0( 2 tDtYEtDtYEY XY ====  

下面我们求{ }0);( ≥ttX 的协方差函数：若 ts <≤0  

[ ][ ]{ }
{ } { }

)(

)}({)()()0()(

)()()()0()(

})()({),(

2

sD

sYEsYtYEYsYE

sYsYtYYsYE

tYsYEtsC

X

X

=

+−−=

+−−=

=

 

由此可得：对于任意的 0, ≥ts ，有 

)),(min(),( tsDtsC XX =  

 因此，对于强度为λ的齐次 Poission过程，我们可以得到： 

0,),,min(),( ≥= tststsCN λ  

0,),,min(),( 2 ≥+= tstststsRN λλ  

同样地，对于非其次 Poission过程，有： 

[ ] 0,,)(1)(),(
),min(

0

),min(

0
≥+= ∫∫ tsddtsR

tsts

N ττλττλ  
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 例：设随机过程 { });( +∞<<∞− ttX

0=

是一正交增量过程，并且有

，0)0( =X )}({ tXE ，及满足： 

{ } stsXtXE −=−
2)()(  

试求： 

（1） 证明： { } ( )ststsXtXE −−+=
2
1)()( ； 

（2） 令： 







−






 += )(1)( tX

n
tXntnξ ， L,2,1=n ，则对每一个 n，证明

}), +∞<<({ ∞− ttnξ 是一平稳过程。 

解：（1）任取 ，由 是一正交增量过程，令：Rts ∈, )(tX { }2)()( tXEt =F ，

我们有： 

（a） 当 0,0 <> ts  或 0,0 >< ts 时， 

0})()({),( == tXsXEtsRX  

（b） 当 0,0 >> ts 时， 

( )},min{})()({),( tsFtXsXEtsRX ==  

（c） 当 0,0 << ts 时， 

( )},max{})()({),( tsFtXsXEtsRX ==  

因此，我们有： 。 ),(),( stRtsR XX =

由题目所给的条件，我们有： 

{ }
{ } { } { } { }

)(),(2)()(),(),()(
)()()()()()(

)()(
22

2

sFtsRtFsFtsRstRtF
sXEtXsXEsXtXEtXE

sXtXEst

XXX +−=+−−=

+−−=

−=−

 

{ } { } )()()0()( 22 tFtXEXtXEt ==−=  

{ } { } )()()0()( 22 sFsXEXsXEs ==−=  

 由此可得： 

{ } ( )ststtsRstRsXtXE XX −−+===
2
1),(),()()(  
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 （2）由题意及（1）的结果，我们有： 

]

[ ]


 ≤−≤−−

=







−−−++−−=

−++−+−−−+




++−−−−++−−+++=





















−






 +





−






 +==

其它,0
/10,1

211
2

111

111
2

)(1)(1}{),(

2

2

2

nststnn

sts
n

t
n

stn

s
n

ts
n

t
n

st

n
stststst

n
s

n
tn

sX
n

sXtX
n

tXEnEstR nsntn
ξξξ

 

 0)}({ =tE nξ  

由此可知，随机过程{ }),( +∞<<∞− ttnξ 是一平稳过程。 

 

（四） 随机分析 
 

1． 均方极限 
 

定义：设随机序列 { },2,1; L=nX n 及随机变量 均存在二阶矩，即X

∞<∞< }{,}{ 22 XEXE n ，如果 

0}{lim 2
=−

∞→
XXE nn

 

则称随机序列{ 均方收敛于 ，或序列{ 的均方极限为 ，记作 }nX X }nX X

XXmil n
n

=
∞→

••  

 关于均方极限，具有以下性质 

（1） 如果 l ，则有： XXmi n
n

=
∞→

••

（a） lim  




==

∞→
••∞→ n

n
nn

XmilEXEXE }{}{
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（b）








==
∞→

••∞→

2
22 }{}{lim n

n
nn

XmilEXEXE  

（2） 如果 l ， lXXmi n
n

=
∞→

•• YYmi n
n

=
∞→

•• ，则有： 

bYaXbYaXmil nn
n

+=+
∞→

•• )(  

其中 为任意的复数。 ba,

（3） 如果 l ， lXXmi n
n

=
∞→

•• YYmi n
n

=
∞→

•• 则有： 

}{}{lim
,

YXEYXE mnmn
=

∞→∞→
 

（4） 均方极限是唯一的。即，若 XXmil n
n

=
∞→

•• 及 ，则有 YXmil n
n

=
∞→

••

YX =  

（5） （柯西准则）随机序列{ },2,1; L=nX n 均方收敛（于 ）的充分必

要条件为 

X

0}{lim 2

,
=−

∞→∞→ mnmn
XXE  

（6） （列维 Loeve准则）随机序列{ },2,1; L=nX n 均方收敛（于 ）的

充分必要条件为 

X

cXXE mnmn
=

∞→∞→
}{lim

,
 

    其中c为复常数 

（7） 如果 l ，XXmi n
n

=
∞→

•• )(uf 是一确定性函数，并且满足 Lipschitz条件，

即 

vuMvfuf −≤− )()(  

其中M 是正常数。又假设 ，)( nXf )(Xf 的二阶矩都存在，则有： 

)()( XfXfmil n
n

=
∞→

••  

（8） 如果 l ，则对于任意有限的XXmi n
n

=
∞→

•• t，有： 

}exp{}exp{ jtXjtXmil n
n

=
∞→

••  
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2． 二阶矩过程的均方连续 

 

定义：设二阶矩过程{ });( TttX ∈ ， t T∈0 ，若有： 

0})()({lim 2

000
=−+

→
tXhtXE

h
 

即 

)()( 0
0

0 htXmiltX
h

+=
→
••  

则称 )(tX 在 t 点均方意义下连续。若对于0t= Tt∈∀ ， )(tX 均在均方意义下连

续，则称过程{ });( TttX ∈ 在均方意义下连续，或称过程具有均方连续性。 

 定理：设有二阶矩过程 { });( TttX ∈ ， ),( tsR 为其自相关函数，则

});({ TttX ∈ 在 t Tt ∈= 0 上均方连续的充分必要条件是：自相关函数 ),( tsR 在

点 处连续。 TTtt ∈),( 00 ×

 定理：若二阶矩过程{ });( TttX ∈ 在均方意义下连续，则对于 Tt∈∀ ，有： 

)}({)}({lim
0

tXEhtXE
h

=+
→

 

 定理：设{ )},();( +∞−∞∈ttX 是宽平稳过程，则以下各条件是等价的： 

 （a）{ )}(tX 均方连续； 

 （b）{ )}(tX 在点 0=t 处均方连续； 

 （c）自相关函数 )(τXXR 在 +∞<<∞− τ 上连续； 

 （d）自相关函数 )(τXXR 在点 0=τ 处连续。 

即：宽平稳过程{ )},();( +∞−∞∈ttX 均方连续的充分必要条件为：自相关函数

)(τXXR 在点 0=τ 处连续。 

 

3． 均方导数 

 

（1）定义 
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定义：设有随机过程{ });( TttX ∈ ，{ });( TttY ∈ ，如果 

)()()(
0

00

0
tY

h
tXhtXmil

h
=

−+
→
••  

其中 t ，则称随机过程{Tht ∈+00 , });( TttX ∈ 在 t Tt ∈= 0 处均方可导，并称

为过程{) (( 0tY }); TttX ∈ 在 t 0t= 处的均方导数，记作 )(ˆ) 0tY( 0tX =′ 。若对于

Tt∈∀ ， )(tX 均在均方意义下可导，即有： 

0)()()(lim
2

0
=









−
−+

→
tY

h
tXhtXE

h
 

则称
td
tXdtXt )()()( =′=Y 为随机过程 )(tX 在均方意义下的导数。 

 利用柯西准则，我们有： 

 定义：设有随机过程{ });( TttX ∈ ，{ });( TttY ∈ ，如果对于 Tt∈∀ ，有： 

0)()()()(lim
2

0,0
=







 −+

−
−+

→→ k
tXktX

h
tXhtXE

kh
 

则称 )(tX 在均方意义下导数存在（可以求导）。记 

)()()()()(
0

tX
td
tXdtX

h
tXhtXmil

h

•

→
•• ==′=

−+
 

称此为 )(tX 在 t处的均方导数或均方微商。 

 

 （2）均方可导的判定准则 

 定理：设二阶矩过程 )(tX ，它的自相关函数为 ),( tsR ，则 )(tX 在点

处具有均方导数的充分必要条件为： Ttt ∈= 0

st
tsR

∂∂
∂ ),(2

 

在点 附近存在且在点 ( 处连续。若二阶矩过程),( 00 tt ), 00 tt )(tX 在T 内均方可

导，则其均方导数的相关函数为： 
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st
tsRtXsXEtsRX ∂∂

∂
=′′=′

),()}()({),(
2

 

  

 （3）均方导数的性质 

 （a）设 )(),( tYtX 为两个均方可导的随机过程， Cba ∈, 为复常数，则

)()( tbYtaX + 也均方可导，并且有： 

[ ]
td
tYdb

td
tXdatbYtaX

td
d )()()()( +=+  

 （b）设 )(tX 为均方可导的随机过程， )(tf 为一确定性函数，则 )()( tXtf

也是均方可导的随机过程，且有： 

[ ]
td
tXdtftX

td
tfdtXtf

td
d )()()()()()( +=  

 （c）设 )(tX 为均方可导的随机过程，则 )(tX ′ 的均值函数为： 

td
tXdEtXE )}({)}({ =′  

 

 （4）平稳随机过程的均方导数 

 若{ });( TttX ∈ 为平稳随机过程，则有 

stRstRstR XXXXXX −==−= ττ ),()(),(  

若 )(τXXR ′′ 存在， T∈τ ，而且在 0=τ 处 )(τXXR ′′ 连续，则{ });( TttX ∈ 均方可

导，且 

)(})()({ τXXRsXtXE ′′−=′′  

 这是因为： 

)()(),(
2

22

ττ
τ XXXX RR

d
d

st
stR ′′−=−=

∂∂
∂

 

当 st = 时， 0=τ ，此时 
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)0()(),(
02

22

XXXXst RR
d
d

st
stR ′′−=−=

∂∂
∂

== ττ
τ

 

 因为平稳过程为实的随机过程时，有 )()( ττ −= XXXX RR 。若平稳随机过程

)(tX 存在均方导数，则要求 )(τR 在 0=τ 处连续， )(τR′ 在 0=τ 连续，因此

。 0=)0(′R

 对于平稳随机过程，因为均值函数为常数，因此： 

0)}({)}({ ==′ tXE
td

dtXE  

 

 （5）高阶导数 

 若二阶矩过程 )(tX 的自相关函数有2 阶导数，且在对角线n st = 上连续，

则 )(tX 有均方意义下的 阶导数n n

n
n

td
tXdtX )(()( ) = 存在。且有： 

),(

})()({),(

2

)()(
)(

stR
st

sXtXEstR

Xnn

n

nn
X n

∂∂
∂

=

=

 

)}({)( tXE
td

dtX
td

dE
n

n

n

n

=








 

),(

})()({),(

)(

)()(
)()(

stR
st

sXtXEstR

Xmn

mn

mn
XX mn

∂∂
∂

=

=

+  

 如果 )(tX 为平稳随机过程，则有： 

)()1(})()({)( )(

)(
)()(

)()( τ
τ

ττ Xmn

mn
mmn

XX
R

d
dtXtXER mn +

+

−=+=  

 如果 )(),( tYtX 为两个二阶矩过程，则它们的互相关函数定义为： 

})()({),( sYtXEstRXY =  
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我们有： 

),(})()({),( stR
t

sYtXEstR XYYX ∂
∂

=′=′  

),(})()({),(
)(

)()(
)()( stR

st
sYtXEstR XYmn

mn
mn

YX mn

∂∂
∂

==
+

 

 

 （6）泰勒级数展开 

 若{ )},();( +∞−∞∈ttX 为平稳随机过程，其自相关函数为 )(τXR ，如果

)(τXR 是解析的，即 )(τXR 存在各阶导数，且 

∑
∞

=

=
0

)(

!
)0()(

n

n
n

XX n
RR ττ  

则 )(tX 可以进行泰勒展开，即有： 

∑
∞

=

=+
0

)(

!
)()(

n

n
n

n
tXtX ττ  

其中 为随机过程)()( tX n )(tX 的 阶均方导数。 n

 

4． 随机积分 

 

（1）随机积分的定义 

定义：设{ ]},[);( battX ∈ 为二阶矩过程， ),( τth 是定义在[ 上的以],ba τ 为

参数的确定性函数，对[ 进行任意 划分： ],ba n

btttta n =<<<<= L210  

记： 

}{max,],[ˆ,,,2,1, 11 iiiiiiii ttttnittt ∆=∈=−=∆ −− λL  

作和式： 

i

n

i
iin ttXthS ∑

=

∆=
1

)ˆ(),ˆ()( ττ  
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如果存在随机变量 )(τY ，对于任意的划分，任意的 t ],[ˆ
1 iii tt −∈ ，都有： 

{ } 0)()(lim 2

,0
=−

∞→→
ττ

λ nn
SYE  

或 

0)ˆ(),ˆ()(lim
2

1,0
=









∆−∑
=∞→→ i

n

i
iin

ttXthYE ττ
λ

 

则称 )(τnS 均方收敛于 )(τY ，并称 )(),( tXth τ 在[ 上均方可积，记],ba )(τnS 的

均方极限为 ，即有： ∫
b

a
Xth ),( τ dtt)(

∑∫
=∞→→

•• ∆==
n

i
iii

n

b

a
ttXthmildttXthY

1,0
)ˆ(),ˆ()(),()( τττ

λ
 

并称 

∫=
b

a
dttXthY )(),()( ττ  

为 )(),( tXth τ 在[ 上的均方积分。 ],ba

  

 （2）均方可积的准则 

 定理： )(),( tXth τ 在[ 上均方可积的充分必要条件为： ],ba

udtdutRuhth
b

a XX

b

a∫ ∫ ),(),(),( ττ  

存在。 

 由均方可积的定义可知， )(τY 是以τ 为参数的随机过程，因此可以求其均

值函数和相关函数，我们有： 

{ } { }
∫

∫∫

=

===

b

a X

b

a

b

aY

tdtth

tdtXEthtdtXthEYE

)(),(

)}({),()(),()()(

µτ

ττττµ
 

{ }
udtdutRuhth

udtduXtXuhthE

YYER

b

a XX

b

a

b

a

b

a

YY

∫ ∫

∫ ∫

=

=

=

),(),(),(

)()(),(),(

})()({),(

21

21

2121

ττ

ττ

ττττ
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 （3）均方积分的性质 

 （a）若{ ]},[);( baTttX ⊂∈ 为均方连续随机过程，则对于 Tt∈∀ ，有： 

{ }

∫

∫

∫∫ ∫

−≤

−≤





=

t

a

t

a

t

a

t

a

t

a

duuXuXEab

duuXuXEat

duuXEdvvXduuXE

})()({)(

})()({)(

)()()(
2

 

 （b）设随机过程 )(tX 在[ 上均方连续，则有： ],ba

∫∫ ≤




 b

a

b

a
duuXEduuXE 2

1
22

1
2

})({)(  

 （c）设 )(),( tYtX 在[ 上均方可积，],ca βα , 为复常数，则有： 

[ ] ∫∫∫ +=+
c

a

c

a

c

a
dttYdttXtdtYtX )()()()( βαβα  

若 ，则有： cba ≤≤

∫∫∫ +=
c

b

b

a

c

a
dttXdttXdttX )()()(  

 （d）若随机过程 )(tX 在[ 上均方连续，记 ],ba

)()(ˆ)( btaduuXtY
t

a
≤≤= ∫  

则 )(tY 在[ 上均方连续，均方可导，且有： ],ba

)()( tXtY =′  

 （e）若随机过程 )(tX 均方可导，且 )(tX ′ 均方连续，则有： 

∫ ′=−
b

a
tdtXaXbX )()()(  

 

例 1：设有平稳随机过程 ，它的相关函数为 ，其中)(tX
222)( ταστ −= eRX σα ,

为常数，求
dt

tdXat )()( =Y （ 为常数）的自协方差函数和方差函数。 a

解：略。 
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例 2：设 ，tN 0≥t 是零初值、强度 0>λ 的泊松过程。写出过程的转移函数，

并问在均方意义下，Y 是否存在，为什么？ 0,
0

≥= ∫ tdsN
t

st

解：泊松过程的转移函数为： 

ijste
ij
stiNjNPjitsp st

ij

st ≥>
−
−

==== −−
−

,,
)!(
)]([}{),,,( )(λλ

 

其相关函数为： 

sttstsRN
2},min{),( λλ +=  

由于在 t∀ ， 连续，故均方积分存在。 ),( ttRN

例 3：设 ，tN 0≥t 是零初值、强度 1=λ 的泊松过程。 

（1） 求它的概率转移函数 }{),,,( iNjNPjitsp st === ； 

（2） 令 0, ≥−= ttNX tt ，说明Y 存在，并求它的二阶矩。 ∫=
1

0
dtX t

解：（1）由上例，有： 

)()(

)!(
)(

)!(
)]([}{),,,( st

ij
st

ij

st e
ij

ste
ij
stiNjNPjitsp −−

−
−−

−

−
−

=
−
−

==== λλ
 

（2）先求相关函数，由 1=λ ，得： 

},min{)21(},min{)})({(),( 2 ststststsNtNEstR stX =−++=−−= λλλ  

对任意的 t，在 ),( tt 处 连续，故 均方连续，因此均方可积，

存在。 

),( ttRX tX

∫=
1

0
dtXY t

[ ]{ } { } { }

3
1},min{),(

}{

1

0

1

0 0

11

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

21

0

2

=+===

===

∫ ∫ ∫∫∫ ∫∫ ∫

∫ ∫∫∫∫

dssdtdstdtdtdsstdtdsstR

dtdsXXEdsXdtXEdtXEYE

t

tX

ststt

 

 

习题： 

（1） 设随机过程{ });( +∞<<∞− ttX 是一实正交增量过程，并且 ，及满

足：

0)}({ =tXE

{ } +∞<<∞− tsXE ,[ −=− stsXt ,)]()( 2
； 

令： +∞<<∞−−−= ttXtXt ),1()()(Y ，试证明Y 是平稳过程。 )(t
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（2） 设 0);sin()( ≥= tYtXtξ ，而随机变量 X 、Y 是相互独立且都服从[ 上的均匀

分布，试求此过程的均值函数及相关函数。并问此过程是否是平稳过程，是否连续、

可导？ 

]1,0

 

教材 P311－323：1、2、4、10、11、13、22、28。 
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第四章 二阶矩过程、平稳过程和随机分析 

 
（四） 随机分析（续） 

5．随机微分方程初步 
 

设{ });( TttY ∈

);(

是一均方连续的二阶矩过程， 是一存在一、二阶矩的随

机变量，假设{

0X

}TttY ∈ 和 是独立的，考虑以下随机微分方程： 0X







=

=

00 )(

)()(

XtX

tY
td
tdX

 

试研究{ });( TttX ∈ 的统计特性。 

 解：方程两边在均方意义下积分，有： 

∫+=
t

t
uduYtXtX

0
)()()( 0  

并且该解是唯一的。由于： 

∫+=
t

t
uduYEtXEtXE

0
)}({)}({)}({ 0  

所以，当 0)}({ =tYE 时， 

}{)}({ 0XEtXE =  

又相关函数为： 

∫ ∫

∫∫

+

++=

=

2

0

1

0

1

0

2

0

),(

)}({}{})({}{}{

})()({),(

00

2

0

2121

t

t

t

t Y

t

t

t

t

X

vdudvuR

uduYEXEuduYEXEXE

tXtXEttR

 

所以，当 0)}({ =tYE 时，有： 

∫ ∫+= 2

0

1

0
),(}{),( 2

021

t

t

t

t YX vdudvuRXEttR  

 设有一阶线性微分方程： 
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





=

+=

00 )(

)()()()(

XtX

tYtXta
td
tdX

 

其中 Ttta 是一确定性函数，{∈),( });( TttY ∈ 是一均方连续的实二阶矩过程，

是存在一、二阶矩的随机变量，则此线性方程有唯一的解： 0X

∫ ∫∫ +=
t

t

t

v

t

t
vduduavYuduaXtX

00
})(exp{)(})(exp{)( 0  

下面研究其均值函数和相关函数 

∫ ∫∫ +=

=

t

t

t

v

t

t

X

vduduavYEuduaXE

tXEt

00
})(exp{)}({})(exp{}{

)}({)(

0

µ
 

2121

0

0

2
0

2121

})(exp{})(exp{),(

})(exp{)}({})(exp{

})(exp{)}({})(exp{

})(exp{})(exp{}{

)}()({),(

2

12

1

1

1

0

2

0

1

0

12

0

2

0

21

0

2

0

1

0

dvdvuduauduavvR

vduduavYXEudua

vduduavYXEudua

vdvauduaXE

tXtXEttR

t

v

t

v

t

t

t

t Y

t

t

t

v

t

t

t

t

t

v

t

t

t

t

t

t

X

∫∫∫ ∫

∫ ∫∫

∫ ∫∫

∫∫

+

+

+

=

=

 

 

（五） 各态历经性 
 

1． 各态历经性 

本节主要讨论根据试验记录（样本函数）确定平稳过程的均值和相关函数的

理论依据和方法。 

一般地，计算平稳过程的均值和相关函数有各种不同的方法，例如： 

∑

∑

=

=

≈−=

≈

N

k
kkXX

N

k
kX

txtx
N

ttRttR

tx
N

t

1
212121

1
11

)()(1)(),(

)(1)(µ
 



中科院研究生院 2009～2010第一学期  随机过程讲稿  孙应飞 

这样的计算需要对一个平稳过程重复进行大量地观察，以便获取数量很多的样

本函数 ，而这在实际当中是非常困难的，有时甚至是不可能的。但是根据

平稳过程的统计特性是不随时间的推移而变化，于是自然希望在很长时间内观

察得到一个样本函数，可以作为得到这个过程的数字特征的充分依据。本节给

出的各态历经性定理指出：对平稳过程而言，只要满足一些较宽的条件，那么

集平均（均值函数和相关函数）实际上可以用一个样本函数在整个时间轴上的

时间平均值来代替。 

)(txk

定义：设 )(tX 是均方连续平稳随机过程，如果它沿整个时间轴上的平均值

（时间平均） )(tX 存在，即 

∫−∞→
=

T

TT
tdtX

T
tX )(

2
1limˆ)(  

存在，而且 

{ } 1)}({)( === XtXEtXP µ  

则称该随机过程的均值具有各态历经性。 

 注： )}({ tXEX =µ 表示该随机过程的集平均或统计平均。 

 定义：设 )(tX 是均方连续平稳随机过程，且对于固定的τ ， )()( tXt τ+X 也

是连续平稳随机过程， )()( tXtX τ+ 表示 )()( tXtX τ+ 沿整个时间轴上的时

间平均，即 

∫−∞→
+=+

T

TT
tdtXtX

T
tXtX )()(

2
1limˆ)()( ττ  

若 )()( tXtX τ+ 存在，称 )()( tXtX τ+ 为 )(tX 的时间相关函数。若 

{ } 1)(})()({)()( ==+=+ τττ XRtXtXEtXtXP  

则称该过程的自相关函数具有各态历经性。 

 定义：如果 )(tX 是一均方连续平稳随机过程，且其均值和相关函数均具有

各态历经性，则称该随机过程具有各态历经性，或者说 )(tX 是各态历经的，或

是遍历的。 
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 例：计算随机正弦波 )cos()( θω += tatX 的时间平均 )(tX 和时间相关函

数 )()( tXtX τ+ ，其中 )2,0(~ πθ U ， ω,a 为常数。 

 例：设有平稳随机过程 η=)(tX ，η是一异于零的随机变量，问该过程是否

各态历经？ 

 引理 1：车贝雪夫不等式：设 是一随机变量，若X ∞<DX ，则对于∀ 0>ε ，

有： 2}{
ε

ε DXEXXP ≤≥− 。 

 引理 1：设 是一随机变量，则有：X 1}{0 ==⇔= EXXPDX ，即： 

eaEXXDX .0 =⇔=  

 定理 1：（均值各态历经定理）平稳随机过程 )(tX 的均值具有各态历经性的

充分必要条件是： [ ] 0)(
2

1
2
1 2

2

2
=








−∫−

∞→
ττ

τ
dR

TT
T

T X
T
lim  − µ X

 证明：由于 )(tX 是一随机变量，计算 )(tX 的均值和方差： 

{ } X

T

TT

T

TT
tdtXE

T
tdtX

T
EtXE µ==







= ∫∫ −

∞→
−

∞→
)}({

2
1)(

2
1)( limlim  

{ }

[ ]







 −=







 −−=

−



 −=

−



=

−






=

−=−=

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

− −
∞→

− −
∞→

− −
∞→

− −
∞→

− −
∞→

T

T

T

T X
T

T

T

T

T XX
T

X

T

T

T

T X
T

X

T

T

T

TT

X

T

T

T

TT

XX

tdtdttC
T

tdtdttR
T

tdtdttR
T

tdtdtXtXE
T

tdtXtdtX
T

E

tXEtXEtXD

21212

21

2

212

2

21212

2

21212

2

22112

222

)(
4

1

)(
4

1

)(
4

1

})()({
4

1

)()(
4

1

})({})({)(

lim

lim

lim

lim

lim

µ

µ

µ

µ

µµ

 



中科院研究生院 2009～2010第一学期  随机过程讲稿  孙应飞 

其中
2

2121 )()( XXX ttRtt µ−−=−C 是 )(tX 的自协方差函数。 

 作变换： 

TttT
ut

ut
utt

tt
≤≤−









−=
+=

⇒
=+
=−

21
2

1

21

21 ,
2/)(
2/)(

τ
ττ

 

变换的雅可比行列式为： 

2
1

),(
),( 21 =

∂
∂

=
u
ttJ

τ
 

于是有： 

{ }

[ ]

[ ]








−







−=

















−=







 −=







=







 −=

∫

∫

∫

∫ ∫

∫ ∫

−
∞→

−
∞→

−
∞→

−

−

+−
∞→

− −
∞→

τµτ
τ

ττ
τ

τττ

ττ
τ

τ

dR
TT

dC
TT

dCT
T

uddC
T

tdtdttC
T

tXD

XX

T

TT

X

T

TT

X

T

TT

T

T

T

T X
T

T

T

T

T X
T

22

2

2

2

2

22

2

2

2

22

21212

)(
2

1
2
1

)(
2

1
2
1

)(2
4

1

)(
2
1

4
1

)(
4

1)(

lim

lim

lim

lim

lim

 

 由引理 2，即可得定理的结论。 

 如果随机过程是实过程，则 )()( ττ XX CC =− ， )()( ττ XX RR =− ，对于实

平稳过程 )(tX ，均值满足各态历经性的充分必要条件是： 

[ ] 0)(
2

11 2

0

2lim =−





 −∫

∞→
τµττ dR

TT
T

XX
T

 

 推论：若平实稳随机过程 )(tX 的自协方差函数 )(τXC 满足： 

0)(lim =
∞→

τ
τ XC  

则平稳随机过程 )(tX 的均值具有各态历经性。 

 推论：设随机序列{ },2,1,0, L=nX n 是平稳序列，则 
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11lim
1

0
=







 =∑

−

=∞→ X

n

k
kn

X
n

P µ  

的充分必要条件是 

0)(11lim
1

0
=






 −∑

−

=∞→
kC

n
k

n X

n

kn
 

 定理 2：（自相关函数各态历经定理）平稳随机过程 )(tX 的自相关函数具有

各态历经性的充分必要条件是： 

[ ] 0)()(
2

1
2
1 2

2

2

lim =−







−∫−

∞→
duRuB

T
u

T
T

T X
T

τ  

其中： 

})()()()({)( tXtXutXutXEuB ττ ++++=  

 定理 3：平稳随机过程 )(tX 的时间平均 

∫∞→
=

T

T
tdtX

T
tX

0
)(1limˆ)(  

和集平均 XtXE µ=)}({ 依概率 1相等的充分必要条件是： 

0)(11
lim =








−∫−

∞→
ττ

τ
dC

TT X

T

TT
 

如果过程是实的，则充分必要条件是： 

0)(11
0lim =






 −∫

∞→
τττ dC

TT X

T

T
 

 定理 4：平稳随机过程 )(tX 的时间相关函数 

∫ +=+
∞→

T

T
tdtXtX

T
tXtX

0
)()(1limˆ)()( ττ  

和集相关函数 })()({)( tXtXERX ττ += 依概率 1相等的充分必要条件是： 

[ ] 0)()(11 2

lim =−







−∫−

∞→
duRuB

T
u

T
T

T X
T

τ  

其中： 
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})()()()({)( tXtXutXutXEuB ττ ++++=  

如果过程是实的，则充分必要条件是： 

[ ] 0)()(11
0

2lim =−





 −∫

∞→
duRuB

T
u

T
T

X
T

τ  

例：设{ )}(kx 是均值为零的实平稳随机序列，令： 

∑
=

=
L

k
t kx

L
x

1
)(1
 

则有： 













 −+= ∑

−

=

1

1
)(12)0(1}{

L

l
xxt lR

L
lR

L
xVar  

其中： 是{)(lRx )}(kx 的自相关函数。 

 证明：由于随机序列的均值为零，则： 













 −+=





 −+=






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)(12)0(1
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L

l
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l
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p
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ExVar

 

 

2． 联合平稳随机过程 

 

定义：设 )(),( tYtX 是两个平稳随机过程，若其互相关函数 })()({ tYtXE τ+

和 })() tXτ({ tYE + 仅为其时间差τ 的函数，而与 t无关，则称两个随机过程

)(),( tYtX 是联合平稳随机过程。即有： 

)(})()({ˆ),( τττ XYXY RtYtXEttR =+=+  

)(})()({ˆ),( τττ YXYX RtXtYEttR =+=+  

显然有： 
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)()( ττ −= XYYX RR  

 注意：若设 )(),( tYtX 是联合平稳随机过程，则 )()()( tYtXtZ += 也是平

稳随机过程，且有： 

)()()()()( τττττ YXXYYYXXZZ RRRRR +++=  

 联合平稳随机过程的性质 

 （1） )()( ττ −= XYYX RR ，若是实过程，则 )()( ττ −= XYYX RR  

 （2）若设 )(),( tYtX 是实平稳随机过程，且联合平稳，则有： 

[ ]

[ ]

[ ]

[ ] )0()0()(

)0()0()(

)0()0()(

)0()0()(

2

2

2

2

YYXXXY

YYXXYX

YYXXXY

YYXXYX

CCC

CCC

RRR

RRR

≤

≤

≤

≤

τ

τ

τ

τ

 

由不等式： 

λτλ ∀≥++ 0})]()({[ 2tYtXE  

即可证明以上的结果。 

 

（六） 各态历经性的应用 
 

遍历转换技术： 

（1）利用遍历转换技术测量具有各态历经性的随机过程的均值 
 

 遍历转换技术是近年来发展起来的用于测量某些对象的数字特征，如均值、

相关函数等的一项方法。其特点是对模拟量的测量对象不需要采用乘法器和积

分器就可以得到数字特征，在精度上可以达到较高的程度，而且稳定性、可靠

性都较高。其基本原理分析如下： 

 设 )(tY 是一具有均匀分布的严平稳遍历的随机过程， )(tX 是被测的输入平
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稳遍历随机信号，且 )(tX 和 )(tY 独立，我们设计一转换器，转换器中有一时钟，

它给出取样的时刻 t ，在时刻 t 对输入随机信号取样，得到 。k k )( ktX )(tY 作为

参考电压，在 t 诸取样时刻比较 和Y 的值，记比较后的输出 为： k )( kt





,0
,1

X

=)( kt

)( kt

≤
>

)(
)(

k

k

tX
t

)( ktZ

)(t )kt)k Zt →

)}( kt

(X )(t )(t

),α α }){ α>kXP

) >t k L< tt 21

≤
>

)(
)(

k

k

tX
t





,0
,1

=)( kt

µ

α
µ X=t)}(=}=)

∑
=

n

k
Z

n 1
kt )(t)}X{ α

(tZ

=)

∫ ∫
∞

∞− ∞−

x

ktX ({ =
x

k

yx

t

k
),(

)}

)

>

YtXf

Y

k

)

)(

dxdyy),Z (

0 )(t )(tX )(t

µ
tYf k

() )(tYtX kk ()( dydx)dydx =yx

1

,()==1

)(
)(

k

k

tY
tYX

Z  

由此，输入信号 X 从模拟信号转换到了数字信号。即 ，这一

转换称为遍历转换，在一定的条件下，经过遍历转换后，{ 保留了随机信

号

((X

Z

)(tX 的某些数字特征。 

 定理：设 )t 和Y 是相互独立的两个遍历平稳的随机过程，Y 的一维

概率分布密度为 0( 上的均匀分布，其中取 足够大，使得 (t 足

够的小。 0(X ， t 是取样时刻，且有 L <<< kt ，令 

)(
)(

k

k

tY
tYX

Z  

若 XtXE =)}({ 存在，则有： 

（a）
αk XEtZP {11({  

（b）
∞→

==
nX E lim(µ  

 证明：（a）由 的定义，我们有： )k

∫∫
>

=

=

t

y
tYtXk

dydx

xfPtP
kk

((}1{

(

)()(

 

由于 )( >tX ， 0>Y ，及 和Y 的独立性，我们有： 

αααα
X

tX

x

tX

x

tX

x

k

tXEdxxfdxdyxf

yxfftZP

kk

k

==⋅== ∫∫∫

∫ ∫∫ ∫
∞∞

∞∞

∞− ∞−

)}({]1)([

()})({

0 )(00 )(

0 0 )(

 



中科院研究生院 2009～2010第一学期  随机过程讲稿  孙应飞 

（b）由于 是数字信号，只能取 0或 1，而： )( ktZ

α
µ X

ktZP == }1)({  

α
µ X

kk tZPtZP −==−== 1}1)({1}0)({  

由于 )(tX 是一平稳过程，均值函数与 t无关，{ 是一平稳遍历的随机过程。

因此： 

)}( ktZ

∑
=∞→

=
n

k
knk tZ

n
tZE

1
)(1lim)}({  

上式依概率 1相等。于是有： 

∑
=∞→

==

===×=

n

k
kn

kkk

tZ
n

tXE

tZPtZPtZE

1
)(1lim)}({

}1)({}1)({1)}({

α

 

因此，有： 

∑
=∞→

==
n

k
knX tZ

n
tXE

1
)(lim)}({ αµ  

上式依概率 1相等。 
 

（2）利用遍历转换技术测量具有各态历经性的随机过程的相关函数 

 利用遍历转换技术，我们可以求两个遍历严平稳（联合平稳）随机过程的互

相关函数，相应的可以得到一个严平稳过程的自相关函数。做法简述如下： 

 设输入信号为 ，它们是两个遍历严平稳随机过程，且是联合平

稳的和都存在二阶矩，用两个噪声器产生两个相互独立的参考电压Y ，

它们都均匀分布于

)(),( 21 tXtX

),0(

)(),( 21 tYt

α ，其中取 α 足够大，使得 })(1{ α>ktXP 和

})({ 2 α>ktXP

)(2 tX 1

足够的小。且Y 都是严平稳的。 与Y 独

立， 与Y 也独立。那么： 

)(),( 21 tYt )(t1X )(),( 21 tYt

)(), 2 tY(t

)}()({)( 2121
ττ −= tXtXER XX  



中科院研究生院 2009～2010第一学期  随机过程讲稿  孙应飞 

 设 ，取： 0)(,0)( 21 >> tXtX





≤
>

=
)()(,0
)()(,1

)(
11

11
1

kk

kk
k tYtX

tYtX
tZ  





≤
>

=
)()(,0
)()(,1

)(
22

22
2

kk

kk
k tYtX

tYtX
tZ  

令： 

)()()( 21 τ−= kkk tZtZtZ  

则有： 



 −>−>

=
其它,0

)()(),()(,1
)( 2211 ττ kkkk

k

tYtXtYtX
tZ  

因此，我们有： 

)(1

),(1

),(1

),(11
)}()(),()({}1)({

21

21

21

21

21

2

2

2121)()(0 0 212

2121)()(0 0 0 20 1

2211

τ
α

τ
α

α

αα

ττ

τ

τ

XX

kkXX

tXtX

tXtX

xx

kkkkk

R

ttR

dxdxxxfxx

dxdxxxfdydy

tYtXtYtXPtZP

kk

kk

=

−=

=














=

−>−>==

−

∞ ∞

−

∞ ∞

∫ ∫

∫ ∫ ∫∫

 

由{ 的遍历性，我们有： )}( ktZ

∑
=∞→

=
n

k
knk tZ

n
tZE

1
)(1lim)}({  （依概率 1相等） 

而 

∑
=∞→

==

===×=

n

k
kn

XX

kkk

tZ
n

R

tZPtZPtZE

1
2 )(1lim

)(

}1)({}1)({1)}({

21

α
τ  

故： 
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∑∑
=∞→=∞→

==
n

k
kn

n

k
knXX tZ

n
tZ

n
R

1

2

1

2

)(1lim)(lim)(
21

αατ  

因此，只要在遍历转换器输出端接一个计数器，对 进行计数，就可以得到

和 的互相关函数。若

)( ktZ

)(1 tX )(2 tX )()( 21 tXtX = ，则得到自相关函数。 

 

（七） 典型例子 
 

 例 1：设随机过程 ∞<<∞−Θ+= ttAtX ),cos()( 0ω ，其中 0ω 是常数，A

与Θ是相互独立的随机变量， )2,0(,~ πUΘ ，A服从瑞利分布，即其分布密度

为： 







≤

>=
−

0,0

0,)(
2

2

2
2

x

xex
xf

x
σ

σ  

（a） 试证 )(tX 是平稳过程。 

（b） 若将 )(tX 写成 tCtBtX 00 sincos)( ωω += ，其中 Θ= cosAB ，

Θ= − sinAC ，试证B和C独立同分布于 )2,0( σN 。 

解：（a）计算得： 

0)cos(
2
1

)}{cos(}{)}cos({)(

00

2

0
2

2

2

00

2

2

=+=

Θ+=Θ+=

∫ ∫
∞ −

φφω
πσ

ωωµ

π
σ dtdxex

tEAEtAEt
x

X

 

τωσ

τωω

τωωτ

0
2

00
2

00

cos

)})(cos(){cos(}{

)})(cos()cos({),(

=

Θ++Θ+=

Θ++Θ+=+

ttEAE

tAtAEttRX

 

因此 )(tX 是平稳过程。 

（c） 由分布函数的定义 
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φφ dxdfxf

cAbAPcCbBPcbF

cxbx
A

CB

∫∫
≤Θ−≤Θ

Θ=

≤Θ−≤Θ=≤≤=

sin,cos

,

)()(

}sin,cos{},{),(
 

作变换： 





−=
=

φ
φ

sin
cos
xv

xu
 

雅克比行列式为： 

xvu
xJ 1

),(
),(
=

∂
∂

=
φ

 

因此有： 

dudvecbF
cvbu

vu

CB ∫∫
≤≤

+
−

=
,

2
2,

2

22

2
1),( σ

πσ
 

即有： 

)()(
2
1

2
1

2
1),( 2

2

2

2

2

22

222
2, cfbfeeecbf CB

vuvu

CB ⋅=⋅==
−−

+
−

σσσ

σπσππσ
 

因此B和C独立且同分布于 ),0( 2σN 。 

 

例 2：设有一相位调制信号 ∞<<∞−= + tetX ttj ,)( ))(( θω
，其中 0>ω 为常

数， )(tθ 为一二阶严平稳随机过程，设 ),( 21, 21
uuttΨ 是随机过程 )(tθ 的二维特征

函数，同时对于任意的 ∞<<∞− t ， 0)0,1(,0 =Ψ t ，试证明随机过程 )(tX 是一

宽平稳过程，并求其相关函数。 

解：由定义可知： 

∫=== + ),(}{}{)( )())(( txdFeeeEeeEt jxtjtjtjttj
X θ

ωθωθωµ  

由于 )(tθ 是一二阶严平稳过程，故分布函数与时间无关，即有： 

}{)()( )0(θω
θ

ωµ jtjjxtj
X eEexdFeet == ∫  

由： 

0}{)0,1( )0(
,0 ==Ψ θj
t eE  
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所以 

0)( =tXµ  

另外： 

)(

);,(}{
}{})()({),(

)()())()(()(

))(())((

tsR

tsyxdFeeeEe

eeEtXsXEtsR

X

yxjtsjtsjtsj

ttjssj
X

−=

−==

==

∫ −−−−

++

θ
ωθθω

θωθω

 

故随机过程 )(tX 是一平稳过程。 

  

例 3：设 }0);({ ≥ttN 是一强度为λ的 Poission过程，记
td
tNdtX )()( = ，试

求随机过程 )(tX 的均值和相关函数。 

 解： λλµ =′== )()}({)( t
dt

tNdEtX  

)(}],min{[),( 22
2

ststts
st

stRX −+=+
∂∂
∂

= λδλλλ  

 

 例 4：设 )(tX 是一实正态分布平稳过程，它的均值为零，定义： 










+
+

+=
)()(
)()(1

2
1)(

τ
τ

tXtX
tXtXtY  

试证明 

)]([cos1)}({ 1 τ
π XktYE −= −  

其中k 2/)()( XXX C σττ = ， )(τXC 是 )(tX 的协方差函数， )0(2
XX C=σ 是 )(tX

的方差。 

 解：为了解此题，现看下面的引理： 

 引理：设 YX , 是服从正态分布的二维随机变量，其联合概率密度为： 
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















+−

−
−

−
=

2
2

2

21
2

1

2

22
21

2
)1(2

1exp
12

1),(
σσσσσπσ
yrxyx

rr
yxf  

则 和X Y取不同符号的概率为： 

π
rXYP

1cos}0{
−

=<  

 引理的证明： 

∫ ∫∫ ∫
∞−

∞∞

∞−

+=<
0

00

0

),(),(}0{ dxdyyxfdxdyyxfXYP  

令： 










=

=

2

1

σ

σ
yv

xu
 

则有： 

[ ]

π
θ

π

π

π

rdRRdR

dudvv
r
rvu

r

dudvvruvu
rr

XYP

r

arccos}
2

exp{1

12
1exp

1
1

2
)1(2

1exp
1
1}0{

0

0

arccos

2

0

0
2

2

22

0

0
22

22

=−=
























+








−
−

−
−

=









+−
−

−
−

=<

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∞

−

∞

∞−

∞

∞−

 

以上式子用了变换： 







=

=
−
−

θ

θ

sin

cos
1 2

Rv

R
r
rvu

 

 下面给出例 4的解： 

由： 





















+
+

+=
)()(
)()(1

2
1)}({

τ
τ

tXtX
tXtXEtYE  

因此只要求： 
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π

τ
ττ

τ
τ

r
tXtXP

tXtXPtXtXP

tXtX
tXtXE

arccos21

}0)()({21
}0)()({)1(}0)()({1

)()(
)()(

−=

<+−=
<+×−+≥+×=

=








+
+

 

因此有： 

)arccos(1arccos1arccos211
2
1)}({ rrrtYE −=−=



 −+=

πππ
 

由于此时： 

)(τXkr =  

我们即可得到结论。 

 

例 5：设随机振幅、随机相位正弦波过程 0,)sin( ≥+= ttVX t Θ ，其中随

机变量V 和Θ相互独立，且有分布： 








 −
4/12/14/1

101
~,]2,0[~ VU πΘ  

令： 




≥
>

= 0,
,0

2/2,1 tXY t
t

反之

如
，试求过程Y 的均值函数。 0, ≥tt

 解：由定义，随机过程{ 的均值函数为： }0);( ≥ttY

{ }2/2)(}1)({

}0)({0}1)({1)}({)(

>===

=×+=×==

tXPtYP

tYPtYPtYEtYµ
 

而 

{ } { }
{ } { }

{ }
{ }
{ } { }2/2)sin(

2
12/2)sin(

2
1

2/2)sin(
2
1

}1{2/2)sin()1(

}0{2/2)sin(0}1{2/2)sin()1(

2/2)sin(2/2)(

−<Θ++>Θ+=

>Θ+=

=>Θ++

+=>Θ+×+−=>Θ+−=

>Θ+=>

tPtP

tP

VPtP

VPtPVPtP

tVPtXP
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由于当 )2,0(~ πUΘ 时，随机变量 )sin()( Θ+= ttξ 的分布密度为： 





 +≤≤−

−=
它其,0

11,
1
1

)( 2
)(

x
xxf t πξ  

因此有： 

{ }
4
12/2)( =>tXP  

即： 

4
1)( =tYµ  

例六：设随机过程{ });( +∞<<∞− ttX 是均值为零、自相关函数为 )(τXR 的实平

稳正态过程。设 通过线性半波检波器后的输出为： )(tX





<
≥

=
0)(,0
0)(,)(

)(
tX
tXtX

tY  

试求： 

（1） 随机过程Y 的相关函数)(t )(τYR ，并说明其是否为平稳过程； 

（2） 随机过程Y 的均值和方差； )(t

（3） 随机过程Y 的一维概率分布密度函数 。 )(t )(yfY

解：（1）由题意及条件数学期望公式，有： 

∫∫
∫∫

≥≥
+

+

=

++=

++=+=

0,0
))(),((

))(),((

),(

),(})()()()({

}})()()()({{)}()({)(

yx
tXtX

tXtX

Y

dxdyyxxyf

dxdyyxftXtXtYtYE

tXtXtYtYEEtYtYER

τ

τττ

ττττ

 

其中： 





















+−

−
−

−
=+ 2

2

2

21
2
1

2

22
21

))(),((
2

)1(2
1exp

12
1),(

σσσσσπσ
τ

yrxyx
rr

yxf tXtX  

)0(
)(),0(2

2
2
1

X

X
X R

RrR τ
σσ ===  

由此可得： 
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dxdyyrxyx
rr

xy

dxdyyxxyfR
yx

tXtXY

∫ ∫

∫∫

∞+ ∞+

≥≥
+





















+−

−
−

−
=

=

0 0 2
2

2

21
2
1

2

22
21

0,0
))(),((

2
)1(2

1exp
12

),()(

σσσσσπσ

τ τ

 

令： 

1σ
xu = ，

2σ
yv =  

则有： 

[ ]

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∞+ ∞+

∞+ ∞+

∞+ ∞+
























+









−

−
−

−
=







 +−−

−
=





















+−

−
−

−
=

0 0

2

2

22

21

0 0

22

2

21

0 0 2
2

2

21
2
1

2

22
21

12
1exp

12

2
2
1exp

12

2
)1(2

1exp
12

)(

dudvv
r
rvuuv

r

dudvvruvuuv
r

dxdyyrxyx
rr

xyRY

π

σσ

π

σσ

σσσσσπσ
τ

 

令： 

θcos
1 2

R
r
rvu

=
−

−
， θsinRv =  

得变换： 

θθθ sin,sincos1 2 RvrRRru =+−=  

θ
θ

dRdrRdudvrR
R

vu 22 11
),(
),(

−=⇒−=
∂
∂  

则有： 

[ ]
[ ]









+






 +=

















 −+−=

+−=








−+−=
























+









−

−
−

−
=

−

−

∞+ −

∞+ ∞+

∫

∫ ∫

∫ ∫

ϕϕϕπ
π

θθθ
π
σσ

θθθθ
π
σσ

θθθθ
π
σσ

π

σσ
τ

cossin
22

)0(

2sin
4
1

2
1sin1

2
1

sincos1sin

2
expsincos1sin

2

12
1exp

12
)(

)arccos(

0

2221

)arccos(

0

221

0

)arccos(

0

2
221

0 0

2

2

22

21

X

r

r

r

Y

R

rrr

drr

RdRdRrRRrR

dudvv
r
rvuuv

r
R
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其中：
2

,
)0(
)( πϕ

τ
ϕ ≤==

X

X

R
R

rsin 。结合以下（2）的结果可知是平稳的。 

（2）由条件数学期望的计算公式，有： 

ππ 2
)0(

)0(2
exp

)0(2
)(

}})()({{)}({)(

0

2

0 )(
X

XX
tX

Y

Rdx
R
x

R
xdxxxf

tXtYEEtYEtm

=







−==

==

∫∫
∞+∞+  

2
)0()0()}({ 2 X

Y
RRtYE ==  

2
)0(11)0()}({ 2222 X

YYYY
R

mRmtYE ⋅





 −=−=−=

π
σ  

（3）当 时， ；当 时，我们有： 0<y 0)()( =yF tY 0≥y

2
1)(

2
1

}0)({}0)()({}0)({}0)()({

})({)(

0 )(

)(

+=

<<≤+≥≥≤=

=≤=

∫
y

tX

tY

dxxf

tXPtXytYPtXPtXytYP

ytYPyF

 

由此可得Y 的一维概率分布密度为： )(t

)(
)0(2

exp
)0(22

1)(
2
1)(

2

)( yU
R
y

R
yyf

XX
tY








−+=

π
δ  

 

习题： 

（1） 设随机过程{ });( +∞<<∞− ttX 是均值为零、自相关函数为 )(τXR 的实平稳正态

过程。设 通过线性全波检波器后，其输出为 )(tX )(t)( XtY = ，试求： 

（a） 随机过程Y 的相关函数)(t )(τYR ，并说明其是否为平稳过程； 

（b） 随机过程Y 的均值和方差； )(t

（c） 随机过程Y 的一维概率分布密度函数 。 )(t )(yfY

（2） 设Y ，其中{ 为强度为0,)1()( )( ≥−= tXt tN }0);( ≥ttN 0>λ 的 Poission 过程，随

机变量 X 与此 Poission过程独立，且有如下分布： 

0,2/1}0{,4/1}{}{ >=====−= aXPaXPaXP  
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问：随机过程 0),( ≥ttY 是否为平稳过程？请说明理由。 

 

教材 P316－319：17、18、30。 
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第五章  平稳过程的谱分析 

 

（一） 确定性函数（信号）的能谱分析 

 

1． Fourier变换 

 

若函数 )(tf 在 满足下列条件：（a）),( ∞+−∞ )(tf 在任意有限区间上满足

Dirichlet条件（即函数连续或只有有限个第一类间断点，且只有有限个极值点）；

（b） )(tf 在 上绝对可积；则在), ∞+(−∞ )(tf 的连续点处有： 

∫ ∫
∞+

∞−

∞+

∞−

−= ωττ
π

ωτω dedeftf tjj ])([
2
1)(  

 令： 

                           （A） ∫
∞+

∞−

−= tdetfF tjωω )()(

则有： 

              ∫
∞+

∞−
= ωω

π
ω deFtf tj)(

2
1)(           （B） 

我们称（A）为函数 )(tf 的 Fourier变换，记作： 

=)(ωF ℱ[ )(tf ] 

)(ωF 称为 )(tf 的象函数。 

称（B）为 )(ωF 的 Fourier逆变换，记为 

=)(tf ℱ-1[ )(ωF ] 

)(tf 叫作 )(ωF 的象原函数。 

 在确定性信号的频谱分析中，Fourier 变换 )(ωF 又称为确定性信号 )(tf 的

频谱函数，而频谱函数的模 )(ωF 称为 )(tf 的振幅频谱（亦简称为频谱）。由

于ω是连续变化的，我们称之为连续频谱。对一个确定性信号作 Fourier变换，
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就是求这个信号的频谱。 

 乘积定理：若 都满足 Fourier变换的条件，且)(),( 21 tftf =)(1 ωF ℱ[ ]，)(1 tf

=)(2 ωF ℱ[ ]，则有： )(2 tf

∫∫ ∫
∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−
== ωωω

π
ωωω

π
dFFdFFtdtftf )()(

2
1)()(

2
1)()( 212121  

 证明：由于， 

[ ]

[ ]

ωωω
π

ωω
π

ωω
π

ωω
π

ωω
π

ω

ω

ω

ω

dFF

dtdetfF

dtdetfF

dtdetfF

tddeFtftdtftf

tj

tj

tj

tj

∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫∫

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

−

∞+

∞−

∞+

∞−

−

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

=





=

=

=





=

)()(
2
1

)()(
2
1

)()(
2
1

)()(
2
1

)(
2
1)()()(

21

12

12

12

2121

 

 同理可以证明另一个等式。 

 

2． 能量积分及能量谱密度 

 

设函数 )(tf 满足 Fourier变换的条件，若 =)(ωF ℱ[ )(tf ]，则有： 

∫∫
∞+

∞−

∞+

∞−
= ωω

π
dFtdtf 22 )(

2
1)]([  

上面的等式称为 Parseval等式。其中令： 
2)()( ωω FS =  

称为函数（信号） )(tf 的能量密度函数或能量谱密度。它可以决定函数（信号）

)(tf 的能量分布规律，将它对所有频率积分就得到 )(tf 的总能量

。 ∫
∞+

∞−
f[ tdt 2)](
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 能量谱密度满足： )()( ωω −= SS 。 

 

3． 确定性信号的卷积与相关函数 

 

（1） 卷积 

若给定函数 ，则积分： )(),( 21 tftf

∫
∞+

∞−
− τττ dtff )()( 21  

称为函数 和 的卷积，记为)(1 tf )(2 tf )()( 21 tftf ∗ 。即： 

∫
∞+

∞−
−=∗ τττ dtfftftf )()()()( 2121  

 显然有： )()()()( 1221 tftftftf ∗=∗ 。 

 例：若 ，




≥
<

=
0,1
0,0

)(1 t
t

tf




≥
<

=
− 0,

0,0
)(2 te

t
tf t ，求 与 的卷积。 )(1 tf )(2 tf

 

卷积定理：假设 都满足 Fourier变换的条件，且 )(),( 21 tftf

=)(1 ωF ℱ[ ]，)(1 tf =)(2 ωF ℱ[ ] )(2 tf

则有： 

ℱ[ )()( 21 tftf ∗ ]= )()( 21 ωω FF ⋅  

ℱ[ ])()( 21 tftf ⋅ = )()(
2
1

21 ωω
π

FF ∗  

（2） 相关函数 

对于两个不同的函数（信号） 和 ，积分： )(1 tf )(2 tf

∫
∞+

∞−
+ tdtftf )()( 21 τ  

称为两个函数（信号） 和 的互相关函数，记作)(1 tf )(2 tf )(12 τR ，即 

∫
∞+

∞−
+= tdtftfR )()()( 2112 ττ  

而积分 
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∫
∞+

∞−
+ tdtftf )()( 21 τ  

记为 )(21 τR ，即 

∫
∞+

∞−
+= tdtftfR )()()( 2121 ττ  

 若 时，则积分 )()()( 21 tftftf ==

∫
∞+

∞−
+ tdtftf )()( τ  

称为函数（信号） )(tf 的自相关函数（简称相关函数），记为 )(τR ，即 

∫
∞+

∞−
+= tdtftfR )()()( ττ  

 我们有： 

)()( ττ −= RR ， )()( 2112 ττ −= RR  

 

 相关函数和能量谱密度之间的关系： 

 在乘积定理中，令 )()(),()( 21 τ+== tftftftf ，且 =)(ωF ℱ[ )(tf ]，根

据 Fourier变换的位移性质，我们有： 

ωω
π

ωω
π

ωωω
π

τ

τωτω

τω

deSdeF

deFFtdtftf

jj

j

∫∫

∫∫

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

==

=+

)(
2
1)(

2
1

)()(
2
1)()(

2

 

即有： 

ωω
π

τ τω deSR j∫
∞+

∞−
= )(

2
1)(  

 另外，由于 

tddetfetf

tddetftfdeR

tjtj

jj

ττ

ττττ

ωτω

τωτω

∫ ∫

∫ ∫∫
∞+

∞−

∞+

∞−

+−

−∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

−

+=

+=

)()(

)()()(

)(

 

令： ttut ==+ ,τ ，则有： 
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2)()()()( ωττ ωωτω FtdduetfeufdeR tjujj == ∫ ∫∫
∞+

∞−

∞+

∞−

−∞+

∞−

−  

即： 

ττω τω deRS j∫
∞+

∞−

−= )()(  

由此可得，自相关函数 )(τR 和能量谱密度函数 )(ωS 构成一对 Fourier变换

对。即： 








=

=

∫

∫
∞+

∞−

−

∞+

∞−

ττω

ωω
π

τ
τω

τω

deRS

deSR
j

j

)()(

)(
2
1)(

 

 利用自相关函数 )(τR 和能量谱密度函数 )(ωS 是偶函数的性质，我们有： 








=

=

∫

∫
∞+

∞−

∞+

∞−

τωττω

ωωτω
π

τ

dRS

dSR

)cos()()(

)cos()(
2
1)(

 

 当 0=τ 时，则有： 

∫∫
∞+

∞−

∞+

∞−
== ωω

π
dStdtfR )(

2
1)]([)0( 2  

此即为 Parseval等式。 

 若 =)(1 ωF ℱ[ ]，)(1 tf =)(2 ωF ℱ[ ]，根据乘积定理，可得： )(2 tf

∫∫
∞+

∞−

∞+

∞−
=+= ωωω

π
ττ τω deFFtdtftfR j)()(

2
1)()()( 212112  

我们称 )()()( 2112 ωωω FFS = 为互能量谱密度，同样可见，互相关函数和互能量

谱密度之间构成一对 Fourier变换对，即： 








=

=

∫

∫
∞+

∞−

−

∞+

∞−

ττω

ωω
π

τ
τω

τω

deRS

deSR
j

j

)()(

)(
2
1)(

1212

1212  

 另外，关于互能量谱密度，我们有： 

)()( 1221 ωω SS =  

 例：求指数衰减函数




≥
<

=
− 0,

0,0
)(

te
t

tf tβ （ 0>β ）的自相关函数和能量谱
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密度。 

 

4． 一些常用的结果 

（1）ℱ[ )(tδ ] ，ℱ[1= )( 0tt −δ ] 0tje ω−= ； 

（2）设 )(tu 为单位阶跃函数，则ℱ[ )(tu ] )(1 ωπδ
ω
+=

j
； 

（3）ℱ[1] )(2 ωπδ= ，ℱ[e ]tj 0ω )(2 0ωωπδ −= ；即有： 

)(2),(2 0
)( 0 ωωπδωπδ ωωω −== ∫∫

∞+

∞−

−−∞+

∞−

− tdetde tjtj  

 （4）ℱ[sin t0ω ] )]()([ 00 ωωδωωδπ −−+= j ， 

        ℱ[cos t0ω ] )]()([ 00 ωωδωωδπ −++= 。 

 

（二） 平稳随机过程（信号）的功率谱密度 

 

现在我们考虑在一有限时间区间上取值的平稳随机过程（信号）

});({ TtTt <<−ξ ，在均方意义下计算其 Fourier变换，即： 

tdetfX tfjT

TT
π

ξµξ 2])([ˆ)( −

−∫ −=   （ fπω 2= ） 

 则在这一区间上的功率谱分布为： 

0
2

)( 2

≥
T
fX T  

 这一功率谱函数的集平均为： 

{ }

τ
τ

τ

µξµξ

τπ
ξξ

π
ξξ

de
T

C

dtdtettE
T

T
fX

EfP

fjT

T

ttfjT

T

T

T

T
T

22

2

21
)(2

21

2

2
1)(

])([])([
2
1

2
)(

ˆ)(

21

−

−

−−

− −

∫

∫ ∫









−=

−−=













=
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其中： 
2

21 )()(, ξξξξξ µτττ −=−= RCtt  

 表示平稳随机过程（信号）)( fPT )(tξ 在时间区间 ),( TT− 上的平均功率随

频率 f 的分布，当 +∞→T 时，这一分布给出了功率谱密度，即： 

0)()(limˆ)( 2 ≥== ∫
∞+

∞−

−

+∞→
ττ τπ

ξξξξ deCfPfP fj
TT

 

上式给出了平稳随机过程（信号）{ });( +∞<<∞− ttξ 的功率谱密度的定义，

并且表明功率谱密度不可能为负。 

 

 功率谱密度的性质： 

（1） 功率谱密度 是实的； )( fPξξ

证明：由复平稳随机过程功率谱的定义，我们有： 

)()(

)()()(

2

22

fPdeC

deCdeCfP

fj

fjfj

ξξ
τπ

ξξ

τπ
ξξ

τπ
ξξξξ

ττ

ττττ

=′′−=

−==

′−∞−

∞+

∞+

∞−

∞+

∞−

∫

∫∫
 

（2） ； 0)( ≥fPξξ

（3） 自协方差函数是功率谱密度的 Fourier逆变换，即 

∫
∞+

∞−
= dfefPC fj τπ

ξξξξ τ
2)()(  

（4） 功率谱密度对频率的积分给出随机信号 )(tξ 的方差，即 

{ }∫
∞+

∞−
−==

2
)()0()( ξξξξξ µξ tECdffP  

（5） 若{ });( +∞<<∞− ttξ 是零均值的随机过程（信号），则协方差与相关函

数等价，即 )()( ττ ξξξξ R=C ，则有： 

0)()(ˆ)( 2 ≥== ∫
∞+

∞−

− ττ τπ
ξξξξξξ deRfPfS fj  

∫
∞+

∞−
= dfefSR fj τπ

ξξξξ τ
2)()(  

 以上两式所描述的关系称为 Wienner-Khinchine 定理：任意零均值的平稳
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过程的功率谱 （ ）和它的自相关函数)( fSξξ )( fPξξ )(τξξR 组成一对 Fourier变

换对。 

（6） 对于零均值的随机过程（信号） )(tξ ，功率谱的积分等于零滞后（ 0=τ ）

处的相关函数，即： 

)0(})({)( 2

ξξξξ ξ RtEdffS ==∫
∞+

∞−
 

（7） 若 )(tξ 是实的随机过程，则功率谱密度 是实的偶函数； )( fPξξ

（8） 均值为零，功率谱密度为非零常数的平稳随机过程（信号）称为白噪声

（信号），此时: 

)()(),()( 00 τδτξξ SRfSfS =+∞<<−∞= 。 

 

关于离散型平稳随机过程的功率谱密度： 

假设{ },2,1,0);( L±±=kkξ 为平稳随机序列，其相关函数满足： 

∞<∑
∞

∞−

)(kRξξ  

则称 

)()(ˆ)( πλπλ λ
ξξξξ ≤≤−= ∑

∞

∞−

− jkekRf  

为该序列的功率谱密度。 

 我们有： 

L,2,1,0)(
2
1)( ±±== ∫− kdefkR jk λλ
π

π

π

λ
ξξξξ  

 对于实的随机序列，由于 L2,1,0),()( =−= kkRkR ξξξξ ，因此有： 

)0(cos)(2)(
1

ξξξξξξ λλ RkkRf
k

+= ∑
∞

=

 

∫=
π

ξξξξ λλλ
π 0

)cos()(1)( dkfkR  

)()( λλ ξξξξ ff =−  
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 两个联合平稳的随机过程的互功率谱密度：设两个联合平稳的随机信号

)(),( tt ηξ ，其互协方差为 )(τξηC ，则有： 

ηξξηξη µµττ −= )()( RC  

若 0,0 == ηξ µµ ，则有 )()( ττ ξηξη RC = 。 

另外互相关系数为： 

)0()0(
)(

)(
ηηξξ

ξη
ξη

τ
τρ

CC
C

=  

我们定义 )(τξηC 的 Fourier 变换为两个联合平稳随机信号 )(),( tt ηξ 的互功

率谱密度，即： 

∫
∞+

∞−

−= ττ τπ
ξηξη deCfP fj 2)(ˆ)(  

注意，它是关于频率 f 的复函数，其实部称为同相谱（cospectrum），虚部称为

正交谱（quadrature spectrum）。 

 记： )}(exp{)()( fjfPf ξηξηξη φ=P ，称 )( fξηφ 的关于频率 f 的导数为群

延迟（group delay）。 

 

 注意：教材中定义互相关函数 )(τξηR 的 Fourier变换为两个联合平稳随机信

号 )(),( tt ηξ 的互功率谱密度，即 

∫
∞+

∞−

−= ττ τπ
ξηξη deRfS fj 2)(ˆ)(  

两种定义本质上是一致的。 

 由互相关函数的关系式 )()( ττ ξηηξ −= RR ，我们有： 

)(

)()(

)()(ˆ)(

2

22

fS

sdsesR

deRdeRfS

sfj

fjfj

ξη

π
ξη

τπ
ξη

τπ
ξηηξ

τ

ττττ

=

=−=

−=−=

∫

∫∫
∞+

∞−

−

∞+

∞−

∞+

∞−

−
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 同样，我们有： 

∫
∞+

∞−
= dfefSR fj τπ

ξηξη τ
2)(ˆ)(  

∫
∞+

∞−
= dfefSR fj τπ

ηξηξ τ
2)(ˆ)(  

令： 0=τ ，则有： 

∫
∞+

∞−
== dffSttER )(})()({ˆ)0( ηξηξ ξη  

注意以上式子解释的物理意义。 

 

例 1：随机电报信号的相关函数为： 

τλ
ξξ τ

2

4
1)( −= eR   λ为常数， +∞<<∞− τ  

求其功率谱密度。 

 解：由于 ∞<== ∫∫
∞+∞+

∞− λ
τττ λτ

ξξ 4
1

4
12)(

0

2 dedR ，因此功率谱存在。 

)(4

4
1

4
1

)()(

222

2

0

220 2

2

f

deedee

deRfS

fjfj

fj

πλ
λ

ττ

ττ

τπλττπλτ

τπ
ξξ

+
=

+=

=

−∞+ −−

∞−

∞+

∞−

−

∫∫

∫

 

若相关函数为 )1(
4
1)( 2 τλ

ξξ τ
−+= eR ，则必须应用δ －函数求解。即此时 

)(4
)(

4
1)1(

4
1)( 222

22

f
fdeefS fj

πλ
λδττπτλ

+
+=+= ∫

∞+

∞−

−−  

 

 例 2：随机相位正弦波信号的相关函数为： 

τωτξξ 0

2

cos
2

)( AR =  

求功率谱密度。 

 解：注意函数不是绝对可积的处理方法。 
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{ }

)2()]()([
4

)])2(exp[)])2(exp[
4

cos
2

)(

0000

2

00

2

2
0

2

fffffA

dfjdfjA

deAfS fj

πωδδ

ττπωττπω

ττω τπ

=++−=

+−+−=

=

∫ ∫

∫

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

−

 

 

 例 3：设有平稳随机信号 )(tξ ，其功率谱密度为： 

9)2(10)2(
4)2()(

24

2

++
+

=
ff

ffS
ππ

π
 

求该信号的相关函数和均方差。 

 解：略。 

 

（三） 具有随机输入的线性系统 

 

1． 线性系统（过程）的基本概念 

 

z 系统的分类 

线性与非线性、分布参数与集总参数等； 

描述方式：连续时间系统、离散时间系统； 

研究方法：输入输出模型（外特性）、状态空间模型（内部特性）； 

z 任意系统的输入输出关系可以表示为 

{ })()( tuLty =  

其中 )(tu 代表输入， )(ty 代表输出，L是一个算子。 

z 如果算子L是线性的，则称该系统为线性系统；满足下列条件的算子称为线

性算子： 

（1） ))(())(( tuLtuL αα = ，α 是任意常数 
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（2） ))(())(())()(( 2121 tuLtuLtutuL +=+  

z 如果输出 )(ty 在 t时的值只决定于在 t时的输入 )(tu 的值，则称该系统是瞬

时系统；不是瞬时的系统称为动态系统。 

z 一个系统在 t 时的输出完全由闭区间 [ ]tTt ,− 内的输入值所决定，其中

0>T ，则称该系统为记忆时间为T的记忆系统。 

z 在 t时的输出 )(ty 值仅与过去（包括现在的）输入值有关，而和将来的输入

值无关的系统称为可实现的系统，或称为具有因果性的系统。 

z 一个动态系统如果它的输入、输出是连续时间函数，而且可以用一组常微分

方程来描述，则称该系统为集总参数、连续时间动态系统。如果输入、输出

是离散时间函数，而且可以用一组差分方程来描述该系统，则称该系统为集

总参数、离散时间的动态系统。 

z 任何线性、集总参数的动态系统均可以表示成卷积形式： 

∫
+∞

∞−
= τττ duthty )(),()(  

其中 ))((),( τδτ −= tLth 。 

对于具有因果性的动态系统，有 )(0),( tth >= ττ ，因此输入输出关系

可以写成为： 

∫ ∞−
=

t
duthty τττ )(),()(  

z 一个系统它的输入在时间轴上有一个平移，输出也有同样的平移，即：

)}({)( ττ −=− tuLty

)()}({

，则称该系统为时不变系统，对于时不变系统有，

ττδ −=− thtL 。因此，对于线性、时不变、具有因果性的动态系统，

有： 

∫∫
∞

∞−∞−
−=−= ττττττ duthduthty

t
)()()()()(  

z 本课程主要讨论的是线性、定常、时不变、具有因果性（可实现）的动态系

统。 

 

2． 卷积法 
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一般线性、集总参数的动态系统L的输入输出关系可以由卷积表示为： 

∫
∞+

∞−
= τττ dxthty )(),()(  

其中： )}({),( τδτ −= tLth 是系统对冲激信号的响应。 

 如果系统具有因果性，即满足： tth >= ττ ,0),( ，则上式为： 

∫ ∞−
=

t
dxthty τττ )(),()(  

 如果系统还具有时不变性，即满足： )()}({ ττδ −=− thtL ，则输入输出关

系为： 

)}({)()()()()( txLdxthdxthty
t

=−=−= ∫∫
∞+

∞−∞−
ττττττ  

 给定一个线性系统，冲激响应 )}({),( τδτ −= tLth 由此系统唯一确定，我

们主要研究具有因果性的时不变线性系统。此系统的输入输出关系由上式确定。

如果输入信号 )(tξ 是一随机信号，则输出 )(tη 也为一随机信号，随机信号的输

入输出关系可以表示为： 

)}({)()()()()( tLdthdtht
t

ξττξτττξτη =−=−= ∫∫
∞+

∞−∞−
 

下面研究当给定一平稳随机信号时，系统输出的统计特性。研究的方法主要

有卷积法和功率谱密度法。 

 现给定一RC电路（线性系统），输入信号为平稳随机信号{ }0);( ≥ttξ ，其

均值为零，相关函数为
τβ

ξξ στ −= eR 2)( ，给定零初始条件 0)0 =−(η ，求输出

)(tη 的统计特性。 

 RC电路（线性系统）的冲激响应为： 







<

≥
=

−

0,0

0,
)(

t

te
th

tαα
 

则输入随机信号{ }0);( ≥ttξ （注意：零时接入信号）经过此系统后的输出为： 

∫∫

∫∫
−=−=

−=−=
∞−

∞+

∞−

tt

t

udutuhdth

dthdtht

00
)()()()(

)()()()()(

ξττξτ

ττξτττξτη
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由此可知： 0)}({ =tE η ，相关函数为： 

{ }

dvduvuRvthuth

dvduvuEvthuth

vdvvthuduuthE

ttEttEttR

t t

t t

tt

)()()(

)}()({)()(

)()()()(

)}()({})()({),(

20 0 1

20 0 1

0 20 1

212121

1 2

1 2

21

−−−=

−−=

−⋅−=

==

∫ ∫

∫ ∫

∫∫

ξξ

ηη

ξξ

ξξ

ηηηη

 

将
τβ

ξξ στ −= eR 2)( 和冲激响应代入，我们有： 

（a） t 时： 21 t<

}

{

)1(1

),(

)()()(

)()()(
22

2

0

22

)(2)(

0

)(

)(2

0

)(

0

)(
21

212112

121212

211

2 21 1

21 1

tttttt

tttttt

uuututt

uvt

u

vtt ut

vuu vtt ut

eee

eee

dueeeeee

dvdueee

dvdueeettR

βααβα

ααβ

αββααα

βαα

βαα
ηη

ααα

ββα
βα

ασ
αβ

σα

σαα

σαα

+−+−+−

+−−−−−

−−−

−−−−−−

−−−−−−

−−+

++−
−

=

−⋅
+

=

+

=

∫

∫∫

∫∫

 

（b） 时： 21 tt >

}

{),(

)()()(

)()()(
22

2

21

212121

212121

tttttt

tttttt

eee

eeettR

βααβα

ααβ
ηη

ααα

ββα
βα

ασ

+−+−+−

+−−−−−

−−+

++−
−

=
 

 合并以上的两式，我们有： 

     

}

{),(

)()()(

)(
22

2

21

212121

212121

tttttt

tttttt

eee

eeettR

βααβα

ααβ
ηη

ααα

ββα
βα

ασ

+−+−+−

+−−−−−

−−+

++−
−

=
      （C） 

现在令 t 2121 ,, ttt −=∞→∞→ τ ，则有： 

        )(}{),(
22

2

21 τβα
βα

ασ
ηη

τατβ
ηη ReettR =−

−
= −−         （D） 
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以上的（C）式表明，在 0=t 时接入随机信号 )(tξ ，此时有一瞬态过程，因此

输出是非平稳的；（D）式表明，经过了瞬态达到稳态后，系统输出为平稳过程。 

 考虑一般的情形：一个具有因果性的时不变线性系统，其冲激响应为

0),( >tth ，输入为平稳的（复）随机信号 )(tξ ，则系统的输出为： 

∫ −=
t

duuutht
0

)()()( ξη  

因此，有： 

∫ −=
t

duuuthtE
0

)()()}({ ξµη  

dudvvuRvthuthttEttR
t t

),()()(})()({),( 1 2

0 0 212121 ξξηη ηη ∫ ∫ −−==  

 如果只考虑进入稳态后的系统输出，只要将输入信号在 −∞=t 时接入动态

系统，那么当 0>t 时系统已趋于稳态，此时有： 

∫∫∫
∞+

∞−

∞+

∞−∞−
−=−=−= duutuhduuuthduuutht

t
)()()()()()()( ξξξη  

 因此，对于复平稳过程，此时有： 

∫
∞+

∞−
= duuhtE )()}({ ξµη ＝常数 

)(

)()()(

)()()(

)()()(

),()()(})()({),(

21

21

212121

τ

τ

ηη

ηη

ξξ

ξξ

ξξ

ξξηη

R

dudvvuRvhuh

dudvvuttRvhuh

dudvvuRvthuth

dudvvuRvthuthttEttR

=

+−=

+−−=

−−−=

−−==

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

 

因此，此时的输出为一平稳随机信号。 

 例：给定由如下微分方程确定的线性系统： 

)(4)(6)()(10)(7)( 2

2

2

2

tete
dt
dte

dt
dtiti

dt
dti

dt
d

++=++  

求电流 )(ti 对激励 )()( tte δ= 的冲激响应。 

 解：系统的冲激响应 )(th 满足的方程： 
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)(4)(6)()(10)(7)(2

2

tttthth
dt
dth

dt
d δδδ +′+′′=++  

其齐次解为： 

)0()( 5
2

2
1 +

−− ≥+= teAeAth tt  

利用冲激函数匹配法，我们有： 














<<

+=

++′=

++′+′′=

+− )00(

)()()(

)()()()(

)()()()()(
2

2

t

tubtath

tuctbtath
dt
d

tudtctbtath
dt
d

∆δ

∆δδ

∆δδδ

 

代入方程，有： 

[ ] [ ]
[ ] )(4)(6)()()(10

)()()(7)()()()(
ttttubta

tuctbtatudtctbta
δδδ∆δ

∆δδ∆δδδ
+′+′′=++

+++′+++′+′′
 

比较两边系数，有： 

1,1,1 =−== cba  

1)0()0(;1)0()0( =+=−=+= −+−+ h
dt
dch

dt
dhbh  

代入 )(th ，我们有： 





=−=⇒
=−−
−=+

3
1,

3
4

152
1

21
21

21 AA
AA

AA
 

由于a ，由此可得系统的冲激响应为： 1=

)(
3
1

3
4)()( 52 tueetth tt 






 +−+= −−δ  

  

3． 功率谱密度法 

 

设输入为复平稳随机信号 )(tξ ，相关函数为 )(τξξR ，功率谱密度为 ，

则由上面的内容，我们有： 

)( fSξξ
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∫
∞+

∞−

−= ττ τπ
ξξξξ deRfS fj 2)()(  

∫
∞+

∞−
= dfefSR fj τπ

ξξξξ τ
2)()(  

因为 

dudvvuRuhvhR )()()()( +−= ∫ ∫
∞+

∞−

∞+

∞−
ττ ξξηη  

于是有： 

[ ] ττ

ττ

τπ
ξξ

τπ
ηηηη

dedudvvuRuhvh

deRfS

fj

fj

2

2

)()()(

)()(

−∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

−∞+

∞−

∫ ∫∫

∫

+−=

=
 

作变换： vussvu −+=⇒=+− ττ ，我们有： 

)()(

)()()(

)()()(

)()()()(

2

222

)(2

fSjfH

fSjfHjfH

dsesRdueuhdvevh

dsdudvesRuhvhfS
sfjufjvfj

vusfj

ξξ

ξξ

π
ξξ

ππ

π
ξξηη

=

⋅⋅=

⋅⋅=

=

∫∫∫

∫ ∫ ∫
∞+

∞−

−∞+

∞−

−∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

−+−

 

即： 

)()()( 2 fSjfHfS ξξηη =  

其中： 

tdethjfH tfj∫
∞+

∞−

−= π2)(ˆ)(  

称为系统的转移函数。 

 因此我们有： 

dfefSjfH

dfefSR
fj

fj

∫

∫
∞+

∞−

∞+

∞−

=

=

τπ
ξξ

τπ
ηηηη τ

22

2

)()(

)()(
 

 

4． 联合平稳信号的情形 

 

上面我们已经给出了两个联合平稳随机信号的互相关函数和互功率谱密度

之间的关系，即： 
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∫
∞+

∞−

−= ττ τπ
ηξηξ deRfS fj 2)(ˆ)(  

∫
∞+

∞−
= dfefSR fj τπ

ηξηξ τ
2)(ˆ)(  

现在研究具有因果关系的线性时不变系统，输入随机信号为平稳信号 )(tξ ，输

出为 )(tη ，考察进入稳态后的系统输出，此时我们有： 

      

duuRuhdututRuh

dutuRuthdutuRuth

dutuuthEttEttR

∫∫

∫∫

∫

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

−=−−=

−−=−=

−==

)()()()(

)()(),()(

})()()({})()({),(

21

2121

212121

τ

ξξξη

ξξξξ

ξξξξ

ηξ

    （E） 

此式表明，输入相关函数与系统的冲激响应的卷积为输出与输入的互相关函数。 

 另外，由上式，我们有： 

)()(

)()()(

)()()(

)()()(

),()(

})()()({})()({),(

21

21

12

12

212121

ttR

dudvvuRuhvh

dudvvtutRuhvh

dudvvuRuthvth

dvvtRvth

dvvvthtEttEttR

−==

+−=

+−−=

−−−=

−=

−==

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

∫

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

ττ

τ

ξηηη

ηη

ξξ

ξξ

ξξ

ηξ

ηη

 

我们令：v ，由上式可以得到： v−=′

          

∫

∫ ∫
∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

′′−′−=

′−−′−=

vdvRvh

dudvvuRuhvhR

)()(

)()()()(

τ

ττ

ηξ

ξξηη

       （F） 

即输出信号 )(tη 的相关函数是 )(τηξR 与 )( th − 的卷积。 

 由式子（E）和（F），我们有： 

)()()()(

)()()(ˆ)(
)(2

22

fSjfHdudvevRuh

deduuRuhdeRfS
vufj

fjfj

ξξ
π

ξξ

τπ
ξξ

τπ
ηξηξ ττττ

⋅=⋅=

⋅−==

∫ ∫

∫ ∫∫
∞+

∞−

∞+

∞−

+−

∞+

∞−

∞+

∞−

−∞+

∞−

−
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)()(

)()()(

)()(

)()(

)()()(

)()(

)(ˆ)(

2

22

)(2

2

2

fSjfH

fSjfHjfH

jfHfS

dvevhdsesR

svdsdvesRvh

dedvvRvh

deRfS

vfjsfj

svfj

fj

fj

ξξ

ξξ

ηξ

ππ
ηξ

π
ξξ

τπ
ηξ

τπ
ηηηη

τ

ττ

ττ

⋅=

⋅⋅=

⋅=

−⋅=

=−⋅−=

⋅−−=

=

∫∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

∞+

∞−

∞+

∞−

−

∞+

∞−

∞+

∞−

+−

∞+

∞−

∞+

∞−

−

∞+

∞−

−

 

 若 )(tξ 和 )(tη 是联合平稳的随机信号，令： )()()( tttX ηξ += ，则有： 

)()()()(

})]()([)]()({[

})()({)(

ττττ

ηξτητξ

ττ

ηξξηηηξξ RRRR

ttttE

tXtXERXX

+++=

++++=

+=

 

即有： 

)()()()()( fSfSfSfSfSXX ηξξηηηξξ +++=  

由： )()( fSfS ηξξη = ，可以保证上式是实的。 

 若 )(tξ 和 )(tη 的均值为零，且 )(tξ 和 )(tη 正交，则有： 

0)()(,0)(,0)( ==⇒== fSfSRR ηξξηηξξη ττ  

因此有： 

)()()( fSfSfSXX ηηξξ +=  

)()()( τττ ηηξξ RRRXX +=  

 

（四）平稳随机信号的谱分解定理及抽样定理 
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1． 谱分解定理 

 

（1） 随机振幅的简谐振动叠加 

给定一随机过程： 

∑
∞

−∞=

=
n

tj
n

net ωηξ )(  

其中{ },2,1,0; L±±=nnη 为一列复随机变量，且 0}{ =nE η ， nmnmn δσηη 2}{ =E ，

，{∞<n
2σ ,0; ±=nn∑

∞

−∞=n
},2,1 L±ω 为任意一列实数，则有： 

0)}({ =tE ξ  

steestE
n

j
n

n

stj
n

nn −=== ∑∑
∞

−∞=

∞

−∞=

− τσσξξ τωω ,})()({ 2)(2  

 因此，随机过程 )(tξ 是平稳随机过程，且具有离散的功率谱，谱线位于 nω 处。

此过程可以看作具有随机振幅的简谐振动叠加。 

 

考察另一随机过程： 

∞<<∞−+=∑
=

tttt
N

n
nnnn ,}sincos{)(

1
ωηωξξ  

其中 { }1; Nnn ≤≤ξ 和 }1;{ Nnn ≤≤η 是互不相关的实的随机变量序列，

Nωωω ,,2 L,1 为任意实数，且 

0}{,0}{ == nn EE ηξ  

NmnE mn ≤≤= ,1,0}{ ηξ  

nmnmnmn EE δσηηξξ 2}{}{ ==  

则有： 

0)}({ =tE ξ  

stststE
N

n
nn

N

n
nn −==−= ∑∑

==

ττωσωσξξ ,cos)(cos)}()({
1

2

1

2  
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因此，随机过程 )(tξ 是平稳随机过程，且具有离散的功率谱，谱线位于 nω 处，

在 nω 处的功率为 2
nσ 。此过程可以看作具有随机振幅的简谐振动叠加。 

 对于确定性信号，我们有： 

fdfeFdeFtf tjtj πωωωω
π

ωω 2,)()(
2
1)( === ∫∫

∞+

∞−

∞+

∞−
 

 问题：对于任意的平稳过程是否可以分解为具有随机振幅的简谐振动的叠

加？ 

 

（2） 谱分解定理 

 

定理：（谱分解定理）设{ });( +∞<<∞− ttξ 是一均值为零均方连续的平稳

过程，则 )(tξ 可以表示为 

ffdZet tj πωξ ω 2,)()( == ∫
∞+

∞−
 

其中： 

tdt
tj

emilfZ
T

T

tj

T
)(1

2
1)( ξ
π

ω

⋅
−

−
= ∫−

−

∞→
••  

且 )( fZ 具有以下性质： 

（a） 0)}({ =fZE  

（b）若区间 与),( 111 fff ∆+ ),( 222 fff ∆+ 不相重叠，则有 

0})]()([)]()({[ 222111 =−∆+−∆+ fZffZfZffZE  

 （c） )()(})()({ 12

2

12 fFfFfZfZE −=−  

其中 )( fF 为随机过程 )(tξ 的功率谱函数，即 

∫ ∞−
=

f
dSfF ττξ )()(  

我们称 )( fZ 为随机过程 )(tξ 的随机谱函数。它是由随机过程 )(tξ 确定，参数

为频率 f 的正交增量随机过程。 
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 引理 1：设随机过程{ });( ∞<<∞− ffZ 为正交增量过程，则存在一非降

函数 )( fF ，满足： 

)(,)()(})()({ 1212

2

12 fffFfFfZfZE ≥−=−  

 证明：任意固定一点 ，令： 0f







<−−
≥−

=
0

2

0

0

2

0

};)()({
};)()({

)(
fffZfZE
fffZfZE

fF  

则 )( fF 非降且满足上式。 

 引理 2：设随机过程{ });( ∞<<∞− ffZ 为正交增量过程，且由引理 1 中

确定的 )( fF 有界，则积分 在均方意义下存在。 ∫
∞+

∞−
)( fdZe tjω

 引理 3：设 )(tξ 为均方连续的平稳过程，且其谱函数 )( fF 连续，则以下积

分在均方意义下存在。 

ftdt
tj

emilfZ
T

T

tj

T
πωξ

π

ω

2,)(1
2
1)( =⋅

−
−

= ∫−
−

∞→
••  

 谱分解定理的证明： 

（A） 谱函数 )( fF 连续的情形： 

此时，由引理 3，我们定义： 

ftdt
tj

emilfZ
T

T

tj

T
πωξ

π

ω

2,)(1
2
1)( =⋅

−
−

= ∫−
−

∞→
••  

 现验证这样定义的 )( fZ 满足定理中关于它的三条性质。 

（a） 由 0)}({ =tE ξ ，可知 0)}({ =fZE 。 

（b） 设在 f 轴上任意取两点 ，且21 ,ss 21 ss < ，则 
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[ ]{ }

[ ] ∫∫

∫∫∫

∫∫∫

∫ ∫

∫

=−−−⋅=





 −

−
−

=





 −

−
−

=

⋅
−

=









⋅
−

=

=−

∞+

∞−

∞∞∞+

∞−

∞+

∞−∞→

∞+

∞− −

−

∞→

−∞→

2

1

12

12

)()()sgn()sgn(
2
1

)()(2sin)(2sin1

)()(2sin)(2sin1lim

)(
2

lim

)(
2

)(lim

)()()(

2
12

2

0
1

0
22

0
1

0
22

)(2
22

22

12

s

s

tfjtfj

tfj

TTtfj

T

T

T

utfj
usjusj

T

T

T

usjusj

T

fdFefdFfsfse

fdFud
u

ufsud
u

ufse

fdFud
u

ufsud
u

ufse

fdFude
uj
ee

udu
uj
eetE

sZsZtE

ππ

π

π

π
ππ

ππ

ππ
π

ππ
π

π

ξ
π

ξ

ξ

 以上式子计算利用了 Dirichlet积分，即： 











<−

=

>

=∫
∞+

0,
2

0,0

0,
2sin

0

λπ
λ

λπ

λ td
t

t
 

因此有： 

)sgn(
2
1sin1

0
λλ

π
=∫

∞+
td

t
t

 

 再设在 f 轴上另外取两点 ，且43 ,ss 43 ss < ，则 

[ ] )()sgn()sgn(
2
1

)()(2sin1)(2sin1lim

)(
2

lim

})]()([)({
2

lim

})]()([)]()({[

2

1

2

1

2

1

43

43

34

0
3

0
4

2
22

12

22

1234

fdFfsfs

fdFtd
t

tfstd
t

tfs

fdFtde
tj
ee

tdsZsZtE
tj
ee

sZsZsZsZE

s

s

s

s

TT

T

s

s

T

T

tfj
tsjtsj

T

T

T

tsjtsj

T

∫

∫ ∫∫

∫ ∫

∫

−−−=





 −

−
−

=

⋅
−

=

−
−

=

=−−

∞→

−

−−

∞→

−

−−

∞→

π
π

π
π

π

ξ
π

π
ππ

ππ

 

由此可知，当 4321 ssss <≤< 或 2143 ssss <≤< 时，有： 

0})]()([)]()({[ 1234 =−− sZsZsZsZE  
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（c） 当 4213 , ssss == 时，有： 

)()(})()({ 12

2

12 sFsFsZsZE −=−  

最后证明： 

ffdZet tj πωξ ω 2,)()( == ∫
∞+

∞−
 

由均方积分的定义可知，只要证明： 

0)()(lim
2

=




 − ∫−∞→

A

A

tj

A
fdZetE ωξ  

 因为： 

{ } { }
{ } { }∫∫

∫∫

∫

−−

−−

−

−−

+=

=




 −

A

A

tjA

A

tj

A

A

tjA

A

tj

A

A

tj

fdZetEfdZetE

fdZefdZeEttE

fdZetE

)()()()(

)()()()(

)()(
2

ωω

ωω

ω

ξξ

ξξ

ξ

 

 分别计算以上式子的四项： 

{ } )0()()( ξξξ RttE =  

{ } ∑∫
−

=
+

′−

∞→−
−=

1

1
1 })]()([)({lim)()(

n

k
kk

tj

n

A

A

tj fZfZtEefdZetE k ξξ ωω  

上面的式子利用了均方积分的定义，其中 

1+<′< kkk ωωω ， AfffA n =<<<<− L21 ， kk fπω 2=  

而取极限时要求 ，∞→n 0}max{ 1 →−= + kk ffλ 。 

 利用上面的推导结果，我们有： 

{ }
∑ ∫

∑∫
−

=

′−

∞→

−

=
+

′−

∞→−

+=

−=

1

1

1

1
1

1 )(lim

})]()([)({lim)()(

n

k

f

f

tjtj

n

n

k
kk

tj

n

A

A

tj

k

k

k

k

fdFee

fZfZtEefdZetE

ωω

ωω ξξ
 

故： 

{ } )0()()()(lim ξ
ωξ RfdFfdZetE

A

A

tj

A
== ∫∫

∞+

∞−−∞→
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同理有： 

{ } )0()()(lim ξ
ωξ RfdZetE

A

A

tj

A
=∫−∞→

 

 另外： 

{ }

[ ]

)0()(

)()(limlim

)]()([)]()([limlim

)()(lim

1

1
1

1

1
1

1

1
1

ξ

ωω

ωω

RfdF

fFfF

fZfZefZfZeE

fdZefdZeE

n

k
kknA

n

i
ii

tj
n

k
kk

tj

nA

A

A

tjA

A

tj

A

ik

==

−=













 −⋅



 −=

=

∫

∑

∑∑

∫∫

∞+

∞−

−

=
+∞→∞→

−

=
+

′′
−

=
+

′

∞→∞→

−−∞→

 

因此有： 

{ } { }
{ } { }

0)0()0()0()0(

)()()()(

)()()()(

)()(
2

=−−+=

−−

+=

=




 −

∫∫

∫∫

∫

−−

−−

−

ξξξξ

ωω

ωω

ω

ξξ

ξξ

ξ

RRRR

fdZetEfdZetE

fdZefdZeEttE

fdZetE

A

A

tjA

A

tj

A

A

tjA

A

tj

A

A

tj

 

 至此，我们证明了当 )( fF 为连续时的谱分解定理。 

（B） 谱函数 )( fF 有不连续点的情形 

此时，在 )( fF 的连续点处，仍然以 

ftdt
tj

emilfZ
T

T

tj

T
πωξ

π

ω

2,)(1
2
1)( =⋅

−
−

= ∫−
−

∞→
••  

定义 )( fZ ；而在 )( fF 的间断点处，定义： 

[ ])0()0(
2
1)( ++−= fZfZfZ  

此时谱分解定理中的三条性质仍然满足。 

 注 1： )( fZ 是一随机过程，称为谱过程。以后我们将证明，当 )(tξ 是一平
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稳的正态过程时，谱过程 )( fZ 也是一正态过程。 

)f

)f

(1 fZ=

∫

∫

−

∞+

∞−

−

=

)

)

2dZt

f

ω

Z

{E

2}

{[})

+

= E

{[ 1dZ

 注 2：谱分解定理表明：一个零均值的均方连续的平稳随机过程，可以看作

许多元谐波震荡的叠加，元谐波为 ，这些震荡覆盖了整个频率轴上，

它的复振幅为随机的

)( fdZe tjω

(dZ ，不同频率的复振幅是不相关的，复振幅的均值为

零，复振幅的方差为 (dF ，即该频率的功率。 

 注 3：当 )(tξ 为一实的零均值均方连续的平稳随机过程时， )( fZ 仍然是一

复的随机过程，设 )())( 2 fjZfZ + ，则有： 

[ ]∫∫

∫

∫

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞

∞+

∞−

∞+

∞−

++

+=

+⋅+=

)(sin)(cos

)(sin(cos

)]()([)sin(cos()(

1

21

21

fdZtfj

fdZtdZt

fjdZfdZtjtfdZet tj

ω

ωω

ωωξ ω

 

由于 )(tξ 为一实过程，因此上式的虚部为零，因此有： 

)()( 11 fZfZ −=  

)()( 22 fZf −−=  

故有： 

)()( fZfZ =−  

 现在设在 f+ 和 f− 处分别有两个微元频率区 和df df− ，由于两个区域不

相交叠，故有： 

0})()( =− fdZfdZ  

而 

0})]({[)}()({)]({[

})](()({
2

221
2

1

2

=−=

=−

fdZEfdZfdZjEfdZE

fdZfdZfdZE
 

因此有： 

})]({[})]( 2
2

2 fdZEfE =  
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0)}()({ 21 =fdZfdZE  

即 和 是不相关的。 )(1 fZ )(2 fZ

 另外， 

})]({[})]({[})({)( 2
2

2
1

2 fdZEfdZEfdZEfdF +==  

故： 

)(
2
1})]({[})]({[ 2

2
2

1 fdFfdZEfdZE ==  

 

2． 抽样定理 

 
 如何从抽样信号中恢复原连续信号，以及在什么条件下才可以无失真地完成

这种恢复? 著名的“抽样定理”对此作出了明确而精辟的回答。抽样定理在通

信系统、信息传输理论、控制理论等方面占有十分重要的地位，许多近代通信

方式（如数字通信系统）都以此定理作为理论基础。 

 对于确定性信号，时域抽样定理说明：一个频率受限的信号 )(tf ，如果频

谱只占据 mm ωω ~− 的范围，则信号 )(tf 可以用等间隔的抽样值唯一地表示，

而抽样间隔时间必须不大于 m1 （奈奎斯特（Nyquist）间隔），其中f2/ mfm πω 2= ，

或者说，最低抽样频率为 （奈奎斯特（Nyquist）频率）。 mf2

 下面我们将确定性信号的抽样定理推广到随机信号的情形。 

设{ });( +∞<<∞− ttξ 是一均值为零均方连续的平稳过程，它的功率谱密

度限于 ( 之间，即当), cc ff− cff > 时， 0)( =fSξ 。由谱分解定理， )(tξ 可以

表示为： 

     （*） +∞<<∞−=== ∫∫ −

∞+

∞−
tffdZefdZet c

c

f

f

tjtj ,2,)()()( πωξ ωω

 现在令一频率函数为： 

f
ff
ffe

fg
c

c
tj

πω
ω

2
,0

,
)( =





≥
<

=  
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设
c

c f
t

t
f

2
11

0
0

=⇒=2 （常数）。 

 将以上定义的 )( fg 展成 Fourier级数，有： 

c
tjn

n ffecfg <=∑
∞

∞−

,)( 0ω  

其中： 

)(2
)(2sin

2
1)(

2
1

0

000

tntf
tntfdfee

f
dfefg

f
c

c

cf

f

tjntj

c

f

f

tjn

c
n

c

c

c

c −
−

=== ∫∫ −

−

−

−

π
πωωω  

即有： 

∞<<∞−=<⋅
−
−

== ∑
∞

∞−

tfffe
tntf

tntfefg c
tjn

c

ctj ,2,,
)(2

)(2sin)( 0

0

0 πω
π
π ωω  

将上式代入（*），得： 

∑ ∫

∫ ∑

∞

∞−
−

−

∞

∞−









⋅
−
−

=

⋅
−
−

=

c

c

c

c

f

f

tjn

c

c

f

f

tjn

c

c

fdZe
tntf

tntf

fdZe
tntf

tntft

)(
)(2

)(2sin

)(
)(2

)(2sin)(

0

0

0

0

0

0

ω

ω

π
π

π
πξ

 

由（*）可知： 

∫−= c

c

f

f

tjn fdZetn )()( 0

0
ωξ  

因此有： 

+∞<<∞−
−
−

⋅= ∑
∞

∞−

t
tntf

tntftnt
c

c ,
)(2

)(2sin)()(
0

0
0 π

πξξ  

此即为随机信号的抽样公式，即抽样定理。 

 

习题：P445：1、2（3、4）、3、4、5、7、8、11、14。 
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第六章  高斯（Gauss）过程 

 

（一） 多元正态（Gauss）分布 

 

1．n元正态分布的定义 

定 义 ： 设
T

n ),,,( 21 ξξξξ L= 是 元 随 机 向 量 ， 其 均 值 为n

T
n ),,,( 21 µµµµ L= ，其中 niE ii ,,2,},{ L1== ξµ ，令： 

nkiEb kkiikiik ,,2,1,)},)({(),cov( L=−−== µξµξξξ  

则可得ξ的协方差矩阵为： nnikbB ×= )( ，注意矩阵B为一非负定对称矩阵，我

们有如下的定义： 

（1） 如果B是一正定矩阵，则 元随机向量n T
n ),,,( 21 ξξξξ L= 服从正态分布

时的概率分布密度为： 

)}()(
2
1exp{

)2(
1)(),,,( 1

2/12/21 µµ
πξξ

−−−== − xBx
B

xfxxxf T

n

T

nL  

   其特征函数为： 

       }
2
1exp{)(),,,( 21 tBttjtttt

TTT

n −⋅=Φ=Φ µ
ξξ

L       (A) 

   n元随机向量服从正态分布记为： ),(~ BN µξ 。 

（2） 如果B不是一正定矩阵，则由（A）可以定义一特征函数，由此特征函数

对应的分布函数我们定义为 元正态分布，仍记为n ),(~ BN µξ 。 

 

2．n元正态分布的边缘分布 

定理：设
T

n ),,,( 21 ξξξξ L= 为服从 元正态分布的随机向量，即n

),(~ BN µξ ，则ξ的任意一个子向量 nm
mkk k ≤),,,,

1
(

1
ξξξ L 仍服从正态分布。 
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3．n元正态分布的独立性 

定理： 元正态分布的随机变量n nξξξ ,,, 21 L 相互独立的充分必要条件是它

们两两不相关。 

定理：设 ),,,( 21 n

T
ξξξξ L= 为正态分布的随机向量，且

T
T

),( 21 ξξξ =  









=

2221

1211

BB
BB

B  

其中： 分别是2211,BB 21 ,ξξ 的协方差矩阵， 是由12B 1ξ 及 2ξ 的相应分量的协方

差构成的矩阵， ，则
TBB 2112 = 1ξ 与 2ξ 相互独立的充分必要条件是 。 012 =B

  

 4．正态随机变量线性变换后的性质 

 （ 1 ） 设 ),(~),,,( 21 BN
T

n

T
µξξξξ L= ， ),,,( 21 n

T
µµµµ L= ，

ξξζ ⋅== ∑
=

Tn

k
kk aa

1
， ),,,( 21 n

T
aaaa L= ， 则 有 µζ ⋅=

T
aE }{ ，

aBaD
T

=}{ζ 。 

 （2）令C ，nmjkc ×= )( ξη C= ，则有： 

TCBCDCE == }{,}{ ηµη  

 （3） ),(~),,,( 21 BN
T

n

T
µξξξξ L= 的充分必要条件是： 

),(),(~
1 111

aBaaNbaaaNaa
TTn

k

n

i
kiik

n

k
kk

Tn

k
kk µµξξζ ===∀ ∑∑∑∑

= ===

 

 （4）若 ),(~),,,( 21 BN
T

n

T
µξξξξ L= ， nmjkcC ×= )( 为任意的矩阵，则

有： ξη C= 为服从 元正态分布，即m )TCBCCη = ,(~ CN µξ 。 

 （5）若 ),(~),,,( 21 BN
T

n

T
µξξξξ L= ，则存在一正交矩阵U ，使得

ξη TU= 是一独立正态分布的随机向量，它的均值为 µTU ，方差为矩阵B的特

征值。 

 （6） 维正态随机变量 的每一个分量都是正态变量；反n ),,,( 21 nXXX L



中科院研究生院 2009～2010第一学期  随机过程讲稿  孙应飞 

之，若 都是正态随机变量，且相互独立，则 ( 是

维正态随机变量。 

nXXX ,,, 21 L

,,,( 4321 XXXX

{}{
}{

21

4321

EXXE
XXXX

=

),,, 21 nXXX L

4,3,2,1,0} == iX i

}{} 3241 XXEXX

n

YX ,








+

2
2

2

21

2
σσσ
yrxy

2
2

2
1

2

=
12

),(
πσ

yxf

}{ σσXYE

E

2
, πϕ −= r















−

2

1

2
2
2 σ

σ
σ

xry=
)(
),()(

xf
yxfxy

X

{ } 2
2

1

2
2

2

X
r
σ
σ

 

5．例子 

z 设 为服从正态分布的随机向量，且 ，

试证明： 

) {E

{}{}{} 423143 EXXEXXEXX
E

++
 

 证明：见教材 P466。 

注意：此结论非常重要，经常会被应用。 

z 设 是服从均值为零的正态分布二维随机变量，其联合概率密度为： 









−

−
−

− 2
1

2

22
2

)1(2
1exp

1
1

σσ
x

rr
 

则 

2
2

2
1

22
21 2}{, σσσσ rYXEr +==  

{ } [ ]ϕϕϕ
π
σσ cossin2 21 +=XY  

其中：
2

sin πϕ << 。 

 证明：由联合分布可以求得边缘分布和条件分布为： 








−=

2
1

2

1 2
exp

2
1)(

σσπ
xxf X  







−
−

−
= 2

2
2 )1(2

1exp
12
1

σπ rr
f XY  

由此可得： 

{ } 2
2

22

1

2 )1(, rXYEX
r

XYE σ
σ
σ

+−==  
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因此，我们有： 

{ } { }{ } { }{ }

{ } 21
2

1

2 σσ
σ
σ

rXE
r

XYXEEXXYEEXYE

==

==
 

{ } { }{ } { }{ }

{ } { }

{ } { } { }[ ]2222
1

2
2

22
1

2
2

4
12

1

2
2

2
2

1
2
2

24
2

1

2
2

2
22

2
2

222222

22

3)1()1(

XYEYEXEr

rrXErXEr

XYEXEXYXEEYXE

+=+=

⋅+−=+−=

==

σσσσ

σ
σ
σ

σσ
σ
σ

σ  

另外 

{ }





 +−=

−=

−=

=

∫ ∫∫ ∫

∫∫

∫∫∫∫
∫∫

∞−

∞∞

∞−

<

<>

0

00

0

21

0

00

),(),(2

),(2}{

),(),(

),(

dxdyyxxyfdxdyyxxyfr

dxdyyxxyfXYE

dxdyyxxyfdxdyyxxyf

dxdyyxfxyXYE

xy

xyxy

σσ

 

令： 










=

=

2

1

σ

σ
yv

xu
 

则有： 

{ } [ ]

∫ ∫

∫ ∫

∞

∞−

∞

∞−
























+








−
−

−
−

−=









+−
−

−
−

−=

0

0
2

2

22

21
21

0

0
22

22

21
21

12
1exp

1
2

2
)1(2

1exp
1

2

dudvv
r
rvuuv

r
r

dudvvruvu
r

uv
r

rXYE

π
σσσσ

π
σσσσ

 

令： 







=
−
−

=

vR
r
rvuR

θ

θ

sin
1

cos
2  
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则有： 





=
+−=

θ
θθ

sin
sincos1 2

Rv
rRRru

 

θ
θ

dRdrRdudvrR
R

vu 22 11
),(
),(

−=⇒−=
∂
∂

 

因此有： 

{ }

[ ]

[ ]

[ ]ϕϕϕ
π
σσ

θθθ
π
σσσσ

θθθθ
π
σσσσ

θθθθ
π
σσ

σσ

cossin2

2sin
4
1

2
1sin1

2
14

sincos1sin4

}
2

exp{sincos1sin2

21

0

arccos

2221
21

0

arccos

221
21

0

0

arccos

2
221

21

+=





 −+−−=

+−−=

−+−−

−=

−

−

∞

−

∫

∫ ∫

r

r

r

rrrr

drrr

RdRdRrRRrR

rXYE

 

其中：
22

,sin πϕπϕ <<−= r 。 

 

（二） 高斯（正态）过程 

 

定义：如果随机过程{ });( Ttt ∈ξ 的有限维分布均为正态分布，则称此随机

过程为高斯过程或正态过程。正态过程是二阶矩过程。 

设 Tttt n ∈,,, 21 L ，则由正态过程的定义，有： 

)}()(
2
1exp{

)2(
1),,,( 1

2/12/21 tt
T

tt
nttt xBx

B
xxxf

n
µµ

πξ −−−= −L  

其中： 

),,,(
21 nttt

T
t xxxx L=  
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)}({),,,,(
21 ktttt

T

t tE
kn

ξµµµµµ == L  

nnkittiktitkki bBttRttEb
ikik ×=−=−−= )(,),()})()()({( µµµξµξ ξ  

 如果 { });( Ttt ∈ξ 为实的宽平稳过程，则 µξµ == )}({ kt tE
k

)( ik ttb

为常数，

)(,( 2
ikkiik ttRbttR ),() ik ttR −=−−=−= µξξ ξ ，因此可得有限维分

布的特征函数为： 







 −−





=

=Φ

∑∑∑
= ==

n

k

n

i
ikik

n

k
k

nn

uuttbuj

tttuuu

1 11

2121

)(
2
1exp

),,,;,,,(

µ

ξ LL

 

由此，实平稳正态过程也是实严平稳过程。关于正态过程我们有以下的结论。 

 定 理 ： 设 },2,1;
)(

L=n
n

ξ{ 为 k 维 实 正 态 随 机 向 量 序 列 ， 其 中

Tn
k

nnn
),,,( )()(

2
)(

1

)(
ξξξξ L= ，且

)(n
ξ 均方收敛于 T

k ),,,( 21 ξξξξ L= ，即 

kiE i
n

in
≤≤=−

∞→
1,0}{lim

2)( ξξ  

则
T

k ),,,( 21 ξξξξ L= 也是正态分布的随机向量。 

 定理：若正态过程{ });( Ttt ∈ξ 在T上是均方可导的，则{ });( Ttt ∈′ξ 也是

正态过程。 

 定理：若正态过程{ });( Ttt ∈ξ 在T上是均方可积的，则 

Ttaduut
t

a
∈= ∫ ,,)()( ξη  及  Tbaduuthut

b

a
∈= ∫ ,,),()()( ξη

也是正态过程。 
 

（三） 正态马氏过程 
 

定义：若正态过程{ });( TttX ∈ 又是马尔可夫过程，则称{ });( TttX ∈ 为正

态马尔可夫（马氏）过程。 

先考虑 维均值为零的正态随机向量的条件分布，设n ),,,( 21 nXXXX L=

为n维正态分布，其分布密度为： 
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}
2
1exp{

)2(
1

}
2
1exp{

)2(
1),,,(

1 1
2/12/

1
2/12/21

∑∑
= =

−

−=

=−=

n

i

n

j
jiijn

nn

xxa
A

xAx
A

xxxf

π

π
L

 

其中： 为正定对称矩阵。 nnijaA ×
− = )(1

 考虑 在条件nX 112211 ,,, −− === nn xXxXxX L 下的条件分布密度： 

∫ ∑∑

∑∑

∫

∞+

∞−
= =

= =

∞+

∞−

−







−







−

=

=

n

n

i

n

j
jiij

n

i

n

j
jiij

nn

n
nn

dxxxa

xxa

dxxxxf
xxxfxxxxf

1 1

1 1

21

21
121

2
1exp

2
1exp

),,,(
),,,(),,,(

L

L
L

 

 利用式子： 

∑∑∑∑∑
−

=

−

=

−

== =

++=
1

1

2
1

1

1

11 1
2

n

i
iinnnnn

n

i

n

j
jiij

n

i

n

j
jiij xaxxaxxaxxa  

我们有： 





















+−=





















+−





















+−

=









−−









−−
=

=








−








−

=

∑

∫ ∑

∑

∫ ∑

∑

∫ ∑∑

∑∑

−

=

∞+

∞−

−

=

−

=

∞+

∞−

−

=

−

=

∞+

∞−
= =

= =
−

21

1

21

1

21

1

1

1

2

1

1

2

1 1

1 1
121

)/(
2
1exp

)/(
2
1exp

)/(
2
1exp

2
1exp

2
1exp

2
1exp

2
1exp

),,,(

i

n

i
nninnnn

ni

n

i
nninnnn

i

n

i
nninnnn

n

n

i
iinnnnn

n

i
iinnnnn

n

n

i

n

j
jiij

n

i

n

j
jiij

nn

xaaxac

dxxaaxa

xaaxa

dxxaxxa

xaxxa

dxxxa

xxa
xxxxf L

 

其中 c是归一化常数，与 ( 无关。由此可知， 在给定条件

下的条件分布密度

),,, 121 −nxxx L

1−= nx

nX

12211 ,,, −== nXxXX Lx ),,( 11 −nn xxxf ,2x L 是一
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正态分布的概率分布密度，其均值为 ，于是有： i

n

i
nnin xaa∑

−

=

−
1

1
)/(

nn xX −− = 11 },L

1
,1} −

−−= n
nn

nn x
a

a

)}()({ tXsXE

),()
),

(),(
),(),(

ttCov
ts

RssR
tsRts =ρ

,(
(

), ssCov
Cov

tt
=

2, ≥< ntn

      i

n

i nn

in
n x

a
axXxXXE ∑

−

=

−===
1

1
2211 ,,{    （B） 

           11{ −− = nnn xXXE                （C） 

 若{ }0);( ≥ttX 为一均值为零的实正态过程，记： 

),( tsR =  

 

则有以下的定理。 

 定理：设{ }0);( ≥ttX

0 1

为一均值为零的实正态过程，则它是马氏过程的充要

条件为：对于任意的 2 << t L≤ t ，有： 

}{},,,{ 1121 1121 −− =====
−− nttntttt xXXExXxXxXXE

nnnn
L  

 证明：考虑以上结论（B）和（C）即可。 

 定理：设{ }0);( ≥ttX

10 t

为一均值为零的实正态过程，则它是马氏过程的充要

条件为：对于任意的 32 tt <<≤ ，有： 

),(),(),( 322131 tttttt ρρρ =  

 证明：充分性：设{ }0);( ≥ttX 为马氏过程，任取 ts <<0 ，则由（B）有： 

             x
a

a
xsXtXE

nn

nn









−== − ,1})()({              （D） 

考虑 ( ))(),( tXsX 的联合分布，其分布密度为： 

}
2
1exp{

)2(
1),( 1

2/121, xAx
A

xxf
T

ts
−−=

π
 

其中： 
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







−

−
−

=

=







=

−

−

),(),(
),(),(

),(),(),(
1

),(),(
),(),(

2

1

1

ssRtsR
stRttR

tsRttRssR

ttRstR
tsRssR

A
 

由（D）有： 

x
ssR
tsRxsXtXE 







==

),(
),(})()({  

即：                )(
),(
),(})()({ sX

ssR
tsRsXtXE 







=  

由马尔可夫性，有： 

]})()([])()([{

]})()()([{)}()({),(

2321

2313131

tXtXEtXtXEE

tXtXtXEEtXtXEttR

=

==
 

由上式，我们有： 

),(
),(),()(

),(
),()(

),(
),(),(

22

3221
2

22

32
2

22

21
31 ttR

ttRttRtX
ttR
ttRtX

ttR
ttREttR =









=  

由此得到了 ),(),(),( 322131 tttttt ρρρ = 。 

 必要性：由 ),(),(),( 322131 tttttt ρρρ = ，可得，对于任意的1 1−≤≤ nk ，

有： 

),(),(),( 11 nnnknk tttttt −−= ρρρ  

即有： 

),(
),(),(),(

11

11

−−

−−=
nn

nnnk
nk ttR

ttRttRttR  

因而对于任意的1 1−≤≤ nk ，有： 

0)()(
),(
),()( 1
11

1 =
















− −

−−

−
kn

nn

nn
n tXtX

ttR
ttRtXE  

这就意味正态随机变量 )(
),(
),()( 1
11

1
−

−−

−− n
nn

nn
n tX

ttR
ttRtX 与 相互独

立，故有： 

)(,),( 11 −ntXtX L
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0)(,,)()(
),(
),()( 11111
11

1 =








==− −−−

−−

−
nnn

nn

nn
n xtXxtXtX

ttR
ttRtXE L  

即有： 

}{

),(
),(},,,{

1

1
11

1
121

1

121

−

−

−−

−
−

==

====

−

−

ntt

n
nn

nn
ntttt

xXXE

x
ttR
ttRxXxXxXXE

nn

nn
L

 

必要性得证。 

 对于平稳随机正态序列及平稳正态随机过程的情形，我们有： 

 定理：设 { },2,1,0);( L±±=nnX 为正态分布、平稳的随机序列，且

0)0( ≠C ，则 是马氏链的充分必要条件是： )(nX

1,0),0()( ≤≥= anCanC n  

其中： )(nC 为 的协方差函数。 )(nX

 定理：设{ }0);( ≥ttX 为一均方连续、平稳的实正态过程， )(τC 为其协方

差函数，则该过程是马氏过程的充分必要条件为： 

0,0,)0()( <≥= aeCC a ττ τ  

 

（四） 窄带平稳实高斯过程 

 

1． 一维包络分布和一维相位分布 

由前面关于窄带平稳信号的表示法，我们有： 





−=
+=

tftxtftxt
tftxtftxt

sc

sc

00

00

2cos)(2sin)()(ˆ
2sin)(2cos)()(
ππξ
ππξ

 

及 





−=
+=

tfttfttx
tfttfttx

s

c

00

00

2cos)(ˆ2sin)()(
2sin)(ˆ2cos)()(
πξπξ
πξπξ

 

其中： 0)}({ =tE ξ , 为)(ˆ tξ )(tξ 的 Hilbert变换。 
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 若 )(tξ 为一窄带平稳的实正态过程，则由以上两组表达式可知，x

均为正态过程，且是联合正态过程（为什么？）。 

)(),( txt sc

 例：设有线性系统，它的冲激响应为 )(th ，输入为实平稳正态过程 )(tξ 。设

其输出为 )(tη ，试证明 )(tξ 、 )(tη 为联合正态随机过程。 

 证明：由线性系统输入、输出的关系： 

ττξτη dtht ∫
∞+

∞−
−= )()()(  

可知 )(tη 为实正态随机过程。 

 令： 

dtttg∫
∞+

∞−
= )()( ξς  

其中 )(⋅g 是一任意实函数。则ς 为一正态分布随机变量。 

 定义实函数： 

∫
∞+

∞−
−+= dutuhugtgtg )()()()( 21  

则有： 

du
u
u

ugug

duuugduuug

udugtdttuhdtttg

tdtdutuhugdtttg

dtttg

∫

∫∫

∫ ∫∫

∫ ∫∫

∫

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−









⋅=

+=

−+=

−+=

=

)(
)(

))(,)((

)()()()(

)()()()()(

)()()()()(

)()(

21

21

21

21

η
ξ

ηξ

ξξ

ξξ

ξς

 

由于 )(tg 、 、 为任意的实函数，而)(1 tg )(2 tg ς 为一正态分布随机变量，因此

)(tξ 、 )(tη 为联合正态随机过程。 

 下面研究窄带平稳实高斯过程的一维包络分布和一维相位分布： 

 设 )(tξ 的相关函数为 )(τξR ，方差为 )0(2
ξξσ R= ，则 的均值为

零，方差为： 

)(),( txtx sc
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222 )0()0()0( ξξ σσσ ===== RRR
sscc xxxx  

 由于 0)}()({)0( == txtxER scxx sc
，因此 相互独立。它们的联合

分布密度为： 

)(),( txtx sc

}
2

exp{
2

1)()(),(
2

22

2
ξξ σπσ

sc
scsc

xxxfxfxxf +
−==  

 由 )(tξ 的表达式，我们有： 

)](2cos[)()( 0 ttftVt θπξ +=  

其中： 





=−
=

⇒
















−=

+=

− )()(sin)(
)()(cos)(

)(
)()(

)()()(

1

22

txttV
txttV

tx
txtgt

txtxtV

s

c

c

s

sc

θ
θ

θ
 

此变换的雅克比行列式为： 

tt
tttt

tt

tt

sc VJV
VVV

xx
J tt =⇒−=

−−
−

=
∂

∂
=

θθ
θθ

θ cossin
sincos

),(
),(

 

 当 πθ 20,0 ≤≤> ttV 时，有： 

}
2

exp{
2

),(
2

2

2
ξξ σπσ

θ tt
tt

VVVf −=  

故： 







<

≥−
=

0,0

0},
2

exp{
)( 2

2

2

t

t
tt

t

V

VVV
Vf

ξξ σσ  

即 )(tV 服从瑞利分布。 





 ≤≤=

其它,0

20,
2
1

)( πθ
πθ t

tf  

且有： 

)()(),( tttt fVfVf θθ =  
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因此，在同一时刻 t，包络 )(tV 与相位 )(tθ 是独立的随机变量，但它们不是独

立的随机过程。 

 另外有： 

2222

2
2)}({,2)}({,

2
)}({ ξξξ σπσσπ 






 −=== tVDtVEtVE  

 

2． 研究包络 )(tV 与相位 )(tθ 在任意两个不同时刻 的联合分布 21 ,tt

此时可以推出： 

),(),(),,,(
21212121 tttttttt fVVfVVf θθθθ ≠  

由此可知包络过程 )(tV 与相位过程 )(tθ 不独立。详细推导课后阅读。 

 

（五） 正弦波和窄带平稳实高斯过程之和 

 

 令： 

)()sin()( 0 ttPt ξθωη ++=  

其中： 00 2, fP πω = 为常数， )(tξ 为窄带平稳实高斯过程， 0ω 为窄带平稳实高

斯过程的功率谱密度的中心角频率， )2,0(~ πθ U 。θ与 )(tξ 相互独立，并且

满足： 

2)}({,0)}({ ξσξξ == tDtE  

 若θ是一固定的值，则由上式定义的随机过程 )(tη 仍然是一高斯过程，且 

)sin()}({ 0 θωη += tPtE  

它是一关于时间参数 t的函数，因此 )(tη 不是一平稳过程。 

 若 )2,0(~ πθ U ，则由上式定义的随机过程 )(tη 的均值函数为： 

0)}({}sin({)}()sin({)}({ 00 =++=++= tEtPEttPEtE ξθωξθωη  
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210

2

21210

2

21

)()(cos
2

)()(cos
2

),(

ttRRP

ttRttPttR

−==+=

−+−=

ττττω

ω

ηξ

ξη

 

由此可知，此时 )(tη 是一平稳过程。但是此时 )(tη 不是一高斯过程。 

 随机相位正弦波的特征函数为： 

)()}sin(exp{
2
1)( 0

2

0 0 PuJdtjuPus =+=Φ ∫
π

θθω
π

 

其中： 为零级贝塞尔函数。 0J

 注：贝塞尔函数的定义： 

   ∫− −=
π

π
θθθ

π
dznzJn )sincos(

2
1)(  

∫ −=
π θ θ

π
2

0

cos
0 2

1)( dexJ jx  

∫==
π θ θ

π
2

0

cos
00 2

1)()( dejxJxI x  

称 为零级贝塞尔函数， 为修正的零级贝塞尔函数。 )(0 xJ )(0 xI

 随机相位正弦波的概率密度为： 







≥

<
−=

Px

Px
xPxfs

,0

,1
)( 22π  

另外，窄带平稳实高斯过程的一维分布密度为： 

}
2

exp{
2

1)(
2

2

ξξ

ξ σσπ
xxf −=  

其特征函数为： 

}
2
1exp{)( 22 uu ξξ σ−=Φ  

 由此可得 )(tη 的一维概率密度为： 
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)()()( xfxfxf s ξη ∗=  

其特征函数为： 

}
2
1exp{)()()()( 22

0 uPuJuuu s ξξη σ−=Φ⋅Φ=Φ  

对上式作 Fourier逆变换，可得 )(tη 的一维概率密度为： 

∑
∞

= 









−+⋅

−
=

1
2

2

11

22

2
;1;

2
1

!
)]2/([

2
1)(

k

k PkF
k

x
xf

ξ

ξ

ξ

η σ
σ

σπ
 

其中： 

L+
++
++

+
+
+

++=
!3)2)(1(

)2)(1(
!2)1(

)1(
!1

1);;(
32

11

z
bbb
aaaz

bb
aaz

b
azbaF  

为合流型超几何级数。 

 注意，在 )(tη 的一维概率密度的表达式中， )2/( 22
ξσP 代表随机正弦信号功

率与窄带噪声 )(tξ 的功率之比。 )(tη 的一维分布密度显然不是一正态分布，但

是当信噪比很弱时， )(tη 的一维分布密度应该很接近于正态分布。 

 下面研究 )(tη 的包络，也就是研究信号 )(tη 的检波器输出问题。 

 利用 )(tξ 是窄带平稳实正态信号，我们有： 

tftztftz

tftxPtftxP

tftxtftxtP

ttPt

sc

sc

sc

00

00

000

0

2sin)(2cos)(

2sin))(cos(2cos))(sin(

2sin)(2cos)()sin(

)()sin()(

ππ

πθπθ

ππθω

ξθωη

+=

+++=

+++=

++=

 

其中： 





+=
+=

)(cos)(
)(sin)(

txPtz
txPtz

ss

cc

θ
θ

 

由于 是独立的正态分布随机变量，均值为零，方差为)(),( txtx sc
2
ξσ ，并且由条

件 和)(),( txt scx θ是独立的，故当 πθ 20 ≤≤ 时，有： 
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πσπσ
θ

ξξ 2
1}

2
exp{

2
1),,(

2

22

2
⋅

+
−= sc

sc

xxxxf  

由变换： 









=
+=
+=

θθ
θ
θ

ss

cc

xPz
xPz

cos
sin

 

可得 ( )),(),( θtztz sc 的联合分布密度： 

πθ
σ

θθ
σπ

θθ
σσπ

θ

ξξ

ξξ

20}
2

)cossin(2exp{
4

1

]})cos()sin[(
2

1exp{
4

1),,(

2

222

22

22
222

≤≤
+−++

−=

−+−−=

scsc

scsc

zzPPzz

PzPzzzf

 

 另外， 

))(2cos()(

2sin)(2cos)()(

0

00

ttftV

tftztftzt sc

ϕπ

ππη

+=

+=
 

其中： 









=
+==−

+==

θθ
θϕ

θϕ
)(cos)()(sin)(

)(sin)()(cos)(
txPtzttV

txPtzttV

ss

cc

 

 由此变换及 ( )),(),( θtztz sc 的联合分布密度，可得 ( )),(),( θϕ ttV 的联合分布

密度： 

当 πθπϕ 20,20,0 ≤≤≤≤≥ ttV 时，有： 

}
2

)cos(2exp{
4

}
2

)cossinsincos(2exp{
4

),,(

2

22

22

2

22

22

ξξ

ξξ

σ
ϕθ

σπ

σ
θϕθϕ

σπ

θϕ

tttt

tttttt

tt

PVPVV

VVPPVV

Vf

−−+
−=

−−+
−=

=

 

当其它情况时，有： 
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0),,( =θϕ ttVf  

 由此可以求得关于包络 )(tV 的边缘分布为： 

t
tttt

t
tttt

t
tttt

tttt

ddPVPVV

ddPVPVV

ddPVPVV

ddVfVf

ϕθ
σ

θϕπ
πσσ

ϕθ
σ

πϕθ
πσσ

ϕθ
σ

ϕθ
σσπ

θϕθϕ

π π

ξξξ

π π

ξξξ

π π

ξξξ

π π

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

−+
⋅

+
−=

−−
⋅

+
−=

−+
−=

=

2

0

2

0 222

22

2

2

0

2

0 222

22

2

2

0

2

0 22

22

22

2

0

2

0

})2/cos(exp{
4

1}
2

exp{

})2/cos(exp{
4

1}
2

exp{

})cos(exp{}
2

exp{
4

),,()(

 

令： 

αθϕπ =−+ t2/  

有： 







<

≥⋅
+

−
=

+
−= ∫ ∫

−+

−

0,0

0)(}
2

exp{

}cosexp{
2
1

2
1}

2
exp{)(

202

22

2

2

0

2/2

2/ 22

22

2

t

t
ttt

ttt
t

V

VPVIPVV

ddPVPVVVf

ξξξ

π θππ

θπ
ξξξ

σσσ

θα
σ

α
ππσσ

 

其中： 

)()( 00 jxJxI = （零级修正贝塞尔函数） 

 注意，当 0=P 时，此结果和前面关于 )(tξ 的包络一维分布是一致的。 

 令： 










=

=

ξ

ξ

σ

σ
Pa

Vv t

 

则有： 
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0)(}
2

exp{)( 0

22

≥
+

−= vavIavvvf  

其中：
2

22

22 ξσ
Pa

= 为输入（功率）信噪比；
ξσ
tV

=v 为包络与噪声均方根值之比。 

 注意以下的结果。当 2
ξσ>>tPV 时，包络的一维分布密度可以近似地表示为： 

}
2

)(exp{
2

1)(
2

22
1

ξξ σπσ
PV

P
VVf tt

t

−
−






=  

由此可知，当V 接近于t P，且 ξσ>>P 时，包络的一维分布密度近似于正态分

布密度。 

 

（六）例子 

 例 1． 设随机过程{ });( +∞<<∞− ttX 是均值为零、自相关函数为 )(τXR

的实平稳正态过程，令随机过程Y )()( 2 tXt = ，试证明Y 是平稳过程且其自

相关函数为

)(t

)0()( 22
XX RR +2)(YR = ττ 。若下图所示系统的输入 )(tX 是一实平稳

正态随机信号，其输出信号 )(tZ 的功率谱密度函数为： 

)0(
)1)((

2
1

)()(
2222

>
++

+
+

= β
ωωβ

β
ω
ωπδωZS  

试求随机信号 )(tX 、 )(tY 的自相关函数 )(τXR 和 )(τYR 。 

 

 解：由于 )(tX 是均值为零的实正态平稳过程，因此有： 

=== )0()}({)}({ 2
XRtXEtYE 常数 

)0()(2
)}()({2)}({)}({

)}()({)}()({)(

22

22

22

XX

Y

RR
tXtXEtXEtXE

tXtXEtYtYER

+=

−+−=

−=−=

τ
ττ

τττ
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因此Y 是平稳过程。 )()( 2 tXt =

 由题意可知： 

2

2

0 1
1)(

1
1)(

ω
ω

ω
ω ω

+
=⇒

+
== ∫

∞+ −− H
j

dteeH tjt
 

由： 

)()()( 2 ωωω YZ SHS =  

可得： 

)(
2)()(

22 ωβ
βωπδω
+

+=YS  

因此有： 

τβτ −+= eRY 2
1)(  

根据式子： 

)0()(2)( 22
XXY RRR += ττ  

我们有： 

2
1)0()0(3)0(

2
3 22 =⇒== XXY RRR  

因此有： 

2
2

2
2

2
)0()()(

τβττ
−

=
−

= eRRR XY
X  

 

 例 2．设有随机过程 ∞<<−+= tYtXtt 0,12)( 2ξ ， 与X Y是相互独立的

正态随机变量，期望均为 0，方差分别是
2
Xσ 和 2

Yσ 。问过程{ )}(tξ 是否正态过程？

是否平稳过程？均需说明理由。 

 解：任取0 ，则有： nttt <<<< L21



















−




























=





















−+

−+
−+

=



















1

1
1

2

2
2

12

12
12

)(

)(
)(

2

2
2
2

1
2
1

2

2
2
2

1
2
1

2

1

MMMMM Y
X

tt

tt
tt

YtXt

YtXt
YtXt

t

t
t

nnnnnξ

ξ
ξ
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由于 与X Y独立，且都服从正态分布，因此可得 服从正态分布，根

据随机向量线性变换的性质，由上式可知随机向量

τ),( YX

τξξξ ))(,), ntL(),( 21 tt( 服从

正态（高斯）分布，所以随机过程 ∞<<++= t0,1YttXt)( 2ξ 是正态（高斯）

过程。 

由于 

14
}122422{

]}12][12{[)}()({),(

1}12{)(

2222

22222222

22

2

++=

+−−−++−+=

=−+−+==

−=−+=

stts
YtXtYsstYsXYtXstXYstsXE

YtXtYsXsEtsEtsR

YtXtEtm

YX σσ

ξξξ

ξ

 

由此可知，此随机过程不是平稳的。 

 

 例 3．设有随机过程 ∞<<++= tYttXt 0,1)( 2ξ ，其中 X 与Y是相互独

立的正态随机变量，期望均为 0，方差分别为 2
Xσ 和 2

Yσ 。证明过程{ )}(tξ 为均方

可积的正态过程，并求过程{ 的相关函数。 }0,)()(
0

>= ∫ tdsst
t
ξη

 解：正态过程的证明如上例。 

由计算可得： 

11}{}{}1{)}({ 22 =++=++= YtEXEtYtXtEtE ξ   

 

11}{}{
1}{)(}{)(

}{}{)(}{

][1{[)}()({),(

2
21

22
2

2
1

2
21

22
2

2
1

21
2
2

2
1

2
21

2
212

2
1

22
2

2
1

2
21

2
12121

++=++=

+++++

++++=

]}12 ++++==

YX ttttYEttXEtt
YEttXEtt

YEttXYEttttXEtt

XtYtXtEttEttR

σσ

Ytξξξ

 

由于 连续，因此过程{),( 21 ttRξ )}(tξ 为均方可积。 

过程{ 的相关函数为： }0,)()(
0

>= ∫ tdsst
t
ξη

dudvuvvu

dudvvuRdudvvuE

dvvduuEttEttR

t t

YX

t tt t

tt

)1(

),()}()({

})()({)}()({),(

1 2

1 21 2

21

0 0

2222

0 00 0

002121

∫ ∫

∫ ∫∫ ∫

∫∫

++=

==

==

σσ

ξξ

ξξηη

ξ

η

 



中科院研究生院 2009～2010第一学期  随机过程讲稿  孙应飞 

（七）维纳过程（布朗运动） 

 

1． 维纳过程的定义 

设质点每经过 t∆ 时间，随机地以概率 2/1=p 向右移动 0>∆x 距离，以概

率 2/1=q 向左移动 0>∆x 距离，且每次移动是相互独立的。记： 




−

=
次质点向左移动第

次质点向右移动第

i
i

X i ,1
,1

 

 若 )(tX 表示在 t时刻质点所处的位置，则有： 

)()(
][21

t
tXXXxtX
∆

+++∆= L  

显然有： 

1}{}{,0}{ 2 === iii XEXDXE  

故有： 









==

t
txtXDtXE
∆

∆ 2)()}({,0)}({  

假设 tcx ∆=∆ ，其中c 为常数，它由物理意义确定。 0>

 令∆ 0→t ，即研究连续的游动，则有： 

0)}({ =tXE  

tc
t

ttc
t

txtXD
ttt

22

0

2

00
lim)(lim)}({lim =








∆

∆=







∆

∆=
→∆→∆→∆

 

另一方面，任取两个时刻 210 tt << ，令： 









∆

=







∆

=
t

tn
t

tn 2
2

1
1 ,  

则有： 

)()(
1211 nXXXxtX +++∆= L  

)()(
2212 nXXXxtX +++∆= L  
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)()()(
21 112 nn XXxtXtX ++∆=− + L  

由于 ( 与)
121 nXXX +++ L )(

21 1 nn XX +++ L

)(

是相互独立的，因此 与

相互独立。即随机过程

)( 1tX

)() 12 tX−(tX tX 是一独立增量过程。由此 )(tX 可以

看作由许多微小的相互独立的随机变量 )( 1−)( − iti XtX 组成之和。由中心极限定

理，当∆ 0→t 时，我们有： 

)(
0

2

0

0
lim xx

tc

xX
P

t
t

i
i

t
Φ=

























≤
−∆∑









∆

=

→∆
 

即有： 

∫ ∞−→∆
−=Φ=









≤
x

t
duuxx

tc
tXP }

2
exp{

2
1)()(lim

2

20 π
 

 故当∆ 0→t 时， )(tX 趋向于正态分布，即 

0→∆t 时，  ),0(~)( 2tcNtX

由此，我们引入维纳过程（Wienner Process）的定义： 

 定义：若一随机过程{ }0);( ≥ttW 满足： 

（1） )(tW 是独立增量过程； 

（2）∀ ； ),0(~)()(,0, 2tcNsWtsWts −+>

（3） )(tW 是关于 t的连续函数； 

则称{ }0);( ≥ttW 是布朗运动或维纳过程（Wienner Process）。 

 若 时，称此时的维纳过程为标准的维纳过程，记为

。标准维纳过程的一维概率密度为： 

0)0(,1 == Wc

}0); ≥t({ 0 tW

}
2

exp{
2
1)(

2

t
x

t
xft −=

π
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且有： ),0(~)()( 1100 −− −− iiii ttNtWtW 。 

 注 1：维纳过程是正态过程（这一结论并不是显然的）:一般地，由维纳过程

的定义可知，任取 ，则nttt <<< L21 )()(,),()(),( 1121 −−− nn tWtWtWtWt LW

相互独立，且都服从正态分布，由于： 



















−

−



















=



















− )()(

)()(
)(

111
0
011
001

)(

)(
)(

1

12

1

2

1

nnn tWtW

tWtW
tW

tW

tW
tW

M

L

O

L

L

M
 

因此 也服从正态分布，即维纳过程也是正态过程。 )(,),(),( 21 ntWtWtW L

 注 2：维纳过程与 Poission过程的比较。 

 定理：设 { 为标准维纳过程，令}0);(0 ≥ttW 0,0 00 == tx ，则对任意

， 的联合分布密度为： nt< ),(( 10 tWtt <<< L210 ))(,),( 020 ntWtW L

∏
=

−− −−=
n

i
iiiinn ttxxptttxxxg

1
112121 );(),,,;,,,( LL  

其中： 

}
2

exp{
2
1);(

2

t
x

t
txp −=

π
 

 证明：令：Y nitWtWYtW iii ,,3,2),()(),( 100101 L=−== − ，则有： 

                    W                 (*) ∑
=

=
i

k
ki Yt

1
0 )(

由维纳过程的增量独立性知，Y 是相互独立的，且Y ，

则 的联合分布密度为： 

nYY ,,, 21 L ),0(~ 1−− iii ttN

),,,( 21 nYYY L

∏
= −− −

−
−

=
n

i ii

i

ii

n tt
y

tt
yyyf

1 1

2

1

21 }
)(2

exp{
)(2

1),,,(
π

L  

由变换式子（*），可得 的联合密度函数为： ))(,),(),(( 02010 ntWtWtW L

Jyyyftttxxxg nnn ),,,(),,,;,,,( 212121 LLL =  
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其中： 

1,

11000
01000

00110
00011
00001

=

























−

−
−

= JJ

L

L

MMMMMM

L

L

L

 

故 

∏

∏

=
−−

= −

−

−

−−=

−
−

−
−

=

n

i
iiii

n

i ii

ii

ii

nn

ttxxp

tt
xx

tt
tttxxxg

1
11

1 1

2
1

1

2121

);(

}
)(2

)(exp{
)(2

1),,,;,,,(
π

LL

 

 注意：由于标准维纳过程是独立增量过程，因此具有马氏性。即标准维纳过

程是马氏过程。 

 

2． 维纳过程的性质 

下面主要研究标准维纳过程的基本性质。设{ 为标准维纳过程，

则有： 

}0);(0 ≥ttW

0)}({ 0 =tWE  

2111
2

0

101020102010

)}({

)]}()()()[({)}()({

ttttWE

tWtWtWtWEtWtWE

≤==

+−=
 

同理可得： 

2122
2

02010 )}({)}()({ ttttWEtWtWE ≥==  

因此有： 

),min()}()({),( 212010210
tttWtWEttRW ==  

故维纳过程不是平稳过程。 

 由于当 时，标准维纳过程的相关函数 是一连续函数，因此21 tt = ),( 210
ttRW
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标准维纳过程是均方连续的随机过程。 

 由于： 





<
>

=−=
∂
∂

21

21
2121

2 ,0
,1

)(),(
0 tt

tt
ttuttR

t W  

)()(),( 2121
1

21
21

2

0
ttttu

t
ttR

tt W −=−
∂
∂

=
∂∂
∂ δ  

因此若记标准维纳过程的均方导数为W ，则有： )(/
0 t

212121
1

2
/

01
/

0 )()()()}()({ ttttttu
t

tWtWE −==−=−
∂
∂

= ττδδ  

由此可知W 是一正态分布的白噪声。这提供了产生正态白噪声的一种方法。 )(/
0 t

 记：W )()( 0 tWtt σµ += ，其中 σµ, 为常数，则有： 

ttWE µ=)}({  

ttWEttWEtWD 22
0

22 )}({}])({[)}({ σσµ ==−=  

我们称µ为偏离系数， 2σ 为过程 )(tW 的强度。 )(tW 的一维分布密度为： 

}
2

)(exp{
2
1)(

2

2

t
tx

t
xfW σ

µ
σπ

−
−=  

)(tW 为非平稳过程。 

例：设{ 是初值为零标准布朗运动过程，试求它的概率转移密度函

数

}0; ≥tBt

)(ˆ),,,( xyfyxtsp
st BB= 。 

解：由标准维纳过程的定理：设{ 为标准维纳过程，则对任意}0);(0 ≥ttW

nttt <<<< L210 ， ( 的联合分布密度为： ))(,), 02 ntWL(),( 010 tWtW

∏
=

−− −−=
n

i
iiiinn ttxxptttxxxg

1
112121 );(),,,;,,,( LL  

其中： 

}
2

exp{
2
1);(

2

t
x

t
txp −=

π
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可知：当 时， ( 的联合分布密度为： ts < ), ts BB









−
−

−
−

⋅






−=

)(2
)(exp

)(2
1

2
exp

2
1),(

22

st
xy

sts
x

s
yxf

ts BB ππ
 

sB 的分布密度为： 







−=

s
x

s
xf

sB 2
exp

2
1)(

2

π
 

因此 









−
−

−
−

===
)(2

)(exp
)(2

1
)(

),(
)(ˆ),,,(

2

st
xy

stxf
yxf

xyfyxtsp
s

ts

st

B

BB
BB π

 

 例：求随机过程 ,（其中0),()( 2 >= ttWtX )(tW 是偏离系数为零，强度为

2σ 的 Wienner过程）的均值函数和相关函数，从而判定其均方连续性和均方可

微性。 

 例：设 )(tW 是偏离系数为零，强度为 2σ 的 Wienner 过程，求随机过程

 和∫=
t

dstX
0

)( ssW )( 





=
t

tWtX 1)(  的均值函数和相关函数。 

 

3． 维纳过程的应用 

 

设 )(tξ 是一正态分布的白噪声，研究其均方积分{ 的

统计特性。 

}0;)()(
0∫ ≥=
t

tduut ξη

假设： 

)()(,0)}({ 2 τδστξ ξ == RtE  

由于均方积分是一线性变换，由 )(tξ 是一正态过程，可知 仍然为一正

态过程。且有： 

∫
t

duu
0

)(ξ

（1）  0})({)}({
0

== ∫
t

duuEtE ξη

（2）  0})({)}0({
0

0
== ∫ duuEE ξη
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（3）当0 时，有： 21 tt <≤

1
2

0

2

0 0

2

0 00021

11 2

1 221

)(

})()({})()({),(

tdudvduvu

dudvvuEdvvduuEttR

tt t

t ttt

σσδσ

ξξξξη

==−=

==

∫∫ ∫

∫ ∫∫∫
 

当0 时，有： 12 tt <≤

2
2

0

2

0 0

2

0 00021

22 1

1 221

)(

})()({})()({),(

tdvdudvvu

dudvvuEdvvduuEttR

tt t

t ttt

σσδσ

ξξξξη

==−=

==

∫∫ ∫

∫ ∫∫∫
 

由此有： 

),min(),( 21
2

21 ttttR ση =  

因此 )(tη 是一维纳过程。若 12 =σ ，则 )(tη 是一标准维纳过程，即 )()( 0 tWt =η 。 

 由上面讨论的维纳过程的性质可知，当 12 =σ 时，有： 

  )()( /
00 tWtW

td
d

=  （W 为正态白噪声） )(/
0 t

)()( 00

/
0 tWduuW

t
=∫  

 

（八）维纳积分 

 

1． 维纳积分的定义 

 

定义：给定{ 是一标准维纳过程，}0);(0 ≥ttW )0()( ≥ttb 为一确定性函数，

且满足： 

0)(
0

2
≥∀∞<∫ tduub

t
 

给定 0>t ，对区间[ ],0 t 作一任意划分 tttttt nn =<<<<<= −1210 L0 ，作和

为： 
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∑
−

=
+ −=

1

0
010 )]()()[(

n

k
kkkn tWtWtbS  

称 的均方极限为维纳积分，记为： nS

∫=
t

udWubtU
0 0 )()()(  

即： 

0})()()]()()[({lim

})()({lim

2

0 0

1

0
0100

2

0 00

=−−=

−

∫∑

∫
−

=
+→

→

tn

k
kkk

t

n

udWubtWtWtbE

udWubSE

λ

λ

 

其中： )(max 11 −≤≤
−= kknk

ttλ 。 

 注：可以证明 的均方极限一定存在。并且有以下的结果： nS

0})()({)}({
0 0 == ∫
t

udWubEtUE  

∫

∫∫

=

=

),min(

0

2

0 00 021

21

21

)(

})()()()({),(

tt

tt

U

duub

vdWvbudWubEttR
 

注意以上定义中 的求和方式。 nS

 例：试研究维纳积分： 

∫=
t

uudWtU
0 0 )(sin)( ω  

的均值，相关函数。令 )()()( 1212 tttUtUU >−=∆ ，试研究 U∆ 的均值和相关

函数。 

 解：由于：∫ ，故维纳积分是存在的。因此：∞<
t

udu
0

2sin ω 0)}({ =tUE ， 

)0,0()]},[min(2sin{
4
1),min(

2
1

)2cos(
2
1

2
1)(sin),(

212121

),min(

0

),min(

0

2
21

2121

≥≥−=







 −== ∫∫

tttttt

duuduuttR
tttt

U

ω
ω

ωω
 

 由于维纳过程是一正态过程，因此维纳积分 )(tU 仍然为一正态过程，所以
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U∆ 是正态分布的随机变量。由此我们有： 

(

0}{ =∆UE  

)(sin)(cos
2
1)(

2
1

4
2sin

22
2sin

4
2sin

2

),(),(2),(

})]()({[

122112

111
1

22

111222

2
12

2

tttttt

tttttt

ttRttRttR

tUtUE

UUU

U

−+−−=

−++−−=

+−=

−=∆

ωω
ω

ω
ω

ω
ω

ω
ω

σ

 

 

2． 维纳积分的性质 

 

（1） 关于确定性函数的线性性： 

设a 为常数，b 为确定性函数，且满足： 21 ,a )(),( 21 ubu

0,)(,)(
0

2
20

2
1 ≥∀∞<∞< ∫∫ tduubduub

tt
 

则有： 

∫∫∫ +=+
ttt

udWubaudWubaudWubauba
0 0220 0110 02211 )()()()()()]()([  

（2） 可加性 

210 000 0 0,)()()()()()( 22

1

1 ttudWubudWubudWub
tt

t

t
<≤=+ ∫∫∫  

 注意：当 0)(,0 >≥ ubt 时，并不一定有U ，例如：

取b 时，有U ，而W 是一正态分布的随机变

量，它可能取负值。 

0)()()(
0 0 >= ∫
t

udWubt

) )(0 t1) =u ()( 00 tWudW =1)(
0

t
t

= ∫

 

3． 维纳积分的统计特性 

 

维纳积分{ }0);( ≥ttU 是一随机过程，它具有以下基本性质： 

 （1） 0)0( =U ； 
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 （2） 0)}({ =tUE  

 （3）{ }0);( ≥ttU 是一正态过程； 

 （4）{ }0);( ≥ttU 是一独立增量过程，因此是一马氏过程； 

 （5） )(tU 的方差为 ； ∫=
t

U duubt
0

22 )()(σ

 （6） )(tU 的方差的导数为： )0()(2
2

≥= ttb
td

d Uσ ，它是一时间 t的函数。

注意到维纳过程方差的导数是一常数，因此我们称 )(tU 为非齐次维纳过程，

)(tb 为 )(tU 的强度函数。 

 由于 )()( /
00 tWtW

td
d

=

),(

，W 为正态白噪声，因此，考虑一个线性系统，

其冲激响应为

)(/
0 t

τth ，冲激响应满足平方可积。以正态白噪声输入此系统，则

输出为： 

∫∫ ==
tt

dWthdWtht
0 00

/
0 )(),()(),()( τττττη  

因此，输出是一维纳积分，它是一非齐次的维纳过程，并且有： 

0)}({ =tE η  

{ }

∫

∫ ∫

∫ ∫

∫∫

=

−=

=

=

),min(

0 21

0 0 21

2
/

0
/

00 0 21

0

/
020

/
0121

21

1 2

1 2

21

),(),(

)(),(),(

)}()({),(),(

)(),()(),(),(

tt

t t

t t

tt

duuthuth

dudvvuvthuth

dudvtWuWEvthuth

dvvWvthduuWuthEttR

δ

η

 

 

4． 广义维纳积分 

 

设有两个独立的标准维纳过程{ 和{ ，定义： }0);(01 ≥ttW }0);(02 ≥ttW



中科院研究生院 2009～2010第一学期  随机过程讲稿  孙应飞 





<−
≥

=
0);(
0);(

)(
02

01
0 ttW

ttW
tW  

并假定 

∞<∫ ∞−

t
duuth 2),(  

记 

)()(),(limˆ)(),()(
11

00 ∞<<−∞== ∫∫ −∞→∞−
tudWuthudWutht

t

tt

t
ξ  

则称 )(tξ 为广义维纳积分。 

 广义维纳积分具有以下的基本性质： 

（1） 0)}({ =tE ξ  

（2）  ),(),(),(),( 21

),min(

2121
21 ∞<<−∞= ∫ ∞−

ttduuthuthttR
tt

ξ

 例：设： 

0,
,0

)},(exp{
),( >





∞<<<∞−
∞<<<∞−−−

= βα
αβ

ut
tuut

uth  

试研究广义维纳积分的统计性质。 

 解：由广义维纳积分的性质有 0)}({ =tE ξ 。其中： 

∫ ∞−
−−=

t
udWutt )()}(exp{)( 0αβξ  

∫ ∞−
−−−−=

),min(

21
2

21
21 )}(exp{)}(exp{),(

tt
duututttR ααβξ  

当 t 时，有： 12 t>

)}(exp{
2

}2exp{)}(exp{),( 12

2

21
2

21
1 ttduuttttR
t

−−=+−= ∫ ∞−
α

α
βααβξ  

当 t 时，有： 12 t<

)}(exp{
2

}2exp{)}(exp{),( 21

2

21
2

21
2 ttduuttttR

t
−−=+−= ∫ ∞−

α
α
βααβξ  

故： 

21

2

21

2

21 },exp{
2

}exp{
2

),( ttttttR −=−=−−= ττα
α
βα

α
β

ξ  
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因此 )(tξ 是一平稳过程。由于： 

∫∫ ∞−∞−
−−=−−=

tt
duuWutudWutt )()}(exp{)()}(exp{)( /

00 αβαβξ  

而W 为正态白噪声，因此)(/
0 t )(tξ 是一正态过程，而且是一马氏过程，参数为

ααβ ),2/(2
。 

 注意：例中给出的过程 )(tξ 称为奥斯坦－乌伦贝克（Ornstein-Uhlenbeck）

过程，它是一正态马氏过程。 

 

（九）伊藤（Ito）随机积分 

 

1． 伊藤（Ito）随机积分的定义 

 

考察以下随机微分方程： 







=

+=

00 )(

)())(,())(,()(

XtX
td
tdWtXtgtXtf

td
tdX

 

其中： )(tW 为维纳过程。此随机方程我们称为伊藤（Ito）随机微分方程。此方

程形式上的解可以写成： 

∫∫ ++=
t

t

t

t
tdWtXtgdttXtfXtX

00
)())(,())(,()( 0  

此积分称为伊藤（Ito）随机积分方程。 

 要研究此方程的解，我们需要引入伊藤（Ito）随机积分的定义。 

 定义：设 )(tX 为一二阶矩过程， )(tW 为维纳过程，对区间[

进行划分：a

)0(], ≥> abba

bttt n tnt =<<<<< 21 L= 0 −1 ，记 }1−{max
1 ≤≤

−= kk t
nk

tλ ，作和式： 

∑
=

−− −=
n

k
kkkn tWtWtX

1
11 )]()()[(η  

若以上和式 nη 当 ∞→→ n,0λ 时均方收敛，则其均方极限称为 )(tX 关于维纳

过程 )(tW 的伊藤（Ito）随机积分。记为： 
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∫=
∞→→

⋅⋅

b

an
n

tdWtXmil )()(
,0

η
λ

 

  

注意：和式中求和取点的方式。 

 

 定理：设 )(tX

kt<

为均方连续的二阶矩过程，并且对任意的 s 及

，随机向量 (

kk tts <≤ −1
/
2

/
1 ,

ktss ≤< −121 ))()(),(),( 12
/
2

/
1 sWsWsXsX − 与W

相互独立，则

)1()( −− kk tWt

)(tX 关于维纳过程 )(tW 的伊藤（Ito）随机积分存在且唯一。 

 若 )(tW 为标准维纳过程时，则有： 

( ){ } { }∫∫ =
b

a

b

a
dttXEtdWtXE )()()( 2

2

0  

  

例：研究伊藤（Ito）随机积分 。 ∫
b

a
tdWtW )()( 00

 解：标准维纳过程W 满足以上定理的要求，因此伊藤（Ito）积分

存在且唯一。对区间[ 进行划分： 

)(0 t

∫
b

a
tdWtW )()( 00 ],ba

bttttta nn =<<<<<= −1210 L ， }{max 11 −≤≤
−= kknk

ttλ ， 

作和式如下： 

∑

∑

∑

=
−

−

−−

=
−−

=
−−

−−−=



−−++

+−


 +−+−=

−++

+−+−−=

−−=

=−

n

k
kk

nnn

nnn

n

k
kkk

n

k
kkk

tWtWaWbW

tWtWtW

tWtWtWtWtW

tWtWtW
tWtWtWtWtWtW

tWtWtW

tWtWtW

1

2
100

2
0

2
0

2
0

2
010

2
2010

2
10000

2
0

0101
2

0

20101
2

010000
2

0

1
01010

1
10010

)]()([
2
1)]()([

2
1

)(
2
1)]()([

2
1

)]()([
2
1)]()([

2
1)(

2
1

)}()()(
)()()()()()({

)]()()[(

)]()()[(

L

L  
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 令： 

11000 ),()( −− −=∆−=∆ kkkkkk ttttWtWW  

则由： 

)0(0)(2

2)(2})())((2)(3{

})()(][2{

][

}{}{2][

]}[]{[2][

}][][2][{

])[()()(

11

2

1

22

1

22
0

4
0

22
0

1

;1,

2
0

2
0

22
0

1

;1,

2
0

2
0

22
0

1

;1,

2
0

2
0

1

22
0

2

1

2
0

2

1

2
0

→→−=

≤=+−=

+−=

−=

−−+−=

−−+−=

−−+−=





 −=













 −−

∑∑∑

∑

∑

∑∑

∑∑

∑∑

∑∑

===

=

=

≠==

≠==

≠==

==

λλ

∆λ∆∆∆∆∆

∆∆∆∆

∆∆

∆∆∆∆∆∆

∆∆∆∆∆∆

∆∆∆∆∆∆

∆∆∆

ab

tttttt

ttWWE

tWE

tWEtWEtWE

tWtWEtWE

tWtWtWE

tWEabWE

n

k
k

n

k
k

n

k
kkkk

n

k
kkkk

kk

n

k

n

ikik
iikkkk

n

k

n

ikik
iikkkk

n

k

n

ikik
iikk

n

k
kk

n

k
kk

n

k
k

 

可知： 

abtWtWmil
n

k
kk −=−∑

=
−

→
••

1

2
100

0
)]()([

λ
 

 由上面推导的和式，我们有： 

)(
2
1)]()([

2
1

)]()([
2
1)]()([

2
1)()(

2
0

2
0

1

2
100

0

2
0

2
000

abaWbW

tWtWmilaWbWtdWtW
n

k
kk

b

a

−−−=

−−−= ∑∫
=

−
→
••

λ
 

 注意：如果令： 

∑
=

−− −=
n

k
kkkn tWtWtWI

1
10010 )]()()[(  
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∑
=

−−=
n

k
kkkn tWtWtWJ

1
1000 )]()()[(  

则有： 

∑
=

−−=−
n

k
kknn tWtWIJ

1

2
100 )]()([  

abIJmil nn −=−
→
•• )(

0λ
 

这就是在伊藤（ Ito）随机积分的定义中，我们为什么在作和式

时要在∑
=

−− −=
n

k
kkkn tWtWtX

1
11 )]()()[(η )(⋅X 中取划分小区间左边的点 t ，而

不取任意的 t 的原因。 

1−k

],[ 1
/

kkk tt −∈

 

2． 伊藤（Ito）积分的性质 

 

（1）线性性： 

)()()()()()]()([ tdWtYtdWtXtdWtYtX
b

a

b

a

b

a ∫∫∫ +=+ βαβα  

（2）如果 cba ≤≤ ，则有 

)()()()()()( tdWtXtdWtXtdWtX
c

b

b

a

c

a ∫∫∫ +=  

（3）设 存在，则对于)()( 0 tdWtX
b

a∫ bta ≤≤ ，有： 

)()()( 0 udWuXtY
t

a∫=  

存在，且关于 t均方连续。 

（4）设 是均方连续的二阶矩过程序列，且满足伊藤（Ito）

随机积分存在的条件。如果关于

]},[),({ battX n ∈

t一致地有： 

)()( tXmiltX n
n ∞→
••=  

则 )(tX

b

也是均方连续的，且满足伊藤（Ito）随机积分存在的条件，对于一切的

ta ≤≤ ，一致地有： 

∫∫ =
∞→

••

t

a

t

a n
n

udWuXudWuXmil )()()()( 00  
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 注意：在伊藤（Ito）随机积分中，如果 )(tX 为一确定性函数，则它就是上

面定义的维纳积分。 

  

3． 伊藤（Ito）随机积分的应用 

 

研究线性伊藤（Ito）随机微分方程（Langevin方程）： 







=

+−=

0)0(

)()()( 0

X
td
tdWtX

td
tdX βα

 

其中： 0,0 >> βα 为常数。 

 解：注意到方程 

               0
0)0(

)()()(
≥





=

=+ t
x

tytx
td
txd βα

             (*) 

的解可以写成： 

∫ −−=
t ut duuyetx
0

)( )()( α  

因此以上的线性伊藤（Ito）随机微分方程可以看作以白噪声
td
tdW )(0β 激励由方

程（*）确定的线性系统，因此 )(tX 形式上可以写成： 

∫∫ −−−− ==
t utt ut udWeduuWetX
0 0

)(

0

/
0

)( )()()( αα ββ  

 因此有： 

0)}({ =tXE  

0,)}](exp{}[exp{
2

)}2exp{)}(exp{

)}(exp{)}(exp{),(

212121

2

),min(

021
2

),min(

0 21
2

21

21

21

≥+−−−−=

+−=

−−−−=

∫

∫

tttttt

duutt

duututttR

tt

tt

X

αα
α
β

ααβ

ααβ

 

注意 )(tX 不是一平稳的随机过程（有瞬时效应），如果激励时间换成 −∞=t ，
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则有 

0,}exp{
2

),( 2121

2

21 ≥−−= ttttttRX α
α
β

 

此时的输出即为一平稳的随机过程。以上的输出 称为

奥斯坦－乌伦贝克（Ornstein -Uhlenbeck）过程。 

∫ −−=
t ut udWetX
0 0

)( )()( αβ

 

（十）例子 

 例 1 ． 设 { }0);( ≥ttW

)(

为 一 标 准 的 维 纳 过 程 ， 令 随 机 过 程

)1()( tWtWtY −+= ， 0≥t 。 

（a）试证明随机过程{ }0);( ≥ttY 是平稳过程； 

（b）试证明随机过程{ }0);( ≥ttY 的功率谱密度为: 

)2/(sin)2/()( 22 ωωω ⋅= −
YS  

（c）试求W )()2()1( nWW +++ L 的分布。 

 解：解：（a）显然有， 

0)}({)}1({)}()1({)}({ =−+=−+= tWEtWEtWtWEtYE  

},min{},1min{}1,min{}1,1min{
)]}()1()][()1({[)}()({),(

tstststs
tWtWsWsWEtYsYEtsRY

++−+−++=
−+−+==

 

因此，我们有： 

当 10 +≤≤≤ sts 时： )(11),( tsstsstsRY −+=+−−+=  

当0 1+≤≤≤ tst 时： )(11),( tststttsRY −−=+−−+=  

当 1+≥ st ，或 1+≥ ts 时： 0),( =tsRY  

令 ts −=τ ，则 )(tY 的自相关函数为： 





>
≤−

=
1,0
1,1

)(
τ
ττ

τYR  

所以随机过程{ }0);( ≥ttY 是平稳过程。 

（b）由维纳－辛钦公式，有： 
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)2/(sin)2/()cos()1(2

)1()(
221

0

1

1

ωωτωττ

ττω τω

⋅=−=

−=

−

−

−

∫

∫
d

deS j
Y

 

（c）由于维纳过程是正态过程，因此可知 )()2()1( nWWW +++= Lξ 是正

态分布的随机变量，且 0)}()2()1({}{ =+++= WW nWEE Lξ ，下面求此随

机变量的方差： 

6
)12)(1(

)}()({2)}({

})]()2()1({[}{}{

11

2

22

++
=

+=

+++==

∑∑
≤<≤=

nnn

jWiWEiWE

nWWWEED

nji

n

i

Lξξ

 

所以 





 ++

+++=
6

)12)(1(,0~)()2()1( nnnNnWWW Lξ 。 

 

习题： 

设 是初值为零的标准布朗运动，令0,)( ≥ttB 10)],1/([)1()( <≤−−= tttBttξ ，

的常数，试求随机过程0,0),12 >≥− atatη ()( = − eBet at )(tξ 和 )(tη 的均值函数

和相关函数，并说明 )(tξ 和 )(tη 是否是正态过程。 

（1） 

设{ 是标准的布朗运动，试求 与 的相关系数，其中：

。 

}0,)( ≥ttB

1≤≤ t

)(tB ∫
1

0
)( duuB

0

（2） 

（3） 已知 是初值为 0的标准布朗运动，求在0),( >ttB 0)1( =B 时 的条

件概率分布密度函数。 

)10()( << ttB

已 知 是 初 值 为 零 的 标 准 布 朗 运 动 ， 令0,)( ≥ttB btBat += )()(ξ ，

batB += )(t)(η ，其中常数 ， 。试分析此两随机过程的前二阶

矩是否相同？此两过程是否同分布？说明理由。 

0,0 >> ba 0≥t

（4） 

 

教材 P561：6、7、10、11、13、16。 



第一章概论 

第 1 题 
某公共汽车站停放两辆公共汽车 A 和 B，从 t=1 秒开始，每隔 1 秒有一乘客到达车站。

如果每一乘客以概率
2
1
登上 A 车，以概率

2
1
登上 B 车，各乘客登哪一辆车是相互统计独立

的，并用 jξ 代表 t=j 时乘客登上 A 车的状态，即乘客登上 A 车则 jξ ＝1，乘客登上 B 车则 jξ

＝0，则 ,
2
1}0{,

2
1}1{ ==== jj PP ξξ 当 t＝n 时在 A 车上的乘客数为 n

n

j
jn ηξη ,

1
∑
=

= 是一

个二项式分布的计算过程。 

（1）求 nη 的概率，即 ;,...,2,1,0?}{ nkkP n ===η  

（2）当公共汽车 A 上到达 10 个乘客时，A 即开车（例如 t＝21 时 921 =η ，且 t＝22 时又

有一个乘客乘 A 车，则 t＝22 时 A 车出发），求 A 车的出发时间 n 的概率分布。 
解（1）： 

n

n k
n

kP ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

2
1}{η  

解（2）： 

n

n

n

n

P
P

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

=
−

2
1

9
1

2
1

2
1

9
1

A)10n9A1-n(
}nA{

1

名乘客登上车时刻第名乘客；在有时刻，车在

开车在时刻车

 

 
第 2 题 

设有一采用脉宽调制以传递信息的简单通信系统。脉冲的重复周期为 T，每一个周期传

递一个值；脉冲宽度受到随机信息的调制，使每个脉冲的宽度均匀分布于（0，T）内，而

且不同周期的脉宽是相互统计独立的随机变量；脉冲的幅度为常数 A。也就是说，这个通信

系统传送的信号为随机脉宽等幅度的周期信号，它是以随机过程 )(tξ 。图题 1－2 画出了它

的样本函数。试求 )(tξ 的一维概率密度 )(xf
tξ

。 

解： 



0

0

( 1)

( ) ( ) ( )

{ ( ) } { ( ) 0}
[( 1) , ] , (0, )

{ ( ) } { [( 1) , ]}
{ [ ( 1) ]}

1

( 1)

( 1)1

({ ( ) 0} 1 { ( ) }

t A

A

n

n

n

T

t n T

f x P x A P x

P t A P P t P
t n T nT n T

P t A P t n T nT
P t n T

d
T

T t n T
T

nT t
T

tn
T
t n T

T
t nP t P t A

ξ δ δ

ξ ξ
η

ξ η
η

η

ξ ξ

− −

= − +

= = = =

∈ − ∈
= = ∈ − +

= > − −

=

− + −
=

−
=

= −

− −
= −

− −
= = − = =

∫

是任意的脉冲宽度

0

1) ( 1)

( ) ( ) ( )

( ) ( 1) ( )

t A

T t n
T T

f x P x A P x

t tn x A n x
T T

ξ δ δ

δ δ

= − −

∴ = − +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 
第 3 题 

设有一随机过程 )(tξ ，它的样本函数为周期性的锯齿波。图题 1－3(a)、(b)画出了两个

样本函数图。各样本函数具有统一形式的波形，其区别仅在于锯齿波的起点位置不同。设在

t=0 后的第一个零值点位于 0τ ， 0τ 是一个随机变量，它在（0，T）内均匀分布，即

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ≤≤

=
其它值）(0

)0(1
)(

0

Tt
Ttfτ 若锯齿波的幅度为 A，求随机过程 )(tξ 的一维概率密度。 

解（1）： )(tξ 取值在 0，A 之间，且均匀分布 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ≤≤

=
其它值）(0

)0(1
)()(

Ax
Axf tξ  

解（2）： 

令 )(tξ ＝x，则 x=k(t- 0τ )， )0( Ax ≤≤ ，t= T
T
tt ⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
−

'
' , k 为斜率。所以 0τ =t-

k
x
。 



⎪⎩

⎪
⎨

⎧
≤≤=−•=

=
其它值）(0

)0(111
)()(

Ax
AkTxf tξ   

 
第 4 题 

设有随机过程 )(sincos)( ∞<<−∞+= tttt ωηωξζ 其中ω为常数，且ω >0，ξ 和

η是随机变量，且相互统计独立，它们的概率密度为 

)(}
2

exp{
2
1)(

)(}
2

exp{
2
1)(

2

2

∞<<−∞−=

∞<<−∞−=

yyxf

xxxf

π

π

η

ξ

 

即ξ 和η是正态分布 N（0，1）随机变量。若把 )(tζ 写成 )sin()( φωζ += tVt 的形式， 

（1）求 ),,(),(),( ϕϕ ϕϕ vffvf vv 问 V 和φ是否统计独立。 

（2）画出 )(tζ 的典型样本函数； 

（3）求 )(tζ 的一维概率密度 )(zf
tξ

； 

（4）设有事件 A， })(2{
/

0

2 cdttA >Δ ∫
ωπ
ζ

π
ω

，其中 c 为常数，求出现 A 事件的概率 P(A)。 

解（1）： 

ηξ , 相互独立，故其联合概率密度为 )()(),( yfxfyxf ηξξη ⋅= ，利用随机变量变换后

的概率密度的公式，可得到 φ,v 的联合概率密度： 

Jvfvfvfv ⋅⋅= )cos()sin(),( φφφ ηξφ  

tt
tVtV

tVt

ωηωξ
ωφωφ

φωζ

sincos
sincoscossin

)sin()(

+=
+=

+=

 

⎩
⎨
⎧

=
=

φη
φξ

cos
sin

V
V

              
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<<=

+∞<<+=

− )20(tan

)0(

1

22

πφ
η
ξφ

ηξ VV
 

Jacobi 行列式： 



( sin ) ( cos )
sin cos( , )

( sin ) ( cos ) cos sin( , )

v v
v vJ V

v v V VV

φ φ
φ φξ η

φ φ φ φφ
φ φ

∂ ∂
∂ ∂ ∂

= = = =
∂ ∂ −∂

∂ ∂

 

2

2

2

)()(
||),(

||)),(),,((),(

V

V

eV

Vyfxf
Jyxf

Jvvfvf

−
=

=

•=

•=

π

ϕηϕξϕ

ηξ

ξη

ξηφ

 

所以 φ,v 的联合概率密度 vvvfv ⋅−= )
2

exp(
2
1),(

2

π
φφ 。该式分别对 φ,v 在各自的定义

域内积分 ，即得 φ,v 的概率密度： 

2

2

0
2

),()(
V

VV

Ve

dvfvf

−
=

= ∫
π

φ ϕϕ
 

π

π

ϕϕ φφ

2
1

2

),()(

0
2

0
2

=

=

=

∫

∫
∞+ −

+∞

dveV

dvvff
V

V

 

因为 ),()()( φφ φφ vffvf vv =⋅ ，所以可知二者统计独立。 

解（2）： 
典型样本函数图形，略。 

解（3）： 
利用特征函数求解。 
在 t 时刻，cos(wt),sin(wt) 值均给定。 

高斯随机变量ξ 的特征函数为
2

( ) exp
2
uuξ

⎛ ⎞
Φ = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

高斯随机变量η的特征函数为
2

( ) exp
2
uuη

⎛ ⎞
Φ = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

因此 tt ωηωξ sin,cos 的特征函数分别为， 



2 2cos ( )( cos ) exp
2

u tu tξ
ωω

⎛ ⎞
Φ = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
， 

2 2sin ( )( sin ) exp
2

u tu tη
ωω

⎛ ⎞
Φ = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

又 因 为 ttt ωηωξζ sincos)( += ， 故 随 机 变 量 ζ 的 特 征 函 数 为

2

( cos ) ( sin ) exp
2
uu t u tξ ηω ω

⎛ ⎞
Φ ⋅Φ = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
，所以随机变量ζ 的概率密度为其特征函数

的傅立叶反变换，计算得： 

21( ) exp
22
zf zζ π

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

解（4）： 
若 c 小于零，则事件 A 为必然事件，P（A）=1； 
若 c 大于等于零， 

考察 ∫
ωπ
ζ

π
ω /

0

2 )(2 dtt ，变形为： 

2

/

0

22 )(sin2

v

dttv

=

+∫
ωπ

φω
π
ω

 

P{A}=P{ cv >2 }=P{ cv > }=
2

exp
2c

vv dv
∞ ⎛ ⎞

⋅ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ = exp
2
c⎛ ⎞−⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 
第 5 题 

求第 4 题所给出的随机过程 )(tζ 的均值和自相关函数。 

解： 

0
sin}{cos}{
}sincos{)}({

=
+=

+=
tEtE

ttEtE
ωηωξ

ωηωξζ
 

1 2 1 2

1 1 2 2
2

1 2 1 2
2

2 1 1 2

1 2 1 2

1 2

( , ) { ( ) ( )}
{( cos sin )( cos sin )}

{ }cos cos { }cos sin

{ }cos sin { }sin sin
cos cos sin sin
cos( )
cos( )

R t t E t t
E t t t t

E t t E t t

E t t E t t
t t t t
t t

ξ ζ ζ

ξ ω η ω ξ ω η ω

ξ ω ω ξη ω ω

ξη ω ω η ω ω
ω ω ω ω
ω ω
ωτ

=

= + +

= +

+ +
= +
= −
=

 



 
第 6 题 

设有随机过程 )(tξ ，并设 x 是一实数，定义另一个随机过程 )(tη
⎩
⎨
⎧

≥=
<=

))((0)(
))((1)(

xtt
xtt

ξη
ξη

试证 )(tη 的均值和自相关函数分别为随机过程 )(tξ 的一维和二维分布函数。 

解： 

),(
))(,)({

))(,)({11)}()({
)(

))({
})({0))({1)}({

21

2211

221121

xxF
xtxtP

xtxtPttE
xF
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xtPxtPtE

ξ

ξ

ξξ
ξξηη

ξ
ξξη
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=
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第 7 题 

设有随机过程 tttt cos)(},),({ ηξξ =∞<<∞− ，其中η为均匀分布于（0,1）间的

随机变量，即
⎩
⎨
⎧ <≤

=
值）其它y(0

)10(1
)(

y
yfη 试证： 

（1） 1 2 1 2
1( , ) cos cos
3

R t t t tξξ =  

（2） 1 2 1 2
1( , ) cos cos

12
C t t t tξξ =  

解（1）： 

1 2 1 2

2
1 2

1 2
1 20

1 2

( , ) { cos cos }

{ }cos cos

cos cos

1 cos cos
3

R t t E t t

E t t

d t t

t t

ξξ η η

η

η η

=

=

=

=

∫  

解（2）： 

1

0

1 2 1 1 2 2

1{ }
2

1{ } { cos } { }cos cos
2

1 1( , ) {( cos cos )( cos cos )}
2 2

E d

E E t E t t

C t t E t t t tξξ

η η η

ξ η η

η η

= =

= = =

= − −

∫

 



2
1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

1{ }cos cos { }cos cos
2

1 1{ }cos cos cos cos
2 4

1 1 1 1cos cos cos cos cos cos cos cos
3 4 4 4
1 cos cos

12

E t t E t t

E t t t t

t t t t t t t t

t t

η η

η

= −

− +

= − − +
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第 8 题 

设有一随机过程 )(tξ 作为图题 1－8 所示的线性系统的输入，系统的输出为 )(tη ，若

)(tξ 的相关函数为 ),( 21 ttRξξ ，是求输出随机过程 )(tη 的自相关函数（用输入过程的相关函

数表示）。 
解： 

1 2 1 2

1 1 2 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

( , ) { ( ) ( )}
{[ ( ) ( )][ ( ) ( )]}
{ ( ) ( )} { ( ) ( )}

{ ( ) ( )} { ( ) ( )}
( , ) ( , )

( , ) ( , )

R t t E t t
E t T t t T t
E t T t T E t T t

E t t T E t t
R t T t T R t T t

R t t T R t t

ηη

ξξ ξξ

ξξ ξξ

η η

ξ ξ ξ ξ
ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

=

= − − − −
= − − − −

− − +
= − − − −

− − +

 

 
第 9 题 

设 ),( tωξ 是§3 例二所定义的随机电报信号（即任何时刻 ),( tωξ 以概率 1／2 取值 0 或

1，单位内时间波形平均变化次数为 ξλ ）， ),( tωη 也是 0、1 随机电报信号，它在单位内时

间波形平均变化次数为 ηλ ，且 ),( tωξ 和 ),( tωη 是相互统计独立的；又设随机过程 ),( tωζ

是 ),( tωξ 、 ),( tωη 两随机信号之和，即 ),( tωζ ＝ ),( tωξ ＋ ),( tωη 。 

（1）试画出 ),( tωζ 的典型样本函数； 

（2）试求 ),( tωζ 的一维概率密度； 

（3）设有两时刻 t1,t2,求 )( 1tζ 和 )( 2tζ 的二维联合概率密度。 

解（1）：略。 
解（2）： 



{ ( , ) 0} { ( , ) 0} { ( , ) 0}
1 1 1
2 2 4

{ ( , ) 1} { ( , ) 0} { ( , ) 1}
{ ( , ) 0} { ( , ) 1}

1 1 1 1 1
2 2 2 2 2
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2 2 4

1 1 1( ) ( ) ( 1) ( 2)
4 2 4
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f z z z zζ
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ζ ω ξ ω η ω

δ δ δ

= = = =

= • =

= = = =
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= • + • =

= = = =

= • =

∴ = + − + −

 

解（3）： 
随机电报信号 t1,t2 之间发生偶数次变化的概率是 
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随机电报信号 t1,t2 之间发生奇数次变化的概率是 
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         )( 1tζ 和 )( 2tζ 的二维联合概率密度＝ 
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第 10 题 

质点在直线上作随机游动，即在 t＝1，2，3，…时质点可以在 x 轴上往右或往左作一个

单位距离的随机游动。若往右移动一个单位距离的概率为 p，往左移动一个单位距离的概率

为 q，即 1,}1{,}1{ =+=−==+= qpqPpP ii ξξ ，且各次游动是相互统计独立的。经过



n 次游动，质点所处的位置为 ∑
=

==
n

i
in n

1

)( ξηη 。 

（1）求 )(nη 的均值； 

（2）求 )(nη 的相关函数和自协方差函数 ),( 21 nnRηη 和 ),( 21 nnCηη 。 

解（1）： 
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解（2）： 
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我做的结果： 
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第 11 题 

设有§2 例二所定义的四电平随机调幅信号 )(tξ ，求它的自协方差函数。 

解： 
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当|t1-t2|<T0 时 

)||1(
2
5

))2()1(21)(||1(
4
10

)||1(
4
1||

16
1

),(),(

0

21

2222

0

21

2,1,1,20

21

2,1,1,22,1,1,20

21

2121

T
tt
T

tt

ij
T

ttji
T

tt
ttRttC

jiji

−
−•=

−+−++
−

−•+=

−
−•+

−
•=

=

∑∑∑
−−==−−=−−=

ξξξξ

 

当|t1-t2|>T0 时 

0
16
1

),(),(

2,1,1,22,1,1,2

2121

=

•=

=

∑∑
−−=−−= ji

ji

ttRttC ξξξξ

 

 
第 12 题 

设有§2 例五所定义的、幅度服从正态分布的随机调幅信号 )(tξ ，求它的自协方差函数。 

解： 
由定义知： 

0)}({ =tE ξ  

),(
)}({)}({)}()({

)])([)()])(([)({(),(

21

2121

221121

ttR
tEtEttE

tEttEtEttC

ξξ

ξξ

ξξξξ

ξξξξ

=
−=

−−=

 

若｜t1-t2|>T   

0)}({)}({)}()({),( 212121 === tEtEttEttC ξξξξξξ  



若｜t1-t2|<T  

 

1 2 1 2

21 2 1 2

0 0

21 2

0

( , ) { ( ) ( )}

| | | |0 1 {[ ( )] ]

| |1

C t t E t t

t t t t E t
T T

t t
T

ξξ ξ ξ

ξ

σ

=

⎛ ⎞− −
= × + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞−

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 



 1

马尔可夫过程（I）―马尔可夫链 

第 1 题 

设 )(tξ 是 一 马 尔 可 夫 过 程 ， 又 设 knnn ttttt ++ <<<<<< LL 121 ， 试 证 明

)/(),,/( 1/1,,/ 11 +++ +++
= nnttknnnttt xxfxxxf

nnknnn
LL 即一个马尔可夫过程的反向也具有马尔可夫

性。 
解： 

1

1

1

1 1

1 2 1 1

/ , , 1

, , , 1

, , 1

/ 1 / 1

/ 1 / 2 1 1

( / , , )

( , , , )
( , , )

( / ) ( / ) ( )
( / ) ( / ) ( )

n n n k

n n n k

n n k

n k n k n n n

n k n k n n n

t t t n n n k

t t t n n n k

t t n n k

t t n k n k t t n n t n

t t n k n k t t n n t n

t

f x x x

f x x x
f x x

f x x f x x f x
f x x f x x f x

f

+ +

+ +

+ +

+ + − +

+ + − + + +

+ +

+ +

+ +

+ + − +

+ + − + + +

=

=

=

L

L

L

L

L

L

L

L

1

1

1

1

1

/ 1

1

, 1

1

/ 1

( / ) ( )
( )

( )
( )

( / )

n n n

n

n n

n

n n

t n n t n

t n

t t n n

t n

t t n n

x x f x
f x

f x x
f x

f x x

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

=

=

 

 
第 2 题 

试证明对于任何一个马尔可夫过程，如“现在”的 )(tξ 值为已知，则该过程的“过去”

和“将来”是相互统计独立的，即如果有 321 ttt << ，其中 t2 代表“现在”，t1 代表“过去”，

t3 代表“将来”，若 22 )( xt =ξ  为已知值，试证明 )/()/()/,( 23/21/231/, 2321231
xxfxxfxxxf ttttttt =  

解： 

)/()/(

)(
),()/(

)(
)()/()/(

)(
),,(

)/,(

23/21/

2

12,23/

2

112/23/

2

231,,
231/,

2321

2

1223

2

11223

2

231

231

xxfxxf

xf
xxfxxf

xf
xfxxfxxf

xf
xxxf

xxxf

tttt

t

tttt

t

ttttt

t

ttt
ttt

=

=

=

=

 

 
第 3 题 

若 )(tξ 是 一 马 尔 可 夫 过 程 ， 2121 ++ <<<<< mmm ttttt L ， 试 证 明



 2

)/,(),,,/,( 21/,2121,,,/, 212121 mmmtttmmmttttt xxxfxxxxxf
mmmmmm ++++ +=++

=LL
 

解： 

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

2 1 1 2 1 1

1 2 1

, / , , , 1 2 1 2

, , , , , 1 2 1 2

, , , 1 2

/ 2 1 / 1 / 2 1 1

/ 1 / 2 1

( , / , , , )

( , , , , , )
( , , , )

( / ) ( / ) ( / ) ( )
( / ) ( /

m m m

m m m

m

m m m m

m m

t t t t t m m m

t t t t t m m m

t t t m

t t m m t t m m t t t

t t m m t t

f x x x x x

f x x x x x
f x x x

f x x f x x f x x f x
f x x f x x

+ +

+ +

+ + +

−

+ +

+ +

+ + +

−

=

=

L

L

L

L

L

L

L

L
1

2 1 1

1 2

1

/ 2 1 / 1

, / 1 2

) ( )

( / ) ( / )

( , / )
m m m m

m m m

t

t t m m t t m m

t t t m m m

f x

f x x f x x

f x x x
+ + +

= +

+ + +

+ +

=

=

 

 
第 4 题 

若有随机变量序列 ,,,,, 21 LL nξξξ 且 LL ,,,, 21 nξξξ 为相互统计独立的随机变量， nξ

的概率密度为 L,2,1,0}{),()( === nExfxf nnnnn
ξξ 。定义另一随机变量序列{ }nη 如下： 

LL

L

LL

nn ξξξη

ξξξη
ξξη

ξη

+++=

++=
+=

=

21

3213

212

11

 

试证明： 

（1）序列 LL ,,,, 21 nηηη 具有马尔可夫性； 

（2） 111112211 }/{},,,/{ −−−−− ====== nnnnnnn yyEyyyE ηηηηηη L  

解（1）：略（附后） 
解（2）：略（附后） 
 
第 5 题 

设有随机过程 L,3,2,1),( =nnξ ，它的状态空间 I：｛x: 0<x<1｝是连续的，它的参数 T

为离散的，T＝n，n=1,2,…。设 )1(ξ 为(0,1)间均匀分布的随机变量，即 )1(ξ 的概率密度为

⎩
⎨
⎧ <<

==
)(0

)10(1
)()( 1

1)1(11
其它

x
xfxf ξ ， )m(,,)2(,)1( ξξξ L 的联合概率密度为 



 3

1,2, ,m 1 2 m

(1), (2), , (m) 1 2 m

1 1
1 2 m-1

1,2, ,m 1 2 m

f (x ,x , ,x )
f (x ,x , ,x )

1 (0 1)
x x x

f (x ,x , ,x ) 0 ( )

m m

i

x x x

x

ξ ξ ξ

−

⎧
⎪ =⎪⎪
⎨ = < < < <⎪
⎪
⎪ =⎩

L

L

L

L

L

L
L

L 其它 值

 

（1）求 )2(ξ 的边际概率密度; 

（2）试问该过程是否为马尔可夫过程； 

（3）求转移概率密度 )/(,),/( 11/121/2 −− mmmm xxfxxf LL 。 

（4）求 }
3
1)3(,

4
3)1({ << ξξP 。 

解（1）： 

21

1

1
1

1

21(2)(1),2(2)

12
1

21(2)(1),

ln
x
1)x,x(f)x(f

)10(
x
1)x,x(f

22

xdxxd

xx

xx
−===

<<<=

∫∫ ξξξ

ξξ

 

解（2）： 

(m)/ (1), (2), , (m-1) m 1 2 m-1

(1), (2), , (m) 1 2 m

(1), (2), , (m-1) 1 2 m-1

1 2 m-1 1 2 m-2

1 1
m-1

f (x /x ,x , ,x )

f (x ,x , ,x )
f (x ,x , ,x )

1 1/
x x x x x x

1 (0 1)
x m mx x x

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

−

=

=

= < < < <

L

L

L

L

L

L

L L

L

 

)x,,x,/xx(f 1-m21m1)-(m,(2),(1),(m)/ LLξξξξ 只与 )1( −mξ 有关，该过程是马尔可夫过程。 

解（3）： 

)10(1)/(

,

),10(1)/(

1
1

11/

12
1

121/2

<<<<=

<<<=

−
−

−− L

LL

mm
m

mmmm xx
x

xxf

xx
x

xxf

 

解（4）：略（附后） 
 
第 6 题 

设有一参数离散、状态连续的随机过程 L,3,2,1),( =nnξ ，它的状态空间为：



 4

}0;{: ≥xxI ，又 )1(ξ 的概率密度为 

⎩
⎨
⎧ ≥

==
−

)(0
)0(

)()( 1
111)1(

1

值其它 i

x

x
xe

xfxfξ  

)m(,,)2(,)1( ξξξ L 的 m 维联合概率密度为 

1,2, ,m 1 2 m

1 2 m-1 1 1 2 2 1 1

1 2

1,2, ,m 1 2 m

f (x ,x , ,x )
x x x exp{ ( )}

( 0, 0, , 0)
f (x ,x , ,x ) 0 ( )

m m m m

m

i

x x x x x x x
x x x

x

− − −

⎧
⎪ = • − + + + +⎪
⎨ ≥ ≥ ≥⎪
⎪ =⎩

L

L

L

L L

L

L 其它 值

 

（1）求 )2(ξ 的概率密度; 

（2）求边际概率密度函数 )x,,x,(xf 1-m211-m,1,2, LL ； 

（3）说明该过程是马尔可夫过程，并求其转移概率密度 )/( 11/ −− mmmm xxf ； 

解（1）： 

2
2

10 1121

10 21(2)(1),2(2)

12112121(2)(1),

)1(
1

)}(exp{

)x,x(f)x(f

)0,0()}(exp{)x,x(f

+
=

+−=

=

≥≥+−=

∫
∫
∞

∞

x

dxxxxx

xd

xxxxxx

ξξξ

ξξ

 

解（2）： 

1,2, ,m-1 1 2 m-1

1,2, ,m 1 2 m m0

1 2 m-1 1 1 2 2 1 1 m0

1 2 m-2 1 2 2 1 1 1 2

1,2, ,m-1 1 2 m-1

f (x ,x , ,x )

f (x ,x , ,x )dx

x x x exp{ ( )}dx

x x x exp{ ( )} ( 0, 0, , 0)
f (x ,x , ,x )

0 ( )

m m m m

m m m

i

x x x x x x x

x x x x x x x x

x

∞

∞

− − −

− −

⎧
⎪
⎪=
⎪
⎪⎪= • − + + + +⎨
⎪= • − + + + ≥ ≥ ≥
⎪
⎪

=⎩

∫
∫

L

L

L

L

L

L L

L L L

L

其它 值
⎪
⎪

 

解（3）：略 

m/1,2, ,m-1 m 1 2 m-1

1,2, ,m 1 2 m

1,2, ,m-1 1 2 m-1

1 2 m-1 1 1 2 2 1 1

1 2 m-2 1 2 2 1 1

m-1 1 1

f (x /x ,x , ,x )
f (x ,x , ,x )

f (x ,x , ,x )
x x x exp{ ( )}

x x x exp{ ( )}
x exp{ } ( 0, 0)

m m m m

m m

m m m m

x x x x x x x
x x x x x

x x x x

− − −

− −

− −

=

• − + + + +
=

• − + + +
= • − ≥ ≥

L

L

L

L

L

L

L L

L L
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)x,,x,/xx(f 1-m21m1)-(m,(2),(1),(m)/ LLξξξξ 只与 )1( −mξ 有关，该过程是马尔可夫过程。 

 
第 7 题 

有三个黑球和三个白球。把这六个球任意等分给甲、乙两个袋中，并把甲袋中的白球数

定义为该过程的状态，则有四种状态：0，1，2，3。现每次从甲、乙两袋中各取一球，然后

相互交换，即把从甲袋取出的球放入乙袋，把从乙袋取出的球放入甲袋，经过 n 次交换，过

程的状态为 L,3,2,1),( =nnξ 。 

（1）试问该过程是否为马尔可夫链； 
（2）计算它的一步转移概率矩阵。 
解（1）： 

该过程是马尔可夫链； 
解（2）： 

00 02 03

01

10

0
{ 1

1 1 1{ 2 1 2 1
3 3 9

P P P
P

P

= = =

= =

= = × =

甲袋全为黑球，乙袋全为白球｝

甲袋 个黑球，个白球，取白球；乙袋 个白球，个黑球，取黑球｝

11

12

13

{ 2 1 2 1
{ 2 1 2 1

2 1 1 2 4
3 3 3 3 9

2 2 4{ 2 1 2 1
3 3 9

0

P

P

P

=

∪

= × + × =

= = × =

=

甲袋 个黑球，个白球，取黑球；乙袋 个白球，个黑球，取黑球｝

甲袋 个黑球，个白球，取白球；乙袋 个白球，个黑球，取白球｝

甲袋 个黑球，个白球，取黑球；乙袋 个白球，个黑球，取白球｝

20

21

22

23

0
2 2{ 2 2 1
3 3

{ 2 1 2 1
{ 2 1 2 1

1 2 2 1 4
3 3 3 3 9

1 1 1{ 2 1 2 1
3 3 9

P

P

P

P

=

= = × =

=

∪

= × + × =

= = × =

甲袋 个白球，取白球；乙袋 个黑球，个白球，取黑球｝

甲袋 个白球，个黑球，取黑球；乙袋 个黑球，个白球，取黑球｝

甲袋 个白球，个黑球，取白球；乙袋 个黑球，个白球，取白球｝

甲袋 个白球，个黑球，取黑球；乙袋 个黑球，个白球，取白球｝

30 31

32

33

0
1
0

P P
P
P

= =
=
=
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0 1 0 0
1 4 4 0
9 9 9

4 4 10
9 9 9

0 0 1 0

P

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
第 8 题 

设｛ )(nξ ｝是一马尔可夫链，它的状态空间为 I：{0,1,2},它的初始状态的概率分布为

4
1}2)0({,

2
1}1)0({,

4
1}0)0({ ====== ξξξ PPP ；它的一步转移概率矩阵为 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

4
3

4
10

3
1

3
1

3
1

0
4
3

4
1

P  

（1）计算概率 }1)2(,1)1(,0)0({ === ξξξP ； 

（2）计算
)2(

01P 。 

解（1）： 

16
1

3
1

4
3

4
1

}1)1(/1)2({}0)0(/1)1({}0)0({
}1)2(,1)1(,0)0({

=××=

======
===

ξξξξξ
ξξξ

PPP
P

 

解（2）： 

16
7

48
31

48
13

48
4

36
13

36
16

36
7

4
1

16
7

16
5

4
3

4
10

3
1

3
1

3
1

0
4
3

4
1

4
3

4
10

3
1

3
1

3
1

0
4
3

4
1

)2(
01

)2(

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

P

P
 

 
第 9 题 

设有马尔可夫链，它的状态空间为 I：｛0，1，2｝，它的一步转移概率矩阵为 
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

010
01

010
ppP  

（1）试求
)2(P ，并证明

)4()2( PP = ; 

（2）求 1,)( ≥nP n
。 

解（1）： 
(2)

0 1 0 0 1 0
1 0 1 0
0 1 0 0 1 0

1 0
0 1 0
1 0

P P P

p p p p

p p

p p

= •

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟= − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

(4) (2) (2)

(4) (2)

1 0 1 0
0 1 0 0 1 0
1 0 1 0

1 0
0 1 0
1 0

P P P
p p p p

p p p p

p p

p p

P P

= ⋅

− −⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

∴ =

 

解（2）： 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=⋅=

010
01

010

010
01

010

01
010

01
)2()3(

pp

pp
pp

pp
PPP

 

若 n 为奇数， 1,)( ≥= nPP n
；若 n 为偶数， 1,)2()( ≥= nPP n  

 
第 10 题 

设有马尔可夫链，它的状态空间为 I: ｛ 0， 1｝，它的一步转移概率矩阵为

)10(
1

1
<<⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
= p

pp
pp

P 试用数学归纳法证明： 
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⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−+−−

−−−+
=

nn

nn

n

pp

pp
P

)12(
2
1

2
1)12(

2
1

2
1

)12(
2
1

2
1)12(

2
1

2
1

)(  

解： 

)10(
1

1
1

<<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

=

p
pp

pp
P

n

 

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−+−−

−−−+
=

nn

nn

n

pp

pp
P

)12(
2
1

2
1)12(

2
1

2
1

)12(
2
1

2
1)12(

2
1

2
1

)(  

( 1)

1 1

1 1

1 1 1 1(2 1) (2 1) 12 2 2 2
1 1 1 1 1(2 1) (2 1)
2 2 2 2
1 1 1 1(2 1) (2 1)
2 2 2 2

1 1 1 1(2 1) (2 1)
2 2 2 2

n n

n

n n

n n

n n

p p p p
P

p pp p

p p

p p

+

+ +

+ +

⎛ ⎞+ − − −⎜ ⎟ −⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟⎝ ⎠− − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞+ − − −⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟− − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( )

1 1 1 1(2 1) (2 1)
2 2 2 2

1 1 1 1(2 1) (2 1)
2 2 2 2

n n

n

n n

p p
P

p p

⎛ ⎞+ − − −⎜ ⎟
∴ = ⎜ ⎟

⎜ ⎟− − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
第 11 题 

设有马尔可夫链，它的状态空间为 I: ｛ 0， 1｝，它的一步转移概率矩阵为

)10,10(
1

1
<<<<⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
= ba

bb
aa

P 试求
)(nP （利用矩阵的特征值、特征矢量方法

计算） 
解： 

对一步转移概率矩阵作特征值分解，其特征值为 1 2,λ λ 相应的特征矢量是 1 2,u u ， 

考虑 1 步转移概率矩阵， 

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 2 2 2

1
1 2 1 1 2 2 1 2 1 2

2

0
0

Pu u Pu u

P u u u u u u u u

λ λ
λ

λ λ
λ

= =

⎛ ⎞
= = = Λ⎜ ⎟

⎝ ⎠
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进一步考虑 1 步转移概率矩阵，则有 

( )( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2
T TP P u u u u u u u u= = Λ  

再考虑 n 步转移概率矩阵，有 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( )
1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1
1 2 1 2

2

0
0

nTn n

T T T

Tn

n
T

n

P P u u u u

u u u u u u u u u u u u

u u u u

u u u u
λ

λ

⎡ ⎤= = Λ⎣ ⎦

= Λ ⋅ Λ ⋅ Λ

= Λ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

L

 

将 1 2,λ λ ， 1 2,u u 代入上式可以得到最后的结果。 

 
第 12 题 

天气预报问题。其模型是：今日是否下雨依赖于前三天是否有雨（即一连三天有雨；前

两天有雨，第三天是晴天；…），问能否把这个问题归纳为马尔可夫链。如可以，问该过程

的状态有几个？如果过去一连三天有雨，今天有雨的概率为 0.8；过去三天连续为晴天，而

今天有雨的概率为 0.2；在其它天气情况时，今日的天气和昨日相同的概率为 0.6。求这个马

尔可夫链的转移矩阵。 
解： 

设下雨为 1，晴天为 0，共有 8 种状态，转移概率矩阵（竖排依次为昨天、前天、大前

天；横排依次为今天、昨天、前天） 
        000  001  010  011  100  101  110  111 
000  0.8  0  0  0  0.2  0  0  0 
001  0.6  0  0  0  0.4  0  0  0 
010  0  0.6  0  0  0  0.4  0  0 
011  0  0.6  0  0  0  0.4  0  0 
100  0  0  0.4  0  0  0  0.6  0 
101  0  0  0.4  0  0  0  0.6  0 
110  0  0  0  0.4  0  0  0  0.6 
111  0  0  0  0.2  0  0  0  0.8 

 
第 13 题 

设有马尔可夫链，它的状态空间为 I:｛0，1｝，它的一步转移概率矩阵为 

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

3
2

3
1

2
1

2
1

P  

试求
)3(

01
)2(

01
)1(

01
)3(

00
)2(

00
)1(

00 ,,,,, ffffff  
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解： 

8
1

2
1

2
1

2
1

4
1

2
1

2
1

2
1

9
1

3
1

3
2

2
1

6
1

3
1

2
1

2
1

010000
)3(

01

0100
)2(

01

01
)1(

01

101101
)3(

00

1001
)2(

00

00
)1(

00

=⋅⋅==

=⋅==

==

=⋅⋅==

=⋅==

==

PPPf

PPf

Pf

PPPf

PPf

Pf

 

 
第 14 题 

设有一个三状态 I:｛0，1，3｝的马尔可夫链，它的一步转移概率矩阵为 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

33

22

11

0
0

0

pq
qp

qp
P  

试求
)3(

01
)2(

01
)1(

01
)3(

00
)2(

00
)1(

00 ,,,,, ffffff 。 

解： 

1
2
1

012002212202210200010000
)3(

01

11

11

21020100
)2(

01

101
)1(

01

321

32121

102102202202201201101101
)3(

00

3120021001
)2(

00

100
)1(

00

0

000

000

qp
PPPPPPPPPPPPf

qp
qp

PPPPf
qPf

qqq
qqqpq

PPPPPPPPPPPPf
qqPPPPf

pPf

=

+++=

=
+=
+=

==

=
+++⋅=

+++=

=⋅+⋅=+=

==

 

 
第 15 题 

设有一电脉冲序列，脉冲的幅度是随机的，其幅度的变域为｛1，2，3，…，n｝，且在

变域上均匀分布。现用一电表测量其幅度，每个一单位时间测量一次，从第一次测量计算起，

求仪器记录到最大值 n 的期望时间。 
解： 



 11

用 ijT 表示从状态Ｉ首次进入状态Ｊ的时间。设为开始测量时的状态为０状态。题目即

是要求 )( 0nTE  

LL ++⋅
−

⋅++⋅
−

⋅+⋅
−

⋅+⋅=

⋅== ∑
∞

=

)1()1(13)1(121111

){)(

2

1
00

k
n

n
nn

n
nn

n
nn

mmTPTE

k

m
nn

 

令
n

nx
n

p 1,1 −
== 。考察函数项级数 L,, 2pxpx ，易证其对ｘ（在其收敛域内）一致

收敛。 

x
pxpxpxxf
−

=++=
1

)( 2 L ， 

2
2

)1(
321)('

x
ppxpxpxf
−

=+⋅+⋅+⋅= L  

从而 

n
n

n
n

TE n =
−

−= 2
0 )11/(1)(  

 
第 16 题 

确定下列马尔可夫链的状态分类，哪些属于常返的，哪些属于非常返的。已知该链的一

步转移概率矩阵为 

（1）

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

0
2
1

2
1

2
10

2
1

2
1

2
10

222120

121110

020100

ppp
ppp
ppp

P  

（2）

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

0100

00
2
1

2
1

1000
1000

33323130

23222120

13121110

03020100

pppp
pppp
pppp
pppp

P  



 12

（3）

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

2
1

2
1000

2
1

2
1000

00
2
10

2
1

00
4
1

2
1

4
1

00
2
10

2
1

33323130

23222120

13121110

03020100

pppp
pppp
pppp
pppp

P  

（4）

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

00001

0
3
2

3
100

00100

000
2
1

2
1

000
4
3

4
1

3433323130

2423222120

1413121110

0403020100

ppppp
ppppp
ppppp
ppppp

P  

解（1）：略（附后） 
解（2）：略（附后） 
解（3）：略（附后） 
解（4）：略（附后） 
 
第 17 题 

一质点沿圆周游动。圆周按顺时针、等距排列五个点（0，1，2，3，4）把圆周分成五

格。质点每次游动或顺时针或逆时针移动一格，顺时针移动一格的概率为 p，逆时针移动一

格的概率为 1-p。设 )(nξ 代表经过 n 次转移后质点所处的位置（即状态）， )(nξ 是一个齐次

马尔可夫链。试求 
（1）一步转移概率矩阵； 
（2）极限概率分布。 
解（1）： 

设状态为 0，1，2，3，4（顺时针旋转），则一步转移概率矩阵为， 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
−

−

=

0100
0100

0010
0001

1000

pp
pp

pp
pp

pp

P  

解（2）： 

设达到稳态的分布是 ))4()3()2()1()0(( ππππππ = ，则有 
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)
5
1

5
1

5
1

5
1

5
1(=

=

π

ππP
 

 
第 18 题 

求习题 7 所给出的概率模型的极限分布。 
解： 

设达到稳态的分布是 ))4()3()2()1()0(( ππππππ = ，则有 

Pπ π=  
已知 

0 1 0 0
1 4 4 0
9 9 9

4 4 10
9 9 9

0 0 1 0

P

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

可以解出 
1 3 3 1 1( )
21 7 7 21 21

π =  

 
第 19 题 

设质点在 xy 平面内的 x 方向或 y 方向上作随机游动。在 xy 平面上安排着整数点格，质

点每次转移只能沿 x 方向向左或向右移一格，或沿 y 方向向上或向下移一格，设这四种转移

方式的概率均相等。若质点从（0，0）出发游动，求经过 2n 次转移质点回到（0，0）点的

概率，问这种对称的二维的随机游动是常返的、还是非常返的？ 
解： 

经过 2n 次随机游动，返回（0，0）点，其往上与往下、向左与向右的随机游动次数分

别相等。设上下移动了 2k 次，左右必移动了 2(n-k)次。k=0,1,2,…,n。 

∑

∑

∑

=

−

=

=

−−
−

−−
−−

−−
=

−−
=

n

k

n

n

k

n

n

k

knkn
kn

knkn
kn

kk
kn

kk
n

knknkk
n

knknkk
n

CCCC

0

4

0

2

0
2222

2
)!()!(!!

!2

)
4
1(

)!()!(!!
!2

)
4
1()

4
1()

4
1()

4
1(

 

∞<
−−

=∑∑∑
∞

= =

∞

= 0 0

2

0

)(
00 )

4
1(

)!()!(!!
!2

n

n

k

n

n

n

knknkk
nPQ  

所以，同一维的随机游动一样，二维随机游动是非常返的。 
 
第 20 题 
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设有马尔可夫链，它的状态空间为 I:｛0，1，2，…｝，且设当|i-j|>1 时 Pij=0,在其它的 i,j
值时 Pij是任意的正数，对每个 j>0 必须满足 Pj,j-1+Pjj+Pj,j+1=1。当 j=0 时，P00+P01＝1 这类过

程可以称为离散参数的生灭过程。求该链为正常返的条件。 
解： 

设 jjjjjj ppqp == +− 1,1, , 画 出 该 链 的 状 态 转 移 图 ， 设 该 链 存 在 极 限 分 布

L),2(),1(),0( πππ ，于是有， 

)0()1( 01 ππ pq = ， 

1 1( 1) ( 1) ( ) ( ), 1i i i ip i q i p q i iπ π π− +− + + = + ≥  

上面第二式可改写为： 

1),1()()()1( 11 ≥−−=−+ −+ iipipiqiq iiii ππππ  

所以两边同时对 i 求和，有 

[ ] [ ]
1 1

1 1
1 1

( 1) ( ) ( ) ( 1) , 2
n n

i i i i
i i

q i q i p i p i nπ π π π
− −

+ −
= =

+ − = − − ≥∑ ∑  

化简后即为： 

)0()1()1()( 011 ππππ pnpqnq nn −−=− −  

又因为 

)0()1( 01 ππ pq =  

所以有 

1),1()( 1 ≥−= − nnpnq nn ππ  

即 

1),1()( 1 ≥−= − nn
q
p

n
n

n ππ  

从而有 

1),0()()( 1

1

≥•= −

=
∏ n

q
p

n
r

r
n

r

ππ  

因为极限分布的归一化， 1)(
0

=∑
∞

=m

mπ ，所以 

1

1 1

1 (0) 1
m

r

m r r

p
q

π
∞

−

= =

⎡ ⎤
+ • =⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑∏  

可见当 ∑∏
∞

=

−

=

+
1

1

1

)(1
m r

r
m

r q
p

收敛时 )0(π 不为 0，是正常返；反之如它不收敛，为 0，是零常返。
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因此该链正常返的条件是： 

∑∏
∞

=

−

=

+
1

1

1

)(1
m r

r
m

r q
p

收敛 

 
第 21 题 

设 L,3,2,1),( =nnξ 是伯努利过程。定义另一随机过程｛ L,3,2,1),( =nnη ｝：如果 )(nξ

＝0，则 )(nη ＝0；如果 1)1()1()( =+−==−= knnn ξξξ L ，而 0)( =− knξ ，则 )(nη

＝k (k=1,2,…,n)；即 )(nη 代表在 n 时和 n 前连续出现 )(mξ =1 次数。 

（1）试证明 )(nη 是一马尔可夫链，并求其一步转移概率 

（2）从零状态出发，经 n 步转移，求首次返回零状态的概率
)(

00
nf 和 n 步转移概率

)(
00

nP ； 

（3）该链是常返的还是非常返的？ 
（4）设 T 代表连续两个η＝0 间的时间，则 T 为一随机变量。求 T 的均值和方差 
解（1）： 

)(nη 的状态空间是 I:{0,1,2…}。其一步转移概率是， 

从状态 n（n=0,1,2…）出发，  

2
1,

2
1

1,0 == +nnn PP ， 

从状态 n 到其他状态的转移概率为 0。 
解（2）： 

n

n nnkkPf

)
2
1(

}0)(;1,,2,1,1)(;0)0({)(
00

=

=−==== ξξξ L
 

2
1

0)()10)((

}0)(;1,,2,1,10)(;0)({
1

1

)(
00

=

=⋅==

=−====

∏
−

=

nk

nnkknPP
n

k

n

ξξ

ξξξ

或

或 L

 

解（3）： 
该链是常返的。 

解（4）： 

11 1
2

1{ } ( ) 2
2

1 1{ }
2 2

m m

m
m

m m s

P T m

dE T m s
ds

−

∞

= = =

= = =

⎛ ⎞⎛ ⎞= ⋅ = ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑
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1
2

12
2

12
2

1{ } |
2 1
1 (1 ) |
2 (1 )
1 1 |
2 (1 )
2

s

s

s

d sE T
ds s

s s
s

s

=

=

=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
− +

=
−

=
−

=

 

上述求解认为 1/2，应改为一般的通解。 

解（1）：对伯努利过程，设 { ( ) 1} , { ( ) 0} 1P n p P n pξ ξ= = = = −则  

)(nη 的状态空间是 I:{0,1,2…}。其一步转移概率是， ijp 是 

0

, ( 1)

1 ,i

i j i j

P p
j P p δ −

= −

= ⋅不为零时
， 

解（2）： 
当 n 为 0 时 

( )
00 1nf =  

( )
00 1nP =  

当 n 不为 0 时 

( ) n 1
00 p (1 p)nf −= −  

( )
00 1-pnP =  

解（3）： 

因为
(n)
00

n 0

P
∞

=

= ∞∑ ，故零状态常返，又各态是相通的，故该链是常返的。 

解（4）： 
n 1 2

n 1 2

n 1

2n 1 2
2

n 1

2

{ n} (p) (1 p)
{ } (p) (1 p) n

1
1 p

1D(T)= (p) (1 p) n
(1 p)

p
(1 p)

P T
E T

−

−

=

−

=

= = −

= − ⋅

=
−

− ⋅ −
−

=
−

∑

∑

 

 



 1

第三章 马尔可夫过程（II） 

状态离散参数连续的马尔可夫过程 

第 1 题 
设有一泊松过程 }0),({ ≥ttN ， 若有两时刻 s,t，且 s<t，试证明 

knk

t
s

t
s

k
n

ntNksNP
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=== 1})(/)({ 其中 k=0,1,2,…,n 

解： 

knk

t
n

st
kn

s
k

t
s

t
s

k
n

e
n
te

kn
ste

k
s

ntNPknstNksNP
ntNPntNksNPntNksNP

−

−−−
−

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

−
−

⋅=

=−=−==
======

1

!
)(

)!(
)]([

!
)(

})({/})(,)({
})({/})(,)({})(/)({

)( λλλ λλλ
 

 
第 2 题 

设顾客按泊松分布抵达银行，其到达速率为λ。若已知在第一小时内有两个顾客抵达银

行，问： 
（1）此顾客均在最初的 20 分钟内抵达银行的概率为何？ 
（2）至少有一个顾客在最初的 20 分钟内抵达银行的概率为何？ 
解（1）： 

2 2 2

2

{ ( ) / ( ) } { (20) 2 / (60) 2}

1

20 201
60 60

1 1
3 9

k n k

P N s k N t n P N N

n s s
k t t

−

−

= = = = =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞= =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

解（2）： 

0 2

2

1 { (20) 0 / (60) 2}

20 201 1
60 60

2 51
3 9

P P N N= − = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞= − =⎜ ⎟
⎝ ⎠
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第 3 题 

设 }0),({ ≥ttN 为泊松过程，其参数为λ。设 )()( stNψ 是随机变量 N(t)的母函数，证明 

（1） )()()( )()()( sss tNtNttN ΔΔ+ = ψψψ  

（2）
t
s

s
t

ss
t

s tN

ttN
tNttN

t

tN

Δ
−

=
Δ
−

=
∂

∂ Δ

→Δ

Δ+

→Δ

1)(
lim)(

)()(
lim

)( )(

0)(
)()(

0

)( ψ
ψ

ψψψ
 

（3）当|s|<1 时 )1(
1)(

lim )(

0
−=

Δ
−Δ

→Δ
s

t
stN

t
λ

ψ
 或 )()1(

)(
)(

)( ss
t

s
tN

tN ψλ
ψ

−=
∂

∂
 

（在证明过程中运用泊松过程的四个假设） 
解（1）： 

)()()(

)(

)(

!
)(

!
)(

)}({)(

)()()(

)1)((
)(

)1)((
)(

)1(

0

0

0
)(

sss

es

es
e

ee
n
ts

e

se
n
t

sntNPs

tNtNttN

st
tN

stt
ttN

st

tst
n

n
t

n

nt
n

n

n
tN

ΔΔ+

−Δ
Δ

−Δ+
Δ+

−

−

∞

=

−

∞

=

−

∞

=

⋅=∴

=

=

=

=

=

=

⋅==

∑

∑

∑

ψψψ

ψ

ψ

λ

λ

ψ

λ

λ

λ

λλ

λ

λ

 

解（2a）： 

)1()1()( )1()(
)( −− −=

∂
∂

=
∂

∂ ststtN ese
tt

s λλ λ
ψ

 

t
s

s
t

ss
se

t
tste

t
s

s

se
t

tste

t
ee

t
ee

t
ss

tN

ttN
tNttN

t

st

t

sttN

ttN

st

t

st

st

t

st

ststt

t

tNttN

t

Δ

−
=

Δ

−
−⋅=

Δ
Δ+−Δ

==
Δ

−
−⋅=

Δ
Δ+−Δ

=

Δ
−

=

Δ
−

=
Δ

−

Δ

→Δ

Δ+

→Δ

−

→Δ

−Δ

→Δ

−

→Δ

−

−Δ

→Δ

−

−−Δ+

→Δ

Δ+

→Δ

1)(
lim)(

)()(
lim

)1(

)(0)1(lim
1)(

lim)(

)1(

)(0)1(lim

1lim

lim
)()(

lim

)(

0)(
)()(

0

)1(

0

)1()(

0)(

)1(

0

)1(

)1(

0

)1(

)1()1)((

0

)()(

0

ψ
ψ

ψψ
λ

λψ
ψ

λ

λ

ψψ

λ

λ

λ

λ

λ
λ

λλ

 



 3

方法（2b）： 

t
s

s

t
ee

t
ee

t
ss

tN

ttN

st

t

st

ststt

t

tNttN

t

Δ

−
=

Δ
−

=

Δ
−

=
Δ

−

Δ

→Δ

−Δ

→Δ

−

−−Δ+

→Δ

Δ+

→Δ

1)(
lim)(

1lim

lim
)()(

lim

)(

0)(

)1(

0

)1(

)1()1)((

0

)()(

0

ψ
ψ

ψψ

λ
λ

λλ

 

解（3）： 

)1(

)(0)1(lim

1lim
1)(

lim)(

)1(

0

)1(

)1(

0

)1()(

0)(

−⋅=
Δ

Δ+−Δ
=

Δ
−

=
Δ

−

−

→Δ

−

−Δ

→Δ

−Δ

→Δ

se
t

tste

t
ee

t
s

s

st

t

st

st

t

sttN

ttN

λ

λ

ψ
ψ

λ

λ

λ
λ

 

 
第 4 题 

利用习题 3 得到的偏微分方程式求： 

（1）泊松过程 }0),({ ≥ttN 的母函数 )()( stNψ 的表示式； 

（2）P{N(t)=k},k=0,1,2,….的表示式。 
解（1）： 

∑

∑
∞

=

−

∞

=

−

−

−

=

=

⋅=

=

−=

−=
∂

∂

−=
∂

∂

0

0

)1(
)(

)(

)(

)(

)(
)(

!
)(

!
)(

)(

)1()(ln

)1(
)(

)(
1

)()1(
)(

k

kt
k

k

k
t

stt

s
tN

tN

tN

tN

tN
tN

se
k
t

k
ste

ee

es

tss

s
t

s
s

ss
t

s

λ

λ

λλ

λ

λ

λ

ψ

λψ

λ
ψ

ψ

ψλ
ψ

 

解（2）： 

t
k

e
k
tktNP λλ −==
!
)(})({  

 
第 5 题 

设有非齐次泊松过程 }0),({ ≥ttN ，它的均值函数 m(t)可以表示为 0,2)( 2 ≥+= ttttm ，求
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在 t=4,t=5 间出现 n 个事件的概率。 
解： 

5 5 2

4 4

3 2 5
4

88
3

( ) ( 2 )

1[ ]
3
125 6425 16

3 3
61 9
3
88
3

88
3{ (5) (4) }

!

n

m t dt t t dt

t t

P N N n e
n

−

= +

= +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= +

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠− = =

∫ ∫

 

 
第 6 题 

设 ηξ , 是两个非负整值随机变量，定义二元离散随机变量的母函数为 

},{),(
0 0

2121 nkPzzzz
k n

nk === ∑∑
∞

=

∞

=

ηξφξη   k、n 均为非负整数。 

（1）求 )(zξφ ，用 ),( 21 zzξηφ 表示之； 

（2）若 ηξ , 是彼此统计独立的随机变量，试证明 )()(),( 2121 zzzz ηξξη φφφ =  

（3）设有随机变量 ηξ +=w ，求随机变量 w 的母函数，用 ),( 21 zzξηφ 表示之； 

（4）设有二元随机变量 ηξ , ，其母函数为 }exp{),( 2122112121 zbzzazabaazz +++−−−=ξηφ 其

中 a1,a2,b>0,问ξ 的分布是否符合泊松分布？η的分布是否符合泊松分布？ ηξ , 是否统计独

立？若 ηξ +=w ，问 w 是否符合泊松分布？ 
解（1）： 

)1,(

1),(

1)),((

)()(

21

0 0

0 0

0

===

⋅===

⋅===

==

∑∑

∑ ∑

∑

∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

zzz

znkP

znkP

zkPz

k

nk

n

k

nk

n

k

k

ξη

ξ

φ

ηξ

ηξ

ξφ

 

解（2）： 

)()(

}{}{

},{),(

21

0 0
21

0 0
2121

zz

nPkPzz

nkPzzzz

k n

nk

k n

nk

ηξ

ξη

φφ

ηξ

ηξφ

=

===

===

∑∑

∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

 

解（3）： 
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),(

),(

),(

)],([

)()(

21

0 0

''

0

0 0

0

'

zzzz

zzknPnkk

zznknP

znknP

zkPz

k

kn

n

n

nkn

nk

k

k

n

k

k
w

===

⋅==−=

⋅−===

−===

=+=

∑∑

∑∑

∑ ∑

∑

∞

=

∞

=

∞

=

−
∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

ξηφ

ηξ

ηξ

ηξ

ηξφ

 

解（4）： 

)])(1exp[(
)exp(

)1,()(

1

2121

21

baz
bzazabaa

zzzz

+−=
+++−−−=

=== ξηξ φφ

 

ξ  符合泊松分布。 

)])(1exp[(
)exp(

),1()(

2

2121

21

baz
bzzaabaa

zzzz

+−=
+++−−−=

=== ξηη φφ

 

η  符合泊松分布 

)])(1exp[(
)]1())(1exp[(
)exp(

),()(

21

21

2121

21

bzbaaz
zbzbaaz

bzzzazabaa

zzzzzw

+++−=
−+++−=
+++−−−=

=== ξηφφ

 

w 不符合泊松分布。 
 
第 7 题 

设 }0),({ 1 ≥ttN 和 }0),({ 2 ≥ttN 是相互统计独立的泊松过程，其参数分别为 1λ 和 2λ 。若

)()()( 210 tNtNtN −= 问 }0),({ 0 ≥ttN 是否为泊松过程？ 

解： 

0

0

1 2

0

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 1 2

( ) exp{ ( 1)}

( ) {exp{ ( )}

{exp{ ( ( ) ( )}
{exp{ ( ) exp{ ( )}
{exp{ ( )} {exp{ ( )}

( ) ( )

exp{ ( 1)}exp{ ( 1)}

exp{ ( ) }

jv
N

N

N N

jv jv

jv jv

v t e

v E jvN t

E jv N t N t
E jvN t jvN t
E jvN t E jvN t

v v

t e t e

te te t

φ λ

φ

φ φ

λ λ

λ λ λ λ

−

−

= −

=

= −
= ⋅ −
= −
= −

= − −

= + + +

 

无法写成泊松过程特征函数的形式 

exp{ ( 1)}jvt eλ −  



 6

由于特征函数与概率有相同的特性  

0 1 2( ) ( ) ( ) .N t N t N t∴ = − 不符合泊松过程的分布规律  

 
第 8 题 

有复合泊松过程 }0,)({
)(

1

≥= ∑
=

tYtX
tN

n
n

，其中 L,3,2,1, =nYn 是彼此统计独立、同分布的随

机变量， }0),({ ≥ttN 是一泊松过程，Yn 和 N(t)也是统计独立的。求复合泊松过程 }0),({ ≥ttX

的特征函数。如果 L,3,2,1, =nYn 的概率分布为 

21

2

21

1

}1{

}1{

λλ
λ
λλ

λ

+
=−=

+
==

n

n

YP

YP
 

而 泊 松 过 程 }0),({ ≥ttN 的 参 数 λ ＝ 1λ ＋ 2λ ， 试 证 明 }0),({ ≥ttX 的 特 征 函 数 为

})(exp{)( 2121)( ttetev jvjv
tX λλλλφ +−+= − 。试比较此结果与 7 提所得的结果，说明 7 题中的

)()()( 210 tNtNtN −= 是一复合泊松过程。 

解： 

})1)(exp{(

)]([
!
)(

)}({

}}{exp{{

}}exp{{

}{exp{

}{)(

0

)(

1

)(

1

)(

1

)9

1

)(

tv

ve
n
t

vE

jvYEE

jvYE

YjvE

eEv

Y

n
Y

t

n

n

tN

n
YN

tN

n
YN

tN

n
n

tN

n
n

jvX
tX

λφ

φ
λ

φ

φ

λ

−=

=

=

=

=

=

=

−
∞

=

=

=

=

=

∑

∏

∏

∏

∑

 

21

2

21

1)(
λλ

λ
λλ

λ
φ

+
+

+
⋅= − jvjv

Y eev  

})(exp{

})1exp{(

})1)(exp{()(

2121

21

2

21

1

)(

ttete

tee

tvv

jvjv

jvjv

YtX

λλλλ

λ
λλ

λ
λλ

λ

λφφ

+−+=

−
+

⋅+
+

⋅=

−=

−

 

)(),( 21 tNtN 相互独立。 
)(),( 21 tNtN 之和是泊松过程。 

)(),( 21 tNtN 之差是复合泊松过程， )(1 tN 对应 Yn=1, )(2 tN  对应 Yn=-1。 
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第 9 题 

在某交通道上设置了一个车辆记录器，记录南行、北行车辆的总数。设 X(t)代表在 ),0[ t
内南行的车辆数，Y(t)代表在 ),0[ t 内北行的车辆数，X(t) 、Y(t)均服从泊松分布，且相互统

计独立；设λ和η分别代表在单位时间内通过的南行、北行车辆平均数。如果在 t 时车辆记

录器记录的车辆数为 n，问其中 k 辆属于南行车的概率为何？] 
解： 

( )

n-k

{ ( ) / ( ) ( ) }
{ ( ) , ( ) ( ) }/ { ( ) ( ) }
{ ( ) , ( ) }/ { ( ) ( ) }

( ) ( ) [( ) ]/{ }
! ( )! !

!
!( )!

k n k n
t t t

k

P X t k X t Y t n
P X t k X t Y t n P X t Y t n
P X t k Y t n k P X t Y t n

t t te e e
k n k n

n
k n k

λ η λ ηλ η λ η

λ η
λ η λ η

−
− − − +

= + =
= = + = + =
= = = − + =

+
= ⋅

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 
第 10 题 

设 }0),({ 1 ≥ttX 和 }0),({ 2 ≥ttX }0),({ 3 ≥ttX 为三个相互统计独立的泊松过程， 1λ 、 2λ 和

3λ 分别为 X1(t)、X2(t)和 X3(t)的参数。若 X1(t)＋X2(t)＋X3(t)＝n 时，求 X1(t)＝k 、X2(t)=j

的条件概率，即求 })()()(/)(,)({ 32121 ntXtXtXjtXktXP =++== 。 

解： 

1 2

1 2 1 2 3

1 2 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

31 2

{ ( ) , ( ) / ( ) ( ) ( ) }
{ ( ) , ( ) , ( ) ( ) ( ) }/ { ( ) ( ) ( ) }
{ ( ) , ( ) , ( ) }/ { ( ) ( ) ( ) }

( )( ) ( )
! ! ( )!

n k jk j
t t

P X t k X t j X t X t X t n
P X t k X t j X t X t X t n P X t X t X t n
P X t k X t j X t n k j P X t X t X t n

tt te e
k j n k j

λ λ λλ λ − −
− −

= = + + =

= = = + + = + + =
= = = = − − + + =

= ⋅
− −

3 1 2 3( )1 2 3

n-k-j

31 21

1 2 3 1 2 3 1 2 3

[( ) ]/
!

!
! !( )!

n
t t

k j

te e
n

n
k j n k j

λ λ λ λλ λ λ

λλ λ
λ λ λ λ λ λ λ λ λ

− − + +⎧ ⎫+ +
⎨ ⎬
⎩ ⎭

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − + + + + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 
第 11 题 

有一个有两个元件组成的系统，这两种元件当遇到下列不同类型的振动时遭受损坏。如

出现第一种类型振动，将使甲失效；如出现第二类型振动，将使元件乙失效；如出现第三种

类型振动，将使甲乙两元件同时失效。在（0，t）内出现一、二、三种类型振动的事件均服

从泊松分布；出现二、三种类型振动的出现率分别为 1λ 、 2λ 和 3λ 。又设 X1 代表元件甲的寿

命，X2 代表元件乙的寿命。试证明： 

（1） )},max(exp{},{ 32121 sttstXsXP λλλ −−−=≥≥  

（2） })(exp{}{ 311 ssXP λλ +−=≥  
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（3） })(exp{}{ 322 ttXP λλ +−=≥  

解（1）： 

1 2{ , }P X s X t≥ ≥  

在(0,t)时间内没有第一和第三种振动、在(0,s)时间内没有第二和第三种振动， 
即在(0,t)时间内没有第一种振动、在(0,s)时间内没有第二种振动、在(0,t)以及

(0,s)时间内没有第三种振动； 

1 2 3

1 2 3

exp{ } exp{ } exp{ max( , )}
exp{ max( , )}

s t t s
s t t s

λ λ λ
λ λ λ

= − ⋅ − ⋅ −
= − − −

 

解（2）： 

1 1 3{ } { , }P X s P X s X s≥ = ≥ ≥  

在(0,t)时间内没有第一和第三种振动， 
即在(0,t)时间内没有第一种振动、在(0,t)时间内没有第三种振动； 

1 3

1 3

exp{ }exp{ }
exp{ ( ) }

s s
s

λ λ
λ λ

= − −
= − +

 

解（3）： 

2 3 2{ } { , }P X t P X t X t≥ = ≥ ≥  

在(0,s)时间内没有第二和第三种振动， 
即在(0,t)时间内没有第二种振动、在(0,t))时间内没有第三种振动； 

2 3

2 3

exp{ }exp{ }
exp{ ( ) }

t t
t

λ λ
λ λ

= − −
= − +

  

 
第 12 题 

设有一脉冲串送入计数器，在 ),0[ t 出现的脉冲数服从泊松分布，其脉冲的出现率为λ。
脉冲到达计数器可以被记录，也可能不被记录。每一个脉冲能被记录的概率为 Pr。不同脉冲

是否被记录是相互统计独立的。设 X(t)是在 ),0[ t 内被记录的脉冲数， 
（1）求 L,2,1,0},)({ == kktXP  
（2） }0),({ ≥ttX 是否服从泊松分布？ 
解（1）： 

( ){ ( ) } (1 )
!

((1 ) ) !
! 1 !( )!

n
t k n k k

r r n
n k

kn
t

n k

tP X t k e P P C
n

p t p ne
n p k n k

λ

λ

λ

λ

∞
− −

=

∞
−

=

= = −

⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟− −⎝ ⎠

∑

∑
 

解（2）： 
}0),({ ≥ttX 是复合泊松过程，相当于 Yn=1 被记录，Yn=0 不被记录。 

 
第 13 题 
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设有一非齐次泊松过程 }0),({ ≥ttN ，其中 )cos1(
2
1)( tt ωλ += ，ω为常数。求： 

（1）过程 }0),({ ≥ttN 的均值 E{N(t)}; 
（2）过程 }0),({ ≥ttN 的方差 D{N(t)}。 
解： 

0 0

1( ) (1 cos )
2

1( ) ( ) (1 cos )
2

1 sin
2 2

t t

t t

m t u du u du

t t

λ ω

λ ω

ω
ω

= +

= = +

= +

∫ ∫
 

非齐次泊松过程在（0,t）时间内发生 n 个事件的概率是 

[ ] ( )( )
!

n
m tm t

e
n

−  

非齐次泊松过程在（0,t）时间内的母函数是 

[ ]

[ ]

( )

0

( )

0

( )

0
( ) ( )

( ) 1

( , ) ( )

( )
!

( )
!

n
n

n

n
m t n

n
n

m t

n
m t m t s

m t s

P t s P t s

m t
e s

n

m t s
e

n
e e

e

∞

=

∞
−

=

∞
−

=

−

−

=

=

=

=

=

∑

∑

∑
 

解（1）：过程 }0),({ ≥ttN 的均值 E{N(t)} 

[ ] 1( ) ( ) sin
2 2
tE N t m t tω

ω
= = +  

解（2）：过程 }0),({ ≥ttN 的方差 D{N(t)} 

[ ] 1( ) ( ) sin
2 2
tD N t m t tω

ω
= = +  

 
第 14 题 

设有两个相互统计独立的泊松过程 }0),({ ≥ttX 和 }0),({ ≥ttY ，两个过程的事件出现率分

别为 xλ yλ 。试证明在过程 }0),({ ≥ttX 中两个相邻事件间，过程 }0),({ ≥ttY 出现 k 个事件的

概率为 ),2,1,0( L=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
= kP

k

yx

y

yx

x

λλ
λ

λλ
λ  

解： 

}0),({ ≥ttX 中两个相邻事件间为 t 的概率密度，等于在 (0, )t 时间间隔内不发生任

何事件、而在 ( , )t t t+ Δ 发生事件的概率，即 (0, )t  
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xt
xe tλ λ− Δ  

在 (0, )t 时间间隔内，过程 }0),({ ≥ttY 出现 k 个事件的概率为 

)
!

y

k
tyt e

k
λλ −（

 

在过程 }0),({ ≥ttX 中两个相邻事件间隔内，发生过程 }0),({ ≥ttY 出现 k 个事件的概

率是： 

),2,1,0(

)(
!

!
)

1

0

)(

0

L=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
=

+=

=

=

+−

∞ +−

∞ −−

∫

∫

k

dte
k
t

dtee
k
t

P

k

yx

y

yx

x

k
yx

k
yx

x
k

y
t

k

x
tt

k
y

yx

xy

λλ
λ

λλ
λ

λλλλ

λλ

λ
λ

λλ

λλ（

 

 
第 15 题 

设有两个通信用信道，每个信道的正常工作时间是一负指数分布的随机变量，其均值为

λ
1 。两个信道何时产生中断是相互统计独立的。信道一旦中断，立刻进行维修，其维修时

间也是负指数分布的随机变量，其维修平均时间为
μ
1 。两个信道的维修时间也是统计独立

的。设两个信道在 t=0 时均正常工作。 
（1）求这两个信道组成的系统 Q 矩阵。 
（2）列出前进方程式； 
（3）求在 t 时两个信道均处于正常工作状态的概率； 
（4）求在 ),0[ t 内两个信道连续工作的概率。 
解（1）： 

系统状态：维修信道数（0，1，2）， 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

−
=

μμ
λμλμ

λλ

220

022
Q  

解（2）： 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

=
•

222220

121110

020100

PPP
PPP
PPP

P

PQP
 

解（3）： 

( )210 pppp
pQp

=
=

•
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求 0p 即是在 t 时两个信道均处于正常工作状态的概率。 

解（4）： 

P｛在 ),0[ t 内两个信道连续工作｝＝ te λ2−  

 
第 16 题 

一条电路共给 m 个焊工用电，每个焊工均是间断地用电。现做若下假设： （1）若一

焊工在 t 使用电、而在 ),( ttt Δ+ 内停止用电的概率为 )( tt Δ+Δ ομ ；（2）若一焊工在 t 使没有

用电、而在 ),( ttt Δ+ 内用电的概率为 )( tt Δ+Δ ολ ；每一焊工的工作情况是统计独立的。设 )(tξ
表示在 t 是正在用电的焊工数。 
（1）求该过程的状态空间； 
（2）求该过程的 Q 矩阵； 
（3）设 0)0( =ξ ，列出福克－普朗克微分方程式； 
（4）当 ∞→t 时，求极限分布 Pn。 
解（1）： 

该系统的状态空间是 n=0,1,2,…,m 解（1）： 
解（2）： 

该过程的转移概率，Q 矩阵 

),1(0

)1,(0

0

);1,,1(0
)(

)(
1,,2,1

,

,

1,

,

0,0

1,0

,

,

,1

,1

nnkP
mP
mP

mn

nnkP
mP

mP
n

nnnkP
nmnP

nP
nmP

mn

nk

mm

mm

nk

nk

nn

nn

nn

−≠=

−=

=
=

+≠=

−=

=
=

+−≠=

−−−=

=

−=
−=

−

+

−

μ
μ

λ
λ

λμ
μ

λ
L

 

解（3）： 

( )210 pppp
pQp

=
=

•

 

解（4）： 
稳态求解 ，极限分布 
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1)(
)!(!

!

,,2,1)(
)!(!

!

2)1(

0 0
0

0

1

21

10

=
−

=

=
−

=∴

=

⋅=−
=⋅

∑ ∑
= =

−

m

n

m

n

n
n

n
n

mm

nmn
mpp

mn
nmn

mpp

mpp

pmp
pmp

μ
λ

μ
λ

μλ

μλ
μλ

L

LL
 

 
第 17 题 

设由一“生、移民及灭”过程，其中
)0(

)0,0(
>=

>>+=
μμμ
λλλ

n
aan

n

n 起始状态 0)0( n=ξ  λn 代

表状态为 n 时的自然增长，a 代表移民。 
（1）写出描写这一过程的福克－普朗克微分方程组； 

（2）求描写平均值 )}({)( tEtM ξξ = 的微分方程组； 

（3）求 )(tMξ 。 

解（1）： 
写出该过程的 Q 矩阵为： 

MMMMMMMMMM

LL

MMMMMMMMMM

0])([0000

0000002])(2[20
0000000)(
00000000

anann

aa
aa

aa

+++−

+++−
+++−

−

λλμμ

λλμμ
λλμμ

因此福克普朗可方程为： 

)()(
)(

10
0 tptap
dt

tdp
μ+−=  

1

1

( ) [( 1) ] ( )

[ ( ) ] ( ) (1 ) ( ), 1

m
m

m m

dp t m a p t
dt

m a p t m p t m

λ

μ λ μ

−

+

= − +

− + + + + ≥
 

解（2）： 

)()()}({)(
10

tpntpntEtM n
n

n
n

∑∑
∞

=

∞

=

=== ξξ  

利用福克普朗克方程 
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1

1 1
1 1

1

( ) ( )

( 1) ( ) [( 1) ] ( )

[ ( ) ] ( )

n
n

n n
n n

n
n

d dM t n p t
dt dt

n n p t n n a p t

n n a p t

ξ

μ λ

μ λ

∞

=

∞ ∞

+ −
= =

∞

=

=

= + + − +

− + +

∑

∑ ∑

∑

 

整理可得 

∑∑
∞

=
−

∞

=

+−=
1

1
1

)()()()(
n

nn
n

taptpntM
dt
d μλξ

 

从而 

atMtM
dt
d

+−= )()()( ξξ μλ  

此即 )(tM ξ 所满足的微分方程 

解（3）： 

如果 μλ =  

则 dattM +=)(ξ ，其中 d 为待定常数。 

由于 0)0( nM =ξ 所以 0nd =  

从而 0)( nattM +=ξ ； 

如果 μλ ≠  

设 ])exp[()()( ttctM μλξ −•=  

带入微分方程，可得 ])(exp[)(' tatc μλ −−•=  

所以 Ctatc +−−•
−

−= ])(exp[)( μλ
μλ

其中 C 为待定常数 

进而可得
μλ

μλξ −
−−•=

atCtM ])exp[()(  

由于 0)0( nM =ξ 所以
μλ −

+=
anC 0  

所以
μλ

μλ
μλξ −

−−
−

+=
atantM ])exp[()()( 0  

 
第 18 题 
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在“生灭”过程中，如果参数 μμλ == nn 0 ，则该过程原是“纯灭”过程。如其起始

状态 n=)0(ξ ，求 pnj，n>j>0。 
解： 

0
,1

1

,

,

,

=
−≠

−=
=

=
−=

jn

jn

jn

P
nnj

P
nj

P
nj

μ

μ

 

 
第 19 题 

设有一“生灭”过程，其中 μμλλ nnn == , ， μλ, 均为常数，且 0,0 >> μλ ，其起始状

态 0)0( =ξ 。 

（1）试证明 })({)( ntPtpn == ξ 满足下列方程式： 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≥+++−=

+−=

+− )1()()1()()()(
)(

)()(
)(

11

10
0

ntpntpntp
dt

tdp

tptp
dt

tdp

nnn
n μμλλ

μλ
  

（2）设 ∑
∞

=

Δ
0

)(),(
n

n
n utptuG ，即 ),( tuG 为 )(tξ 的母函数。试证 

),()1(),()1(),( tuGu
t

tuGu
t

tuG
−=

∂
∂

−+
∂

∂ λμ  

（3）解上述偏微分方程式，证明
][ )1(

),(
−−

=
uteuf

etuG
μ

μ
λ

其中 [.]f 是任意函数； 

（4）利用起始条件 1}0)0({)0(0 === ξpp 或 1)0,( =uG 证明
)1)(1(1

),(
te

etuG
μμ

μ
−−−

=  

（5）证明 })]1([
!

1{)(
)1(1

nt
e

n e
n

etp
t

μμ

μ
λμ

−
−

−=
−

 

（6）求其均值函数 ?)}({)( == tEtM ξξ  

（7）试证明 μ
λ

−

∞→

= etp
t

)(0lim 。 

解（1）： 
状态 n=0,1,2,… 
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)1,(0

0

);1,,1(0

,2,1

,

0,0

1,0

,

,

,1

,1

+≠=

−=

=
=

+−≠=

−−=

=

=
=

+

−

nnkP
P
P
n

nnnkP
nP
nP

P
n

nk

nk

nn

nn

nn

λ
λ

λμ
μ
λ
L

 

( ))()()( 210 tptptpp
pQp

=
=

•

 

可得 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≥+++−=

+−=

+− )1()()1()()()(
)(

)()(
)(

11

10
0

ntpntpntp
dt

tdp

tptp
dt

tdp

nnn
n μμλλ

μλ
 

解（2）： 

0

( , )

( ) n
n

n

G u t
t

p t u
t

∞

=

∂
∂
∂

=
∂ ∑

 

0

1 1
0

1 1
1 0

1 1
1 0 1 0

0

( )

[ ( ) ( ) ( ) ( 1) ( )]

[ ( ) ( )] [ ( ) ( 1) ( )]

[ ( ) ( )] ( ) ( 1) ( )

( 1)

nn

n

n
n n n

n

n n
n n n n

n n

n n n n
n n n n

n n n n

n

n

p t u
t

u p t n p t n p t

u p t n p t u p t n p t

u p t u p t u n p t u n p t

u u p

λ λ μ μ

λ μ λ μ

λ λ μ μ

λ

∞

=

∞

− +
=

∞ ∞

− +
= =

∞ ∞ ∞ ∞

− +
= = = =

∞

=

∂
=

∂

= − + + +

= − + − + +

= − − + +

= −

∑

∑

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑ 1

1 1

1

1

( ) ( ) ( )

( 1) ( , ) ( 1) ( )

( , )( 1) ( , ) ( 1)

n n
n n n

n n

n
n

n

t u n p t u np t

u G u t u u np t

G u tu G u t u
t

μ μ

λ μ

λ μ

∞ ∞
−

= =

∞
−

=

− +

= − − −

∂
= − − −

∂

∑ ∑

∑

 

解（3）：略 
解（4）：略 
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解（5）：略 
解（6）：略 
解（7）：略 
 
第 20 题 

设有时变、纯增长过程 )(tξ ,其参数为 )0,0,,2,1,0)(
1
1()( >>=
+
+

= λ
λ

λλ an
ta

antn L

过程的起始状态为 0)0( =ξ 。 

（1）设 })({)( ktPtpk == ξ ,写出描写 pk(t)的福克－普朗克微分方程组； 

（2）解该微分方程，证明 

)1()1()1(
!
)()(

)1()(
1

1

1

1

0

≥++=

+=

∏
−

=

−−

−

kamta
k
ttp

tatp
k

m

a
kk

k

a

λλ

λ  

该过程称为卜里耶(polya)过程。 
解（1）： 

该过程的 Q 矩阵为： 

000
0)()(00
00)()(0
000)()(

22

11

00

LL

tt
tt

tt

λλ
λλ

λλ

−
−

−

 

福克普朗克方程为： 

)()()( 000 tpttp
dt
d λ−=  

1),()()()()( 11 ≥+−= −− ntpttpttp
dt
d

nnnnn λλ  

解（2）： 

解关于 )(0 tp 的微分方程 

Ctatp a ++=
−

1

0 )1()( λ  

其中 C 为待定常数。由于 1)0(0 =p ，令上式中 t 为零，解得 C 为零。从而有 

atatp
1

0 )1()(
−

+= λ 。 

对于 ( )np t  

1),()()()()( 11 ≥+−= −− ntpttpttp
dt
d

nnnnn λλ  

令 
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1,)1()(

2,
)1(

1)1()(

1

1

1

1

=+=

≥
+

•+=

+

−

=

+

∑

ktatf

k
am

tatf

a
k

k

k

m

a
k

k

λ

λ

 

于是 )(tpn 的微分方程可化为： 

1)],()([)]()([ 11 ≥•=• −− ktptftptf
dt
d

kkkk λ  

令 

)()()( ttptf kkk δ=•  

于是有 

)())(( 1 tt
dt
d

kk −= λδδ  

对上式两边作拉普拉斯变换，有： 

)()0()( 1 sss kkk −Δ=−Δ λδ  

又因为 

1,0)0( ≥= kkδ  

所以 

)()( 1 sss kk −Δ=Δ λ  

从而可递推得 

)()()( 0 s
s

s k
k Δ=Δ

λ
 

而
s

st 1)(,1)( 00 =Δ= 可得δ 。所以 

1)1()( +=Δ kk
k s

s λ  

对上式作拉氏反变换可得 

!
)()(

k
tt

k

k
λδ =  

又 

)()()( ttptf kkk δ=•  

所以 

∑
−

=

−−
≥++=

1

1

1

1),1()1(
!
)()(

k

m

a
kk

k kamta
k
ttp λλ

  

证毕 
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第 21 题 

设 ),0[ t 内到达的顾客服从泊松分布，参数为λ。设有单个服务员、服务时间为负指数分

布的排队系统（M／M／1），平均服务时间为
μ
1 。试证明： 

（1）在服务员的服务时间内到达顾客的平均数为
μ
λ ； 

（2）在服务员的服务时间内无顾客到达的概率为
μλ

μ
+

。 

解（1）： 

服务时间为 t 的概率密度为 te μμ − ，相应 n 个顾客到达的概率为 t
n

e
n
t λλ −

!
)( .在服务时间内

平均到达的顾客数为 

μ
λ

λ

λ

μλ

μλ

μλ
λ

μ
λ

μ

μ

μ

λλμ

λμ

λμ

=

=

−=

⋅=

⋅=

⋅
−

=

=

∫
∫
∫
∫

∫ ∑

∫ ∑

∞ −

∞ −

∞ −

∞ −−

∞ ∞

=

−
−

−

∞ ∞

=

−−

0

0

0

0

0
1

1

0
1

)(

)!1(
)(

!
)(}{

dte

ted

dtte

dtteee

dtte
n
t

e

dte
n
tneNE

t

t

t

ttt

n

t
n

t

n

t
n

t

 
解（2）： 

服务时间为 t 的概率为 te μμ − ，相应没有顾客到达的概率为 te λ− . 

μλ
μ

μμλ

+
=⋅∫

∞ −−

0
dtee tt  

 
第 22 题 

设有单个服务员、服务时间为负指数分布的排队服务系统，平均服务时间为
μ
1 ；到达

服务点的顾客数服从泊松分布，参数为λ，问顾客到达时排队系统中已有 n 个或 n 个以上顾

客的概率为何 )0( ≥n ? 
解： 

到达稳定状态后 

0 1 1 0

2

1 2 2 1 0

p p p p

p p p p p

λλ μ
μ

λ λλ μ
μ μ

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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1 1 0

0 0
0 0

0

1 1
1

1

n

k k n n

k

k
k k

p p p p p

p p p

p

λ λλ μ
μ μ

λ
μ λ

μ
λ
μ

− −

∞ ∞

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠ − ⎜ ⎟

⎝ ⎠

= −

∑ ∑

L L

L L

又有  

顾客到达时排队系统中已有 n 个或 n 个以上顾客的概率 

0 0
1

1

k k k

k
k n k n

p p pλ λ λ
μ μ μλ

μ

∞ ∞

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠− ⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑ ∑  

 
第 23 题 

设有如题 22 所给的排队服务系统（M／M／1）。设排队已到达统计平稳状态。服务的

规则是先到先服务。设 y 代表一顾客花费在排队等候的时间和服务时间的总和。求 y 的概率

密度 )(tf y ，并证明： 

（1）一个顾客花费在系统内的时间小于或等于 x 的概率为 xe )(1 λμ−−− ； 
（2）一个顾客花费在排队的时间小于或等于 x 的概率为 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>−+−

=−

−− )0()1()1(

)0(1

)( xe

x

xλμ

μ
λ

μ
λ
μ
λ

 

解（1）： 
服务一个用户时间为 t 的概率为 te dtμ μ− ⋅ ； 
服务二个用户时间为 t 的概率为 tte dtμμ μ− ⋅ ； 

服务 k 个用户时间为 t 的概率为
1( )

( 1)!

k
tt e dt

k
μμ μ

−
− ⋅

−
 

用户到达系统后，系统内有 k－1 个用户的概率为 pk-1，相应等待及服务时间是 k 个用

户的服务时间，因此花费时间为 t 的概率是 
1

1
1 0

1 1

1 0

0

( )

( )
( 1)!

( )1
( 1)!

( )1
!

( )

k
t

k
k

k k
t

k

n
t

n

t

tp e dt
k

t e dt
k

t e dt
n

e dt

μ

μ

μ

μ λ

μ μ

λ λ μ μ
μ μ

λ λμ
μ

μ λ

−∞
−

−
− =

− −∞
−

− =

∞
−

=

− −

⋅
−

⎛ ⎞⎛ ⎞
= − ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞

= − ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

= −

∑

∑

∑

 

因此有 

t
y etf )()()( λμλμ −−−=  
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一个顾客花费在系统内的时间小于或等于 x 的概率为 

x

x t

x

y

e

dte

dttf

)(

0

)(

0

1

)(

)(

λμ

λμλμ
−−

−−

−=

−= ∫
∫

 

解（2）： 
若 x=0 

μ
λ

−= 10p  

若 x>0 

'

1

1

1

1

1

1

( )

( )( )
( 1)!

( )1
( 1)!

( )1
( 1)!

( )

k
t

ky
k

k k
t

k

k
t

k

t

tf t p e dt
k

t e dt
k

t e dt
k

e dt

μ

μ

μ

μ λ

μ μ

λ λ μ μ
μ μ

λ λ λμ
μ μ

λμ λ
μ

−∞
−

=

−∞
−

=

−∞
−

=

− −

= ⋅
−

⎛ ⎞⎛ ⎞
= − ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞

= − ⋅ ⋅⎜ ⎟ −⎝ ⎠

= −

∑

∑

∑

 

排队时间小于等于 x 的概率为 

( )

'
0

( )

1 ( )

1 1

x

y

x

f t dt

e μ λ

λ
μ

λ λ
μ μ

− −

⎛ ⎞
− +⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞

= − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫
 

( )( )

1 ( 0)

1 1 ( 0)x

x

e xμ λ

λ
μ

λ λ
μ μ

− −

⎧ − =⎪
⎪∴⎨
⎛ ⎞⎪ − + − >⎜ ⎟⎪⎝ ⎠⎩

 

 
第 24 题 

设有单个服务员、服务时间为负指数分布的排队服务系统。到达服务点的顾客数服从泊

松分布，参数为λ。在这个服务系统中再作如下规定；当顾客被服务结束后，他以概率α 离

开系统，而以概率 α−1 重新再去排队，于是一顾客可多次被服务，设每次服务的平均服务

时间为
μ
1 。 

（1）建立这个系统的平衡方程，求系统进入统计平稳后取各状态的概率，并说明存在统计

平稳的条件； 
（2）问顾客从进入系统起到他第一次被服务所花费的排队等候时间的平均值； 
（3）求顾客进入系统会一共被服务了 n 次的概率 )1( ≥n ； 
（4）求顾客被服务的时间平均值（不包括该顾客在系统内排队等候的时间）。 
解（1）： 
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0 1 1 0

2

1 2 2 1 0

1 1 0

0 0
0 0

0

1 1
1

1

1

n

k k n n

k

k
k k

n

n

p p p p

p p p p p

p p p p p

p p p

p

p

λλ μα
μα

λ λλ μα
μα μα

λ λλ μα
μα μα

λ
μα λ

μα
λ
μα

λ λ
μα μα

− −

∞ ∞

= =

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠ − ⎜ ⎟

⎝ ⎠

= −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑

L L

L L

又有

 

平稳条件是
μα
λ

<1 

解（2）： 

'

1

1

1 1

1

( )

( )( )
( 1)!

( )1
( 1)!

( )

k
t

ky
k

k k
t

k

t

tf t p e dt
k

t e dt
k

e dt

μ

μ

μ λ

μα μα

λ λ μα λ μα
μα μα μα

λμα λ
μα

−∞
−

=

− −∞
−

=

− −

= ⋅
−

⎛ ⎞⎛ ⎞
= − ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠⎝ ⎠

= −

∑

∑  

( )

( )

'
0

( )

0

( )

0

( ) ( )

0 0

( )

( )

( )

1 1

y

t

t

t t

f t tdt

e tdt

e tdt

d t e e dt

μ λ

μ λ

μ λ μ λ

λμα λ
μα

λ μα λ
μα
λ μα λ
μα

μ λ μ λ

∞

∞ − −

∞ − −

∞ ∞− − − −

⋅

= − ⋅

= − ⋅ ⋅

= −

⎡ ⎤
− +⎢ ⎥− −⎣ ⎦

∫

∫

∫

∫ ∫

 

( )

0

1

te dtμα λλ
μα
λ
μα μα λ

∞ − −=

= ⋅
−

∫
 

解（3）： 
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αα
1

)1(
−

−
n

 

解（4）： 

各次服务是相互独立的，总共被服务 n 次的时间平均为
μ
n ，被服务时间的平均值是 

1

1

1

1

1

1

12

2

1(1 )

(1 )

(1 )
(1 )

1
(1 )

/
1

1 /
(1 )

1

1

n

n

n

n

n

n

k

k

n

n

d
d

d
d
d k
dk k

k

α

α

α α
μ

α α
μ
α α
μ α
α α
μ α α
α
μ
α
μ
α
μ α

μα

∞
−

=

∞
−

=

∞

=

= −

= −

−

= −

= −
−

−⎛ ⎞= ⎜ ⎟− ⎝ ⎠
⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

=
−

= ⋅

=

∑

∑

∑

 

 
第 25 题 

某加油站有两台泵，只有当顾客抵达加油站时泵有空闲，方可立刻对该顾客进行服务，

顾客才进入系统；否则，如顾客见到两台泵均被占用便立即离去。潜在的顾客按泊松分布规

律抵达油站，其参数为λ；油站对顾客的服务时间是负指数分布的随机变量，其平均服务时

间为
μ
1 。求进入加油站接受服务的顾客与抵达加油站的潜在顾客的比率。 

解： 

顾客到达加油站与加油站状态是相互统计独立，所求比率为
210

10

ppp
pp
++

+
其中

210 ,, ppp 是加油站有 0，1，2 个顾客的稳态概率。 

0 1 1 0

2

1 2 2 1 0

0 1
2

0 1 2

12
2 2

1

11
2

p p p p

p p p p p

p p
p p p

λλ μ
μ

λ λλ μ
μ μ
λ
μ

λ λ
μ μ

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+
+

=
+ + ⎛ ⎞

+ + ⎜ ⎟
⎝ ⎠
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第 26 题 
某项作业包括三台同一类型的机器和二个维修工。每台机器的正常工作时间（从开始工

作到遭受损坏而不能工作的时间间隔）是按负指数规律分布的随机变量，其平均工作时间为

10 个小时。一个维修工维修一台机器所需的时间也是按负指数分布的随机变量，其平均维

修时间为 8 小时。求： 
（1）不工作机器的数学期望； 
（2）两个维修工均忙着维修及其所占的时间。 
解：稳态方程 

0 1 1 0

2

1 2 2 1 0

3

2 3 3 2 0

2 33

0
0

0 2 3

0

33

2 2 3

32
2 2

3 31 3 1
2

1
3 31 3

2
1

10 0.81
8
0.164

k
k

p p p p

p p p p p

p p p p p

p p

p

p

λλ μ
μ

λ λλ μ
μ μ

λ λλ μ
μ μ

λ λ λ
μ μ μ

λ λ λ
μ μ μ

λ
μ

=

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪= + + + ⋅ =⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

=
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= =

≈

∑

又有

 

解（1）：  

1 2 3
2 3

0 0 0

2 3

0 0 0

{
1 2 3

3 32 3 3
2

3 96
2

1.4

E
p p p

p p p

p p p

λ λ λ
μ μ μ

λ λ λ
μ μ μ

= ⋅ + ⋅ + ⋅

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + ⋅ + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
≈

不工作机器｝

 

解（2）：  

2 3

2 3

0 0

2 3

0 0

( ) 8

3[3 ] 8
2

24 12

3.626

T p p

p p

p p

h

λ λ
μ μ

λ λ
μ μ

= + ⋅

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
≈
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第 27 题 

设有一出租汽车站。到达该站的出租汽车数服从泊松分布，平均每分钟到达一辆出租汽

车；到达该站的顾客数也服从泊松分布，平均每分钟到达顾客 2 人。如果出租汽车到站时无

顾客候车，不论是否已有汽车停留在站上，该辆汽车就停留在站上候车；反之，如果顾客到

达汽车站时发现站上没有汽车，他就离去；如果顾客到占时有汽车在候客，他就可以立刻雇

一辆。问： 
（1）在其车站上等候的出租汽车数为何？ 
（2）在到站的潜在顾客中有多少雇得了出租汽车？ 
解： 

设 n 表示汽车站上等候的汽车数，即系统的状态，达到稳定状态后 

0 1 1 0

1 2 2 1 0

1 1 0

n

k k n n

p p p p

p p p p p

p p p p p

λλ μ
μ

λ λλ μ
μ μ

λ λλ μ
μ μ− −

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

L L

L L

 

0 0
0 0

0

0

1

1

1

(1 )

1

k

k
k k

n

n

n

p p p

p

p

p

λ
μ
λ
μ

λ λ
μ μ

ρ ρ
λρ
μ

ρ

∞ ∞

= =

⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟

⎝ ⎠

= −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= −

=

= −

∑ ∑

又有

 

解（1）： 
等候的出租汽车数 

1 1

1

(1 )

(1 )

n
n

n n

n

n

np n

d
d

ρ ρ

ρ ρ ρ
ρ

∞ ∞

= =

∞

=

= −

= −

∑ ∑

∑
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2

(1 )
1

1(1 )
(1 )

1

d
d

ρρ ρ
ρ ρ
ρ ρρ ρ
ρ

ρ
ρ

= −
−

− +
= −

−

=
−

 

解（2）： 
到站的潜在顾客中雇得了出租汽车的平均数为 

0(1 )p μ μ λ− = −  

 
第 28 题 

设某更新过程的时间间隔服从泊松分布，其均值为μ，即 

L2,1,0,
!

}{ ===
−

k
k

ekxP
k

n
μμ 。 

（1）求 Sn 的分布； 
（2）计算 P{N(t)=n}。 
解： 

设随机变量 nx 的母函数为 )(sGn  

因为 nx 都服从泊松分布，所以
)1()( −= s

n esG μ  

因为 ∑
=

=
n

i
in xs

1

 所以 ns 的母函数为 ∏
=

−==
n

i
i snsGsF

1

)]1(exp[)()( μ  

因此
!

)exp()(
!

)0(}{
)(

i
nn

i
FisP

ii

n
μμ −

===  

由此可得： 

∑∑
==

++

+−+
−

−
=

<−<=<≤==
][

1

][

1

11

!
])1(exp[])1[(

!
)exp()(

}{}{}{})({
t

k

kt

j

j
nnnn

k
nn

j
nn

tsPtsPstsPntNP

μμμμ  

其中[t]为高斯函数，表示不超过 t 的最大整数。 
 
第 29 题 

设更新过程的时间间隔 Xn 的分布函数为 F(t)，f(t)为其概率密度，m(t)为［0，t］内平均

更新的次数，m(t)=E{N(t)}。试证明 ∫ −+=
t

dxxfxtmtFtm
0

)()()()(  

解： 
利用课本 P224 的（10）式 

∫ −−=
t

duufutttf
0

)()()()( λλ  
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对该式两边从零到 t 积分可得： 

∫ ∫ ∫ ∫ −−=
t t t t

dudtufutdttdttf
0 0 0 0

)()()()( λλ  

因为  

∫∫ ==
t

o

t

o
dtttmdttftF )()(,)()( λ  

所以有 

∫ ∫ −−=
t t

dudtufuttmtF
0 0

)()()()( λ  

交换积分次序，有 

∫ ∫ −−=
t t

dtduufuttmtF
0 0

)()()()( λ  

所以 

∫ −−=
t

duufutmtmtF
0

)()()()( 将第二项的积分变量换为 x 

得 

∫ −−=
t

dxxfxtmtmtF
0

)()()()(  

即 

∫ −+=
t

dxxfxtmtFtm
0

)()()()(   证毕 

 
第 30 题 

在使用中的一机器，或因损坏而更新，或因使用 T 时而更新。如果相继更新的机器的

寿命是相互统计独立的随机变量，且具有相同的分布函数 F(t)，其相应的概率密度函数为 f(t),
试证明： 

（1）长期工作时机器的更新率为{ } 1

0
( ) [1 ( )]

T
xf x dx T F T

−

+ −∫ ； 

（2）长期工作中使用的机器损坏率为

)](1[)(

)(

0
TFTdxxxf

TF
T

−+∫
 

解：略 
长期工作时机器工作寿命为 x 的概率密度是 f(x)，机器工作寿命大于 T 而没有损坏的概

率是 1-F(T)，机器损坏的概率是 F(T)。 

长期工作时机器的平均工作时间是
0

( ) [1 ( )]
T

xf x dx T F T+ −∫  

长期工作时机器的更新率是{ } 1

0
( ) [1 ( )]

T
xf x dx T F T

−

+ −∫  

长期工作时机器的损坏率是机器损坏的概率与损坏机器和没有损坏而更新机器的

概率之比，是

)](1[)(

)(

0
TFTdxxxf

TF
T

−+∫
。 
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第四章 二阶矩过程、平稳过程和随机分析 

平稳随机过程 
第 1 题 

设有一泊松过程 }0),({ ≥ttN ,求：(1) })(,)({ 2211 ktNktNP == ，用 21, tt 的函数表示之；(2)
该过程的均值和相关函数。（3）问该过程是否为平稳过程？ 
解（1）： 
解（2）： 
解（3）： 
解（待补充） 
 
 
第 2 题 

设有一个最一般概念的随机电报信号 )}({ tξ ，它的定义如下：(1) )0(ξ 是正态分布的随

机变量 ),0( 2σN ；(2)时间τ 内出现的电报脉冲的个数服从泊松分布，即 

L,2,1,0
!
)(},{ == − ke

k
kP

k
λτλττ  

(3)不同时间的电报脉冲幅度服从正态分布 ),0( 2σN ，这个脉冲幅度值延伸到下一个电报脉冲

出现是保持不变，在不同电报脉冲内的幅度取值是相互独立的，同一个电报脉冲内幅度是不

变的；(4)不同时间间隔内出现电报脉冲的个数是相互统计独立的。它的样本函数如图题 4-2。 
试求（1）它的两元概率密度函数；（2）是问该过程是否平稳？ 
解（1）： 

欲求 ( )1 1 1 2, ; ,f x x t tξ ，设 2 1t tτ = − ， 2 1t t> ，则： 

相隔为τ的两点之间一直没有出现新的电报脉冲的概率为 e λτ−  

相隔为τ的两点之间有新的电报脉冲的概率为 1－ e λτ−  

前者 t1，t2 两点位于同一脉冲上，后者位于不同的相互独立的脉冲上， 

故相应的二元概率密度是，定义τ＝ 1 2t t−  

2 2 2
2 2 1

1 2 2 2 22

1 1( ) exp( ) (1 ) exp( )
2 2 22
x x xe x x eλτ λτδ
δ πδ δπδ

− − +
− − + − −  

解（2）： 

该过程是宽平稳的。（∵ ( ) 0E tξ =⎡ ⎤⎣ ⎦ ， ( )1 1 1 2, ; ,f x x t tξ 只与 1 2t t− 有关） 

 
 
二阶矩过程 
第 3 题 
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设为独立同分布随机变量，且均匀分布于 )1,0( 上；又设有随机过程 
)0()sin()( 21 ≥= ttt ξξη  

求（1） )(tη 的均值；（2） )(tη 的相关函数。 
解（1）： 

{ }
1

1 0

1
2

E xdxξ = =∫  

{ } 12 2
1 0

1
3

E x dxξ = =∫  

1 2[ ( )] [ ] [sin( )]E t E E tη ξ ξ=  

1

2 2
0

1 sin
2

x tdx= ∫  

1 [1 cos ] /
2

t t= −  

解（2）： 

1 2 1 1 2 1 2 2[ ( ) ( )] [ ] [sin( )sin( )]E t t E E t tη η ξ ξ ξ ξ=  

[ ]
1

2 1 2 2 1 2 2
0

1 cos[ ( )] cos[ ( )]
6

x t t x t t dx= − − +∫  

1 2 1 2

1 2 1 2

sin( ) sin( )1
6

t t t t
t t t t

⎡ ⎤− +
= −⎢ ⎥− +⎣ ⎦

 

 
 
第 4 题 

设 )(tξ 是实正态分布平稳随机过程，它的数学期望为 0，如定义 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+
+

+=
)()(
)()(1

2
1)(

τξξ
τξξη

tt
ttt  

试证明 )]([cos1)}({ 1 τ
π

η ξktE −= −
，其中

2/)()( ξξξ σττ Ck = ， )(τξC 代表 )(tξ 的协方差函

数，
2
ξσ 代表 )(tξ 的方差。 

解（待补充） 
 
 
平稳随机过程 
第 5 题 

设有随机过程 ,),sin()( ∞<<∞−+= ttzt θξ ，其中 θ,z 是相互统计独立的随机变

量，
2
1)

4
(,

2
1)

4
( =−===

πθπθ PP ， z均与分布于(-1, 1)间。试证明 )(tξ 是宽平稳随机过程，
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但不满足严平稳的条件（不满足一级严平稳的条件）。 
解（1）： 

首先计算随机变量 z 的均值和方差 

{ }
1

1

1 0
2

E Z xdx
−

= =∫   

{ } 12 2

1

1 1
2 3

E Z x dx
−

= =∫  

接着计算的均值函数和相关函数 

[ ( )] [ ] [sin( )] 0E t E Z E tη θ= + =  

2
1 2 1 2[ ( ) ( )] [ ] [sin( )sin( )]E t t E Z E t tη η θ θ= + +  

＝ 1 2 1 2
1 [cos( ) cos( 2 )]
6

E t t t t θ− − + +  

1 2
1 cos( )
6

t t= −        1 2t tτ = −  

( )Rξ τ=  

故 ( )tξ 是宽平稳的 

解（2）： 

ｔ＝０时，sin( ) sint θ θ+ = 以 1/2 的概率取 2 2 ，以 1/2 的概率取 2 2− ，而 Z 均

匀分布于（－1，1），∴ ( )tξ 的取值均匀分布于
1 1( , )
2 2

−  

ｔ＝
4
π

时，sin( ) sin( )
4

t πθ θ+ = + 以 1/2 的概率取 1，以 1/2 的概率取 0，而 Z 均匀分

布于（－1，1），∴ ( )tξ 以 1/2 的概率均匀分布于（－1，1），以 1/2 的概率取值为 0。 

它的一维概率分布与ｔ有关，∴它不是严格平稳的 
 
 
第 6 题 

设 z为随机变量，θ为另一随机变量， z与θ相互统计独立，均匀分布于 )2,0( π 间；又设

有随机过程 ,),sin()( ∞<<∞−+= ttzt θωξ 其中ω为常数， 0>ω ，是利用特征函数证明

)(tξ 系一严平稳随机过程。 
解： 

sin( )1( ) ( ) ( )
2

j u juZ t
zu E e dzf Z d eξ ω θ

ξ θ
π

+Φ = = ∫ ∫  

0( ) ( )zdzf Z J uZ= •∫  
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( )uξΦ 于ｔ无关， ( )tξ 的各阶矩于ｔ无关，它是严格平稳的。 

解（待补充） 
 
 
第 7 题 

设有一相位调制的正弦信号，其复数表示式为
( ( ))( ) j t tt e tω θξ += −∞< <∞，其中ω为常数，

0>ω ， ( )tθ 是 一 个 二 级 严 平 稳 过 程 。 设 )( 2,121
uuttψ 是 过 程 的 二 维 特 征 函 数 ， 即

{ }1 1 2 2

1 2

[ ( ) ( )]
1, 2( ) j u t u t

t t u u E e θ θψ += 同时对于任何 0)0,1(, 0 =∞<<∞− τψτ ，试证明过程 )(tξ 是宽平

稳过程，并求它的相关函数 ),( 21 ttRξ 。 

解： 
先求均值， 

( ) ( ){ }
( ){ }

( ){ }
( )

( )

,

j t t

j tj t

j t jx

m t E t

E e

e E e

e e dF x t

ξ

ω θ

θω

ω

ξ
+

=

=

= ⋅

= ∫

 

由于 ( )tθ 是一个二阶严平稳过程，故 

( ) ( )
( )
( ){ }0

,j t jx

j t jx

jj t

m t e e dF x t

e e dF x

e E e

ω
ξ

ω

θω

=

=

= ⋅

∫
∫  

考虑到 ( ) ( ){ } 00,1 0
0 == θ
τψ jeE  

( )tmξ ＝0，均值为常数 

再求自相关函数 

＝

( ) ( ){ }
( )( ) ( )( ){ }

( ) ( ) ( )( ){ }
( ) ( )
( )

1 1 2 2

1 21 2

1 2

1 2 1 2

0,

1 2

( , )

1, 1

j t t j t t

j t tj t t

j t t

R t t E t t

E e e

e E e

e

R t t

ξ

ω θ ω θ

θ θω

ω
τ

ξ

ξ ξ

ψ

+ − +

−−

−

=

=

=

= −

= −

 

故过程 ( )tξ 是宽平稳过程，且 ),( 21 ttRξ ＝
( ) ( )1 2

1 2, 1, 1j t t
t te ω ψ−= −  



 5

 
 
第 8 题 
设 有 一 时 间 离 散 的 马 尔 可 夫 过 程 ,,2,1,0),( L=nnξ )0(ξ 具 有 概 率 密 度 函 数

⎩
⎨
⎧ <≤

=
其他）(0

)10(2
)(0

xx
xf 对于 L，3,2,1=n ，当给定 x)1( =－nξ 时 )(nξ 的条件概率密度均与分布

于 1)x,-(1 之间。问 ,,2,1,0),( L=nnξ 是否满足严平稳的条件？ 
解（待补充） 
 
 
第 9 题 

设有两状态时间离散的马尔可夫链 ,,2,1,0),( L=nnξ )(nξ 可取 0 或 1，它的一步转移概

率 矩 阵 为
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

22

11

qp

pq
， 其 中 ,111 =+ qp ,122 =+ qp 且

21

1}1)0({
pp

pP
+

==ξ ，

21

2}0)0({
pp

pP
+

==ξ 试证明该过程为严平稳过程。 

解（提示）： 
给出初始时刻的概率分布，给出任意时刻的概率分布，证明它们示相同的； 
给出任意 N 个时刻的概率分布，证明它们具有平移不变性。 

 
 
随机分析 
第 10 题 

设有相位调制的正弦波过程 ))(cos()( ttAt πηωξ += ，其中ω为常数， 0>ω ， }0),({ ≥ttη

是泊松过程，A 是对称伯努利随机变量，即 ,
2
1}1{,

2
1}1{ =−=== APAP ，A 和 )(tη 是相互统

计独立的，试画出其样本函数，样本函数是否连续？求 )(tξ 的相关函数 ),( 21 ttRξ ，问该过程

是否均方连续？ 
解： 

求 )(tξ 自相关函数： 

( )( ) ( )( ){ }
1 2

1 1 2 2

( , )

cos cos

R t t

E A t t A t t
ξ

ω πη ω πη= + ⋅ +
 

{ } ( ) ( ) ( )( ){
( ) ( ) ( ) }

2
1 2 1 2

1 2 1 2

1 cos
2

cos (

E A E t t t t

t t t t

ω π η η

ω π η η

⎡ ⎤= + + +⎣ ⎦

+ − + −⎡ ⎤⎣ ⎦  

考虑到 A 和 ( )tη 是相互统计独立的 



 6

( ) ( ) 11
2
11

2
1 222 =−×+×=AE  

1 2( , )R t tξ  

＝ ( ) ( ) ( )( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]{ }21212121 (coscos
2
1 ttttttttE ηηπωηηπω −+−++++  

条件数学期望   

( ) { }∑ ∑ ====
j j

ijjijji xXyYpypyxYE || /  

全期望公式     

( ) [ ]{ } [ ] ( )∑ ===
j

jj yXEyYpYXEEXE //  

注意到 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1 2

1 2 1 2 2

,

,

2 2

t m t n

t t k

t t t t t k n

η η

η η

η η η η η

= =

− =

+ = − + = +

 

其中，m,n 是正整数，k 是整数 
则 

( ) ( ) ( )( ){
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) }

( )( ) ( )( ){ }

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

cos[ ]

cos |

cos cos ( 1)k

E t t t t

t t t t t t k

t t t t

ω π η η

ω π η η η η

ω ω

+ + +

⎡ ⎤+ − + − − =⎣ ⎦

= + + − −

 

相关函数可以写作 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2

1 2

1 2 1 2 1 2
0

1 2
1 2 1 2

0

( , )

1 cos cos

1 cos cos
!

k
r

k

k
kt t

k

R t t

P t t k t t t t

t t
e t t t t

k

ξ

λ

η η ω ω

λ
ω ω

∞

=

∞
− −

=

= − = − + + −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

−
= − + + −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∑

∑

 

从相关函数可以知道，相位调制的正弦波过程 ))(cos()( ttAt πηωξ += 的相关函数是连续

函数，相应的随机过程是均方连续的，但不是平稳的。 
 
 
第 11 题 

设有实宽平稳随机过程 )(tξ ，其相关函数为 )(τξR ，试证 

2

2{| ( ) ( ) | } (0) ( )P t t R Rξ ξξ τ ξ ε τ
ε

⎡ ⎤+ − ≥ ≤ −⎣ ⎦  

提示 
首先证明 
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[ ]{ }2( ) ( ) 2 (0) ( )E t t R Rξ ξξ τ ξ τ⎡ ⎤+ − = −⎣ ⎦  

接着计算 

[ ]{ } [ ]{ }
[ ]{ }
[ ]{ }
[ ]{ }

2

2

2

2 2

2

22 2

22 2

2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

{| ( ) ( ) | }

x

x

x

x

E t t x P t t x

x P t t x

P t t

P t t

P t t

ε

ε

ε

ξ τ ξ ξ τ ξ

ξ τ ξ

ε ξ τ ξ ε

ε ξ τ ξ ε

ε ξ τ ξ ε

≥

≥

≥

+ − = ⋅ + − =

≥ ⋅ + − =

≥ ⋅ + − ≥

≥ ⋅ + − ≥

≥ ⋅ + − ≥

∑

∑

∑

∑

 

综合上式得证。 
 
 
平稳随机过程 
第 12 题 

设有随机过程 ∑
=

=
n

k

tj
k

keAt
1

)( ωξ 其中 Ak, k= 1, 2, 3, …, n 是 n 个实随机变量， kω , k = 1, 2, 

3, …, n是n个实数。试问各Ak之间应满足怎样的条件才能使 )(tξ 是一个复的平稳随机过程？ 
提示 

)(tξ 得均值应为零，相关函数应是时间差得函数，与时间原点得位置无关。可求得 
各 Ak 均值为零， 
各 Ak 之间应该相互正交，即互相关为零。 

 
 
随机分析 
第 13 题 

设平稳随机过程 )(tξ 的相关函数为 )(τξR ，且 )0()( ξξ RTR = ，T 为一常数，T>0，试证： 

（1）有
[ ] [ ]{ }

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

t T t

E u T u u t T u t

ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

+ =

+ − ⋅ + + − +
依概率 1 相等； 

（2） )()( tRTtR ξξ =+ 及相关函数具有周期性，其周期为 T。 

（具有周期性相关函数的平稳随机过程称为周期性随机过程） 
提示（1）： 

从计算 { }2( ) ( )E t T tξ ξ+ − 的极限为零着手。 

提示（2）： 

从计算 [ ] [ ]{ }( ) ( ) ( ) ( )E u T u u t T u tξ ξ ξ ξ+ − ⋅ + + − + 的极限为零着手 



 8

或从计算 [ ]{ }( ) ( ) ( )E u T u u t Tξ ξ ξ+ − ⋅ + + 的极限为零着手 

 
 
二阶矩过程 
第 14 题 

设有随机过程 ∑
=

+=
n

k
kkkk tBtAt

1

]sincos[)( ωϖξ ，其中 kω , k= 1, 2, 3, …, n 是给定的实数，

Ak,Bk, k= 1, 2, 3, …, n 是实随机变量，E{Ak}= 0, E{Bk}=0,各 Ak,Bk 间彼此相互统计独立，

}{}{ 2
kkk BDAD == σ ，k= 1, 2, 3, …, n。求它的相关函数 ),( 21 ttRξ 。 

解（略） 
 
 
第 15 题 

设有平稳随机过程 )(tξ 、 )(tη ，且 )(tξ 、 )(tη 是相互统计独立的；有设有随机过程 )(tZ 、

)(tω ， )()()( tttZ ηξ += 、 )()(2)( ttt ηξω += 求 )(τzR )(τwR )(τzwR )(τwzR 。 

解（略） 
 
 
第 16 题 

设 )(tξ 、 )(tη 、 )(tζ 为实随机过程， )()()( ttt ηξζ = ， )(tξ 、 )(tη 为相互统计独立的随机

过程，则 

（1） )()()( τττ ηξζ RRR =  

（2）若 ξμξ −= )()( ttP  ξμη −= )()( ttQ  ||)( ττ a
P eR −=   ||)( ττ b

Q eR −=  

a,b 均为正实数， ξμ ημ 为 )(tξ 、 )(tη 的均值，求 )(tRξ 。 

解（略） 
 
 
第 17 题 

设有随机过程 ttttt sincos)(},),({ ξηζζ +=∞<<∞− ，其中 ηξ , 为统计独立的随机变量，

ηξ , 均可取－1 和＋2 两个值，取－1 的概率为
3
2 , 取＋2 的概率为

3
1 。 

（1）试计算 )}({ tE ζ 相关函数 ),( 21 ttRζ 。 

（2）证 )(tζ 是一宽平稳随机过程，但不是严平稳随机过程。 
解（1）： 
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{ } { }

{ } { } { }

{ } { } ( )22 2 2

2 11 2 0
3 3

0
2 11 2 2
3 3

E E

E E E

E E

ξ η

ξη ξ η

ξ η

= = − × + × =

= ⋅ =

+ = − × + × =

    

[ ( )] [ cos sin ] 0E t E t tζ η ξ= + =  

1 2 1 1 2 2( ) {[ cos sin ][ cos sin ]}R t t E t t t tζ η ξ η ξ− = + +  

＝
2 2

1 2 1 2[ ]cos cos [ ]sin sinE t t E t tη ξ+  

＝ 1 22cos( )t t−  

显然它是宽平稳的 
解（2）： 

t=0 时， ( )tζ η= ， ( )tζ 的取值为－1 和 2 

t=π/4 时， ( )2( )
2

tζ η ξ= + ， ( )tζ 的取值为 2− ， 2 2 ，2 2 ， ( )tζ 的

一维分布于 t 有关。 
∴它不是严平稳的。 

 
 
第 18 题 

设有随机游动 ),( stη ， 
（1） 0),0( =sη ； 
（2） ),( stη 定义在样本点 s 集上，且 0≥t ； 
（3）每个时间间隔 T，该过程取一个新的值， 

))1((),( TntnTYst n +<≤=η   

（4）Yn 是二项分布随机变量， ∑
=

=
n

k
knY

1

ξ ， 

kξ 为取(-a)、(+a)两个可能值的随机变量，且 ,,3,2,1,
2
1}{,

2
1}{ L==+==−= kaPaP kk ξξ jξ 与

kξ )( kj ≠ 相互统计独立。 

（1）试证 0)},({ =stE η ； 
（2）试证 ]/[)},({ 222 TtanastE ==η ； 

（3）当 0→T ，每次跃变值 a 也趋于 0 时， ββ ,
2

→
T
a 为常数，定义 

βη =⇒=
→ T

asttz
T

2

0
)},({)( lim  

试证 ttzDtzE β== )}({,0)}({  
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（4）求 z(t)的概率密度函数； 
（5） ),( stη 、z(t)均为独立增量随机过程，求 ),( 21 ttCz 。（过程 z(t)称为维纳过程）。 
解（待补充） 
 
 
第 19 题 

设有图题 4－19 所示的电路，其中 W0(t)为输入随机过程，W0(t)为标准的维纳过程（即

上题的 z(t)，且其 1=β ）；其输出为 )1()()( 00 −−= tWtWtξ 。求 )(tξ 的均值和相关函数。 

解（待补充） 
 
 
第 20 题 

定义 )1()( 2
0

2 −= − atat eWet σξ ，其中 a,σ 均为常数， 0,0 >> aσ ，W0(.)代表标准的维纳过

程，称 )(tξ 为 Ornstein-Uhlenbeck 过程，求 )(tξ 的均值和相关函数。 
解（待补充） 
 
 
随机分析、相关函数计算 
第 21 题 

设有随机过程 )(tξ ，它的均值为 )(tξμ ，相关函数为 ),( 21 ttRξξ ；若有随机过程

)()()()( tbttat += ξη ，其中 a(t),b(t)是确定性函数，求 )(tη 的均值和相关函数。 
解（略） 
 
 
第 22 题 

设有平稳随机过程 )(tξ ，其相关函数为 |)|1()( || ττ τ
ξ aAeR a += − ；其中 A,a 为常数，a>0,

求
dt

tdt )()( ξη = 的相关函数。 

解（略） 
 
 
第 23 题 

设有平稳随机过程 )(tξ ，它的自协方差为 |)|sin(cos)( || τβ
β

βττ τ
ξ

aAeC a += − ；其中 A,a，

β 为常数，又
dt

tdt )()( ξη = ，求 )(tη 的自协方差函数及方差。 

解（略） 
 
 
第 24 题 
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设有平稳随机过程 )(tξ ，其相关函数为
222)( τ

ξ στ aeR −= ；其中σ 、a 为常数，若有随机

过程
dt

tdat )()( ξη = ，a 为常数，求 )(tη 的相关函数。 

解（略） 
 
 
第 25 题 

设有平稳随机过程 )(tξ ，其相关函数为 )(τξR ；且设
2

2 )()()()(
dt

td
dt

tdtt ξξξη ++= ，求 )(tη 的

相关函数。 
解（略） 
 
 
第 26 题 

设有平稳随机过程 )(tξ ，其相关函数为 )
3
1||1()( 22||2 ταταστ τα

ξ ++= −eR ；若有随机过程

2

2 )()()(
dt

tdtt ξξη += ，求 )(tη 的相关函数。 

解（略） 
 
 
第 27 题 

设有随机过程 )(tξ ，其相关函数为 ),( 21 ttRξξ ；若有随机过程 )(tη 、 )(tζ 定义如下：

dt
tdbtat )()()( ξξη += ，

2

2 )()()(
dt

tdf
dt

tdct ξξζ += ,其中 a,b,c,f 为常数，试求 )(tη 和 )(tζ 的相关函

数。 
解（略） 
 
 
第 28 题 

设有平稳随机过程 )(tξ ，它的均值为 0，相关函数为 )(τξR ；若 ∫= duut t )()( 0ξη ，求 )(tη

的方差和自协方差函数。 
解（略） 
 
 
第 29 题 

设有随机过程 )(tξ ，它的均值为 )(tξμ ，相关函数为 ),( 21 ttRξξ ，协方差函数为 ),( 21 ttCξξ ；

若 cduueb
dt

tdatat ut +++= ∫ − )()()()( 0110 ξξξη λ ，其中 a0,a1,b1,c 均为实常数，求 )(tη 的均值和自

协方差函数。 
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解（略） 
 
 
系统，短时间的时间平均器 
第 30 题 

设有实随机过程 }),({ ∞<<−∞ ttξ 加入到一短时间的时间平均器上作为它的输入，它的输

出为 )(tη ， ∫ −= duu
T

t t
Tt )(1)( ξη 式中 t 为输出信号的输出时刻，T 为平均器采用的积分时间间

隔。若 tt cos)( ζξ = ，其中ζ 为(0,1)内均匀分布的随机变量， 
（1）求输入过程的均值和相关函数，问输入过程是否平稳？ 
（2）证明输出过程的表示式为 

)
2

cos(

2

2
sin

)( Tt
T

T

t −
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

= ζη  

（3）证明输出的均值为 

)
2

cos(

2

2
sin

2
1)}({ Tt

T

T

tE −
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=η  

输出相关函数为 

)
2

cos()
2

cos(

2

2
sin

3
1),( 21

2

21
TtTt

T

T

ttR −−
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=ηη
 

问输出是否为平稳过程？ 
解，见讲义 
 
第 31 题 

如果短时间平均器的输入信号为 )()sin()( ∞<<−∞+= ttt θωξ ，其中ω为常数，ω >0, θ
为随机相角，它是 )2,0( π 内均匀分布的随机变量，试证明： 

（1） )(cos
2
1),(),( 212121 ttttCttR −== ωξξξξ

 

（2）它的输出信号表示式为 )
2

sin(

2

2
sin

)( θωω
ω

ω

η +−=
Tt

T

T

t  

（3）输出信号 )(tη 的均值和输出信号相关函数为 
0)}({ =tE η ， 

)(cos

2

2
sin

2
1),( 21

2

21 tt
T

T

ttR −
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

= ω
ω

ω

ηη
 

问 )(tη 是否平稳？ 
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解，见讲义 
 
第 32 题 

若短时间平均器的输入为宽平稳随机过程 )}(),({ ∞<<−∞ ttξ ，其均值为常数 ξμ ，相关

函数为 )(τξR ，试证明它的输出也是宽平稳随机过程，并计算出它的均值和相关函数。 

解，见讲义 
 
第 33 题 

如果短时间平均器的输入为宽平稳随机过程 )(tξ ，它的均值为 ξμ ，协方差函数为 

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

≥

≤≤−
=

)|(|0

)||0()||1(
)(

0

0
0

2

ττ

ττ
τ
τσ

τξξC ； 

)(tη 为其输出过程，试证 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

<−

≤≤−
=

)()
3
11(

)0()
3
11(

)(

0
002

0
0

2

T
TT

TT

tD
τ

ττ
σ

τ
τ

σ
η  

解，见讲义 
 
第 34 题 

如果短时间平均器的输入为随机电报信号，它的均值为
2
1 ，它的自协方差函数为

||2

4
1)( τλ

ξ τ −= eC ， )(tη 为 平 均 器 的 输 出 过 程 ， 试 证 )(tη 的 方 差 为

)
2

1
2

11(
4

1)( 2 Te
TTT

tD λ

λλλ
η −+−=  

解，见讲义 
 
各态历经性 
第 35 题 

设有随机过程 )(tξ 和 N(t)，且 )()( tNbt +=ξ ，其中 b 为常数， 0)}({ =tNE ，N(t)的相关

函 数 为 )(τNR ， 即 N(t) 为 平 稳 随 机 过 程 。 如 果 duu
T

b T )(1
0ξ∫=

∧
证 bbE =

∧

}{ ， 且

∫ −= −

∧

τττ dR
TT

bD N
T

T )()||1(1  

提示： 
利用定理证明的方法给予证明 

 
第 36 题 

设 )(tξ 为一随机起始时间的周期过程，它的样本函数见图题 4－36。图中 A 为幅度，T
为周期，A、T 均为常数，t0 为起始时间，它是(0,T)上均匀分布的随机变量。求： 
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（1） )(tξ 的均值 )}({ tE ξ 、均方差 )}({ 2 tE ξ 和方差 )(tDξ ； 
（2） )(tξ 的时间平均值 >< )(tξ 和 >< )(2 tξ ，问 )(tξ 是否具有各态历经性？ 
提示： 

随机过程具有随机的起始时刻，具有各态历经性。 
 
 
第 37 题 

设 有 平 稳 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 )(tξ ， 它 的 均 值 为
0=ξμ ， 相 关 函 数 为

∞<<∞−= − teR ,)( ||2 τα
ξ στ

，其中 ασ ,2
为常数， 0>α ，试证明该过程满足均值各态历经定

理（其实它也符合相关函数各态历经定理（不证））。试说明：利用图题 4－37 所示的方块图

可以用一个样本函数求得它的参数
2σ 和

]
)1(

ln[
2

ξ

σα
R

=
。 

提示： 
利用定理给予证明 

 
 
 



 1

第五章 

平稳随机过程的谱分析及随机过程通过线性系统的分析 

相关函数和功率谱密度分析 
第 1 题 

设有周期信号如图题 5－1 所示，求它的时间相关函数和它的功率谱密度。 
解： 

相关函数周期为 T。 

/ 2

/ 2

| |( ) 1 (| | )
2

1( ) ( ) ( )
T

T

TR
T

R f t f t dt
T

ττ τ

τ τ
−

= − ≤

= −∫
 

功率谱密度为离散谱，谱线为 1／T 的倍数。 
2/ 2

/ 2

2 2/ 2 / 2 ( )

/ 2 / 2

*

1( ) ( )

1 1 ( ) ( )

T j n
T

T

T T j nt j n t
T T

T T

n n

P n R e d
T

f t f t e e dtd
T T
a a

π τ

π π τ

τ τ

τ τ

−

−

− − −

− −

=

= −

= ⋅

∫

∫ ∫  

0

( ) ( )0 04 2

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 04 4 2 4

2/ 2

/ 2

/ 4 / 4 / 2

/ 2 / 4 / 4

0

0

0

0

1 ( )

1 ( )

1 1 {[ ]

[ ] [ ]}
2 sin

2

sin
2

T Tj n j n

T T T Tj n j n j n j n

T j nt
T

n T

T T T j nt

T T T

a f t e dt
T

f t e dt
T

e e
T n

e e e e
n Tj

n T
n Tj c

ω ω

ω ω ω ω

π

ω

ω

ω
ω

ω

− − − −

− − − − −

−

− −

− −

=

= + +

= −

+ − + −
−

=

= −

∫

∫ ∫ ∫

 

0
0

2 20

2
2

| | (sin )
2n

n T n
T

n Ta c

ωπω π

ω

= =

=
 

 
 
第 2 题 

设有四个平稳随机过程，已知其相关函数，求其功率谱密度函数:  



 2

（1） 0)>= − αατπτ τα
ξ 为常数，、00

|| (,2cos)( ffeR  

解（1）： 

| |e α τ−
的傅立叶变换： 

| | 2

0 ( 2 ) ( 2 )

0

2 2

1 1
2 2
2
(2 )

j f

j f j f

e e d

e d e d

j f j f

f

α τ π τ

α π τ α π τ

τ

τ τ

α π α π
α

α π

∞ − −

−∞

∞− − −

−∞
= +

= +
− +

=
+

∫
∫ ∫

 

0 02 2
0

1 1cos 2
2 2

j f j ff e eπ τ π τπ τ −= + 的傅立叶变换： 

0 0
1 1( ) ( )
2 2

f f f fδ δ+ + −  

功率谱密度是相关函数的傅立叶变换，等与上述两项傅立叶变换的卷积，为 

2
0

22
0

2 )](2[)](2[ ffff ++
+

−+ πα
α

πα
α

 

 

（2） 0)>= − αασστ ατ
ξ 为常数，、22 (,)(

2

eR  

解（2）：
22( )R e ατ

ξ τ σ −=  

做
22( )R e ατ

ξ τ σ −= 的傅立叶变换，得到相应的功率谱密度 

2

2

2 2

2 2

2

2 2

2 2

2( ) ( )
2 2

2

( ) ( ) j f

j f

j f

j j f

f

S f R e d

e e d

e d

e d e

e

π τ
ξ

ατ π τ

ατ π τ

π πατ
α α

π
α

τ τ

σ τ

σ τ

σ τ

πσ
α

−

− −

− −

− −

−

=

=

=

= ⋅

= ⋅

∫
∫
∫

∫

 

 

（3） 0)(,cos)( 22 2

>= − αβασβτστ ατ
ξ 为常数，、、eR  

解（3）： 
22e ατσ −
的傅立叶变换， 



 3

2 2

2
f

e
π
απσ

α
−

 

cosβτ 的傅立叶变换， 

1 1(2 ) (2 )
2 2

f fδ π β δ π β− + +  

功率谱密度是相关函数的傅立叶变换，等与上述两项傅立叶变换的卷积，为 
2 2 2 2( / 2 ) ( / 2 )

2 21 1
2 2

f f

e e
π β π π β π

α απ πσ σ
α α

− +
− −

+  

 

（4）
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

≤

≤−
=

)|(|0

)|(|||1
)(

0

0
0

T

T
TR
τ

ττ
τξ

 

解（4）： 

2

0

0
0

2
0

00

02
0

0

0
0

0
0

0
0

0

0

2

0

2

0

)
sin

(

)(
2cos1

2

2cos
)2(

2

)1(
2

2sin2|
2

2sin2)1(

2cos2)1(

)1(

)||1()(

0

0
0

0

0

0

0

0

fT
fT

T

fT
fTT

fd
fT
T

d
Tf

f
f

f
T

df
T

de
T

de
T

fS

T

TT

T

T

T fj

T

T

fj

π
π
π

π

τπ
π

ττ
π

τπ
π

τπτ

ττπτ

ττ

ττ

τπ

τπ

=

−
⋅=

−
=

−−−=

⋅−=

−+=

−=

∫

∫

∫

∫ ∫

∫

−

−

−

−

 

 
 
第 3 题 

设某平稳随机过程的相关函数为 πτπττ τ
ξ 3coscos4)( || += −eR ，求其功率谱密度。 

解： 

| |4 cose τ πτ−
的傅立叶变换， 

2 2

4 4
1 (2 1) 1 (2 1)f fπ π

+
+ − + +
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cos3πτ 的傅立叶变换， 
1 1(2 3 ) (2 3 )
2 2

f fδ π π δ π π− + +  

功率谱密度是相关函数的傅立叶变换，等与上述两项傅立叶变换的和，为 

2 2

4 4( )
1 (2 1) 1 (2 1)

1 1(2 3 ) (2 3 )
2 2

S f
f f

f f

π π

δ π π δ π π

= +
+ − + +

+ − + +
 

 
 
第 4 题 
设有二平稳随机过程，它们的功率谱密度分别为： 

（1）
2

4 2

(2 )( )
(2 ) 3(2 ) 2

fS f
f fξ

π
π π

=
+ +

 

（2）
2

4 2

(2 ) 1( )
(2 ) 5(2 ) 6

fS f
f fξ

π
π π

+
=

+ +
 

求其相应相关函数及其均方值。 
解（1）： 

功率谱密度函数可以写成 
2

4 2

2

2 2

2 2

(2 )( )
(2 ) 3(2 ) 2

(2 )
[(2 ) 2][(2 ) 1]

2 1
(2 ) 2 (2 ) 1

fS f
f f

f
f f

f f

ξ
π

π π
π

π π

π π

=
+ +

=
+ +

−
= +

+ +

 

2

2
(2 ) 2fπ +

的傅立叶变换是 

2| |1
2

e τ−  

2

1
(2 ) 1fπ

−
+

的傅立叶变换是 

| |1
2

e τ−−  

相关函数可以写成 

2| | | |1 1( )
22

R e eτ τ
ξ τ

− −= −  
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均方值为 

2 1(0)
2

Rξ
−

=  

解（2）： 
功率谱密度函数可以写成 

2

4 2

2 2

(2 ) 1( )
(2 ) 5(2 ) 6

2 1
(2 ) 3 (2 ) 2

fS f
f f

f f

ξ
π

π π

π π

+
=

+ +
−

= +
+ +

 

2

2
(2 ) 3fπ +

的傅立叶变换是 

3| |1
3

e τ−  

2

1
(2 ) 2fπ

−
+

的傅立叶变换是 

2| |1
2 2

e τ−−  

相关函数可以写成 

3| | 2| |1 1( )
3 2 2

R e eτ τ
ξ τ

− −= −  

均方值为 

4 3 3 2(0)
12

Rξ
−

=  

 
 
第 5 题 

设一平稳随机过程的功率谱密度如图题 5－5 所示，即 

0 0 0( | | )
( )

0 ( )
S f f f f f

S fξ

− Δ < < + Δ⎧
= ⎨
⎩ 其他频率

 

求其相应相关函数及其均方值。 
解： 

相关函数是 

0 0

0 0

2

2 2
0 0

( ) ( ) j f

f f f fj f j f

f f f f

R S f e df

S e df S e df

π τ
ξ ξ

π τ π τ

τ
− +Δ +Δ

− −Δ −Δ

=

= +

∫
∫ ∫
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0

0

2 2 2
0

2 2 2
0

0 0

1 ( )
2

1 ( )
2

4 sin (2 )cos(2 )

j f j f j f

j f j f j f

S e e e
j

S e e e
j

S f c f f

π τ π τ π τ

π τ π τ π τ

πτ

πτ
π τ π τ

− Δ − Δ

Δ − Δ

= −

+ −

= Δ Δ

 

均方值为 

0(0) 4R S fξ = Δ  

 
求线性系统输出的相关函数，已知系统的冲击响应。 
第 6 题 

设有线性时不变动态系统，其冲激响应为 h(t)。如果输入为一平稳随机过程 ( )tξ ，它的

相关函数为 ( )Rξ τ ，协方差函数为 ( )Cξ τ ，试证输出过程 ( )η τ 的相关函数可以表示为

( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )h hR R u R u du R u h t h t u dtη ξτ τ
∞ ∞

−∞ −∞
= − = −∫ ∫其中 。 ( )hR u 称为系统的相关函

数，并证明 ( ) { ( )} ( ) ( )hD t Var t C u R u duξη η
∞

−∞
= = ∫  

证明： 
按定义有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )u h u du u h u duη τ ξ τ ξ τ= − = −∫ ∫  

1 2( , )R t tη  

{ }
{ }

1 2

1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 2 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

{ ( ) ( )}

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

E t t

E t u h u du t u h u du

E t u t u h u h u du du

R t t u u h u h u du duξ

η η

ξ ξ

ξ ξ

=

= − −

= − −

= − − +

∫ ∫
∫ ∫
∫ ∫

 

令 1 2 1 2t t u u uτ = − = −  

1 1 1( ) ( ) ( )

( ) ( )h

R u h u h u u du du

R u R u du

ξ

ξ

τ

τ

= − −

= −

∫ ∫
∫

 

即 

1 1 1( ) ( ) ( )hR u h u h u u du= −∫  

同理可证 

∫∫
∞

∞−

∞

∞−
=−== duuRuCduuRuCtVartD hh )()()()()}({)( ξξηη

 
其中 
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( )C uξ 是偶函数。 

 
 
第 7 题 

设有一“平均电路”如图题 5－7 所示，即当输入为 x(t)时，平均电路的输出为 
1( ) ( )

t

t T
y t x u du

T −
= ∫  

（1）试证该电路的冲激响应为 

1 (0 )
( )

0 ( )

t T
h t T

⎧ ≤ ≤⎪= ⎨
⎪⎩ 其它时间

 

并求第 6 题所定义的系统的相关函数； ( )hR τ  

如果该电路的输入为一平稳随机过程，其协方差函数为 

2
0

0

0

| |(1 ) (| | )
( )

0 (| | )

T
TC
T

ξ
ξ

τσ τ
τ

τ

⎧ − ≤⎪= ⎨
⎪ >⎩

 

用上题的方法求输出过程 ( )η τ 的方差 ( )Dη τ 。 

解（1）： 
由题意可得到 

1( ) ( ) ( ) ( )
t

t T
y t h t u x u du x u du

T −
= − =∫ ∫  

比较两个积分式，可以得到 

( ) 1 0h t u T u− = − < <  

( ) 0h t u− =  

进一步有 

( ) 1 0h t t T= ≤ <  

( ) 0h t =  

解（2）： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

0

hhR h t h t dt h t h t dt

T
T

T

τ τ τ

τ
τ

τ

∞ ∞

−∞ −∞

= + = +

⎧
− <⎪= ⎨

⎪ ≥⎩

∫ ∫
 

解（3）： 
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[ ]

{ }

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) h

D t E t t

E h t u u u du h t v v v dv

h t u h t v E u u v v dudv

h t u h t v C u v dudv

C u v h t u h t u u v du d u v

C u v R

ξ ξ

ξ ξ

ξξ

ξξ

ξξ

η η η

ξ μ ξ μ

ξ μ ξ μ

⎡ ⎤= ⎣ ⎦
⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − − − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − − ⋅ − − ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= − − ⋅ − ⋅

= − − − + − ⋅ −

= −

∫ ∫

∫∫
∫∫
∫ ∫
∫ ( )

( )

2

0

( ) ( )

( )

1 1

h

hh

u v d u v

C R d

d
T T

ξξ

ξξ

τ τ τ

τ τ
σ τ

− − ⋅ −

= − ⋅

⎛ ⎞⎛ ⎞
= − − ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

∫

∫

 

 
 
第 8 题 

设有线性时不变系统，它的冲激响应为 ( ) ( )th t e U tβ−= ，其中 β 为常数， 0>β ，U(t)为

阶跃函数。如果系统的输入为一宽平稳随机过程，它的相关函数为 | |( )R e α τ
ξ τ

−= ，求输入输

出间的互相关函数 )(τξηR 。设 1,3 == βα ,画出 )(τξηR 。问 )(τξηR 是否对称于 0=τ 的轴？ 

解： 
计算输入和输出的互相关函数， 

1 1

1 1

| |

| |

0

( ) { ( ) ( )}

{ ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )u u

u u

R E t t

E t t u h u du

R u h u du

e e U u du

e e du

ξη

ξξ

α τ β

α τ β

τ ξ η τ

ξ ξ τ

τ
− + −

∞ − + −

= −

= − −

= +

= ⋅

= ⋅

∫
∫
∫
∫

 

0τ >设  

| |

0

0

( )

1

u u

u u

R e e du

e e du

e

α τ β
ξη

ατ α β

ατ

τ

α β

∞ − + −

∞ − − −

−

= ⋅

= ⋅

=
+

∫
∫  

0τ <设  
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| |

0

( ) ( )

0

( ) ( )

0

( ) ( )

( )

1 1( 1)

u u

u u u u

u u

R e e du

e e du e e du

e e du e e du

e e e e

α τ β
ξη

τ α τ β α τ β

τ

τατ α β ατ α β

τ

ατ α β τ ατ α β τ

τ

α β α β

∞ − + −

− ∞+ − − + −

−

− ∞− − − +

−

− − − − +

= ⋅

= ⋅ + ⋅

= +

= − +
− +

∫
∫ ∫
∫ ∫

 

显然它们是关于 0=τ 不对称的。 
 
 
第 9 题 

设有理想延时电路（见图题 5－9）,如果该电路的输入为宽平稳随机过程 )(tξ ,其相关函

数为 )(τξR ，求：输出过程 )(τη 的相关函数 )(τηR ；输入输出间的互相关函数 )(τξηR 。 

解（1）： 
输入 )(tξ ，输出 )()( att −= ξη 。 
输入相关函数 

)}()({)( τξξτξ −= ttER  

输出相关函数 

)()}()({)}()({)( ττξξτηητ ξη RatatEttER =−−−=−=  

解（2）： 

)(
)(

)}()({

)}()({)(

21

21

21

aR
attR

attE

ttER

+=

+−=
−=

=

τ

ξξ

ηξτ

ξ

ξ

ξη

 

 
 
随机分析 
第 10 题 

设有一宽平稳随机过程 )(tξ ，其相关函数为 )(cos)( ∞<<−∞= τττξ AR ，（A 为常数）

其均值为零，试证 )(tξ 是无限可导的，且 LLL ===== ⋅⋅⋅ )()()()( )( ττττ
ξξξ

ξ nRRRR  

解： 

因为 )(cos)( ∞<<−∞= τττξ AR 是无限可导的，因此 )(tξ 是无限可导的。 

)(cos)( ∞<<−∞= τττξ AR  
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LLL

LL

=====∴

=
∂
∂

−=−
∂∂
∂

=

=
∂
∂

−=−
∂∂
∂

=

=
∂
∂

−=−
∂∂
∂

=

⋅⋅⋅

−−

⋅⋅

⋅

)()()()(

cos)()()(

cos)()()(

cos)()()(

)(

11)(

..

2

2

21
21

2

2

2

21
21

2

2

2

21
21

2

ττττ

ττ
τ

τ

ττ
τ

τ

ττ
τ

τ

ξξξ
ξ

ξξξ

ξξξ

ξξ
ξ

n

kkn

RRRR

ARttR
tt

R

ARttR
tt

R

ARttR
tt

R

 

 
 
第 11 题 

设有实平稳随机 )(tξ ，其相关函数为 )(τξR ，试证明 )]2()0([
4
1)()0( ττ ξξξξ

n
n RRRR −≥−  

证明： 
设该过程的功率谱密度为 s(f)。 

利用不等式可知对 1≥n ，有 

)22cos(21)22(cos 112 τπτπ −− ⋅≥+⋅ nn ff  

于是有 ∫∫
∞ −∞ − ⋅•≥+⋅•

0

1

0

12 )]22[cos()(2]1)22([cos)( dfffsdfffs nn τπτπ  

所以 ∫∫
∞ −∞ − ⋅•≥+⋅•

0

1

0

12 )]22[cos()(4]2)22(cos2[)( dfffsdfffs nn τπτπ  

再利用倍角公式 1)22(cos2)22cos( 12 −⋅=⋅ − τπτπ nn ff  

可得 ∫∫
∞ −∞

⋅•≥+⋅•
0

1

0
)]22[cos()(4]3)22[cos()( dfffsdfffs nn τπτπ  

即有 ∫∫ ∫
∞ −∞ ∞

⋅•≥+⋅•
0

1

0 0
)]22[cos()(4)(3)]22[cos()( dfffsdffsdfffs nn τπτπ  

由于该过程是实平稳过程，因此可知： 

∫∫ ∫
∞ −∞ −∞

⋅•==⋅•=
0

1

0

1

0
)]22[cos()(2)2(,)(2)0(,)]22[cos()(2)2( dfffsRdffsRdfffsR nnnn τπττπτ ξξξ

于是 )2(4)0(3)2( 1ττ ξξξ
−≥+ nn RRR  

即有 )2()0()2(4)0(4 1 ττ ξξξξ
nn RRRR −≥− −

， 1≥n  

从而 )]2()0([
4
1)2()0( 1 ττ ξξξξ

nn RRRR −≥− −
， 1≥n  

于是可得 )]2()0([
4
1)()0( ττ ξξξξ

n
n RRRR −≥− 证毕 

 
 
 
相关函数和功率谱密度分析 
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第 12 题 
试证明表题 5－12 中相应的功率谱密度表达式的正确性。表中 )(tξ 代表平稳随机过程，

)(τξR 代表 )(tξ 的相关函数， )( fSξ 代表 )(tξ 的功率谱密度。 

（1）过程 )(taξ ，相关函数 )(|| 2 τξRa ，功率谱密度 )(|| 2 fSa ξ  

（2）过程
dt

td )(ξ
，相关函数

2

2 )(
τ
τξ

d
Rd

− ，功率谱密度 )()2( 2 fSf ξπ  

（3）过程
n

n

dt
td )(ξ
，相关函数

n

n
n

d
Rd

2

)2( )(
)1(

τ
τξ− ，功率谱密度 )()2( )(2 fSf n

ξπ  

（4）过程 τπξ 02)( fjet ± ，相关函数 τπ
ξ

02)( fjetR ± ，功率谱密度 )( 0ffS mξ  

解（1）： 

)()(

)()}()({)(
2

2
2121

fSafS

RatataEttR

ξη

ξη τξξ

=

=⋅=−
 

解（2）： 

1 2
1 2

1 2
2 2

1 2 2
1 2

2

( ) ( )( ) { }

( ) ( )

( ) (2 ) ( )

d t d tR t t E
dt dt

R t t R
t t

S f f S f

η

ξ ξ

η ξ

ξ ξ

τ
τ

π

− =

∂ ∂
= − = −
∂ ∂ ∂

=

 

解（3）： 

1 2
1 2

1 2
2

1 2
1 2

2

2

2

( ) ( )( ) { }

( )

( 1) ( )

( ) (2 ) ( )

n n

n n

n

n n

n
n

n

n

d t d tR t t E
dt dt

R t t
t t

d R
d

S f f S f

η

ξ

ξ

η ξ

ξ ξ

τ
τ

π

− =

∂
= −
∂ ∂

= −

=

 

解（4）： 

)()(

)(

)(

})()({)(

0

2

)(2
21

2
2

2
121

0

210

2010

ffSfS

eR

ettR

etetEttR

fj

ttfj

tfjtfj

m

m

ξη

τπ
ξ

π
ξ

ππ
η

τ

ξξ

=

=

−=

=−

±

−±

±

 

 
 
线性系统输出的相关函数、功率谱密度函数，已知系统的组成电路和频率响应。 
第 13 题 

设有平稳随机过程 )(tξ ,它的样本函数如图题 5－13（a）所示。每个脉冲的宽度为Δ，
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幅度为
Δ
1
，即每个脉冲的面积为 1，而脉宽 0→Δ ；脉冲的出现规律符合泊松分布，即单

位时间内出现的平均脉冲个数为λ，不相交叠的时间间隔内出现的脉冲数是相互独立的，

L,2,1,0,
!
)(),( =⋅= − ne

n
TTnp T

n
λλ

；每个脉冲的极性可正可负，出现正或负的概率各为

2
1
，不同脉冲出现正或负是相互统计独立的。 

（1）求此随机过程的相关函数 )(τξR ； 

（2）求它的功率谱密度 )( fSξ ； 

（3）若把该随机信号送入积分电路，求其输出 )(τη 的样本函数。输出随机信号的功率谱密

度 )( fSη 为何（电路如图题 5－13（b）所示）？ 

解（1）： 
首先考虑Δ有限的情况， 

Δ<||τ  
)(tξ 以概率 Δλ 取样于脉冲上， 

)(tξ 以概率 ( )1 λ− Δ 取样于脉冲外 

)(tξ 在取样于脉冲外，对相关函数的贡献为零， 
( ), ( )t tξ ξ τ− 不在同一个脉冲上，对相关函数的贡献为零， 

( ), ( )t tξ ξ τ− 在同一个脉冲上的概率是，
| |1 τ⎡ ⎤−⎢ ⎥Δ⎣ ⎦

 

相应的相关函数是， { }
2| | 1( ) ( ) ( ) 1R E t tξ ξ

ττ ξ ξ λ ⎡ ⎤ ⎛ ⎞= − Δ = Δ ⋅ − ⋅⎜ ⎟⎢ ⎥Δ Δ⎣ ⎦ ⎝ ⎠
 

Δ>||τ  
( ), ( )t tξ ξ τ− 不在同一个脉冲上，对相关函数的贡献为零， 

这时有 
0)}()({ =Δ−ttE ξξ  

因此有相关函数 

{ }
2| | 1( ) ( ) ( ) 1R E t tξ ξ

ττ ξ ξ λ ⎡ ⎤ ⎛ ⎞= − Δ = Δ ⋅ − ⋅⎜ ⎟⎢ ⎥Δ Δ⎣ ⎦ ⎝ ⎠
 

如果 0→Δ ， 

)(τξR 是δ 函数。 

解（2）： 

如果相关函数是
0

||1
T
τ

− ，相应的功率谱是 2
00 )]([sin fTcT π 。 

考虑到 )(tξ 相关函数是 
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{ }
2| | 1( ) ( ) ( ) 1R E t tξ ξ

ττ ξ ξ λ ⎡ ⎤ ⎛ ⎞= − Δ = Δ ⋅ − ⋅⎜ ⎟⎢ ⎥Δ Δ⎣ ⎦ ⎝ ⎠
 

相应的功率谱是 

2[sin ( )]c fλ π Δ 。 

如果再考虑 0→Δ ， 
相应的功率谱是白的，是λ。 

解（3）： 
首先考虑理想积分器的情形 
其次考虑一阶低通滤波器的情形 

在脉冲持续时间内电容充电，幅度达到
Δ
1
。 

在脉冲结束后，电容以 RC 时间常数放电。 
再研究输出功率谱 
输入功率谱   λ  

低通滤波器频率响应
RCf

jH 1
)2(

|)(| 22

2
2 =

+
= α

πα
αω  

低通滤波器输出功率谱 22

2

)2( fπα
λα
+

 

 
 
第 14 题 

设有平稳随机过程 )(tξ ,它的样本函数如图题 5－14 所示。每个脉冲的波形为负指数波

形，即 )()( utUke utk −−− ，u 为脉冲出现时刻，它符合泊松分布规律，且单位时间内出现的平

均脉冲个数为 1=λ 。求证 )(tξ 的功率谱密度 )( fSξ 为
22

2

)2(
)(

kf
kfS
+

=
πξ

。 

解（待补充）： 
解： 

每个脉冲波形是： )()( utUke utk −−− ，相当于典型的脉冲波形经过 RC 低通滤波器（题 5.13） 

激励信号是δ 脉冲，它的功率谱是白的。 

低通滤波器传递函数是
22

2

)2(
|)2(|

kf
kfjH
+

=
π

π  

因此 )(tξ 的功率谱是
22

2

)2(
)(

kf
kfS
+

=
πξ
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求线性系统输出的功率谱密度函数，系统的组成电路和频率响应。 
第 15 题 

设有图题 5－15 所示的线性反馈系统，其中 h(t)、k(t)分别为两个方块的冲激响应，H(jf)、
K(jf)分别为其相应的转移函数，e(t)代表误差信号，即输入信号和反馈信号之差。如果在输

入端送入的信号是一平稳随机过程 )(tξ ,在系统中又进入一平稳随机过程（即噪声）n(t),若
)(tξ 和 n(t)间是相关的，又是联合平稳的，求： 

（1）输出端 )(τη 功率谱密度 )( fSη ； 

（2）在相减器输出端获得的误差信号 e(t)的功率谱密度 )( fSe 。 

解（1）： 
由题设知：  

( ) ( ) ( )
( ) [ ( ) ( ) ( )]* ( )

e t t t
t e t h t n t k t

ξ η
η

= −
= ∗ +

 

转换到频域，求解输入输出信号的关系有， 
( 2 ) ( 2 ) ( 2 )
( 2 ) [ ( 2 ) ( 2 ) ( 2 )] ( 2 )

( 2 ) ( 2 ) ( 2 )
( 2 ) ( 2 ) ( 2 )

( 2 ) ( 2 )
( 2 ) ( 2 )( 2 ) ( 2 )

1 ( 2 ) ( 2 )
( 2( 2 )

e

e n

n

n

F j f F j f F j f
F j f F j f H j f F j f K j f

F j f H j f K j f
F j f H j f K j f

F j f K j f
H j f K j fF j f F j f

H j f K j f
K jF j f

ξ η

η

ξ

η

η ξ

π π π

π π π π π

π π π

π π π

π π
π ππ π
π π

ππ

= −

= ⋅ + ⋅

= ⋅ ⋅

− ⋅ ⋅

+ ⋅
⋅

=
+ ⋅

+

1 2

1

2

1 2

1 2

1

)
1 ( 2 ) ( 2 )

( 2 ) ( 2 ) ( 2 ) ( 2 )
( 2 ) ( 2 )( 2 )

1 ( 2 ) ( 2 )
( 2 )( 2 )

1 ( 2 ) ( 2 )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

n

f
H j f K j f

F j f H j f F j f H j f
H j f K j fH j f

H j f K j f
K j fH j f

H j f K j f
t t h t n t h t
t t h t n t h t
t t h t

ξ

π π
π π π π

π ππ
π π

ππ
π π

η ξ
η ξ
η τ ξ τ τ

+ ⋅
= +

⋅
=

+ ⋅

=
+ ⋅

= ⊗ + ⊗
= ⊗ + ⊗
− = − ⊗ − 2( ) ( )n t h tτ τ+ − ⊗ −

 

计算输出信号的相关函数 

[ ] 1 1

2 1

1 2

2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

E t t t h t t h t
n t h t t h t

t h t n t h t
n t h t n t h t

η η τ ξ ξ τ τ
ξ τ τ

ξ τ τ
τ τ

− = ⊗ ⋅ − ⊗ −

+ ⊗ ⋅ − ⊗ −
+ ⊗ ⋅ − ⊗ −
+ ⊗ ⋅ − ⊗ −
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[ ]
1 1 2 1

1 2 2 2

1 1 2 1

1 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

h h n h h

n h h nn h h

n

n nn

E t t R u R u du R u R u du

R u R u du R u R u du

S f S f H f H f S f H f H f

S f H f H f S f H f H f

ξξ ξ

ξ

ηη ξξ ξ

ξ

η η τ τ τ

τ τ

∞ ∞

−∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞

− = − + −

+ − + −

= +

+ +

∫ ∫

∫ ∫  

同理可计算出 

3 3 4 3

3 4 4 4

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
ee n

n nn

S f S f H f H f S f H f H f

S f H f H f S f H f H f
ξξ ξ

ξ

= +

+ +
 

其中 

1

2

( 2 ) ( 2 )( 2 )
1 ( 2 ) ( 2 )

( 2 )( 2 )
1 ( 2 ) ( 2 )

H j f K j fH j f
H j f K j f

K j fH j f
H j f K j f

π ππ
π π

ππ
π π

⋅
=

+ ⋅

=
+ ⋅

 

第 16 题 
设有图题 5－16 所示的乘法器，它的两个输入为 )(tξ 和 )(τη ， )(tξ 和 )(τη 为相互统计

独立的平稳随机过程， )(tζ 为其输出。求 )(tζ 的相关函数和它的功率谱密度。给定 )(tξ 的

相关函数为 )(τξR ，其功率谱密度为 )( fSξ ， )(τη 的相关函数为 )(τηR ，相应的功率谱密度

为 )( fSη 。 

解：由题设知： ( ) ( ) ( )t t tζ ξ η=  

输出的相关函数是， 

1 2 1 1 2 2

1 2 1 2

1 2 1 2

( , ) { ( ) ( ) ( ) ( )}

{ ( ) ( )} { ( ) ( )}
( ) ( )
( ) ( )

R t t E t t t t

E t t E t t
R t t R t t
R R

ζ

ξ η

ξ η

ξ η ξ η

ξ ξ η η

τ τ

=

=
= − −

=

 

输出的功率谱密度是 
2

1 1 1

( ) ( )

( ) ( )

j fS f R e d

S f S f f df

π τ
ζ ζ

ξ η

τ τ−=

= −

∫
∫

 

 
 
第 17 题 

设有图题 5－17A 所示的调制器，它的两个输入为 )(tξ 和 )(τη 。 )(tξ 为零均值的平稳随

机过程，其功率谱密度为 )( fSξ ，当｜ f｜>fc 时 )( fSξ ＝ 0，（见图题 5－ 17B）。

)2cos()( 0 θπτη += f ，其中 f0 为常数，θ 是均匀分布于 )2,0( π 上的随机变量。 )(tξ 和θ 是
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相互统计独立的。调制器的输出 )(tζ ＝ )(tξ )(τη ＝ )(tξ )2cos( 0 θπ +f 。试证明： 

（1）输出过程为平稳随机过程，其相关函数为 

)2cos()(
2
1)( 0τπττ ξζ fRR = ; 

（2）其输出功率谱密度为下式，并画出 )( fSζ 。 

)}()({
4
1)( 00 ffSffSfS ++−= ξξζ ， 

解（1）： 
计算输出的均值： 

0

0

{ ( )} { ( )cos(2 )}
{ ( )} {cos(2 )}

0

E t E t f
E t E f t

ζ ξ π θ
ξ π θ

= +
= +
=

 

计算输出的相关函数： 

1 2

1 0 2 0

1 2 0 1 2 0 2

1 2 0 1 2 0 1 2

0

{ ( ) ( )}
{ ( ) cos(2 ) ( ) cos(2 )}
{ ( ) ( )} {cos(2 ) ( ) cos(2 )}

1 1( ) { cos 2 ( ) cos[2 ( ) 2 ]}
2 2

1 ( ) cos(2 )
2

E t t
E t f t f
E t t E f t t f t

R t t E f t t f t t

R f

ξ

ξ

ζ ζ
ξ π θ ξ π θ
ξ ξ π θ ξ π θ

π π θ

τ π τ

= + +

= + +

= − − + + +

=

 

解（2）： 
改写输出的相关函数， 

0 0

1 2

0

2 2

{ ( ) ( )}
1 ( ) cos(2 )
2
1 1( ) ( )
4 4

j f j f

E t t

R f

R e R e

ξ

π τ π τ
ξ ξ

ζ ζ

τ π τ

τ τ −

=

= +

 

对输出信号的相关函数作付利叶变换 

)}()({
4
1)( 00 ffSffSfS ++−= ξξζ ， 

 
 
第 18 题 

设有随机过程 ])(cos[)( 0 θφωη +−= ttat ,其中 a 和 00 2 fπω = 为常数，θ为均匀分布于

]2,0[ π 上的随机变量， )(tφ 为平稳随机过程， )(tφ 和θ 是相互统计独立的，试证明：（1）

))]}()([exp()Re{exp(
2

),( 120

2

21 tjtjEjattR ϕϕτωη −= 其中 τ=− 21 tt ，Re{ }指实部。
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（2）又如果 )cos()( 'θωφ += tbt m ，其中 mm fπω 2= ,b 为常数，
'θ 为均匀分布于 ]2,0[ π 上

的 随 机 变 量 ， θ 和
'θ 是 相 互 统 计 独 立 的 ， 利 用 关 系 式

∑
∞

=

+=
1

0 cos)(2)(}cosexp{
n

n
n nzJjzJjz θθ ，其中 J0,Jn为贝塞尔函数，求 )(τηR 。 

解（1）： 

[ ]
[ ]
[ ]

[ ]
( ) ( )

1 2 1 2

0 1 1 0 2 2

2
0 1 1 0 2 2

2
0 1 1 0 2 2

2
0 1 1 0 2 2

2
0 1 0 2 1 2

( , ) ( ) ( )

cos[ ( ) ] cos[ ( ) ]

cos[ ( ) ( ) ]

cos[ ( ) ( ) ]

cos[ ( ) ( )]

cos[ ( ) ( ) ]

R t t E t t

E a t t a t t

a E E t t t t

a E E t t t t

a E t t t t

a E t t t t

ηη

θ φ

θ φ

φ

φ

η η

ω φ θ ω φ θ

ω φ θ ω φ θ

ω φ θ ω φ θ

ω φ ω φ

ω ω φ φ

⎡ ⎤= ⎣ ⎦
= − + − +

= − + + − +

− + − + −

= − − +

= − − −⎡

( ) ( )
( ) ( )
0 1 2 1 2 0 1 2 1 2

0 1 2 1 2

2
0 1 0 2 1 2

2
0 1 0 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

( ) ( ) ( )2

cos cos ( ) ( )

sin sin ( ) ( )

1
2
1 Re
2

j t t t t j t t t t

j t t j t j t

a t t E t t

a t t E t t

a E e e

a e E e

φ

φ

ω φ φ ω φ φ
φ

ω φ φ
φ

ω ω φ φ

ω ω φ φ

− − + − − + −

− − +

⎤⎣ ⎦
= − ⋅ −⎡ ⎤⎣ ⎦

+ − ⋅ −⎡ ⎤⎣ ⎦

⎡ ⎤= +⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦⎣ ⎦

 

解（2）（待补充）： 
 
 
第 19 题 

设有微分方程组 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+

=+++

)()(9)(

)()((4)(2)(

2

12

2

ttz
dt

tdz

ttzty
dt

tdy
dt

tyd

ξ

ξ)
 

)(),( 21 tt ξξ 为平稳随机过程，而且是联合平稳的，已知 

fjf
afS

f
fS

f
fS

ππ
π

π
σ

π
σ

ξξ

ξ

ξ

2]2)2[(
2)(

4)2(
4

)(

1)2(
2)(

22

2

2
2

2

2
1

21

2

1

+−
=

+
=

+
=

 

求 y(t)、z(t)的功率谱密度 )(),( fSfS zy 及其互谱密度 )( fS yz 。 
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解（待补充）： 
根据微分方程（2），做付利叶变换有， 

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]
2

2

2 9 ( ) ( )
1( ) ( )

2 9

j f F z t F t

F z t F t
j f

π ξ

ξ
π

⋅ + ⋅ =

=
⋅ +

 

2
1( )

2 9
H jf

j fπ
=

⋅ +
 

由此可以得到 

2

2

2
2

2 2

1( ) ( )
2 9

41
[(2 ) 81] [(2 ) 4]

zS f S f
j f

f f

ξπ

σ
π π

= ⋅
+

= ⋅
+ +

 

根据微分方程（1），做付利叶变换有， 

( ) [ ] [ ]

[ ]
( )

[ ]

2
1

12

2 2 2 4 ( ) ( ) ( )

1( ) ( ) ( )
2 2 2 4

j f j f F y t F t z t

F y t F t z t
j f j f

π π ξ

ξ
π π

⎡ ⎤⋅ + ⋅ + ⋅ = −⎣ ⎦

= −
⎡ ⎤⋅ + ⋅ +⎣ ⎦

 

( )
1 2

1( )
2 2 2 4

H jf
j f j fπ π

=
⎡ ⎤⋅ + ⋅ +⎣ ⎦

 

由此可以得到 

( ) 2

2

2

1( ) ( )
2 2 2 4

z zS f S f
j f j f

ξ
π π

−= ⋅
⎡ ⎤⋅ + ⋅ +⎣ ⎦

 

求
2

( )zS fξ − ，先求
2

( )zRξ τ− ， 

[ ][ ]{ }
{ }

1

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1

, , , ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

z

z z z z

R E t z t t z t

E t t t z t z t t z t z t

R R R R

ξ

ξ ξ ξ ξ

τ ξ τ τ ξ

ξ τ ξ ξ τ τ ξ τ

τ τ τ τ

− = + − + −

= + − + − + + +

= − − +

， 

再求
2

( )zS fξ − ， 

{ }1 1 1 1 1

1 1 1 2 2 1 2 2

, , , ,

2
, , 2 , 2 2 ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

z z z z zS F R R R R

S f S H jf S H jf H jf S f

ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

τ τ τ τ τ

τ τ

− = − − +

= − − +
， 

1 1 1 1 2 2 1 2 2

2
, , 2 , 2 2 ,( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )zS S f S H jf S H jf H jf S fξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξτ τ τ− = − − +

=
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第 20 题 

设有 )()()( ttt
dt

td ξβηη
=+ 所表示的动态系统，在 t=0 时动态系统加上信号 )(ttξ ，其中

)(tξ 是平稳随机过程，它的功率谱密度为 22
2

)2(
2)(

απ
ασξ +

=
f

fS ，动态系统具有零初始

状态。求在 t 时 )(tη 的方差 D )(tη 。题中α、 β 、σ 均为常数。 

解（待确认）： 
由系统得微分方程得到系统的频率响应喝冲激响应： 

1( )H j
j

ω
ω β

=
+

 

( ) exp( ), 0h t t tβ= − ≥  

系统输入的相关函数是， 

1 2 1 2

1 2 1 2

2
1 2 1 2

{ ( ) ( )}
( , )

exp[ ]

E t t t t
t t R t t

t t t t
ξξ

ξ ξ

σ α

=

= − −

 

系统输出和它的均值是， 

0
( ) ( ) ( )

t
t h t u u u duη ξ= −∫  

0

0

{ ( )}

( ) { ( )}

( ) 0

0

t

t

E t

h t u uE u du

h t u u du

η

ξ= −

= − ⋅ ⋅

=

∫
∫

 

系统输出的方差是， 
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{ }0 0

0 0

0 0

2

0 0

2

0

{ ( )} ( , )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( , )

exp[ ( )] exp[ ( )] exp[ ]

exp[ (2 ) ]

t t

t t

t t

t t

t

D t R t t

E h t u u u du h t v v v dv

h t u h t v vu E u v dvdu

h t u h t v vuR u v dvdu

t u t v vu u v dvdu

t u v u v vudv

ηη

ξξ

η

ξ ξ

ξ ξ

β β σ α

σ β α

=

= − −

⎡ ⎤= − − ⋅ ⎣ ⎦

= − −

= − − − − − −

= − − − − −

∫ ∫

∫ ∫
∫ ∫
∫ ∫

0

2

0 0

2 2
2

3

2 2

3

exp[ 2 ] exp[ ( ) ]

1 2[1 exp( )][exp(2 )(1 2 2 ) 1]exp[ 2 ]
4

exp( )[ 1 exp(2 )][ 2 2exp( ) 2 ]

t

t t

du

t u v u v vudvdu

t t t tt

t t t t t

σ β β α

α β β βσ β
αβ

α β α α α
βα

= − + − −

⎧ − − − + −
= − −⎨

⎩
⎫− − + − + − −
⎬
⎭

∫ ∫
∫ ∫

 

 
第 21 题 

设有图题 5－21 所示的线性系统，图中 y(t)=x(t)-x(t-T)  ∫ ∞−
=

t
duuytz )()( 。（1）试求

系统的转移函数 H(jf)；如果输入端的输入信号是白噪声，其相关函数为 )(0 τδS ，（2）求输

出随机过程的均方值。（利用关系式 ∫
∞

=
0 2

2

2
||sin παα dx

x
x

） 

解（待确认）： 
首先确定系统输入和输出的关系： 

[ ]

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

t

t

t t

t t T

t t T

t

t T

z t y u du

x u x u T du

x u du x u T du

x u du x u T d u T

x u du x v d u T

x u du

h t u x u du

−∞

−∞

−∞ −∞

−

−∞ −∞

−

−∞ −∞

−

∞

−∞

=

= − −

= − −

= − − −

= − −

=

= −

∫
∫
∫ ∫
∫ ∫
∫ ∫
∫
∫

 

系统是一个短时间平均器。它的冲击响应是 

1 0
( )

0
t T

h t
otherwise
≤ ≤⎧

= ⎨
⎩
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考虑输入信号 )(tx 为白噪声，相关函数和功率谱为 

0

0 0

( ) ( )

( ) ( ) exp( 2 )

xx

xx

R S

S f S j f d S

τ δ τ

δ τ π τ τ
∞

−∞

=

= − =∫
 

输出信号的相关函数是， 
 
 

0
222

22

2

0
2222

0
222222

)](sin4)()(sin[)(sin4)]()
2
1[(

)]2(sin)2cos1[()]()
2
1[()()()(

SfTf
f
fTSfTf

f

SfTfTf
f

fSjfHfS xxzz

⋅⋅+=⋅⋅+−=

+−⋅+−==

πδπ
π

ππδπ
π

ππδπ
π

 

所以输出的均方值为： 

2
)](sin4)()(sin[

)2exp()()0()}({

0
0

222
22

2

0
2

TSdfSfTf
f
fT

dfftjfSRtzE tzzzz

=⋅⋅+=

⋅==

∫

∫
∞

∞−

∞

∞− =

πδπ
π

π

π
 

 

[ ]

0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

zz

xx

xx

R E z t z t

E h t u x u du h t v x v dv

E h t u h t v x u x v dudv

h t u h t v R u v dudv

h t v h t v R d dv

h t v h t v S d dv

τ τ

τ

τ

τ

α τ α α

α τ δ α α

∞ ∞

−∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞

−

= −

⎡ ⎤= − − −⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤= − − −⎢ ⎥⎣ ⎦

= − − − −

= − − − −

= − − − −

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫
∫ ∫

0

0

0

2
0

( ) ( )

( ) ( )

1

0

{ ( )} (0)zz

S h t v h t v dv

S h h d

T
S T T

T

E z t R S T

τ

β β τ β

τ
τ

τ

∞ ∞

−∞ ∞

∞

−∞

∞

−∞

= − − −

= −

⎧
− ≤⎪= ⎨

⎪ >⎩
= =

∫ ∫
∫
∫

 

 
第 22 题 

设有图题 5－22 所示的二个输入端、一个输出端的线性离散时间动态系统，它的充激响

应是 21× 的矩阵 h(n,k) 。当 kn ≥ 时 )
2

cos,
2

sin(),( παπα nnknh knkn −−= ，当 n<k 时

)0,0(),( =knh ，其中α为常数，且 1|| <α （ 1|| <α 保证了系统的稳定性）。如果系统的输
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入为离散时间的平稳正态过程 

),2,1,0,1,2,(
)(
)(

)(
2

1 LL −−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= n

nu
nu

nU  

其中 

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

−

−

−

−

||

||

21][
21

|21|

|21|
21

2)
3

(

)
3

(2
),(

0
0

)}({
nn

nn

UU
nn

nn

nnRnUE
γγ

γγ
 

其中γ 为常数， ,,2,1,0,1,2,,,1|| 21 LL −−=< nnγ 并且假定 ||3|||,||| αγαγ ≠≠ 。求输出

过程 Z(n)的相关函数。 
解（待补充）： 
 
 
第 23 题 

设有一线性系统，它的状态变量表示式为 

( )2

1 1

2 2

1

2

( ) ( )1 1
( )

( ) 0 1 ( ) 0

( )
( ) ,1 ( 0)

( )
t

x t x tt
u t

x t x t

x t
y t e t

x t
−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
= ≥⎜ ⎟

⎝ ⎠

&

&
 

设状态矢量的初始值 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
)0(
)0(

2

1

x
x

是一对相互统计独立的标准化正态分布的随机变量，输入过程

是平稳正态过程，均值为零，相关函数为
⎩
⎨
⎧

>
≤−

=
)1|(|0

)1|(|||1
)(

τ
ττ

τuR 且 u(t)和 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
)0(
)0(

2

1

x
x

是相

互统计独立的。求该系统的状态转移矩阵 ),( 21 ttφ ,计算状态矢量 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
)(
)(

2

1

tx
tx

的方差矩阵 )(2 txσ

及输出过程 y(t)的方差 )(2 tyσ 。 

解（待补充）： 
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第六章  高斯过程 

第 1 题 
设 n 维正态分布随即变量各分量的均值为零，即，它的协方差矩阵为: 

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2

3 3 3 3

2 2 2
1 1

n n n
n n

n

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

L

L

L

L L  

求它的概率密度函数。 
解：  

观察协方差矩阵，做线性变换 

1 1

2 2 1

1

1

k k k

n n n

w x
w x x

w x x

w x x

−

−

=⎧
⎪ = −⎪
⎪⎪
⎨ = −⎪
⎪
⎪

= −⎪⎩

L L

L L

 

相应 w 的相关矩阵是单位矩阵。它的概率密度函数为 

( )

( )

1 2

2 2 2 2
1 2 3

2

, , ,

2 1exp
22

n

nn

f w w w

w w w w

ξ

π

⎧ ⎫⎡ ⎤= ⋅ − + + + +⎨ ⎬⎣ ⎦⎩ ⎭

L

L
 

相应 x 的概率密度函数为 

( )

( )
( ) ( ) ( )

1 2

2 2 22
1 2 1 3 2 1

2

, , ,

2 1exp
22

n

n nn

f x x x

x x x x x x x

ξ

π
−

⎧ ⎫⎡ ⎤= ⋅ − + − + − + + −⎨ ⎬⎣ ⎦⎩ ⎭

L

L
 

 
第 2 题 

,ξ η是相互统计独立的、正态分布的随即变量，且他们具有相同的概率密度 ( )2,N μ σ ，

试求随机变量U αξ βη= + 和V αξ βη= − 间的相关函数以及U 、V 的二维概率密度。 

解： 
正态分布的随机变量的线性变换仍服从正态分布，∴ U 、V 是正态分布的， 

它们的均值、协方差是， 



 2

[ ] [ ] ( )
[ ] [ ] ( )

E U E a b

E V E a b

αξ βη μ

αξ βη μ

= + = +

= − = −
 

[ ] [ ]
( ) ( )( )2

covD U UU

E αξ βη αμ βμ

=

⎡ ⎤= + − +
⎣ ⎦

 

2 2ασ βσ= +  

[ ] [ ]
( ) ( )( )2

covD V VV

E αξ βη αμ βμ

=

⎡ ⎤= − − −
⎣ ⎦

 

2 2ασ βσ= +  

[ ] [ ]cov covUV VU=  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )E αξ βη αμ βμ αξ βη αμ βμ⎡ ⎤= + − + − − −⎣ ⎦  

( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ){ }2 2

2 2 2 2

E

E

αξ αμ βη βμ αξ αμ βη βμ

αξ αμ βη βμ

α σ β σ

= − + − − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= − − −

= −

 

相应的协方差矩阵： 

( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

α β σ α β σ

α β σ α β σ

⎡ ⎤+ −
⎢ ⎥Β =
⎢ ⎥− +⎣ ⎦

 

相关系数： 

( ) ( )2 2 2 2r α β α β= − +  

( )1 22 2
Uσ α β σ= +  

( )1 22 2
Vσ α β σ= +  

相应的二维概率密度： 

( )

( )

2

2 2

2

,
1

2 1

1exp 2
2 1

UV

U V

U U V V

U U V V

f u v

r

u u u ur
r

πσ σ

μ μ μ μ
σ σ σ σ

=
−

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − −⎪ ⎪⎢ ⎥− − ⋅ +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
− ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
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第 3 题 

设有二维随机矢量 )( 21 ξξξ τ = ，其概率密度为 

1 2 1 2

2
1 2

2 2
1 1 1 1 2 2 2 2

2 2 2
1 1 2 2

( )

1
2 1

( ) ( )( ) ( )1exp 2
2(1 )

f x x

r

x x x xr
r

ξ ξ

πσ σ

μ μ μ μ
σ σ σ σ

=
−

⎧ ⎫⎡ ⎤− − − −⎪ ⎪⋅ − − +⎨ ⎬⎢ ⎥−⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

 

在椭圆 
2 2

21 1 1 1 2 2 2 2

1 1 2 2

2x x x xrμ μ μ μ λ
σ σ σ σ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − −
− + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
（λ为常数）上， 

其概率密度为常数，因此称该椭圆为等概率椭圆。求随机变量 ),( 21 ξξ 落在等概率椭圆内的

概率。 
解： 

考虑随机变量 ),( 21 ξξ 落在等概率椭圆内的概率， 

1 2 1 2 1 2( )f x x dx dxξ ξ∫∫  

相应的积分区间是

2 2
21 1 1 1 2 2 2 2

1 1 2 2

2x x x xrμ μ μ μ λ
σ σ σ σ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − −
− + ≤⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
， 

考虑椭圆

2 2
21 1 1 1 2 2 2 2

1 1 2 2

2x x x xrμ μ μ μ λ
σ σ σ σ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − −
− + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

作变换， 
2

1 1 2 2
1 2 2 2

1 2 2

1 2 2 2 2
1 1 1 1 2 22 2

2

1 ( )

1 1

x x ry r y x

r y yx y x
r r

μ μ μ
σ σ σ

σ σ σσ μ μ
σ

− − −
= − = −

= + + = +
− −

 

1 2 1 2
2

1 2

( , )
( , ) 1
x xJ
y y r

σ σ∂
= =
∂ −

 

有 

2 2 2
1 2y y λ+ =  

相应随机变量 ),( 21 ξξ 落在等概率椭圆内的概率，是 



 4

2 2 2
1 2

2 2 1 2
1 2 1 222 2

1 2

1 1exp{ [ ]}
2(1 )2 1 1y y

y y dy dy
rr rλ

σ σ
πσ σ+ <

⋅ − +
−− −

∫∫  

作变换， 
2 2

1 1 2

1 2
2

1

cos

sin

y y y
yy tg
y

ρ θ ρ

ρ θ θ −

= = +

= =
 

相应的积分，即落在等概率椭圆内的概率为 
2

2

2 2

2

2

2

2

2(1 )
2

0 2

2 22

2 20 0

2(1 )
0

2(1 )

1 1
2 1

1 exp
2 2(1 ) 2(1 )

1

r

r

r

e d d
r

d d
r r

e

e

ρ

ρ λ
θ π

λ π

ρ
λ

λ

ρ ρ θ
π

ρ ρ θ
π

−
−

≤
≤ ≤

−
−

−
−

= ⋅
−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= −

= −

∫∫

∫ ∫  

 
第 4 题 

设有 n 维的随机矢量 )( 21 nξξξξ τ L= 服从正态分布，各分量的均值为

,,,3,2,1,){ niE i L==αξ 其协方差矩阵为 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

2

22

22

22

0
00
000

σ

ασσ

ασσ

ασσ

LL

L

L

L

B  

试求其特征函数。 
解： 

按照特征函数的定义，有 

1 2

1
2 2 2

1 1
1 1 1 2

( )

1exp
2

1exp
2

n

n n n n

i i i i i i
i i i i

t t t

jt t Bt

j t t t t t t

ξ

τ τ

φ

μ

α σ ασ ασ
−

+ −
= = = =

⎧ ⎫= −⎨ ⎬
⎩ ⎭
⎧ ⎫= − − +⎨ ⎬
⎩ ⎭
∑ ∑ ∑ ∑

L

 

 
第 5 题 

n 维正态分布随机矢量 )( 21 nξξξξ τ L= ，分量均值 ,,,3,2,1,}{ niiE i L==ξ
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分量间的协方差为 nimimnb im ,,2,1,|,|, L=−−= 设有随机变量 ∑
=

=
n

i
i

1

ξη ，求η的特征

函数。 
解： 

随机变量 ∑
=

=
n

i
i

1

ξη 的均值何方差是， 

ημξξη =
+

==== ∑∑∑
=== 2

)1(}{}{}{
111

nniEEE
n

i

n

i
i

n

i
i  

2

2

2

1

1

2

1 1

1 1

11

2

3
)12)(1(

6
)12)(1(2

2

|)|(

)})({(

})()({

]){(}{

η

ξξ

ξξ

η

σ

μξμξ

μξμξ

μηη

=

++
+=

++
+=

+⋅=

−−=

−−=

−−=

−=

∑

∑∑

∑∑

∑∑

−

=

= =

= =

==

nnnn

nnnn

inn

imn

E

E

EVAR

n

i

n

i

n

m

n

i

n

m
ii

n

m
i

n

i
i

mi

mi

 

η的特征函数是 

}
2
1exp{

)(

22

21

tjt

ttt n

σμ

φ

η
τ

η

−=

L

 

 
第 6 题 

设有三维正态分布随机矢量 )( 321 ξξξξ τ = ，其各分量的均值为零，即 

3,2,1,0){ == iE iξ  

其协方差矩阵为 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

333231

232221

131211

bbb
bbb
bbb

B  
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其中
2

332211 σ=== bbb ，试求： 

（1） }{ 321 ξξξE ； 

（2） }{ 2
3

2
2

2
1 ξξξE ； 

（3） )}()(){( 22
3

22
2

22
1 σξσξσξ −−−E  

解： 

三维正态分布随机矢量 )( 321 ξξξξ τ = 的特征函数是 

}
2
1exp{

}
2
1exp{

)(

1

321

j

n

ji
iij ttb

Btt

ttt

∑
==

−=

= τ

ξφ

 

解（1）： 

0)(}{
321

3

321 =
∂∂∂

∂
= t

ttt
E ξφξξξ  

解（2）： 
2 2 2

1 2 3
2 2 2

1 2 3 2 3 2 3

1 2 1 2 3 3 1 3 2 3

1 3 1 3 2 2 1 2 2 3
2 2 2 2 2 2

23 23 12 12 12 23 13 13 13 12 23 13
6 2

1

{ }

{ }[ { } { } 2 { } { }]
2 { }[ { } { } 2 { } { }]
2 { }[ { } { } 2 { } { }]

2 2 4 2 4

2 (

E

E E E E E
E E E E E
E E E E E

b b b b b b b b b b b b

b

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ
ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ
ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ

σ σ σ σ σ σ

σ σ

= +
+ +
+ +

= + + + + +

= + 2 2 2
2 23 31 12 23 31) 8b b b b b+ +

 

解（3）： 

{
}

2 2 2 2 2 2
1 2 3

2 2 2 6 2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 2 3

2 2 2 2 4 2 4 2 4
1 3 1 2 3

6 2 2 2 2 2
12 23 31 12 23 31

2 2 2 4 2
12 12 23 23

4 2 2 2 2
31 31

12 23 31

{( ) ( ) ( )}

2 ( ) 8

( 2 ) ( 2 )

( 2 ) 3
8

E

E

b b b b b b

b b b b

b b
b b b

ξ σ ξ σ ξ σ

ξ ξ ξ σ ξ ξ σ ξ ξ σ

ξ ξ σ ξ σ ξ σ ξ σ

σ σ σ

σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ

− − −

= − − −

− + + +

= + + + −

− + − +

− + +
=

 

 
第 7 题 

设三维概率密度随机变量 ( )1 2 3, ,T ξ ξ ξ=ξ 的概率密度为 
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( ) ( )2 2 2
1 2 3 1 1 2 1 1 3 3

1, , exp 2 2 4
2

f x x x C x x x x x x xξ
⎧ ⎫= ⋅ − − + − +⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

（1）证明经过下述线性变换，得随机矢量 ( )1 2 3
T η η η=η ， 

1 11
4 2

20 1
7

0 0 1

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= = −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

η Aξ   

则 1η 、 2η 、 3η 是相互统计独立得随即变量。 

（2）求 C 值。 
解： 

由题设 =η Aξ  

1 11
4 2

20 1
7

0 0 1

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

A      

1 0 0
1 1 0
4
4 2 1
7 7

τ−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A  

对于高斯分布的多维随机变量分布的概率密度函数 

( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 1

11 1

TT

TT

− − − −

−− −

=

=

ξ B ξ A η B A η

η A B A η
 

计算变换后 ( )1 2 3
T η η η=η 的相关矩阵 

( ) ( ) 11 1T −− −A B A  

由概率分布知：相关矩阵逆正比于 

1

12 1
2

1 1 0
2
1 0 4

−

⎡ ⎤− −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= −
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

B  
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1

1

1 41 1 11
4 74 2

2 20 1 0 1
7 7

0 0 1 0 0 1

−

−

⎡ ⎤⎡ ⎤− − ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥= − =
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

A  

( )1 1 1

1 0 0 2 1 2 1 1 1 4 4 7
1 4 1 0 1 2 1 0 0 1 2 7
4 7 2 7 1 1 0 4 0 0 1

T
B A− − −

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⋅ − ⋅⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

A  

1 0 0 2 0 0
1 4 1 0 1 2 7 8 0
4 7 2 7 1 1 1 4 24 7

2 0 0
0 7 8 0
0 0 24 7

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⋅ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥

− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

相应的线性变换雅克比行列式为 1。 

1η 、 2η 、 3η 对应的概率密度函数是 

2 2 2
1 2 3

1 7 24exp 2
2 8 7

J C y y y⎧ ⎫⎛ ⎞⋅ − + +⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

 

因此 1η 、 2η 、 3η 是线性独立的，它们的相关矩阵是： 

1 2 0 0
0 8 7 0
0 0 7 24

y

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

B       
1

1
2yσ =    

2

8
7yσ =    

3

7
24yσ =  

因而   
( ) ( )1 2 3

3 2 2 2 2 3

1 1
12 2
6

y y y

C
π σ σ σ π

= =  

 
第 8 题 

设 21 ,ξξ 为相互统计独立、均值为零、方差为 1 的正态分布随机变量。定义二维随机矢

量
1 2 1

1 2
1 2 1

( | |) 0
( )

( | |) 0
τ ξ ξ ξ

η η η
ξ ξ ξ

≥⎧
= = ⎨ − <⎩

，试证， 

（1） 1η 和 2η 都是正态分布的； 
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（2） )( 21 ηηητ = 不是二维正态分布。 

证明（1）： 

二维随机矢量 )( 21 ηηητ = 中的第一个分量 11 ξη = 是正态分布随机变量。 

再考虑 2η ，它的分布取决于 1ξ 。由于 

1 2 1
1 2

1 2 1

( | |) 0
( )

( | |) 0
τ ξ ξ ξ

η η η
ξ ξ ξ

≥⎧
= = ⎨ − <⎩

 

2 1 2

2 1 2
2

2 1 2

2 1 2

2 1 2

2 1 2

( 0 0)
( 0 0)
( 0 0)

( 0 0)

( 0)
( 0)

ξ ξ ξ
ξ ξ ξ

η
ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ
ξ ξ ξ

≥ >⎧
⎪− ≥ <⎪= ⎨− < >⎪
⎪ < <⎩

≥⎧
= ⎨− <⎩

 

当 01 >ξ （相应的概率为 1／2）相应的条件概率分布是 

2
2

222
2 1

2

2 exp( ) 0
2( | 0) 2

0 0

y y
f y y

y
σπσ

⎧
− >⎪≥ = ⎨

⎪ <⎩

 

当 01 <ξ （相应的概率为 1／2）相应的条件概率分布是 

2
2

222
2 1

2

2 exp( ) 0
2( | 0) 2

0 0

y y
f y y

y
σπσ

⎧
− <⎪≤ = ⎨

⎪ >⎩

 



第七章 估值理论 

1．设有信号 s ，它是一随机变量，其均值为 0，方差为
2
sσ ，即 { } 0E s = ，

2 2{ } sE s σ= 。

设观测信号时有附加噪声 ( )n t ，其它是均值为零的白噪声，样本值为 in ， { } 0iE n = ，

{ } 0i jE n n = ， i j≠ ，
2 2{ }i nE n σ= ， , 1, 2,i j = L， { } 0iE sn = 。于是得到的观测样本

（即信号与附加白噪声样本之和）为 ( 1,2, , )i is n i kη = +     = L 。现利用 k 个观测值

1 2, , , kη η ηL 的线性组合估计 s，即设估值为
1

ˆ
k

i i
i

s aη
=

= ∑ ，若 ŝ 是它的最小均方误差估值，

求各 ia 之值，并求在最佳估值时的最小均方误差。 

解： 

本题中的 k 个观测值为 1 2, , , kη η ηL ，利用其线性组合估计 s，即估计值为
1

ˆ
k

i i
i

s aη
=

= ∑ 。

利用正交性原理，有： 

1

2 2

1 1

2 2 2

1

2

1
2

ˆ{[ ] } 0 1,2, ,

{[ ] } 0

{ } { } { } 0

0

1

j

k

i i j
i

k k

i i i j
i i

k

s i s j n
i

k

i s
i

j
n

E s s j k

E s a

E s a E s a E n n

a a

a
a

η

η η

σ σ σ

σ

σ

=

= =

=

=

     − =     =

⇒ − =

⇒ − − =

⇒ − − =

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠⇒ =

∑

∑ ∑

∑

∑

L

 

   可看出 1 2 j ka a a a= = = = =L L ，则： 

       

( ) 2

2

2

2 2

1

1,2, ,

j s
j

n

s
j

s n

ka
a

a j k
k

σ
σ

σ
σ σ

−
    =

⇒ =        =
+

L

 

   最佳估值时的最小均方误差为： 



       

2

4
2

2 2

2 2

2 2

ˆ ˆ. . . {[ ] } {[ ] }

s
s

s n

n s

s n

M M S E E s s E s s s
k

k

k

σσ
σ σ

σ σ
σ σ

= − = −

                 = −
+

                 =
+

 

 

 

2．设有实平稳随机过程 ( )tξ ，其相关函数为 ( )Rξ τ 。现考虑采用 ( )tξ 、 ( )tξ′ 、 ( )tξ ′′ 的值

对 ( )tξ λ+ 进行线性预测，其中 0λ > ，即设 1 2 3
ˆ( ) ( ) ( ) ( )t a t a t a tξ λ ξ ξ ξ′ ′′+ = + + ，为了

获得最佳线性预测，求 1a 、 2a 、 3a 之值。若λ 很小，求 1a 、 2a 、 3a 的近似值及最小均

方误差。 

解：由正交性原理可得： 

       
1 2 3

1 2 3

1 2

ˆ{[ ( ) ( )] ( )} 0
ˆ{[ ( ) ( )] ( )} 0
ˆ{[ ( ) ( )] ( )} 0

{[ ( ) ( ) ( ) ( )] ( )} 0
{[ ( ) ( ) ( ) ( )] ( )} 0
{[ ( ) ( ) ( )

E t t t

E t t t

E t t t

E t a t a t a t t
E t a t a t a t t
E t a t a t a

ξ λ ξ λ ξ

ξ λ ξ λ ξ

ξ λ ξ λ ξ

ξ λ ξ ξ ξ ξ
ξ λ ξ ξ ξ ξ
ξ λ ξ ξ

⎧ + − + =
⎪⎪ ′     + − + =⎨
⎪ ′′+ − + =⎪⎩

′ ′′+ − − − =
′ ′′ ′⇒ + − − − =
′+ − − − 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

( )] ( )} 0

( ) (0) (0) (0) 0

( ) (0) (0) (0) 0

( ) (0) (0) (0) 0

t t

R a R a R a R

R a R a R a R

R a R a R a R

ξξ ξξ ξ ξ ξ ξ

ξξ ξξ ξ ξ ξ ξ

ξξ ξξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

λ

λ

λ

′ ′′

′ ′ ′ ′ ′′ ′

′′ ′′ ′ ′′ ′′ ′′

⎧
⎪
⎨
⎪ ′′ ′′ =⎩
⎧ − − − =
⎪

⇒ − − − =⎨
⎪ − − − =⎩

 

考虑到 ( )tξ 为实平稳随机过程，应用公式 ( ) ( )

( )

( ) ( 1) ( )n m

m n
m

m n

dR R
d ξξ ξ

τ τ
τ

+

+= − 对上述方程组

进行化简。并且考虑到实平稳随机过程的相关函数为偶函数，由于 ( )tξ′ 存在，则要求

( )Rξ τ 在 0τ = 处有二阶倒数存在，即要求 ( )Rξ τ 在 0τ = 是连续且可导的，因此

(0) 0Rξ′ = ；同理有 (0) 0Rξ′′′ = 。所以上述方程组化简为如下形式： 



       ( )

1 3

2

(4)
1 3

(4)

1 2(4)

2

3 (4)

( ) (0) (0) 0
( ) (0) 0

( ) (0) (0) 0

(0) ( ) (0) ( )

(0) (0) (0)

( )
(0)
(0) ( ) (0) ( )

(0) (0)

R a R a R
R a R

R a R a R

R R R R
a

R R R

R
a

R
R R R R

a
R R

ξ ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ

ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ

λ

λ

λ

λ λ

λ

λ λ

⎧ ′′− − =
⎪⎪ ′ ′′     − + =⎨
⎪ ′′ ′′− − =⎪⎩

′′ ′′−
=

′′−

′
⇒ =

′′

′′ ′′−
=

′′− ( )2
(0)Rξ

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎩

 

   对相关函数进行泰勒级数展开，并且在λ 很小时，有： 

       

( )

0

(1 )

0

(2 )

0

( ) (0) (0) (0) (0)
!

( ) (0) (0) (0) (0)
!

( ) (0) (0) (0) (0)
!

n
n

n
n

n

n
n

n

n

R R R R R
n

R R R R R
n

R R R R R
n

ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ

λλ λ

λλ λ λ

λλ λ

∞

=

∞
+

=

∞
+

=

⎧
′= ≈ + =⎪

⎪
⎪

′ ′ ′′ ′′= ≈ + =⎨
⎪
⎪

′′ ′′ ′′′ ′′= ≈ + =⎪
⎩

∑

∑

∑

 

   所以得到 1a 、 2a 、 3a 的近似值如下： 

       
1

2

3

1

0

a
a
a

λ
=⎧

⎪ =⎨
⎪ =⎩

 

   所以得到最佳线性预测的近似值为： ˆ( ) ( ) ( )t t tξ λ ξ λξ ′+ ≈ +  

   此时的最小均方误差为： 

       

2ˆ. . . {[ ( ) ( )] }
{[ ( ) ( ) ( )] ( )}
(0) ( ) ( )

(0) ( ) ( )

M M S E E t t
E t t t t
R R R

R R R
ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ λ ξ λ
ξ λ ξ λξ ξ λ

λ λ λ

λ λ λ
′

= + − +
′                 = + − − +

                 = − −

′                 = − −

 

 

 

6．设有按泊松分布出现的脉冲序列，单位时间内出现脉冲的平均次数为μ ，每一个脉冲的

极性是正还是负是等概率的，每个脉冲的波形为 

       
( 0)

( )
0 ( 0)

atEe t
g t

t

−⎧    ≥
= ⎨

         <⎩
 



   由这组脉冲序列组成了一个随机过程 ( )tξ 。现利用 ( , )t−∞ 内对该信号的观测值预测

( )tξ λ+ ， 0λ > ，求实现最佳预测的方法。 

解：由于本例为纯预测问题，无噪声存在。 

       
2

2 2( ) ( ) ( )ss s
ES S Sηη ηω ω ω

ω α
= = =

+
（求法见教材 P451 页习题 14） 

       
2 2

2 2 ( )( )
p E ES
j p p pηη α α α

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ − + −⎝ ⎠

 

   分解
pS
jηη

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，使 ( ) ( )pS S p S p
jηη ηη ηη

+ −⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
，所以有： 

       

( )

( )

ES p
p

ES p
p

ηη

ηη

α

α

+

−

⎧ =      ⎪ +⎪
⎨
⎪ =      
⎪ −⎩

极点位于左半平面内

极点位于右半平面内

 

       

2

1 2
( )( )( ) ( ) ( )

( )

p p
s p

p ES e e
j Eep pG p G p G pES p p

p

λ λ
η λ

ηη

α α
α

α

−

⎛ ⎞
⎜ ⎟ + −⎝ ⎠= = = = +

+
−

 

   ( )G p 在左半平面内的极点为 α− ，在极点上的留数为： 

       lim ( )
p

p

Eep Ee
p

λ
αλ

α
α

α
−

→−
+ =

+
 

       1( )ˆ ( )
( )

G p Ee EH p e
p pS p

αλ
αλ

ηη α α

−
−

+= = =
+ +

 

       ˆ( ) ( )h t e tαλδ−=  

       0
ˆ ˆˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t h t d h t d e tαλξ λ τ ξ τ τ τ ξ τ τ ξ

∞ ∞ −

−∞
+ = − = − =

             
∫ ∫  

( )tξ
ˆ( ) ( )t e tαλξ λ ξ−+ = 

 

 



7．有一 RC 网络如图所示（图见教材 P652 页）。设
1

RC
α = ，若网络的输入为

( ) ( ) ( )t s t n tη = + ，其中 ( )s t 为信号 0( ) cos( )s t A tω θ= + ，A 代表振幅，是一个常数，

0ω 代表角频率，也是一个常数，θ 代表相角，它是均匀分布于[0,2 ]π 间的随机变量。 ( )n t

是零均值的白噪声，其功率密度为： 0( )nS f N= (瓦/赫)。 

   试计算（1）信号的输入功率密度； 

         （2）信号的输入功率； 

         （3）信号的输出功率； 

         （4）噪声的输出功率； 

         （5）求输出信杂比。 

解： 

（1） 信号的相关函数和功率密度分别为： 

       

0 0 0

2

0 0 0

2

0

( ) { ( ) ( )} [ cos( ) cos( )]

[cos(2 ) cos( )]
2

cos( )
2

ssR E s t s t E A t A t

AE t

A

τ τ ω θ ω τ ω θ

ω θ ω τ ω τ

ω τ

= + = + + +

⎧ ⎫
          = + + +⎨ ⎬

⎩ ⎭

          =

 

       
2

0 0( ) ( ) [ ( ) ( )]
4

j
ss ss

AS f R e d f f f fωττ τ δ δ
∞ −

−∞
= = − + +∫ ，其中 0 02 fω π= ，下同。 

（2） 信号的输入功率为：
2

2 2 2
0{ ( )} { cos ( )}

2
AE s t E A tω θ= + =  

（3） 为了求信号的输出功率，先求出信号的输出功率谱密度，再积分即可。 

易求得转移函数 ( )
2

H jf
j f
α

α π
=

+
，所以：

2( ) ( ) ( )
s sY Y ssS f S f H jf= ⋅  

信号的输出功率为：
2 2

2 2
0

1( )
2 (2 )s sY Y

AS f df
f

α
α π

∞

−∞
= ⋅

+∫  

（4） 

2
2 0

2 2
0

( ) ( ) ( )
(2 )n nY Y nn

NS f S f H jf
f

α
α π

= ⋅ =
+

 

又因为有变换关系： 
2

0
02 2

0

1( ) ( )
(2 ) 2n n n nY Y Y Y

NS f N e R
f

α τα α τ
α π

−= ↔ =
+

 



所以噪声输出功率为： 0
1(0)
2n nY YR Nα＝  

（5） 输出信杂比为
(3)
(4)

，即有： 

       

2 2

2 2 2
0

2 2
0 0

0

1
2 (2 )

1 [ (2 ) ]
2

A
f A

N fN

α
α π α

α πα

⋅
+

+
＝  

 

 

9．设有离散信号的模型 ( 1) ( ) ( )s k s k w k+ = Φ + Γ ，其中 (1)s 为高斯随机变量，均值为 0m ，

方差为 0P ，Φ 、Γ 均为已知常数， ( ), 1,2,w k k = L是相互统计独立的零均值的高斯随

机变量，方差为
2
wσ 。观测过程为 ( ) ( ) ( ) ( 1,2, )k s k n k kη = +     = L ， ( ), 1, 2,n k k = L是

相互统计独立的零均值的高斯随机变量，方差为
2
nσ 。 ( )n k 和 ( )w l 是相互统计独立的。 

（1）观测 (1)η 以估计 (1)s ，求 (1) / (1) 1 1( / )sf sη η ； 

解：因为有 (1) (1) (1)s nη = + ，所以： 

       
0 0

2

2
0 0

(1) ( , )

(1) (0, )

(1) ( , )
n

n

s N m P

n N

N m P

σ

η σ

∝⎧
⎪

∝⎨
⎪ ∝ +⎩

 

       1
(1) (1) 1 1 1

2

1 1( , ) exp ( ) ( )
22

sf s τ
η η

π

−⎧ ⎫∴ = − − −⎨ ⎬
⎩ ⎭

x μ B x μ
B

，其中：  

       1

1

s
η

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
x ，

0

0

m
m

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
μ ，

2
0 0 0

2 2
0 0 0 n

P P m
P m P σ

⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟

− +⎝ ⎠
B  

       

( )

( )

(1) (1) 1 1 1
2 2 4 2

0 0 0 0

2 2 2 2
1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0

2 2 4
0 0 0 0

1( , )
2 2

( ) ( ) 2( )( )( ) ( )exp
2 2

s

n

n

n

f s
P P m m

s m P m s m P m P m
P P m m

η η
π σ

σ η η
σ

∴ =
+ −

⎧ ⎫− + − − − − + −⎪ ⎪   −⎨ ⎬
+ −⎪ ⎪⎩ ⎭

�

 ――（A 式）  



而  
2

1 0
(1) 1 22

00

( )1( ) exp
2( )2 ( ) nn

mf
PP

η
ηη

σπ σ

⎧ ⎫−
= −⎨ ⎬++ ⎩ ⎭

――（B 式），所以有： 

       (1) (1) 1 1
(1) / (1) 1 1

(1) 1

( , )
( / )

( )
s

s

f s Af s
f B
η

η
η

η
η

η
= =

式

式
 

（2）证明 (1)s 的最佳估值 0 1 1 02

1ˆ(1) ( )
n

s m P mη
σ

= + − ，其中 1P 是均方误差，它满足方程式

1 1
1 0 2

1

n

P P
σ

− −= +  

证明：设 1ˆ(1)s A bη= + ，其中 A 和 b 应满足： 

       

{ }

{ } { }
1 1 1 1

1 0 1 01
2

0

2 22
1 01 1 0

2 2
0 0

0 1
2 2

0

( )( )
s

n

n n

n n

E s m m
A C C

P

E s mE s m
P P
P P

P

η η η

η
σ

η
σ σ

σ σ

− − −
= =

+

−−
    = =

+ +

    = =
+

 

       1
1 1 0 02{ } { }

n

Pb E s AE m mη
σ

= − = −  

   所以有： 0 1 1 02

1ˆ(1) ( )
n

s m P mη
σ

= + − 成立。 

（3）观测 (2)η 后以估计 (2)s ，即利用 (1)η 、 (2)η 两个观测值，证明 

       (2) / (2) (1) 2 2 1 (2) / (1) 2 1
(2) / (1) (2) 2 1 2

(2) / (1) 2 1

( / ) ( / )
( / )

( / )
s s

s

f s f s
f s

f
η η η

η η
η η

η η η
η η

η η
=  

证明： 

2 1 2 2 1

2 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1
2 1 2

1 21 2 2 1

1

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( / ) ( / )( / ) ( )( ) ( / )

( )

f s f s
f s f f s f s f sf s ff f

f

η η η
η η η η η η ηη η η ηη η η η

η

⋅
= = =  

（ 4）当给定 (1)η 时， (2)s 是一高斯随机变量，其均值为 ˆ(1)sΦ ，方差为 2M ，

2 2 2 2
2 1 1w wM P Pσ σ= Φ Φ + Γ Γ = Φ + Γ  



解 ： 当 (1)η 给 定 时 ， ˆ(1)s 就 定 了 ， 2 1 1s s w= Φ + Γ 。 此 时 ， 1 ˆ{ } (1)E s s= ，

{ }2
1 1 1 1ˆ{ } ( )D s E s s P= − = ，所以有： 

       

( )
2 1 1

22 2 2 2
2 1 2

2 2 2 2 2 2 2
1 1 1

2 2 2
1

2

ˆ{ } { }

{ } { } { }

ˆ ˆ
w

w

w

E s E s s

D s E s E s

P s s

P
M

σ

σ

σ

= Φ = Φ⎧
⎪

= Φ + Γ −⎪
⎪           = Φ + Φ + Γ − Φ⎨
⎪           = Φ + Γ⎪
⎪           =⎩

 

（5）证明 2 22

1ˆ ˆ ˆ(2) (1) ( (1))
n

s s P sη
σ

= Φ + − Φ ，其中
1 1

2 2 2

1

n

P M
σ

− −= + ， 2P 是均方误差

2
2 ˆ{[ (2) (2)] }P E s s= −  

证明：因为 2ˆ(2)s A bη= + ，所以有： 

       2 2 2

2 2

ˆ{( ) } 0
ˆ{ } 0

E s s
E s s

η− =⎧
⎨ − =⎩

，可得：

2 2
2 2

2
2

1 2 1
2

2 2

ˆ ˆ
n n

n

n

M PA
M

s P sb
M M

σ σ

σ
σ

⎧ = =⎪ +⎪
⎨

Φ Φ⎪ = =
⎪ +⎩

 

   所以有： 2 2 1 2 2
2 2 2 12 2 2

2

ˆˆ ˆ 1
n n n

P P s P Ps s
M

η η
σ σ σ

⎛ ⎞Φ
= + = + Φ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
，而均方误差为： 

       ( )

2
2 2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 1 2 22 2

2 2 2 2 2 2 2 22 2
2 1 2 1 1 12 2

2
2 22

2

ˆ ˆ{( ) } {( ) }

ˆ{ } { } { } { }

ˆ ˆ ˆ ˆ

n n

n n

n

E s s E s s s

P PE s E s s E s E s

P PM s M s s s

PM M

P

η
σ σ

σ σ

σ

− = −

⎛ ⎞
= − − Φ −⎜ ⎟

⎝ ⎠

= + Φ − + Φ − Φ + Φ

= −

=

 

（6） 利用数学归纳法求 ˆ( )s k 和 kP ，以 ˆ( 1)s k − 和 kM 表示之。̂ ( )s k 代表 ( )s k 的最佳估值，

kP 代表 k 次最佳估值时的最小均方误差。 

解：（数学归纳法略）因为有如下关系： 



( )
1 1

22 2 2 2
1

2 2 2 2 2 2 2
1 1 1

2 2 2
1

ˆ{ } { }

{ } { } { }

ˆ ˆ

k k k

k k w k

k k w k

k w

E s E s s

D s E s E s

P s s

P

σ

σ

σ

− −

−

− − −

−

= Φ = Φ⎧
⎪

= Φ + Γ −⎪
⎨

           = Φ + Φ + Γ − Φ⎪
⎪           = Φ + Γ⎩

 

   所以有： ( )2 2 1
22 2

2

ˆˆ ˆ ˆ( ) ( 1) ( 1)k
k

n n

PP P ss k s k s k
M

η η
σ σ

Φ
= + = Φ − + − Φ −  

其中
1 1

2

1
k k

n

P M
σ

− −= +  

 

 

10 ．设有信号

0

0

0

1 ( )( )
0 ( )

t t
RCe t ts t RC

t t

−⎧
      ≤⎪= ⎨

⎪                   >⎩

，在观测时，信号中混有白噪声，即

( ) ( ) ( )t s t n tη = + ， ( )n t 为白噪声，其功率密度为 0N ，均值为零， ( )tη 代表观测值。

求在 0t t= 处获得最大输出信杂比的匹配滤波器，并画出匹配滤波器输出信号的波形。 

解：输入信号的频谱为： 

       

0

0
0

0

1( )

1

exp( )
1

t t
j tRC

t t
t j tRC

S j e e dt
RC

e e dt
RC

j t
j RC

ω

ω

ω

ω
ω

−
∞ −

−∞

−
−

−∞

=

           =

1
           = −

−

∫

∫  

   匹配滤波器的转移函数为： 

       

0

0

0

0
0

0

ˆ ( ) ( )

exp( )
1

1

j t

j t

kH j S j e
N

k j t e
N j RC
k
N j RC

ω

ω

ω ω

ω
ω

ω

−

−

=

1
            = −

−
1

            =
+

 

       
1

0

1ˆ( ) ( )
t

RCkh t e u t
N RC

−
=  

 



11．设有一高频脉冲信号 ( )s t ，其包络为一方波，脉冲宽度为 0τ ，载频为 0 0
0

1f T
f

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
。

为了处理方便，设 0

0

m
T
τ

= ，m 为整数，脉冲幅度为 1。在观测信号时，若观测到的高频

脉冲中混有附加噪声，即 ( ) ( ) ( )t s t n tη = + 。若 ( )n t 为均值为零的白噪声，功率密度为

0N ，求在 0t τ= 处获得最大输出信杂比的匹配滤波器。 

解：设输入信号为： 0 0( ) sin(2 )[ ( ) ( )]s t f t u t u tπ τ= − − ，则其频谱为： 

( )

0

0 00

0

00

( ) ( )

0

0

0

( ) ( )

sin(2 )

1
2

1

j t

j t

m
j t j tf

j

S j s t e dt

f t e dt

e e dt
j

e

ω

τ ω

ω ω ω ω

ωτ

ω

π

ω
ω ω

∞ −

−∞

−

− − − +

−

=

           =

⎡ ⎤           = −⎣ ⎦

           =  −
−

∫
∫

∫
 

   在 0t τ= 处获得最大输出信杂比，则有： 

       
( )

( )

0

0 0

0

0

0
2 2

0 0

0
2 2

0 0

0

ˆ ( ) ( )

1

1

( )

j

j j

j

kH j S j e
N
k e e
N
k e
N

k S j
N

ωτ

ωτ ωτ

ωτ

ω ω

ω
ω ω

ω
ω ω

ω

−

−

−

=

            =  −
−

            =  −
−

            = −

 

       0 0
0 0

ˆ( ) ( ) sin(2 )[ ( ) ( )]k kh t s t f t u t u t
N N

π τ= − = − − −  

 

 

12．(缺最后一步推导)设有一高频脉冲串，每一个高频脉冲的参数与题 11 所给定的参数相

同，脉冲串共有 n 个脉冲。若在该高频脉冲串中混有白噪声 ( )n t ，即观测到的是

( ) ( ) ( )t s t n tη = + ， ( )s t 代表脉冲串， ( )n t 为零均值的白噪声，功率密度为 0N ，求在



0 0( 1)t t n T τ= = − + 处获得最大输出信杂比的匹配滤波器。其中 T 代表脉冲的重复周期。 

解：因为有： 

       

( 1)

( ) ( )
( ) ( )

[ ( 1) ] ( )

j T

j n T

s t S j
s t T S j e

s t n T S j e

ω

ω

ω

ω

ω

−

− −

↔

− ↔
     

− − ↔

M
 

   所以：
1 1

0 0

( ) ( )
n n

jk T

i k

s t iT S j e ωω
− −

−

= =

− ↔∑ ∑  

   匹配滤波器的转移函数为： 

       0

1
[( 1) ]

00

ˆ ( ) ( )
n

j n Tjk T

k

kH j S j e e
N

ω τωω ω
−

− − +−

=

= ∑  

 

 

13．（待做）推导最佳一步预测器中的递推公式（31）、（32）、（33）、（35）。 
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