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Basic Data Structures第1章 基本数据结构



Objectives


学习目标


	
To understand the abstract data types stack, queue, deque, andlist.

	
To be able to implement the ADTs stack, queue, and deque usingPython lists.

	
To understand the performance of the implementations of basiclinear data structures.

	
To understand prefix, infix, and postfix expression formats.

	
To use stacks to evaluate postfix expressions.

	
To use stacks to convert expressions from infix to postfix.

	
To use queues for basic timing simulations.

	
To be able to recognize problem properties where stacks, queues,and deques are appropriate data structures.

	
To be able to implement the abstract data type list as a linkedlist using the node and reference pattern.

	
To be able to compare the performance of our linked listimplementation with Python’s list implementation.

	理解栈、队列、双向队列和列表的抽象数据类型

	以python之list为工具，建立栈队列双向队列和列表的ADT

	理解基本数据结构的性能

	理解前置、中置和后置表达式

	使用栈计算后置表达式

	用栈把前置转后置

	用队列实现基本的时间仿真

	学会根据问题性质，选择使用栈队双向队等合适的数据结构

	用列表的ADT实现链表的节点和指针

	学会比较链表和list的性能







What Are Linear Structures?

什么是线性数据结构?

We willbegin our study of data structures by considering four simple butvery powerful concepts. Stacks, queues, deques, and lists areexamples of data collections whose items are ordered depending onhow they are added or removed.
 Once an item is added, it stays inthat position relative to the other elements that came before andcame after it. Collections such as these are often referred toas lineardata structures.

我们开始数据结构的学习，从四种简单而功能强大的结构开始。栈、队、双向队和列表是一种数据的集合，它的元素根据自己被加入或删除的的顺序排列。当一个元素加入集合之后，它就与之前和之后加入的元素保持一个固定的相对位置。这种数据集合叫做线性数据结构。

Linearstructures can be thought of as having two ends. Sometimes theseends are referred to as the “left” and the “right” or in some casesthe “front” and the “rear.” You could also call them the “top” andthe “bottom.” The names
 given to the ends are not significant. Whatdistinguishes one linear structure from another is the way in whichitems are added and removed, in particular the location where theseadditions and removals occur. For example, a structure might allownew items to
 be added at only one end. Some structures might allowitems to be removed from either end.

既然是线性，就有两头。有时叫做“左侧”或“右侧”，有时叫做“前端”“后端”，叫做"顶部“和”底部“也无不可。因为名字不重要。重要的是数据结构增加删除数据的方式，特别是增删的位置。例如，一种结构可能只允许从一头增加成员，另一种结构则两头都行。

These variationsgive rise to some of the most useful data structures in computerscience. They appear in many algorithms and can be used to solve avariety of important problems.

这种方式的变化在计算机科学中构成了多种非常有用的数据结构，他们出现在各种算法和重要问题的解决方案中。
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Stacks栈

What is a Stack? 什么是栈？

A stack (sometimescalled
 a “[bookmark: OLE_LINK2][bookmark: OLE_LINK1]push-down stack”) is an orderedcollection of items where the addition of new items and the removalof existing items always takes place at the
 same end. This end iscommonly referred to as the “top.” The end opposite the top isknown as the “base.”

栈（也叫下推栈）一种线性有序的数据元素集合，它的特点是，数据的增加删除操作都在同一端进行。进行操作的这一端，我们一般叫做“顶”，另一端叫做“底”。

The base of the stack is significant since items stored in thestack that are closer to the base represent those that
 have been inthe stack the longest. The most recently added item is the one thatis in position to be removed first. This ordering principle issometimes called LIFO, last-infirst-out.
 It provides an ordering based on lengthof time in the collection. Newer items are near the top, whileolder items are near the base.

栈的底部很有象征性，因为元素越接近底部，就意味着在栈里的时间越长。最近进来的，总是最早被移走，这种排列规律叫做先进后出，综合为LIFO。所以栈的排序是按时间长短来排列元素的。新来的在栈顶，老家伙们在栈底（译者注：中国有句成语，叫后来居上。原典故是这样说的：陛下用群臣，如积薪耳，后来者居上。栈的方式，可不就是堆柴草吗？）

Many examples of stacks occur in everyday situations. Almost anycafeteria has a stack of trays or plates where you
 take the one atthe top, uncovering a new tray or plate for the next customer inline. Imagine a stack of books on a desk (Figure1).
 The only book whose cover is visible is the oneon top. To access others in the stack, we need to remove the onesthat are sitting on top ofthem. Figure2shows
 another stack. This one contains a number ofprimitive Python data objects.

栈的例子经常看到。比如自助餐厅的盘，人们总是从上面拿盘子，拿走一个后面的人再拿下面的一个，（服务员端来一些新的，又堆在上面了）。又如一堆书，（图1）你只能看到最上面一本的封面，要看下面一本，就要把上面的先拿 走。图2是另一种栈，存储的是几个主要的python语言数据对象。

 






Figure 1: A Stack of Books











Figure 2: A Stack of Primitive Python Objects

One of the most useful ideas related to stacks comes from thesimple observation of items as they are added and then
 removed.Assume you start out with a clean desktop. Now place books one at atime on top of each other. You are constructing a stack. Considerwhat happens when you begin removing books. The order that they areremoved is exactly the reverse of the order that
 they were placed.Stacks are fundamentally important, as they can be used to reversethe order of items. The order of insertion is the reverse of theorder of removal. Figure3 shows
 the Pythondata object stack as it was created and then again as items areremoved. Note the order of the objects.

与栈有关的思想来自生活中的观察，假设你从一张干净的桌子开始，一本一本地放上书，这就是在建立栈。当你一本一本地拿走，想像一下，是不是先进后出？由于这种结构具有翻转顺序的作用，所以非常重要。图3显示了Python数据栈，加入和移走的顺序。







 


Figure 3: The Reversal Property of Stacks

Considering this reversal property, you can perhaps think ofexamples of stacks that occur as you use your computer.
 Forexample, every web browser has a Back button. As you navigate fromweb page to web page, those pages are placed on a stack (actuallyit is the URLs that are going on the stack). The current page thatyou are viewing is on the top and the first page you looked
 at isat the base. If you click on the Back button, you begin to move inreverse order through the pages.

栈这种翻转性，在你用电脑上网的时候也用到了。浏览器软件上都有“返回”按钮，当你从一个链接到另一个链接，这时网址（URL）就被存进了栈。正在浏览的页就存在栈顶，点“返回”的时候，返回到刚刚浏览的页面。最早浏览的页面，要一直到最后才能看到。
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The Stack Abstract Data Type 栈的抽象数据类型

The stack abstract data type is defined by thefollowing structure and operations. A stack is structured, asdescribed above, as an ordered collection of items where items
 areadded to and removed from the end called the “top.” Stacks areordered LIFO. The stack operations are given below.

下面的结构和操作定义了栈的抽象数据类型。如前所述，栈是结构化的，有序的的数据集，它的增删操作都在叫在”栈顶“的一端进行，存储顺序是LIFO。栈的操作方法如下：


	Stack() creates a new stack thatis empty. It needs no parameters and returns an emptystack.

	Stack(),构造方法，创建一个空栈，无参数，返回值是空栈。

	push(item) adds a new item to thetop of the stack. It needs the item and returnsnothing.

	Push(item)向栈顶压入一个新数据项，需要一个数据项参数，无返回值。

	[bookmark: OLE_LINK6][bookmark: OLE_LINK5]pop() removes
 the top item from thestack. It needs no parameters and returns the item. The stack ismodified.

	pop()抛出栈顶数据项，无参数，返回被抛出的数据项，栈本身发生变化。

	peek() returns the top item fromthe stack but does not remove it. It needs no parameters. The stackis not modified.

	Peek()返回栈顶数据项，但不删除。不需要参数，栈不变。

	[bookmark: OLE_LINK8][bookmark: OLE_LINK7]isEmpty() tests
 to see whether the stackis empty. It needs no parameters and returns a booleanvalue.

	isEmpty()测试栈是否空栈。不需要参数，返回布尔值。

	[bookmark: OLE_LINK10][bookmark: OLE_LINK9]size() returns
 the number of items onthe stack. It needs no parameters and returns aninteger.

	size()返回栈内数据项的数目，不需要参数，返回值是整数。



For example,if s is a stack that has beencreated and starts out empty, then Table1 shows
 the results of a sequenceof stack operations. Under stack contents, the top item is listedat the far right.

例如，s是一个空栈，表1是一系列的操作，栈内数据和返回值。注意栈顶在右侧。




	
Table 1: Sample Stack Operations





	
Stack Operation


	
Stack Contents


	
Return Value







	
s.isEmpty()


	
[]


	
True





	
s.push(4)


	
[4]


	
 





	
s.push('dog')


	
[4,'dog']


	
 





	
s.peek()


	
[4,'dog']


	
'dog'





	
s.push(True)


	
[4,'dog',True]


	
 





	
s.size()


	
[4,'dog',True]


	
3





	
s.isEmpty()


	
[4,'dog',True]


	
False





	
s.push(8.4)


	
[4,'dog',True,8.4]


	
 





	
s.pop()


	
[4,'dog',True]


	
8.4





	
s.pop()


	
[4,'dog']


	
True





	
s.size()


	
[4,'dog']


	
2







Implementing a Stack in Python

栈的实现

Now that we have clearly defined the stack as anabstract data type we will turn our attention to using Python toimplement the stack. Recall that when we give an abstract
 data typea physical implementation we refer to the implementation as a datastructure.

现在已经定义了栈的抽象数据类型，我们转向栈的实现。注意当我们说抽象数据类型的物理实现时，指的是建立数据结构。

As we described in Chapter 1, in Python, as in anyobject-oriented programming language, the implementation of choicefor an abstract data type such as a stack is the
 creation of a newclass. The stack operations are implemented as methods. Further, toimplement a stack, which is a collection of elements, it makessense to utilize the power and simplicity of the primitivecollections provided by Python. We will use a list.

如第一章所述，python是面向对象的程序设计语言，栈一类的抽象数据类型是通过类实现的。栈的操作作为类的方法。另外，栈作为数据项的集合，我们使用python中强大而简单的数据集list来实现。

Recall that the list class in Python provides anordered collection mechanism and a set of methods. For example, ifwe have the list[bookmark: OLE_LINK12][bookmark: OLE_LINK11][2,5,3,6,7,4],
 we need only todecide which end of the list will be considered the top of thestack and which will be the base. Once that decision is made, theoperations can be implemented using the list methods suchas append and pop.

python中的list类已经建立了一个数据集合机制和相应的方法，如果，有了一个列表[2,5,3,6,7,4],只需要约定哪一端是栈顶哪一端是栈底，list中的方法如append和pop都可实现了。

The following stack implementation (ActiveCode1)
 assumes that the end of the list will hold thetop element of the stack. As the stack grows(as push operations occur), new items will beadded on
 the end of the list. pop operations will manipulate that sameend.

以下的栈实现假定list的右侧是栈顶。这样当栈增长（push）时，新数据项就加在尾部，而pop也在同一位置。

代码段：



class Stack:

    def __init__(self):

        self.items = []

 

    def isEmpty(self):

        return self.items == []

 

    def push(self, item):

        self.items.append(item)

 

    def pop(self):

        return self.items.pop()

 

    def peek(self):

        return self.items[len(self.items)-1]

 

    def size(self):

        return len(self.items)
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Remember thatnothing happens when we click the  button
 other thanthe definition of the class. We must create a  object
 and thenuse it. ActiveCode2 showsthe  class
 in action aswe perform the sequence of operations from Table1.

上面代码仅仅是stack类的实现，如果运行的话，什么反应也没有。所以下面的代码，就是创建一个栈对象，并加入操作方法，就如表1中所作的操作一样。

s=Stack()

print(s.isEmpty())

s.push(4)

s.push('dog')

print(s.peek())

s.push(True)

print(s.size())

print(s.isEmpty())

s.push(8.4)

print(s.pop())

print(s.pop())

print(s.size())




 

It isimportant to note that we could have chosen to implement the stackusing a list where the top is at the beginning instead of at theend. In this case, the previous pop and append methods would nolonger work and we would have to index position 0
 (the first itemin the list) explicitly using pop and insert. The implementation isshown in CodeLens 1.

注意，我们也可以选择列表的头（左侧）作为栈顶，这样，前面的pop和append方法就不能用了，而必须指定索引0(列表的第一个项)以便对栈内数据操作。如下面代码段：



classStack:
def __init__(self):
self.items = []
def isEmpty(self):
return self.items ==[]
def push(self, item):
self.items.insert(0,item)
def pop(self):
returnself.items.pop(0)
def peek(self):
return self.items[0]
def size(self):
returnlen(self.items)
 
s = Stack()
s.push('hello')
s.push('true')
print(s.pop())







 

This ability to change the physical implementationof an abstract data type while maintaining the logicalcharacteristics is an example of abstraction at work. However, eventhough the stack will work either way, if we consider
 theperformance of the two implementations, there is definitely adifference. Recall that the append and pop() operations were bothO(1). This means that the first implementation will perform pushand pop in constant time no matter how many items are on the stack.The
 performance of the second implementation suffers in that theinsert(0) and pop(0) operations will both require O(n) for a stackof size n. Clearly, even though the implementations are logicallyequivalent, they would have very different timings when performingbenchmark
 testing.

对抽象数据类型的实现方式的变更，仍能保持数据的逻辑特性不变，就是“抽象”的实例。两种栈的方式都能工作，但性能表现却有很大的不同。Append()和pop()都是O(1)，这意味着，不管栈内有多少数据项，第一种实现的性能是常数级的，第二种实现的insert(0)和pop(0)却需要O(n)。很明显，逻辑上是等同的，但在性能基准测试时，时间测试的结果是非常之不同的。

Self Check

自测题

stk-1: Given the following sequence of stack operations,what is the top item on the stack when the sequence iscomplete?

经过以下操作后，栈顶数据项是哪个？

 



m 
= Stack()


m.push('x')


m.push('y')


m.pop()


m.push('z')


m.peek()



stk-2: Given the following sequence of stack operations,what is the top item on the stack when the sequence iscomplete?

第二题：经以下测试，栈顶元素是哪个？



m 
= Stack()


m.push('x')


m.push('y')


m.push('z')


whilenotm.isEmpty():


  m.pop()


  m.pop()



Write afunction revstring(mystr) thatuses a stack to reverse the characters in a string.

第三题，为以下代码补充一个函数 revstring(mystr)，实现将一个字符串翻转顺序。

from testimport testEqual

frompythonds.basic.stack import Stack

defrevstring(mystr):

   #在此处补充代码

testEqual(revstring('apple'),'elppa')

testEqual(revstring('x'),'x')

testEqual(revstring('1234567890'),'0987654321')
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栈应用之平衡括号

 

We now turn our attention to using stacks to solve real computerscience problems. You have no doubt written arithmetic expressions such as

现在我们用栈来解决一个计算机科学上的实际问题。你一定写过类似这样的算术算式：

 

(5+6)∗(7+8)/(4+3)

 

where parentheses are used to order the performance of operations.You may also have some experience programming in a language such as Lisp withconstructs like

这里括号为了规范操作顺序。你用过LISP语言的话，也许写过这样的语句：

 

(defun square(n)

     (* n n))

This defines a function called square that will return the square ofits argument n. Lisp is notorious for using lots and lots of parentheses.

这个语句定义了一个函数，用于返回参数n的平方值。Lisp语言以用到大量的括号而闻名。

In both of these examples, parentheses must appear in a balancedfashion. Balanced parentheses means that each opening symbol has acorresponding closing symbol and the pairs of parentheses are properly nested.Consider the following correctly balanced strings
 of parentheses:

上面两个例子中，括号必须是平衡的。平衡括号的意思是，每个左括号一定对应着一个右括号，括号内又套着括号。看下面这些个括号组成的平衡表达式：

(()()()())

 

(((())))

 

(()((())()))

Compare those with the following, which are not balanced:

对比下面这些不平衡的括号：

((((((())

 

()))

 

(()()(()

The ability to differentiate between parentheses that are correctlybalanced and those that are unbalanced is an important part of recognizing manyprogramming language structures.

正确地区分平衡和不平衡括号，对很多编程语言来说，都是重要的内容。

The challenge then is to write an algorithm that will read a stringof parentheses from left to right and decide whether the symbols are balanced.To solve this problem we need to make an important observation. As you processsymbols from left to right, the
 most recent opening parenthesis must match thenext closing symbol (see Figure 4). Also, the first opening symbol processedmay have to wait until the very last symbol for its match. Closing symbolsmatch opening symbols in the reverse order of their appearance;
 they match fromthe inside out. This is a clue that stacks can be used to solve the problem.

现在的问题就是，写一个算法，读入一串括号字符串，并判断它们是否平衡。仔细观察一下平衡式的结构特点。当从左到右读入一串括号的时候，最早读到的一个右括号总是与他前面的紧邻的左括号匹配(图4)，同样，最后一个右括号要与最先读到的左括号相匹配。即右括号与左括号是反序的，它们从内到外一一匹配，这就给我们启示，可以用栈来解决问题。

[image: ]





Figure 4: Matching Parentheses

图4 括号匹配

Once you agree that a stack is the appropriate data structure forkeeping the parentheses, the statement of the algorithm is straightforward.Starting with an empty stack, process the parenthesis strings from left toright. If a symbol is an opening parenthesis,
 push it on the stack as a signalthat a corresponding closing symbol needs to appear later. If, on the otherhand, a symbol is a closing parenthesis, pop the stack. As long as it ispossible to pop the stack to match every closing symbol, the parentheses remainbalanced.
 If at any time there is no opening symbol on the stack to match aclosing symbol, the string is not balanced properly. At the end of the string,when all symbols have been processed, the stack should be empty. The Pythoncode to implement this algorithm is shown
 in ActiveCode 4.

一旦你明白栈的数据结构适合保存括号，算法就很简单了。创建一个空栈，从左到右读入括号串，如果遇到符号是左括号，把它压栈，标志着后面需要一个右括号与之匹配。另一方面，遇到一个右括号，就弹出栈顶数据。只要栈内还有数据可以弹出与右括号匹配，这些括号就仍然是平衡的。任何时候，栈内没有左括号用来匹配了，这个字符串就没有平衡好。到字符串的最后，所有的字符都处理过了，栈应该是空的。这个算法的python代码如下：



from pythonds.basic.stack import Stack
 
def parChecker(symbolString):
    s = Stack()
    balanced = True
    index = 0
    while index <len(symbolString) and balanced:
        symbol =symbolString[index]
        if symbol =="(":
            s.push(symbol)
        else:
            if s.isEmpty():
                balanced =False
            else:
                s.pop()
 
        index = index + 1
 
    if balanced ands.isEmpty():
        return True
    else:
        return False
 
print(parChecker('((()))'))
print(parChecker('(()'))
 







This function, parChecker, assumes that a Stack class is availableand returns a boolean result as to whether the string of parentheses is balanced.Note that the boolean variable balanced is initialized to True as there is noreason to assume otherwise at
 the start. If the current symbol is (, then it ispushed on the stack (lines 9–10). Note also in line 15 that pop simply removesa symbol from the stack. The returned value is not used since we know it mustbe an opening symbol seen earlier. At the end (lines
 19–22), as long as theexpression is balanced and the stack has been completely cleaned off, thestring represents a correctly balanced sequence of parentheses.

函数parChecker，假定栈类可用，并返回一个布尔值，表示这个字符串是否括号平衡的。注意变量balanced初值是True，因为没有理由在一开始就假定不平衡。如果当前符号是’(‘，压栈（9-10）行。注意15行用pop直接删除一个栈顶元素。返回值没有用，因为我们知道栈顶元素一定是个’(‘。结尾部分（19-22行），只要栈被完全清空，这个表达式就是平衡的。
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Balanced Symbols (AGeneral Case)

栈的应用之平衡符号（通用）

The balanced parentheses problem shown above is a specific caseof a more general situation that arises in many programming languages. Thegeneral problem of balancing and nesting different kinds of opening and[bookmark: OLE_LINK13]closing
 symbols occurs frequently. For example, in Pythonsquare brackets, [ and ],
 are used for lists; curly braces, { and },
 are used fordictionaries; and parentheses, ( and ),
 are used for tuples and arithmetic expressions. It is possibleto mix symbols as long as each maintains its own open and close relationship.Strings of symbols such as

相对编程语言的应用情形来说，上一节所讲的圆括号匹配只算是一个特例。不同种类的左符号和右符号的平衡实在是很常见的普遍问题。比如在Python，左右方括号[ ]用于列表，左右大括号｛｝用于字典，左右圆括号（）用于元组。多种符号的混合应用中也要保持符号的平衡关系。如符号组成的字符串：


{ { ( [ ] [ ] ) } ( ) }

[ [ { { ( ( ) ) } } ] ]

[ ] [ ] [ ] ( ) { }



are properly balanced in that not only does each opening symbolhave a corresponding closing symbol, but the types of symbols match as well.

不但符号的左右平衡，种类也是匹配的。

Compare those with the following strings that are not balanced:

对比以下字符串就是不平衡的：


( [ ) ]

( ( ( ) ] ) )

[ { ( ) ]



The simple parentheses checker from the previous section caneasily be extended to handle these new types of symbols. Recall that eachopening symbol is simply pushed on the stack to wait for the matching closingsymbol to appear
 later in the sequence. When a closing symbol does appear, theonly difference is that we must check to be sure that it correctly matches thetype of the opening symbol on top of the stack. If the two symbols do notmatch, the string is not balanced. Once again,
 if the entire string isprocessed and nothing is left on the stack, the string is correctly balanced.

上节讲到的圆括号平衡算法很容易扩展到其他种类的符号中，只要每个左符号被压栈，然后等匹配的右符号出现，此时唯一的不同，就是左右匹配的同时，必须检查符号的种类也要匹配。如果发现不匹配，整个字符串就是不平衡的。最后，当整个字符串处理完毕并且同时栈被清空，字符串就是完全平衡的。

The Python program to implement this is shown in ActiveCode
 5. The only change appears inline 16 where we call a helper function, matches, to assist withsymbol-matching. Each symbol that is removed from the
 stack must be checked tosee that it matches the current closing symbol. If a mismatch occurs, theboolean variable balanced is
 set to False.

Python语言的实现方法如下。与上一节的不同仅仅是调用一个辅助函数，matches，帮助检查符号各类的匹配。每个从栈顶弹出的元素必须检查是否与当前的右符号同一种类。如果不匹配，变量balanced被赋值为False.



from pythonds.basic.stack import Stack
 
def parChecker(symbolString):
    s = Stack()
    balanced = True
    index = 0
    while index <len(symbolString) and balanced:
        symbol =symbolString[index]
        if symbol in"([{":
            s.push(symbol)
        else:
            if s.isEmpty():
                balanced =False
            else:
                top = s.pop()
                if notmatches(top,symbol):
                      balanced = False
        index = index + 1
    if balanced ands.isEmpty():
        return True
    else:
        return False
 
def matches(open,close):
    opens = "([{"
    closers = ")]}"
    return opens.index(open)== closers.index(close)
 
 
print(parChecker('{{([][])}()}'))
print(parChecker('[{()]')
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Converting Decimal Numbers to Binary Numbers

栈的应用：进制转换

In your study of computer science, you have probably been exposed inone way or another to the idea of a binary number. Binary representation is importantin computer science since all values stored within a computer exist as a stringof binary digits, a string
 of 0s and 1s. Without the ability to convert backand forth between common representations and binary numbers, we would need tointeract with computers in very awkward ways.

在学习计算机过程中，你总会被以这样那样的方式灌输二进制的思想。的确，计算机内部数据就是二进制存储的，所有的数据都是由0和1组的成串。幸亏二进制和日常数据格式之间能够相互转换，不然计算机可就一点不好玩了。

Integer values are common data items. They are used in computerprograms and computation all the time. We learn about them in math class and ofcourse represent them using the decimal number system, or base 10. The decimalnumber 23310 and its corresponding
 binary equivalent [bookmark: OLE_LINK17][bookmark: OLE_LINK16]111010012are interpreted respectively as

计算机程序里，整数无处不在，我们在数学课上也学习整数，当然是十进制的整数，或者说叫做以10为基数的整数。十进制的23310           
在二进制里表示为：111010012，或者按权展开成为：

2×102+3×101+3×100

 

and

和

1×27+1×26+1×25+0×24+1×23+0×22+0×21+1×20

 

But how can we easily convert integer values into binary numbers?The answer is an algorithm called “Divide by 2” that uses a stack to keep trackof the digits for the binary result.

有一种很容易地把十进制转为二进制的方法，叫做“除二取余法”，用栈来保存二进制的位。

The Divide by 2 algorithm assumes that we start with an integergreater than 0. A simple iteration then continually divides the decimal numberby 2 and keeps track of the remainder. The first division by 2 givesinformation as to whether the value is even or
 odd. An even value will have aremainder of 0. It will have the digit 0 in the ones place. An odd value willhave a remainder of 1 and will have the digit 1 in the ones place. We thinkabout building our binary number as a sequence of digits; the first remainderwe
 compute will actually be the last digit in the sequence. As shown in Figure5, we again see the reversal property that signals that a stack is likely to bethe appropriate data structure for solving the problem.

这种算法从一个大于0的整数开始，通过递归法连续除以2，并保存除2得到的余数。第一次除以2可以判断这个数是偶数还是奇数。偶数除以2的余数是0，这个二进制位就0；奇数除以2的余数是1，这个位就是1。这样连续相除得到一串的0或1，第1次得到的位实际是最后一位。如图5所示，我们又一次见到了需要反转顺序的性质，这就表明需要利用栈的特性来解决问题了。





[image: ]



 

The Python code in ActiveCode 6 implements the Divide by 2algorithm. The function divideBy2 takes an argument that is a decimal numberand repeatedly divides it by 2. Line 7 uses the built-in modulo operator, %, toextract the remainder and line 8 then pushes
 it on the stack. After thedivision process reaches 0, a binary string is constructed in lines 11-13. Line11 creates an empty string. The binary digits are popped from the stack one ata time and appended to the right-hand end of the string. The binary string
 isthen returned.

算法的Python代码如下，函数divideBy2（）的参数是一个十进制整数，连续被2除。第7行使用了python操作符%取得余数。第8把得到的余数压栈，当商是0的时候，11-13行形成一个二进制字符串。11行是建立空串，二进制位被从栈中一个一个被弹出，同时被追加到空字符串的右端(append)，最终返回一个二进制字符串。





from pythonds.basic.stack import Stack

 def divideBy2(decNumber):
    remstack = Stack()
 
    while decNumber > 0:
        rem = decNumber % 2
        remstack.push(rem)
        decNumber = decNumber// 2
 
    binString = ""
    while notremstack.isEmpty():
        binString = binString+ str(remstack.pop())
 
    return binString
 
print(divideBy2(42))







 

The algorithm for binary conversion can easily be extended toperform the conversion for any base. In computer science it is common to use anumber of different encodings. The most common of these are binary, octal (base8), and hexadecimal (base 16).

上面的算法很容易扩展到任意进制的转换，计算机科学比较常用二进制，八进制和十六进制。

The decimal number 233 and its corresponding octal and hexadecimalequivalents 3518 and E916 are interpreted as

十进制的233，在八进制里是3518,在十六进制就是 E916

按权展开式：

3×82+5×81+1×80

 

and

 

14×161+9×160

 

The function divideBy2 can be modified to accept not only a decimalvalue but also a base for the intended conversion. The “Divide by 2” idea issimply replaced with a more general “Divide by base.” A new function called[bookmark: OLE_LINK19][bookmark: OLE_LINK18]baseConverter,shown
 in ActiveCode 7, takes a decimal number and any base between 2 and 16 asparameters. The remainders are still pushed onto the stack until the valuebeing converted becomes 0. The same left-to-right string construction techniquecan be used with one slight change.
 Base 2 through base 10 numbers need amaximum of 10 digits, so the typical digit characters 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,8, and 9 work fine. The problem comes when we go beyond base 10. We can nolonger simply use the remainders, as they are themselves represented
 astwo-digit decimal numbers. Instead we need to create a set of digits that canbe used to represent those remainders beyond 9.

函数divideBy2修改一下能用于转换其他进制，“除二取余法”就得改成“除基取余法”了，新函数名为baseConverter，代码如下。第一个参数是任意二进制整数，第二个参数是2到16之间的基数，余数仍被压栈，直到商为0。从左到右的字符串生成过程也是一样的。不过当基数超过10以后，问题就来了，因为栈内的余数是2位的十进制数！

 

 

 from pythonds.basic.stackimport Stack
 
def baseConverter(decNumber,base):
    digits ="0123456789ABCDEF"
 
    remstack = Stack()
 
    while decNumber > 0:
        rem = decNumber % base
        remstack.push(rem)
        decNumber = decNumber// base
 
    newString = ""
    while notremstack.isEmpty():
        newString = newString+ digits[remstack.pop()]
 
    return newString
 
print(baseConverter(25,2))
print(baseConverter(25,16))
 





A solution to this problem is to extend the digit set to includesome alphabet characters. For example, hexadecimal uses the ten decimal digitsalong with the first six alphabet characters for the 16 digits. To implementthis, a digit string is created (line
 4 in Listing 6) that stores the digits intheir corresponding positions. 0 is at position 0, 1 is at position 1, A is atposition 10, B is at position 11, and so on. When a remainder is removed fromthe stack, it can be used to index into the digit string and
 the correctresulting digit can be appended to the answer. For example, if the remainder 13is removed from the stack, the digit D is appended to the resulting string.

上面的解决办法是建立一个集合，包括一些字母符号。比如十六进制使用了6个字母，所以4行建立一个字符串存储相应位置的字符，如0在0位上，1在1位上，A在10位上，B在11位上，如此等等。当一个余数被出栈时，以自己为索引到这个字符串上找到正确的字符并追加到答案的后面。比如13出栈，13位上的D追加到结果中。

复习题

stk-3: What is value of 25 expressed as anoctal number 

25转为8进制是多少？

stk-4: What is value of 256 expressed as ahexidecimal number

256转为十六进制多少？

stk-5: What is value of 26 expressed in base26 

26在26进制里是多少？
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Infix, Prefix and [bookmark: OLE_LINK21][bookmark: OLE_LINK20]PostfixExpressions

中缀、前缀和后缀表达式

When you write anarithmetic expression such as B * C, the form of the expression provides youwith information so that you can interpret it correctly. In this case we knowthat the variable B is being multiplied by the variable C since themultiplication
 operator * appears between them in the expression. This type ofnotation is referred to as infix since the operator is inbetween the two operands that it is working on.

当写下B*C这个算术表达式的时候，你很清楚这表示什么。我们都知道这是要计算变量B被变量C乘，因为乘法符号*出现在两个表达式中间。这种表达式我们称之为中缀，因为操作符在变量的“中间”。

Consider anotherinfix example, A + B * C. The operators + and * still appear between theoperands, but there is a problem. Which operands do they work on? Does the +work on A and B or does the * take B and C? The expression seems ambiguous.

来看另一个中缀表达式 A+B*C，操作符+和*仍在操作数中间，但这时有就疑问了，操作符是操作哪个数？是+操作A和B呢还是*操作B和C？这个表达式似乎有点含混。

In fact, you havebeen reading and writing these types of expressions for a long time and they donot cause you any problem. The reason for this is that you know something aboutthe operators + and *. Each operator has a precedence level.Operators
 of higher precedence are used before operators of lower precedence.The only thing that can change that order is the presence of parentheses. Theprecedence order for arithmetic operators places multiplication and divisionabove addition and subtraction. If two
 operators of equal precedence appear,then a left-to-right ordering or associativity is used.

事实上这种表达式我们经常见，也经常写，从来没有含混过。原因是我们知道操作符的优先级。优先级高的操作符优先计算，除非用括号改变顺序。优先级顺序是乘除加减，如果两个操作符在同一级别，那就从左到右依次进行。

Let’s interpretthe troublesome expression A + B * C using operator precedence. B and C aremultiplied first, and A is then added to that result. (A + B) * C would forcethe addition of A and B to be done first before the multiplication. Inexpression
 A + B + C, by precedence (via associativity), the leftmost + wouldbe done first.

现在用优先级顺序来解释A+B*C。B和C先相乘，然后A与乘积相加。（A+B）*C将强制A和B先相见，再相乘。但A+B+C就是从左到右的顺序。

Although all thismay be obvious to you, remember that computers need to know exactly whatoperators to perform and in what order. One way to write an expression thatguarantees there will be no confusion with respect to the order of operationsis
 to create what is called a fully parenthesized expression.This type of expression uses one pair of parentheses for each operator. Theparentheses dictate the order of operations; there is no ambiguity. There isalso no need to remember any precedence
 rules.

是的，这些对你来说太显而易见了。但是请记住，计算机需要精确地知道操作符的行为和顺序。有一种书写表达式的方法叫做“完全括号”,这种表达式把每一个操作符都加了括号，表达完全精确，也不必记忆优先级规则。

The expression A +B * C + D can be rewritten as ((A + (B * C)) + D) to show that themultiplication happens first, followed by the leftmost addition. A + B + C + Dcan be written as (((A + B) + C) + D) since the addition operations associatefrom
 left to right.

表达式A+B*C+D写成（（A+（B*C））+D）表明先算乘法，再算左边的加法。A+B+C+D写成（（（A+B）+C）+D）以表明从左到右。

There are twoother very important expression formats that may not seem obvious to you atfirst. Consider the infix expression A + B. What would happen if we moved theoperator before the two operands? The resulting expression would be + A B.Likewise,
 we could move the operator to the end. We would get A B +. These looka bit strange.

A+B是操作符放在中间，如果把操作符放在操作数前面呢？变成+A B。放在后面呢？A B +。是不是看起来很奇怪。

 

These changes tothe position of the operator with respect to the operands create two newexpression formats, prefix and postfix. Prefixexpression notation requires that all operators precede the two operands
 thatthey work on. Postfix, on the other hand, requires that its operators comeafter the corresponding operands. A few more examples should help to make thisa bit clearer (see Table
 2).

这两种变型形成新的格式，叫做前缀与后缀。前缀就是操作符放在他们的操作数前面，后缀就是放在后面。看一下表2就更清楚.




	
Table 2: Examples of Infix, Prefix, and Postfix





	
Infix Expression

中缀


	
Prefix Expression

前缀


	
Postfix Expression

后缀







	
A + B


	
+ A B


	
A B +





	
A + B * C


	
+ A * B C


	
A B C * +







 

A + B * C would bewritten as + A * B C in prefix. The multiplication operator comes immediatelybefore the operands B and C, denoting that * has precedence over +. Theaddition operator then appears before the A and the result of themultiplication.

用前缀方式，A+B*C就要写成 +A*BC，*放在B和C前面，+放在A和*BC的前面，乘法相对加法的优先级就体现出来了。

In postfix, theexpression would be A B C * +. Again, the order of operations is preservedsince the * appears immediately after the B and the C, denoting that * hasprecedence, with + coming after. Although the operators moved and now appeareither
 before or after their respective operands, the order of the operandsstayed exactly the same relative to one another.

后缀表达式的情况下，A+B*C就要写成A B C * +。因为*紧跟B和C，当然是先算*，后算+。操作符可以前缀或后缀，但操作顺序完全相同。

Now consider theinfix expression (A + B) * C. Recall that in this case, infix requires theparentheses to force the performance of the addition before the multiplication.However, when A + B was written in prefix, the addition operator was simplymoved
 before the operands, + A B. The result of this operation becomes thefirst operand for the multiplication. The multiplication operator is moved infront of the entire expression, giving us * + A B C. Likewise, in postfix A B +forces the addition to happen first.
 The multiplication can be done to thatresult and the remaining operand C. The proper postfix expression is then A B +C *.

再看一下中缀表达式（A+B）*C，中缀要求用括号来强制先算加法再算乘法。但前缀时，A+B写在+ A B，相加之和是后面乘法的第一个操作数，所以*就要移动到+A B 和C的前面，所以写成 * +A B C。相类似的，后缀时， A B +强制先算加法，结果与C相乘，于是就写在 A B + C *

Consider thesethree expressions again (see Table 3). Something very important
 has happened. Where did theparentheses go? Why don’t we need them in prefix and postfix? The answer isthat the operators are no longer ambiguous with respect to the operands thatthey work on. Only infix notation requires the additional symbols. The order ofoperations
 within prefix and postfix expressions is completely determined bythe position of the operator and nothing else. In many ways, this makes infixthe least desirable notation to use.

把这三种表达方式放在表3对比一下，见证奇迹的时刻到了，括号去哪儿了？为什么前缀和后缀不需要括号？答案就是，在前缀和后缀中，操作符和他们的操作数之间关系清晰，他们的位置就说明了计算顺序，不需要象中缀那样，额外用括号来帮助分辨。因此，在很多情况下，中缀是最不想用的表达式。




	
Table 3: An Expression with Parentheses





	
Infix Expression


	
Prefix Expression


	
Postfix Expression







	
(A + B) * C


	
* + A B C


	
A B + C *







Table 4 shows some additional examples of infix expressionsand the equivalent prefix
 and postfix expressions. Be sure that you understandhow they are equivalent in terms of the order of the operations beingperformed.

表4提供更多的对比例子，要仔细对比他们怎样安排位置来保证计算正确的。




	
Table 4: Additional Examples of Infix, Prefix, and Postfix





	
Infix Expression


	
Prefix Expression


	
Postfix Expression







	
A + B * C + D


	
+ + A * B C D


	
A B C * + D +





	
(A + B) * (C + D)


	
* + A B + C D


	
A B + C D + *





	
A * B + C * D


	
+ * A B * C D


	
A B * C D * +





	
A + B + C + D


	
+ + + A B C D


	
A B + C + D +
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中缀到前缀和后缀的转换

So far, we have used [bookmark: OLE_LINK23][bookmark: OLE_LINK22]adhoc methods to convert between infix expressions and the equivalentprefix and postfix expression notations. As you might expect, there arealgorithmic
 ways to perform the conversion that allow any expression of anycomplexity to be correctly transformed.

到目前为止，我们都是用特例的方法把中缀转前缀和后缀，也许有一种算法，能够转换任意复杂的表达式呢？

The first technique that we willconsider uses the notion of a fully parenthesized expression that was discussedearlier. Recall that A + B * C can be written as (A + (B * C)) to showexplicitly that the multiplication has precedence over the addition. On closerobservation,
 however, you can see that each parenthesis pair also denotes thebeginning and the end of an operand pair with the corresponding operator in themiddle.

我们考虑要用到前面所提到过的“完全括号”,象A+B*C写成（A+（B*C））以保证乘法的高优先级。仔细观察发现，每一对括号内都是一个计算过程，包括一对操作数和一个操作符的完整计算。

Look at the right parenthesis inthe subexpression (B * C) above. If we were to move the multiplication symbolto that position and remove the matching left parenthesis, giving us B C *, wewould in effect have converted the subexpression to postfix notation.
 If theaddition operator were also moved to its corresponding right parenthesisposition and the matching left parenthesis were removed, the complete postfixexpression would result (see Figure
 6).

从一个局部（B*C）来看，如果把乘号移动到右括号的位置取而代之，并去掉相应的左括号，变成了B C *,这不就是（B*C）的后缀式吗？更进一步，把加号移到它的右括号位置取代它，再去掉相应的左括号，整个后缀表达式就出来了，如图6

[image: ]





Figure 6: Moving Operators to theRight for Postfix Notation

If we do the same thing butinstead of moving the symbol to the position of the right parenthesis, we moveit to the left, we get prefix notation (see Figure
 7). The position of the parenthesis pair is actually aclue to the final position of the enclosed operator.

如果改个方向，操作符左移取代左括号并去掉右括号，就得到前缀表达式。看来括号的位置，是找到操作符位置的线索。

[image: ]





Figure 7: Moving Operators to theLeft for Prefix Notation

So in order to convert anexpression, no matter how complex, to either prefix or postfix notation, fullyparenthesize the expression using the order of operations. Then move theenclosed operator to the position of either the left or the right parenthesisdepending
 on whether you want prefix or postfix notation.

所以要转换表达式，无论多么复杂，无论前缀还是后缀，先完全括号化，然后将操作符前移或后移取代括号。

Here is a more complexexpression: (A + B) * C - (D - E) * (F + G). Figure 8 shows the conversion
 to postfix and prefixnotations.

这是一个更复杂的转换例子：(A + B) * C - (D - E) *(F + G)，图8显示了转换过程。

 [image: ]



Figure 8: Converting a ComplexExpression to Prefix and Postfix Notations



        python数据结构与算法 10 栈的应用之中缀转后缀表达式算法的实现            
        


General Infix-to-Postfix Conversion

中缀转后缀的算法

We need todevelop an algorithm to convert any infix expression to a postfix expression.To do this we will look closer at the conversion process.

现在我们要开发一个算法，能把任何中缀式转成后缀式。那么再仔细研究一下转换过程。

Consider onceagain the expression A + B * C. As shown above, A B C * + is the postfix[bookmark: OLE_LINK24]equivalent. We have already noted that the
 operands A, B,and C stay in their relative positions. It is only the operators that changeposition. Let’s look again at the operators in the infix expression. The firstoperator that appears from left to right is +. However, in the postfixexpression, + is at
 the end since the next operator, *, has precedence overaddition. The order of the operators in the original expression is reversed inthe resulting postfix expression.

还是这个表达式，A + B * C，如前所述，等价后缀式是 A B C * +，而且A、B和C保留了原来的相对位置，只有操作符变了地方。在中缀式中，从左到右第一个出现的是+，而在后缀式中，+最后出现，因为*的优先级高于+。就是说，操作符在中缀式中的顺序和后缀式中相反。。

As we processthe expression, the operators have to be saved somewhere since theircorresponding right operands are not seen yet. Also, the order of these savedoperators may need to be reversed
 due to their precedence. This is the casewith the addition and the multiplication in this example. Since the additionoperator comes before the multiplication operator and has lower precedence, itneeds to appear after the multiplication operator is used. Because
 of thisreversal of order, it makes sense to consider using a stack to keep theoperators until they are needed.

在处理表达式的时候，操作符应该先保存在某处，因为操作符读进来的时候，它右边的操作数还没到。另外因为优先级的关系，保存的顺序要反转。就象上面说的乘号和加号一样，加号先出现，但因为乘法优先，加法先来也得靠后站。因为顺序反转的关系，考虑使用栈来保存操作符。

What about (A +B) * C? Recall that A B + C * is the postfix equivalent. Again, processing thisinfix expression from left to right, we see + first. In this case, when we see *,+ has already
 been placed in the result expression because it has precedenceover * by virtue of the parentheses. We can now start to see how the conversionalgorithm will work. When we see a left parenthesis, we will save it to denotethat another operator of high precedence
 will be coming. That operator willneed to wait until the corresponding right parenthesis appears to denote itsposition (recall the fully parenthesized technique). When that rightparenthesis does appear, the operator can be popped from the stack.

象（A + B） * C怎么办呢？它的等价式是A
 B + C * 。从左到右的顺序，先读到了+，但是当读到*的时候，+已经找好位置。因为括号的优先级高于*。上一段的规则遇到了新问题。这里就要考虑有括号的时候怎么办。当读到左括号的时候，我们把左括号作为操作符保存起来，标志着一个高优先级的操作就要到了，直到匹配的右括号出现，左括号才能出栈。

As we scan theinfix expression from left to right, we will use a stack to keep the operators.This will provide the reversal that we noted in the first example. The top ofthe stack will
 always be the most recently saved operator. Whenever we read anew operator, we will need to consider how that operator compares in precedencewith the operators, if any, already on the stack.

算法扫描中缀式的时候，要用一个栈来保存操作符，栈的特性提供了反转功能，就如我们已经多次提到的。栈顶项总是我们最近一次压栈的操作符。每当读到一个新操作符，总要与栈顶的符号比较一下优先级。

Assume the infixexpression is a string of tokens delimited by spaces. The operator tokens are*, /, +, and -, along with the left and right parentheses, ( and ). The operandtokens are the
 single-character identifiers A, B, C, and so on. The followingsteps will produce a string of tokens in postfix order.

我们把中缀表达式作为两种符号组成的字符串，一种符号是操作符，如* / +-还有左右括号（，）。操作数则包括单个字母，如A、B、C等等。按以下操作，中缀式转成后缀式。


	Create an empty stack called opstack for keeping operators. Create an empty list for output.

	Convert the input infix string to a list by using the string method split.

	Scan the token list from left to right.

	If the token is an operand, append it to the end of the output list.

	If the token is a left parenthesis, push it on the opstack.

	If the token is a right parenthesis, pop the opstack until the corresponding left parenthesis is removed. Append each operator to the end of the output list.

	If the token is an operator, *, /, +, or -, push it on the opstack. However, first remove any operators already on the opstack that have higher or equal precedence and append them to the output list.





	When the input expression has been completely processed, check the opstack. Any operators still on the stack can be removed and appended to the end of the output list.



1建立一个空栈，名为opstack保存操作符。建立空列表保存输出项。

2 
把中缀表达式转为列表，使用split()方法。

3 
从左到右扫描列表，对于每个元素：

       
如果是一个操作数，追加到输出列表

如果是左括号（，压栈到opstack

如果是右括号），循环出栈，直到左括号出栈。此前出栈的元素追加到输出列表

如果是操作符+-*/，先把栈内优先级大于当前操作符的项目全部出栈并追加到输出列表，然后把当前操作符压栈。

4 
输入列表检索完成，检查栈，把剩下的元素全部出栈并加到输出列表尾部。

Figure 9 shows
 theconversion algorithm working on the expression A * B + C * D. Note that thefirst * operator is removed upon seeing the + operator. Also, + stays on thestack when the second * occurs, since multiplication has precedence overaddition. At the end of the infix
 expression the stack is popped twice,removing both operators and placing + as the last operator in the postfixexpression.

图9显示了转换A*B +C*D的转换过程。注意第一个*，它在收到+的时候被弹出到输出列表，+存栈，直到第二个*出现，但是*的优先级高于+，所以+没有被弹出，*被压栈，直到最后输入列表结束，清空栈的时候，这两个操作符才被连弹两次，扔到输出串的最后。
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Figure 9:Converting A * B + C * D to Postfix Notation

In order to codethe algorithm in Python, we will use a dictionary called prec to holdthe precedence values for the
 operators. This dictionary will map each operatorto an integer that can be compared against the precedence levels of otheroperators (we have arbitrarily used the integers 3, 2, and 1). The leftparenthesis will receive the lowest value possible. This way any
 operator thatis compared against it will have higher precedence and will be placed on top ofit. Line 15 defines the operands to be any upper-case character or digit. Thecomplete conversion function is shown in ActiveCode
 8.

终于到了算法实现的时候。代码中，我们用了一个名为prec的字典保存操作符的优先级，每个操作符映射一个整数以便作优先级的比较。注意左括号（也被定义为最低的优先级1，这样每个操作符与之比较的时候，都会高于它。第15行定义了操作符为任意大写字母或数字。完整的代码如下：



from pythonds.basic.stack import Stack
 
def infixToPostfix(infixexpr):
    prec = {}
    prec["*"] = 3
    prec["/"] = 3
    prec["+"] = 2
    prec["-"] = 2
    prec["("] = 1
    opStack = Stack()
    postfixList = []
    tokenList =infixexpr.split()
 
    for token in tokenList:
        if token in"ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ" or token in "0123456789":
           postfixList.append(token)
        elif token == '(':
           opStack.push(token)
        elif token == ')':
            topToken =opStack.pop()
            while topToken !='(':
               postfixList.append(topToken)
                topToken =opStack.pop()
        else:
            while (not opStack.isEmpty()) and \
              (prec[opStack.peek()] >= prec[token]):
                 postfixList.append(opStack.pop())
           opStack.push(token)
 
    while notopStack.isEmpty():
       postfixList.append(opStack.pop())
    return "".join(postfixList)
 
print(infixToPostfix("A * B + C * D"))
print(infixToPostfix("( A + B ) * C - ( D - E ) * ( F + G)"))









        python数据结构与算法 11 后缀表达式求值            
        


从本节开始，删除原版的英文，直接发译后的文稿。



后缀表达式求值



栈的最一个应用例子，计算一个后缀表达式的值。这个例子中仍然用栈的数据结构。不过，当扫描表达式的时候，这次是操作数压栈等待，不是转换算法中那样让操作符等待。另一条思路是，无论何时看到输入一个操作符，最近的两个操作数就是操作对象。

为了说清楚一点，考虑表达式 4 5 6 * +。从左到右扫描时，首先得到4和5，不过此时，并不知道怎样处理这两个数，直到看到后面的操作符。所以要把这两个数先压栈，得到操作符以后再出栈。

这个例子中，下一个符号仍然是操作数，所以照旧压栈，并检查下一个。现在看到操作符*，这意味着最近两个操作数要用来做乘法。出栈两次，得到两个操作数并相乘（在本例中是结果是30）

这个计算结果要压回到栈内，并作为下一个操作符的对象。当最后一个操作符工作结束，栈内应该只有一个数值，出栈并作为计算结果返回。图10显示了这个求值过程中，栈内容的变化。
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图11显示了一个稍微复杂的表达式求值过程。 7 8 + 3 2 + /。这个例子中有两点要注意。第一，栈的大小，随着子表达式的计算过程而膨胀，收缩，再膨胀。第二，除法操作符要小心处理，因为后缀表达式的操作数顺序不变，但当两个操作数出栈时，顺序反了。因为除法不支持交换律，所以15/5与5/15不同，必须保证顺序没有交错。
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算法假定后缀表达式是一系列被空格分隔的字符，操作符是 * /+ -，操作数假定是一位整数。最终结果也是整数。

1 
建立一个空栈，operandStack

2 
字符串使用split转为列表

3 
从左到右检索列表

       
如果是操作数，字符转为整数，压栈

       
如果是操作符，出栈两次。第一次出栈的是第二个操作数，第二次出栈的是第一个操作数。计算结果，并压回栈。

4 
检索结束，出栈结果就是返回值。

完整的函数代码如下，其中的doMath是算法辅助函数，定义为两个操作数和一个操作符的计算。



from pythonds.basic.stack import Stack
 
def postfixEval(postfixExpr):
    operandStack = Stack()
    tokenList =postfixExpr.split()
 
    for token in tokenList:
        if token in"0123456789":
           operandStack.push(int(token))
        else:
            operand2 =operandStack.pop()
            operand1 =operandStack.pop()
            result =doMath(token,operand1,operand2)
           operandStack.push(result)
    return operandStack.pop()
 
def doMath(op, op1, op2):
    if op == "*":
        return op1 * op2
    elif op == "/":
        return op1 / op2
    elif op == "+":
        return op1 + op2
    else:
        return op1 - op2
 
print(postfixEval('7 8 + 3 2 + /'))










        python数据结构与算法 12队列的概念            
        


什么是队列？



队列是有序数据集合，队列的特点，是在头部删除数据项，称为前端，在尾部增加数据项，称为后端。数据项总是在开始的时候排在队伍的后端，慢慢向前走，直到排到最前面，轮到它的时候离开队列。

刚进来的排在后端，待在队伍里时间最长的在前端，这种排列规则叫做FIFO，意思是“先进先出”，或者叫做“先来先服务”。

最简单的例子就是平时我们的排队，象排队买票看电影，在超市排队付款，在自助餐厅排队取盘子（嗯，盘子可是后进先出的，那是栈规则）。队列严格执行一字排开的规则，一个方向进，同一方向出，不许插队，不许离队。图1是个python数据对象的队列。

[image: ]

图1 数据队列



计算机科学里也有队列的例子，象我们实验室有30台电脑只有1台打印机，学生们要打印的时候，所有的打印任务排队等候，排在第一的马上就能打印，排在最后的就要等所有其他人都打完了才开始。随后我们会探讨这个很有意思的例子。

除打印队列外，操作系统使用了不同的队列控制系统进程。象调度系统就是使用了队列算法以保证尽可能快地执行程序，并响应尽可能多的用户。比如打字的时候有进发现敲了键盘，屏幕却延迟响应，这是因为系统系统正做其他事情，所以把键盘事件放在缓冲队列里，所以稍有延迟，不过最终还是会显示出来。
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队列的抽象数据类型



队列的抽象数据类型由下面的操作定义。队列是结构化，有序的数据集，前端删除数据，后端加入数据，保持FIFO属性：


	Queue() 定义一个空队列，无参数，返回值是空队列。




	enqueue(item)  在队列尾部加入一个数据项，参数是数据项，无返回值。




	dequeue()  删除队列头部的数据项，不需要参数，返回值是被删除的数据，队列本身有变化。




	isEmpty()  检测队列是否为空。无参数，返回布尔值。




	size()
返回队列数据项的数量。无参数，返回一个整数。



举例说明，q是一个刚创建的空队列，表1分别显示了操作、表内数据和返回值。4是第一个加入队列的，所以也是第一个出队的。








	
Table 1: Example Queue Operations





	
Queue Operation


	
Queue Contents


	
Return Value





	
q.isEmpty()


	
[]


	
True





	
q.enqueue(4)


	
[4]


	
 





	
q.enqueue('dog')


	
['dog',4]


	
 





	
q.enqueue(True)


	
[True,'dog',4]


	
 





	
q.size()


	
[True,'dog',4]


	
3





	
q.isEmpty()


	
[True,'dog',4]


	
False





	
q.enqueue(8.4)


	
[8.4,True,'dog',4]


	
 





	
q.dequeue()


	
[8.4,True,'dog']


	
4





	
q.dequeue()


	
[8.4,True]


	
'dog'





	
q.size()


	
[8.4,True]


	
2
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队列的python实现



在建立抽象数据类型之后，可以建立一个类来实现队列的。和以前一样，我们采用python内置的列表作为工具来建立队列类。

队列也是有序的，所以需要决定队列的哪一头作为队列的前端和尾端。在下面的实现代码中，我们约定列表的0位置是队列的尾部，这样的好处是，可以直接使用列表的insert方法在队尾加入数据，使用pop方法在队列的前端（这时是列表的最后一个数据）删除数据。从性能上分析，这意思着endueue是O(n),而出队是O(1)。

Listing 1



class Queue:
    def __init__(self):
        self.items = []
 
    def isEmpty(self):
        return self.items == []
 
    def enqueue(self, item):
        self.items.insert(0,item)
 
    def dequeue(self):
        return self.items.pop()
 
    def size(self):
        return len(self.items)
 







以下是测试代码

q=Queue()

q.isEmpty()

 

q.enqueue('dog')

q.enqueue(4)

q=Queue()

q.isEmpty()

 

q.enqueue(4)

q.enqueue('dog')

q.enqueue(True)

运行代码之后，可以在控制台测试以下功能：

>>>q.size()

3

>>>q.isEmpty()

False

>>>q.enqueue(8.4)

>>>q.dequeue()

4

>>>q.dequeue()

'dog'

>>>q.size()

2
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为了展示队列的应用，我们模拟一种真实的先进先出的情形。作为开始，我们观察一种儿童游戏，叫烫手的山芋（hotpotato），在这个游戏中（图2），孩子们排成一圈，把手里的东西一个传一个，在某种情形下，停止传递，手上拿着烫手的山芋的人就要被清出来，其他的人继续玩，直到只剩一个人。
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从现代意义上说，这个游戏等价于著名的约瑟夫问题。据说，一世纪左右，历史学家弗拉维约瑟夫与犹太人一起反抗罗马。一次，约瑟夫和他的39个同志一起在山洞里抵抗，不过眼看就要失败了，他们决定宁死也不做罗马的奴隶。他们围坐成一圈，一个人一个编号，按时针方向，每第七个人就要被杀死。据说约瑟夫是个数学家，他马上就知道按这规则，应该坐在哪个位置会留到最后。看来约瑟夫最后没有自杀，相反却投降了。这个故事有很多版本，有的版本说是每3个人杀一个，有的说最后一个人可以骑马逃脱，但不管怎样，思想是相同的。

我们引入一个烫手的山芋的模拟过程，参数是一个名字列表和一个常数num。num用来计数，最后函数返回经多轮计数后，剩下的最后一个人的名字。后来发生什么，就看你的了。

为了模拟这个圆圈，我们使用队列（图3）。假定开始拿着山芋的孩子站在队伍的前端，一经传出山芋后，模拟程序只需要简单地把这个孩子移出队列，然后再将他加入尾部，然后他在尾部再逐步前移，直到再次轮到他。

经过num次出队入队之后，前端的孩子最终被完全清出队列，然后剩余的人继续游戏，直到最后一个。
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下面是实现代码，最后面是用7个名字和数字3来调用这个方法，最后剩下那个叫Susan。



from pythonds.basic.queue import Queue
 
def hotPotato(namelist, num):
    simqueue = Queue()
    for name in namelist:
        simqueue.enqueue(name)
 
    while simqueue.size() >1:
        for i in range(num):
           simqueue.enqueue(simqueue.dequeue())
 
        simqueue.dequeue()
 
    return simqueue.dequeue()
 
print(hotPotato(["Bill","David","Susan","Jane","Kent","Brad"],7))








（译者注）译者认为这个算法与约瑟夫问题差别明显，具体讨论在http://blog.csdn.net/python2014/article/details/21231985
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队列应用：打印任务


在本章开始我们就谈到过模拟打印任务队列的行为。回想学生时代，向共享打印机发送一个打印任务，并被放在一个先到先服务的队伍中等候处理。这种方法有很多的问题，最重要的是，打印机是否能够完成这么多数量的任务，如果打不完，学生们会等待太长时间，导致错过下次课。

考虑一下这种情形：计算机科学实验室里，平均每小时有10个学生在完成作业，这些个学生在这段时间里一般打印两次，每次任务可能是1-20页不等。实验室的打印机有点老，按草稿质量能够打印10页/分钟，如果切换到高质量，则只能打印5页/分钟，越慢等的时候越长，那么应该设置成多少？

我们可以通过建立一个实验室模型帮助决策。需要建立学生，打印任务和打印机的的模型。因为学生发出打印任务时，需要把任务加入打印任务队列。当打印机完成一个任务后，它要到队列中查看是还仍有任务要处理。我们感兴趣的是，学生们的平均等待时间，也等同于队列中任务的平均等待时间。
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这个模型需要一点概率事件，例如，学生打印长度1-20页，如果每个长度可能性相等，那么实际长度可以用一个1-20之间的随机数来模拟。这表示，1-20之间的长度机会均等。

如果10个学生每人打印两次，那么平均每小时有20个打印任务。在每一秒钟产生一个打印任务的可能性多大？这就要考虑任务与时间的比率。20个任务每小时，意味着平均每180秒产生一个任务。



20任务/小时 ×1小时/60钟×1分钟/60秒=1任务/180秒

我们可以通过产生一个1-180之间的随机数，来模拟每秒钟产生一个新任务的概率。如果数字是180，那么任务已经产生了。要注意很多任务可能排成队，也有可能等好久也没有一个任务，这就是模拟的特性，我们的模拟总是想尽可能地接近真实情况。



主要模拟步骤

主要分这几个步骤。




	建立打印任务队列，每个任务要打上到达的时间戳，开始时是空的队列。

	
对每一秒(currentSecond)

2.1有没有新任务到达？如果有，如果有，加入队列，加上(currentSecond)时间戳。

2.2如果打印机空闲且有任务在等待：

2.2.1从队列中除去下一个任务，并分配给打印机。

2.2.2当前时间减去加入队列的时间戳，就是本任务的等待时间

2.2.3把等待时间加入一个列表，后续处理。

2.2.4根据本任务的纸张数，计算打印所需时间
































2.3如果需要，打印机工作1秒钟，也要从任务所需时间中减去1秒钟




2.4如果打印完成，也就是上一步中把时间减到0了，打印机进入空闲状态

3.模拟完成，根据任务时间列表，计算平均等待时间





Python实现



为了实现任务模拟，我们设计三个类对应现实世界的三种对象：Printer,Task,和 PrintQueue

Printer 类用来跟踪当前是否在工作，如果是，它的状态是busy(13-17),并且busy时间用纸张数计算出来。构造函数可以设置每分钟打印页数。Tikc方法递减内部时间，并将打印机设为idle(11行)

Listing2

class Printer:

    def__init__(self, ppm):

       self.pagerate = ppm

       self.currentTask = None

       self.timeRemaining = 0

 

    deftick(self):

        ifself.currentTask != None:

           self.timeRemaining = self.timeRemaining - 1

            ifself.timeRemaining <= 0:

                self.currentTask = None

 

    defbusy(self):

        ifself.currentTask != None:

           return True

        else:

           return False

 

    defstartNext(self,newtask):

       self.currentTask = newtask

       self.timeRemaining = newtask.getPages() * 60/self.pagerate





Task类代表一个打印任务。产生任务时，构造函数提供一个1-20之间的随机数，代表任务的纸张数。要用到random模块的randrange 方法




>>> importrandom

>>> random.randrange(1,21)

18

>>> random.randrange(1,21)

8

>>> 



每个任务也要保存一个时间戳用来计算等待时间。这个时间戳代表产生任务并加入队列的时间，waitTime方法用来计算任务在开始打印之前等待的时间。



Listing3

import random

 

class Task:

    def__init__(self,time):

        self.timestamp =time

        self.pages =random.randrange(1,21)

 

    def getStamp(self):

        returnself.timestamp

 

    def getPages(self):

        return self.pages

 

    def waitTime(self,currenttime):

        return currenttime- self.timestamp

 

模拟程序(Listing 4)用来实现上面所述的算法。printQueue对象是队列的抽象数据类型的实例，一个布尔值辅助函数，newPrintTask用来决定是否有新任务产生，我们再次使用了random模块randrange方法返回一个1-180之间的随机数。打印任务每180秒到来一次，我们从一个范围内的随机整数中产生180的方法模拟随机事件（32行）。这个模拟功能允许我们设置总时间和打印机的打印速度。




frompythonds.basic.queueimport Queue
 
importrandom
 
defsimulation(numSeconds, pagesPerMinute):
 
   labprinter = Printer(pagesPerMinute)
   printQueue = Queue()
   waitingtimes = []
 
    for currentSecondinrange(numSeconds):
 
     if newPrintTask():
        task = Task(currentSecond)
        printQueue.enqueue(task)
 
     if (not labprinter.busy())and (not printQueue.isEmpty()):
       nexttask = printQueue.dequeue()
       waitingtimes.append(nexttask.waitTime(currentSecond))
       labprinter.startNext(nexttask)
 
     labprinter.tick()
 
   averageWait=sum(waitingtimes)/len(waitingtimes)
    print("Average Wait%6.2f secs%3d tasks remaining."%(averageWait,printQueue.size()))
 
defnewPrintTask():
   num = random.randrange(1,181)
    if num==180:
       returnTrue
    else:
       returnFalse
 
for iinrange(10):
   simulation(3600,5)




运行模拟程序时，对于每次运行的结果不同不必担心，这是随机数的原因，我们感兴趣的是，如果调整模拟参数，模拟程序的变化趋势。这里是一组测试数据。




首先，我们要运行模拟程序60分钟（3600秒），使用1台5ppm的打印机，一共运行10次测试。再说一遍，因为随机数的原因，每次测试的结果不同。


>>>for i in range(10):

     simulation(3600,5)

 

Average Wait 165.38 secs 2 tasks remaining.

Average Wait  95.07 secs 1 tasks remaining.

Average Wait  65.05 secs 2 tasks remaining.

Average Wait  99.74 secs 1 tasks remaining.

Average Wait  17.27 secs 0 tasks remaining.

Average Wait 239.61 secs 5 tasks remaining.

Average Wait  75.11 secs 1 tasks remaining.

Average Wait  48.33 secs 0 tasks remaining.

Average Wait  39.31 secs 3 tasks remaining.



运行10次以后，我们能看得出平均等待时间是122.155秒，也能看到平均数据变化的范围很大，从最小的17.27秒到最大的239.61秒，而且只有2次的打印任务是完成的。

现在我们调整打印速度到10ppm，再运行10次，通过更快的打印机任务，我们希望在一个小时的时间里，有更多的打印任务得以完成。


>>>for i in range(10):

     simulation(3600,10)

 

Average Wait   1.29 secs 0 tasks remaining.

Average Wait   7.00 secs 0 tasks remaining.

Average Wait  28.96 secs 1 tasks remaining.

Average Wait  13.55 secs 0 tasks remaining.

Average Wait  12.67 secs 0 tasks remaining.

Average Wait   6.46 secs 0 tasks remaining.

Average Wait  22.33 secs 0 tasks remaining.

Average Wait  12.39 secs 0 tasks remaining.

Average Wait   7.27 secs 0 tasks remaining.

Average Wait  18.17 secs 0 tasks remaining.



附完整代码:



from pythonds.basic.queue import Queue
 
import random
 
class Printer:
    def __init__(self, ppm):
        self.pagerate = ppm
        self.currentTask =None
        self.timeRemaining = 0
 
    def tick(self):
        if self.currentTask !=None:
            self.timeRemaining= self.timeRemaining - 1
            ifself.timeRemaining <= 0:
                self.currentTask = None
 
    def busy(self):
        if self.currentTask !=None:
            return True
        else:
            return False
 
    defstartNext(self,newtask):
        self.currentTask =newtask
        self.timeRemaining =newtask.getPages() * 60/self.pagerate
 
class Task:
    def __init__(self,time):
        self.timestamp = time
        self.pages =random.randrange(1,21)
 
    def getStamp(self):
        return self.timestamp
 
    def getPages(self):
        return self.pages
 
    def waitTime(self,currenttime):
        return currenttime -self.timestamp
 
 
def simulation(numSeconds, pagesPerMinute):
 
    labprinter =Printer(pagesPerMinute)
    printQueue = Queue()
    waitingtimes = []
 
    for currentSecond inrange(numSeconds):
 
      if newPrintTask():
         task =Task(currentSecond)
        printQueue.enqueue(task)
 
      if (notlabprinter.busy()) and (not printQueue.isEmpty()):
        nexttask =printQueue.dequeue()
        waitingtimes.append(nexttask.waitTime(currentSecond))
       labprinter.startNext(nexttask)
 
      labprinter.tick()
 
   averageWait=sum(waitingtimes)/len(waitingtimes)
    print("Average Wait%6.2f secs %3d tasks remaining."%(averageWait,printQueue.size()))
 
def newPrintTask():
    num =random.randrange(1,181)
    if num == 180:
        return True
    else:
        return False
 
for i in range(10):
simulation(3600,5)







讨论

这次模拟的目的，是要问题这样一个问题，即通过降低打印速度提高打印皁，这台打印机是否能够承担这个打印负荷。这个过程就是编写一个模拟程序，为打印任务建模，并以随机的发生时间和随机的工作长度进行验证。

以上的输出表明，如果在5ppm的速度，平均等待时间是从17秒到376秒(约6分钟)，如果用速度加快，最小时间变为1秒到28秒。另外在5ppm的速度下，8成的打印任务在1个小时内没有打完。

这样，我们会给出建议说，提高质量降低速度，不是一个好办法。学生们不能等那么长时间来等待，特别是下一节还有课，6分钟的等待太长了。

这种模拟分析能够回答很多问题，特别是这类“如果怎样，那么怎样”类的问题，因为我们只要修改模拟程序的参数，就能模拟很多有趣的行为。比如




	如果人数增多，现在有20个学生，是什么情形？

	如果是周六，学生们不必去上课，他们会等待吗？

	因为python语言太强大了，程序都变短，所以学生们的打印任务都变小了，会怎么样？





这些问题都可能修改模拟参数来得到答案，当然，必须明白，模拟程序只是使用可能真实假定数据。现实中的打印任务长度和每小时内要打印的学生数，也需要构建一个模拟程序。。
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列表


回顾我们对简单数据结构的讨论，一直都是用了python语言的列表来实现抽象数据类型。虽然列表是是功能强大，使用简单的集合工具，也被广泛使用，不过，不是所有的编程语言都包括了列表工具。这种情况下，列表的概念就需要程序员自己实现。

列表是是一种数据集合，其数据元素保持之间的相对位置，更清楚地说，我们把这种列表叫做无序列表，这种列表有第1个元素，第2个元素，第3个元素等等。我们能够引用列表的第1个元素，最后1个元素。为简单起见，我们假设列表没有重复元素。

例如整数集合54, 26, 93, 17,77和31是一个考试分数的无序列表。注意数值之间用逗号分隔，当然了，在python里，列表这样表示[54,26,93,17,77,31]
。

无序列表抽象数据类型


如上所述，无序列表的结构，是一种保持相对位置不变的数据集合。无序列表有以下操作方法：


	List() 创建空列表，不需要参数，返回值是空列表






	add(item) 增加1个元素到列表，需要一个元素为参数，无返回值。假设这个元素列表里没有。




	remove(item)移除1个元素，参数为要移除的元素，并修改列表。假设这个元素确实在列表里。




	search(item) 查找列表某元素，参数为要查找的元素，返回是布尔值。




	isEmpty() 测试列表是否为空，不需要参数，返回值是布尔值。




	size() 返回列表的元素数，不需要参数，返回值是个整数。




	append(item) 在尾部增加一个元素作为列表最后一个。参数是要追加的元素，无返回值。假设列表里没有这个元素。 




	index(item) 返回元素的索引。参数是数据元素，返回值是它的索引值。假定元素在列表里。




	insert(pos,item) 在指定位置插入一个元素。参数是数据元素和索引，无返回值。假定元素不在列表里，而且列表够大能够放得下这个元素。




	pop() 移除并返回最后1个元素。不需要参数，返回值是这个数据元素，假设列表里至少有1个元素。




	pop(pos) 移除并返回指定位置的元素。参数是索引，返回值是该数据元素。假定列表里有这个项。
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无序列表的实现：链表



为了实现无序列表，先要实现我们通常称为“链表”的结构。前面说过我们保持列表元素之间的相对位置。当然，在连续存储的情况下不需要额外保存相对位置（如数组），但是如果数据以图1这样的随机方式保存，这就需要为每个元素配置额外的信息，指明它下一个元素的位置（图2），这样每个元素的相对位置，就通过一个元素到另一个元素的链接实现了。
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图1 元素不固定物理位置
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图2通过明确链接维持相对关系


特别要注意，链表第一个元素的位置必须单独指定，一旦知道了第一个元素，它就能告诉我们第2个元素的位置，依次类推。链表的外部引用通常就指向它的头部。类似地，最后一个元素，也要表明他“下面没有了”。




节点类




节点（Node）是实现链表的基本模块，每个节点至少包括两个重要部分。首先，包含节点自身的数据，称为“数据域”。其次，包括对下一个节点的“引用”。下面代码是Node类的代码。为了构造节点，需要初始化节点的数据，如图3，为节点赋值并返回一个节点对象。不过图4才是一般节点的图示方式。节点类也包括访问和修改数据域及指针域的的方法。

Listing 1


classNode:

    def__init__(self,initdata):

        self.data= initdata

        self.next=None

 

    defgetData(self):

        returnself.data

 

    defgetNext(self):

        returnself.next

 

    defsetData(self,newdata):

        self.data= newdata

 

    defsetNext(self,newnext):

        self.next= newnext



用上述类创建一个节点对象


>>> temp= Node(93)

>>> temp.getData()

93




特殊的引用值None在节点类和链表中都非常重要。对None的引用代表没有下一个节点，象构造函数中，就是创建一个节点，把并它的“引用”赋值为None。因为有时把最后一个节点称为“接地点”，我们干脆用电气上的接地符号代表None。初始化一个“引用”时，先赋值为None,是个不错的主意。
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图3节点对象包括数据域和对下一个节点的引用
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图4节点的典型表示法

无序列表类


如前所述，无序列表通过一个节点的集合来实现，每个节点包括对下一个节点的引用。只要我们找到第一个节点，跟着引用就能走遍每个数据项。按这个想法，无序列表类必须保存对第一个节点的引用。下面是构造方法，注意每个列表对象包含对“列表头”（head）的引用。




Listing 2


classUnorderedList:

 

    def__init__(self):

        self.head=None



创建列表的时候进行初始化，这里没有数据项，赋值语句


>>> mylist= UnorderedList()




创建的链表如图5所示。我们已经讨论过节点类的特殊引用None，这里用来表示head没有引用任何节点。最后，前面给出的链表例子如图6所示，head指向第一个节点，第一个节点包括第一个数据项。同样，第一个节点包括对下一个节点的引用。特别重要的是，链表类不包括任何节点对象，相反，它只包括对列表第一个元素的引用。
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图5 空列表
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图6 整数链表

下面代码段中的isEmpty方法，用来检查head引用是否是None，方法中的返回值表达式self.head==None，只有当链表中没有节点时为真。既然一个新建链表是空，构造函数和“isEmpty“函数一定保持一致，这也显示了用None来代表“结束”的优势。在python语言中，None能够和任意的引用作比较，如果两个变量引用了同一对象，他们就是相等的。今后还会经常用到这种方法。

Listing 3


defisEmpty(self):

    returnself.head==None
































这样的话，怎样把新的数据项加入列表呢？需要实现一个新add方法。但在此之前，需要处理一个重要问题：链表把新数据项放在什么位置？既然列表是无序的，新数据项的位置与原有元素关系不大，新数据项可放在任意位置，这样的话，我们可以把新项放在最容易处理的位置。


回想链表结构只为我们提供了一个入入，即列表的head，所有其他节点都要通过引用逐个访问，这说明，最容易的处理的地方就是在head位置，或开始的位置。换个说法，新数据项总是列表的第一个项，原有数据项都通过引用依次排在它的后面。

图6显示了通过 add方法几次形成的链表。


>>> mylist.add(31)

>>> mylist.add(77)

>>> mylist.add(17)

>>> mylist.add(93)

>>> mylist.add(26)

>>> mylist.add(54)




注意到31是第一个加入的数据，最终它是链表里最后一个。同样，54是最后加入的，它成为链表的第一个节点的数据


Add方法在代码4中实现。每个数据项都在节点对象内部。第2行创建一个新节点，并把数据保存在它的数据域内。然后需要把这个节点与现有结构连接起来，图7表明了两个步骤。第一步，把新节点的引用改成对原来第一个节点的引用。这样列表里其他节点就与新节点建立了链接，只要把修改head为对新节点的引用。第4行的赋值语句设置列表的head。

上面两个步骤的顺序特别重要，如果3和4反序会怎么样？如果先修改了head的引用，就象图8所示，因为head是对列表节点的唯一外部引用入口，一旦失去，所有原来的节点将从内存中消失。

Listing 4

代码4


defadd(self,item):

    temp = Node(item)

    temp.setNext(self.head)

    self.head= temp
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图7 两步增加新节点
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图8两步顺序倒置的结果


下面我们要建立的方法size, search,和 remove，都基于链表的一种技术，即遍历实现的。遍历指系统地访问每个节点的过程。为此，我们从第一个节点的外部引用开始，每访问过一个节点，通过引用移动到下一个节点实现遍历。

为了实现size方法，我们也要遍历链表，这个过程中用一个变量记录我们经过的节点。代码5显示了计数器代码。外部引用叫做current，第二行中初始化为链表的head。开始时因为没有经历过任何节点，所以计数器变量为0，第4-6行实现了遍历。只要current引用没有看到None，就把current指向下一个节点（第6行）。

最后，迭代结束后，count得以返回。图9显示了处理过程。

Listing 5




	

defsize(self):

    current =self.head

    count =0

    while current !=None:

        count = count +1

        current = current.getNext()

 

    return count









[image: ]

图9 从头到尾的遍历

在无序列表中查找一个值 也要使用遍历技术，当访问每个节点的时候，都要比较它的数据是否与要查找的数据相符。这样，可能不用遍历全部的节点就能找到，如果找到了就不必继续找下去。事实上，如果我们真到了列表的尾部，就说明没找到。





List6显示了查找方法的实现。象在size方法中一样，遍历从head开始（2行），另用了一个found变量记录是否已经找到。因为开始的状态是没找到，found初始化为False。第4行使用了两个条件决定是否要继续遍历，1后面还有节点2、还没找到。行5行检查当前节点的数值是否符合，如果是，found值为True，遍历结束。

 

Listing 6




	

defsearch(self,item):

    current =self.head

    found =False

    while current !=Noneandnot found:

        if current.getData()== item:

            found =True

        else:

            current = current.getNext()

 

    return found









试着查找一下17


>>> mylist.search(17)

True






17在列表中，遍历过程只需到含17的节点，在这点上，found被置True，while的条件不成立，退出循环，返回found值。如图10所示
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图10 查找17

Remove方法需要两个步骤。首先，需要遍历列表找到要删除的数据，一旦找到，再删除。第一步和查找很象，遍历列表，找到这个数据——因为假定数据是存在的，一定在到达None之前找到——这表明要用found的布尔值来标志





找到后，found变成True，current就是对包含要删除的数据的节点的引用。一种可能的方式是用一种标志代替原来的数值，表明这个数值不存在。但这样一来，链表的节点数量和实际的数量对不上，所以不如直接删除这个节点。


为了删除节点，我们要把待删除节点前面的那个节点的next指向待删除节点后面那个节点就可以了。不幸的是，找到current以后，我们没办法再回到它前面，来不及改了。


解决办法办法是在遍历时使用两个外部引用，current和以前一样，标志当前正在遍历的，新的引用，我们叫它previous，跟在current后面遍历，这样current找到要删除节点时，previous正好停在current前面节点上。


Listing7显示了remove方法的全部代码。2-3行为两个引用分配初值。注意，current开始于head，previous是要跟在current后面的，所以previous的初值是None，因为head前面没有节点（图11）。Found仍是叠代的控制变量。

在6-7行检查是否找到了要删除的节点，如果是，found为True。如果不是，previous和current各自向前一步到下一个节点。再次注意，这个前移的步骤非常关键，previous必须先移动到当前current的位置，current才能向前走。这个过程时常称为“[bookmark: OLE_LINK34][bookmark: OLE_LINK33]尺蠖”，因为这瞬间previous和current指向同一对象，就象尺蠖弓腰。图12显示了previous和current在查找17的过程中的运动。

（尺蠖，又名“弓腰虫”，行动时一屈一伸像个拱桥——译者）

Listing 7




	

defremove(self,item):

    current =self.head

    previous =None

    found =False

    whilenot found:

        if current.getData()== item:

            found =True

        else:

            previous = current

            current = current.getNext()

 

    if previous ==None:

        self.head= current.getNext()

    else:

        previous.setNext(current.getNext())









[image: ]





图11 previous和current的初始化
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图12 previou和current的运动历程






一旦查找过程结束，开始删除过程。图13显示了要修改的链接。不过有一种特殊情况要处理，如果要删除的数据就在第一个节点上，current就是第一个节点，这里previous仍然是None，我们前面说过，prevous所在节点是要修改它的next引用。但在这种特殊情况下，要修改的不是previous的next,而是列表的head。（图14）
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图13 删除中间某节点
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图14 移除第一个节点







12行让我们检查是否上面所说的特殊情况。如果previous还没有前移，它就仍然是None，但这时found是True，在这种情况下(13行)，head被修改为指向current的下个节点，效果上就是删除了第一个节点。不过，如果previous不是None，那么要删除的节点就是在中间某处。这种情况下，previous所在节点的next要做修改，15行使用了setNext方法完成删除。要注意的是，在两种情况下，修改引用都指向了current.getNext()。


不过这两种情况是否适用于要删除的节点在最后节点上呢？留作练习。


以下是无序列表的全部代码及测试代码



class Node:
    def __init__(self, initdata):
        self.data = initdata
        self.next = None
 
    def getData(self):
        return self.data
 
    def getNext(self):
        return self.next
 
    def setData(self, newdata):
        self.data = newdata
 
    def setNext(self, newnext):
        self.next = newnext
 
 
classUnorderedList:
    def __init__(self):
        self.head = None
 
    def isEmpty(self):
        return self.head == None
 
    def add(self, item):
        temp = Node(item)
        temp.setNext(self.head)
        self.head = temp
 
    def size(self):
        current = self.head
        count = 0
        while current != None:
            count = count + 1
            current = current.getNext()
 
        return count
 
    def search(self, item):
        current = self.head
        found = False
        while current != None and not found:
            if current.getData() == item:
                found = True
            else:
                current = current.getNext()
 
        return found
 
    def remove(self, item):
        current = self.head
        previous = None
        found = False
        while not found:
            if current.getData() == item:
                found = True
            else:
                previous = current
                current = current.getNext()
 
        if previous == None:
            self.head = current.getNext()
        else:
            previous.setNext(current.getNext())
 
 
mylist =UnorderedList()
 
mylist.add(31)
mylist.add(77)
mylist.add(17)
mylist.add(93)
mylist.add(26)
mylist.add(54)
 
print(mylist.size())
print(mylist.search(93))
print(mylist.search(100))
 
mylist.add(100)
print(mylist.search(100))
print(mylist.size())
 
mylist.remove(54)
print(mylist.size())
mylist.remove(93)
print(mylist.size())
mylist.remove(31)
print(mylist.size())
print(mylist.search(93))











其他方法，append,insert,index和pop留为练习。练习要注意，每个方法都要考虑是否适用于第一个元素或其他情况。另外，insert，index和pop需要链表的索引名，我们约定索引名是整数，从0开始。
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有序列表ADT

我们开始讨论有序列表。就如上节中我们讨论的列表，如果数据项按升序排列，就要写成17，26，31，54，77，93。17是最小的，就是第一个数据项，93是最大的，就占最后的位置。



有序列表的数据结构是数据项的集合，数据项之间保持其相对位置，而且这个位置是根据数据项的某个潜在特征排列的。典型的排列方法一般就是升序或降序或其他定义好的比较方法。有序列表的操作大部分与无序列表很象。


	OrderedList() 创建有序列表，无需参数，返回空列表。




	add(item) 加入数据项，并保持原有顺序特征。需要一个数据作为参数，无返回值，并假定要加入的数据不在列表里。




	remove(item) 移除一个数据项，需要待移除的数据为参数，列表被个性。假设要移除的数据列表中确实有。




	search(item)  查找数据项，参数是数据，返回布尔值。




	isEmpty()  检查是否空表，不需要参数，返回布尔值。




	size()  返回列表数据项数量，不需要参数，返回一个整数。




	index(item) 返回数据项在列表中的位置。参数是数据，返回索引值。假设要查找的数据确实在列表里。




	pop() 移除列表最后一个数据项，不需要参数，返回那个被移除的数据。假定列表不是空表。




	pop(pos) 移除并返回指定位置的数据项，参数是位置索引，返回值是删除的项，假定列表中有这个项。



有序列表实现


要实现有序列表，我们必须要记住，列表的顺序是按一定规则排列的，前面讲过的整数列表（17，26，31，54，77，93）可用图15的表示方法，再一次，我们采用链接的节点来实现列表。

[image: ]





图15
有序列表







有序列表类同无序列表一样，仍然用一个指向None的引用head来实现。

Listing 8


classOrderedList:

    def__init__(self):

        self.head=None



在有序列表中操作中，isEmpty和size仍然象无序表中一样，这是因为它们只关心数据项的个数，而不关心数据大小。同样的，remove的操作也完全一样，只涉及前后的节点，与数据大小无关。只有search和add方法，需要作出改变。

无序列表的查找方法就是一次遍历所有元素来查找。在有序列表中，这个方法仍然适用，不过现在可以利用列表“有序”的特点，提前停止查找。

图16所示，在列表中查找45。遍历的时候，从head开始，对比17，17不对，对比26，仍然不对，再到31，不对，到54。这时感觉有什么不一样了吗？既然54不是我们要找的，理应到下一个节点，但是，这是一个有序列表，后面的数据项不必继续对比，因为一旦节点数据比我们要找的数据大，后面的数据只会更大，可以肯定返回值是False，停止查找。
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Listing 9是对有序列表查找的实现。这里增加了一个新的布尔值变量stop，并初始化为False，与原有的判断条件结合在一起。如果stop是False(notstop)，就继续查找，一旦发现某个数据比查找目标大，就设置stop为True。其他的与无序列表一样。

Listing 9




	
 1

 2

 3

 4

 5

 6

 7

 8

 9

10

11

12

13

14


	

defsearch(self,item):

    current =self.head

    found =False

    stop =False

    while current !=Noneandnot found andnot stop:

        if current.getData()== item:

            found =True

        else:

            if current.getData()> item:

                stop =True

            else:

                current = current.getNext()

 

    return found













变化最大的是add方法，回想在无序列表里，add方法只需要简单地在最前面增加一个节点，而这个点是最容易找到的一个。不幸的是，在有序列表里，这样不行，必须为新节点找到合适的位置。

假定我们有了列表17，26，54，77，93，现在要增加一个31。Add方法必须找到合适的位置，即位于26和54之间。如图17
显示了找到位置后的设置方法。如前所述，我们要遍历列表来找到位置，找么找到列表尾部（current成为None），要么找到第一个比我们要添加的数据大的数据项，停止遍历，它前面就是要添加位置。如图17中的54。
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图17
在有序列表中添加数据项



如同在无序列表中看到的，既然current无法修改它前面的节点，也需要一个额外的引用变量，仍然叫做previous，跟在current后面遍历。List10是完整的add方法。2-3行设置了两个额外的引用，9-10行让previous跟在current后面亦步亦趋。5行的条件判断，只要后面还有节点，而且当节点数据不大于添加项，循环叠代就继续下去。循环停止的时候，就是找到位置的时候。



图17所示的方法，这里用了两上步。节点构建以后，剩下的问题就是，要么放在队列前面，要么放在中间某处。那么13行的previous==None就是区别条件。

Listing 10




	
 1

 2

 3

 4

 5

 6

 7

 8

 9

10

11

12

13

14

15

16

17

18


	

defadd(self,item):

    current =self.head

    previous =None

    stop =False

    while current !=Noneandnot stop:

        if current.getData()> item:

            stop =True

        else:

            previous = current

            current = current.getNext()

 

    temp = Node(item)

    if previous ==None:

        temp.setNext(self.head)

        self.head= temp

    else:

        temp.setNext(current)

        previous.setNext(temp)









目前为止讨论过的有序列表的方法都在下面的，没有列出的方法留作练习。练习时，小心考虑，无序列表的方法在有序表中是否仍然适用。

class Node:

    def__init__(self,initdata):

        self.data =initdata

        self.next = None

 

    def getData(self):

        return self.data

 

    def getNext(self):

        return self.next

 

    defsetData(self,newdata):

        self.data =newdata

 

    defsetNext(self,newnext):

        self.next =newnext

 

 

class OrderedList:

    def __init__(self):

        self.head = None

 

    def search(self,item):

        current =self.head

        found = False

        stop = False

        while current !=None and not found and not stop:

            ifcurrent.getData() == item:

                found =True

            else:

                ifcurrent.getData() > item:

                    stop =True

                else:

                    current = current.getNext()

 

        return found

 

    def add(self,item):

        current =self.head

        previous = None

        stop = False

        while current !=None and not stop:

            ifcurrent.getData() > item:

                stop =True

            else:

                previous =current

                current =current.getNext()

 

        temp = Node(item)

        if previous ==None:

           temp.setNext(self.head)

            self.head =temp

        else:

           temp.setNext(current)

           previous.setNext(temp)

 

    def isEmpty(self):

        return self.head== None

 

    def size(self):

        current =self.head

        count = 0

        while current !=None:

            count = count+ 1

            current =current.getNext()

 

        return count

 

 

mylist = OrderedList()

mylist.add(31)

mylist.add(77)

mylist.add(17)

mylist.add(93)

mylist.add(26)

mylist.add(54)

 

print(mylist.size())

print(mylist.search(93))

print(mylist.search(100))

链表性能分析

链表的性能分析，取决于是否需要遍历。考虑一个n个节点的链表，isEmpty方法是O(1)，因为它只需要判断head==None。另一些方法则需要n 步，因为除了从头到尾遍历一遍，别无它法，所以length是O(n) （原著中是O(1)，根据上文意思修改）。在无序列表里添加数据项是O(1)，因为是加在最前面的，不用查找。但search\remove\add对有序列表来说，都需要遍历，即便有时不用全部遍历，但在最坏的情况下仍是全部遍历的。所以他们全是O(n)。





你也许注意到我们这里讨论的性能与python语言里的list性能不同。这就提示我们，python语言的列表不是这么实现的，实际上python的list是用数组实现的，我们在另外的章节里讨论数组。
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递归


本章目标


	理解很多复杂问题，如果不用递归就很难解决，用递归也许非常简单 

	学会怎样进行递归编程 

	理解并应用递归三定律 

	理解递归也是一种迭代 

	建立一个问题的递归方法 

	理解递归在计算机系统内是如何进行的。



什么是递归？

递归是解决问题的一种方法，它把问题拆解得越来越小，直到变得非常容易，一般情况下，递归过程要包括一个自我访问的函数。与表面看起来似乎不一样，其实递归允许我们写出非常简洁的代码，但解决问题却很复杂，用其他办法很难处理。

列表元素求和

我们先不用递归，看一个问题不用递归是如何处理的。

假如你想计算一个整数列表各项的和，如[1,3,5,7,9]。下面的代码所示，函数使用了一个累加变量（theSum）来计算所有列表的项目的和：

deflistsum(numList):

    theSum = 0

    for i in numList:

        theSum = theSum + i

    return theSum

 

print(listsum([1,3,5,7,9]))

假如我们没有while和for循环语句，你又怎样来计算一系列数字的和呢？如果你是数学家，也许会想到，加法是一个函数，有两个参数，就是一对数字。把一个列表求和问题转为两个数字的求和问题，那么上面的过程可以写成一个完全括号表达式：

((((1+3)+5)+7)+9)

We can also parenthesize the expression theother way around,

还可以用另一种完全括号表达式：

(1+(3+(5+(7+9))))

注意最里层的括号，（7+9）的计算，我们不需要循环或其他结构就能算出来，事实上用下面的顺序计算出最后的和：

 




	
total= (1+(3+(5+(7+9))))

total= (1+(3+(5+16)))

total= (1+(3+21))

total= (1+24)

total= 25

 







这种想法怎样变成python程序呢？首先要重新表达一下元素求和的问题。我们也可以说列表元素之和，是第一个元素numList[0]和其他所有元素的和numList[1:]，就如下式所示：

 

listSum(numList)=first(numList)+listSum(rest(numList))

在这个等式中，first(numList) 是列表第一个数据项，而rest(numList)是除第一项之外所有其他项，用python这样表达：







	
1


	
ef listsum(numList):

   if len(numList) == 1:

        return numList[0]

   else:

        return numList[0] + listsum(numList[1:])

 

print(listsum([1,3,5,7,9]))





	
2





	
3





	
4





	
5





	
6





	
7











这段7行的代码里有几个关键的想法。首先，第2行，检查这个列表是否只有一个数据，这步检查很重要，是函数的“例外条款”。长度为1的列表求得最简单，就是数据自身。其次，第5行，我们的函数调用了它自己！这正是我们把它叫做递归算法的原因，递归函数就是调用自己的函数。

如图1所示，一连串的递归调用来求得列表[1,3,5,7,9]的和，应该把这连串的调用当作连续的简化，每次调用，都是解决越来越简单的问题，直到问题再也不能简化。
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图1 列表求和的递归调用



当问题到了不能再简化的终点，我们开始归拢被简化的问题，直到最开始的问题得以解决。如图2所示，列表求和从连串调用中返回，当listSum从最早一次调用中返回时，整个问题就解决了。
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图2
列表求和的连续返回过程



递归三定律


象阿西莫夫机器人三定律一样，所有递归算法必须遵守三个重要定律：



1.   递归算法必须有一个基点

2.   递归算法必须有一个趋向基点的状态变化过程

3.   递归算法必须自我调用

让我们更细致地研究一下这些定律，并观察在列表求和算法是如何使用的。首先，基点是让算法停止递归的点，通常是一个可以直接得到答案的简单问题。在列表求和过程中，基点是长度为1一个列表。

遵守第二定律，我们必须安排一个状态变化并朝向基点运行。状态变化意思是递归算法中某些数据是可变的，通常是让我们的问题变简单的数据在变。在列表求和算法中，主要数据是列表，所以必须改变列表。既然基点是长度为1的列表，那最自然的过程就是缩短列表。这就是第5行的过程，每次递归都在计算一个更短的列表。

第三定律是算法必须自我调用。这正是递归的定义。递归的概念对很多初级程序员来说容易犯糊涂。作为初入门者，你要了解到这个功能之所以好用，是因为它可以把大的问题分解成小问题。小问题就是可以写一个函数就能解决的问题。当我们讨论递归的时候，似乎是陷在一个圈套中，我们有一个要用函数解决的问题，但是这个函数要调用自己来解决问题，但在逻辑上并非如此，递归解决问题的方式是优雅地把问题变得越来越小越来越容易。



在本章的后部，我们会看到更多的实例，在每个实例中，我们都聚焦在设计一个方案，使用递归三定律来分解问题。
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把一个整数变成一个任意进制的字符串


假设你要把一个整数转变成一个从2到16进制的数字组成的字符串，例如，把整数10变成十进制是“10”，二进制就是“1010”。虽然很多算法能够实现，包括在栈的应用中我们讨论过一个算法，但是递归的算法仍然是最简洁的。

先来看个例子，十进制数769。我们有一个字符串，含有10个数字的字符串，类似covString=”0123456789”。那么把一个小于10的数字变成串很简单，如果是数字9，字符串就是convString[9]或“9”。如果我们769分解成3个单数，就是7，6和9，然后分别转成字符串，这样小于10的数字转起来很简单。

估计基点算法要包括三个部分

1.   把原数字转成一串的个位数

2.   把个位数查表转成单个数的字符串

3.   把各个字符串合并

下一步就要考虑怎样改变状态趋向基点。既然处理对象是整数，我们来看一下在数学上是怎么办的。最可能选项是减法和除法，减法也许能行？拿什么减什么呢？不太清楚。然而除法和余数的想法给了一个明确的方向。来看一下，如果用基数来除整数，是什么情况.

用整数10去除769，得到76余9，得到两个数。首先，余数9是小于基数（10）的个位数，能够通过查表迅速转成字符串。其次，得到的商（76）小于原来的769，并朝向基点变动.现在的工作是把76变成字符串，再次用10去除76，得到7余6，现在我们把数字变成了个位数7，小于基数10，可以很容易处理成字符串。

这一连串的操作如图3所示，注意我们要的数字是图解右边的余数。
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图3：转换整数为十进制字符串



代码段是算法的实现，基数可以是2-16之间的整数。


[bookmark: OLE_LINK2]

def toStr(n,base):
   convertString = "0123456789ABCDEF"
   ifn<base:
      returnconvertString[n]
   else:
      returntoStr(n//base,base)+convertString[n%base]
 
print(toStr(1453,16))












注意第3行我们检查n是否小于进制的基数,，如果是，不用递归，直接从字符串上获得结果。第6行包括了第二和第三定律——自我调用和趋向基点改变状态——使用除法。

我们再跟踪一次算法，这次转化数字10为二进制。
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图4整数10转为二进制字符串



图4所示为求得结果的过程，但是看起来顺序似乎不对，但是计算结果又是对的。这是因为我们的递归计算放在前面，这样直到递归结束才会去加余数。如果我们把convertString[n%base]这个式子放在前面，先查找余数的字符串再去计算递归，那么结果就完全反了顺序！但是我们先做递归，直接递归结束返回结果再去和余数相加，结果的顺序就是正确的。这应该让你想起我们在讨论栈时候计算的过程。

堆栈帧：递归的实现


假设我们要把上节递归调用中的toStr和convertString换一下位置，就要修改算法，把字符串压栈，以优先做递归调用。这个修改后的算法如下：




frompythonds.basic.stackimportStack
 
rStack = Stack()
 
deftoStr(n,base):
    convertString ="0123456789ABCDEF"
    whilen>0:
        ifn<base:
            rStack.push(convertString[n])
        else:
            rStack.push(convertString[n%base])
        n = n//base
    res = ""
    whilenotrStack.isEmpty():
        res = res+str(rStack.pop())
    returnres
 
print(toStr(1453,16))












每次调用toStr，我们都把一个字符压栈。回到此前的例子，我们看到经过四次调用toStr，栈内容如图5所示。注意现在我们可以简单地把字符出栈并合并成为答案：“1010”。
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图5转化过程中栈内的字符





这个例子让我们得以窥到python是如何实现递归函数调用的。当调用一次函数，系统分配一个堆栈帧来存储函数的变量，当函数返回时，返回值就存在栈顶等待调用函数访问。图6所示是第4行返回语句之后的调用栈情况。
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图6 toStr（10，2）产生的调用栈

注意对toStr(2//2,2)的调用，留下“1”在栈内，这个值陏后在调用toStr(1,2)时，表达式"1" + convertString[2%2]用到。然后它又留下"10"在栈顶。这样，python调用栈的过程和我们在递归求和时所有过程明显一样。在求和算法中，你可以认为栈内返回值替换了累加器变量。

堆栈帧也提示了python语言变量作用域的概念，虽然我们一遍又一遍调用函数，但每次都为函数变量开辟了独立的变量作用域。

如果牢牢记住这个栈的思想，你将会发现写递归函数变得容易多了。
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递归图形


上节中我们已经知道有些问题，如果用递归解决变得非常容易。但是仍然很难在大脑里形成一种模型或可视化的方法，让我们直觉地明白函数递归过程到底发生了什么。这一节我们引入几个例子，用递归的方法画几个有趣的图形，通过观察图形的生成，也许能帮助你洞察递归的过程，从而学会递归的方法。

我们要用的工具是python的图形模块turtle，这个模块伴随python的全部版本而且很容易使用，语法也简单。你可以创建一个turtle(乌龟)，让它向前，向后，左转，右转等，它的尾巴能抬起或落下，如果落下，当它运动的时候就画出一条轨迹线。为了增加艺术感，可以修改线条的宽度和墨水的颜色

这里有一个例子来说明turtle的基本功能。这段代码用turtle递归地画一段螺旋线。首先引入模块，然后创建一个turtle对象，并新建一个窗口对象作为画布。下面定义drawSpiral函数。递归函数的基点，是每次运动的距离降到不大于0。向基点运动的方式，是每次画线之后，右转90度，然后再次画线，不过这次的距离就减少。在代码的最后会看到调用函数myWin.exitonclick()，这是一个小方法，作用是turtle对象进入等待模式，如果在窗口里点击，即清理并退出运行。


importturtle

 

myTurtle = turtle.Turtle()

myWin = turtle.Screen()

 

defdrawSpiral(myTurtle,lineLen):

    iflineLen>0:

        myTurtle.forward(lineLen)

        myTurtle.right(90)

        drawSpiral(myTurtle,lineLen-5)

 

drawSpiral(myTurtle,100)

myWin.exitonclick()



知道这些就够了，足以画出令人惊叹的美图。下一个程序我们要画个棵分形树。分形是一个数学分枝，其中有很多的递归思想。分形的定义是，不论把图形放大多少倍，其中总有相似的图形。现实中的例子是象大陆海岸线，雪花，山岭，树或灌木。自然界的分形现象使得计算机能够产生足以乱真的电影效果。

要理解这一点，先要想一想我们是如何描述一个分形树的。记得我说过，分形就是不论放大多少倍，在不同的层级上图形都看起来很象。把这句话放在树或灌木上，可以说一个小树杈有着整棵树的形状和特征。这样说来，一棵树就是树干有左右两个分枝，每个分枝又是比较小的树。看到没有，上面这个定义中用到了递归。用树定义了树。

让我们把想法变成python代码。List1就是用turtle画出的分形树。5-7行是递归调用。第5行是向右转20度之后调用，这是刚才提到的右边的小树。第7行是是另一个递归调用，但这次是左转40度之后的调用。之所以要转40度，是因为先要从刚才的右转中回转20，再转20才是左向20度。另外要注意的是，每次递归，都把树枝的长度减少一块，这是为了让树越来越小。第2行有一个检查过程，防止树枝长度过小，也是递归的基点

Listing 1




	
1

2

3

4

5

6

7

8

9


	

deftree(branchLen,t):

    if branchLen>5:

        t.forward(branchLen)

        t.right(20)

        tree(branchLen-15,t)

        t.left(40)

        tree(branchLen-10,t)

        t.right(20)

        t.backward(branchLen)









完全的实现代码在下面。在运行它之前，不妨心中先想像一个，程序会如何绘制这棵树。它会同时对称地在左右两棵树上绘制吗？还是先右再左呢？

[bookmark: OLE_LINK11][bookmark: OLE_LINK10]i

import turtle
 
def tree(branchLen,t):
    if branchLen > 5:
        t.forward(branchLen)
       t.right(20)
        tree(branchLen-15,t)
        t.left(40)
        tree(branchLen-15,t)
        t.right(20)
        t.backward(branchLen)
 
def main():
    t = turtle.Turtle()
    myWin = turtle.Screen()
    t.left(90)
    t.up()
    t.backward(100)
    t.down()
    t.color("green")
    tree(75,t)
    myWin.exitonclick()
 
main()





注意每一个树枝对应一次递归调用；

注意它是怎样一直向右延伸到最短的末梢，如图1所示；

注意程序怎样回退一直到整个右枝完全画完。整个的右枝见图2.

注意到左树枝以后，不是把左边的一向画到最后的末梢，而是再次把左枝的右枝画到末梢，直到最后画完。
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图1 分形树的开始



[image: ]




图2 分形树的右分枝

这个简单的程序只是一个开始点，可能这个树不太“真实”，这是因为自然界不象电脑程序那么对称。本章结束时将给你一些建议去探索一些有趣的选项，使得这棵树显得更真实一些。





























（译者上一些分形图，与各位共享）
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宾斯基三角形


另一个演示自相似分形图的是宾斯基三角形，如图3所示。宾斯基三角形说明了一种三通递归算法。这种图形手绘非常简单。从一个大三角形开始，连接三个边的中点，把三角形分成4个。不管中间的三角形，把其余三个再次应用前述的过程。每一次都新建一些三角形，再把每个同样的过程递归应用到小三角形上，只要你的铅笔够细，这个过程可以无限进行下去。在读下面的代码之前，一定要拿出笔来，亲手画一遍。
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图3 宾斯基三角形






既然这个过程可以无限进行，那么递归的基点在哪里？我们规定一个基点是切分的次数，这个次数有时被称为分形的“度”。递归调用一次，度减去1，直到0度为止。生成图3的代码如下：



import turtle
 
defdrawTriangle(points,color,myTurtle):
    myTurtle.fillcolor(color)
    myTurtle.up()
    myTurtle.goto(points[0][0],points[0][1])
    myTurtle.down()
    myTurtle.begin_fill()
   myTurtle.goto(points[1][0],points[1][1])
    myTurtle.goto(points[2][0],points[2][1])
    myTurtle.goto(points[0][0],points[0][1])
    myTurtle.end_fill()
 
def getMid(p1,p2):
    return ( (p1[0]+p2[0]) / 2, (p1[1] + p2[1])/ 2)
 
defsierpinski(points,degree,myTurtle):
    colormap =['blue','red','green','white','yellow',
                'violet','orange']
   drawTriangle(points,colormap[degree],myTurtle)
    if degree > 0:
        sierpinski([points[0],
                        getMid(points[0],points[1]),
                        getMid(points[0],points[2])],
                   degree-1, myTurtle)
        sierpinski([points[1],
                        getMid(points[0],points[1]),
                        getMid(points[1],points[2])],
                   degree-1, myTurtle)
        sierpinski([points[2],
                        getMid(points[2],points[1]),
                        getMid(points[0],points[2])],
                   degree-1, myTurtle)
 
def main():
   myTurtle = turtle.Turtle()
   myWin = turtle.Screen()
   myPoints = [[-100,-50],[0,100],[100,-50]]
   sierpinski(myPoints,3,myTurtle)
   myWin.exitonclick()
 
main()











上述代码正是前面思想的实现。第一件要做的事情就是画出外层的三角形，然后有三个递归调用，每个调用对应中点连线后形成的三个角上新三角形，再次使用turtle模块。关于turtle的方法细节，可以使用help(‘turtle’)查看。

从代码分析一下绘制的顺序。顺序其实取决于最初的设定，我们假设三个角的顺序是左，上，右。因为宾斯基算法是递归算法，自我调用，所以它会把最左角上最小的三角形画完，再画其他的小三角形。然后是上部的三角形，它是先把最上面的小三角形画面，再画其他。右边也遵循同样的规律。

把递归算法用函数调用图的形式有助于理解。图4所示的递归调用，一直是向左的。被调用状态的函数是白色，不活动的函数是灰色的。向下一直到最底层，可以看到，最小的三个函数调用是一次完成的，画完左边，然后是中间，然后是右边。依次类推。
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Sierpinski函数非常依赖于getMid函数，getMid取得两点作参数，返回中点。

另外，上面代码中有一个函数划填充的三角形，为了表明每个层级使用了不同的颜色来绘制。
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复杂递归问题


前面几节我们研究了几个相对比较容易的问题，有些有趣的图形问题可以在脑子里建立模型，让我们了解递归的过程。这一节开始我们要研究几个用迭代法比较难而用递归比较容易的问题，然后是一个看起来很简单但实际上很难的问题来结束。

河内塔问题

河内塔（汉诺塔的译法比较通行，但不对）问题是法国数学家Edouard Lucas于1883年受一个传说的启示提出的。据说是印度神庙里传授给年轻僧侣的谜题。开始的时候，给他们三个柱子和一摞64个的金盘，每个盘子都比他下面的一个稍小，他们的任务是把64个盘子从一个传递到另一个，有两条规定：一次只能移动一个盘子，不能把大盘子放在小盘子上面。僧侣们非常努力，日夜不休，每秒传递一个盘子，当他们完成工作时，神庙化为灰尘，世界将就此消失。传说是这么说的。

传说有意思吧，不过你不用担心世界末日马上就要到来，因为完成这64个盘子移动，需要264-1=18,446,744,073,709,551,615秒，也就是说需要584,942,417,355年。不怕，没那么快。
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图1河内塔问题的一个中间步骤






问题怎样解决？用递归的话，基点是什么？我们从最下向上思考。假如你有五个盘子，放在1号柱上，如果你知道怎样把4个盘子放到2号柱上，那就可以直接把最下面这个盘子放到3号柱上，然后再把4个盘子从2号柱移动到3号。

但是怎样移动4个盘子呢？假设你知道怎么把3个盘子移动到3号柱，那就有办法把第4个盘子移动到2号柱，然后把3个盘子从3号柱移动到2号柱。

但是你会移动3个盘子吗？那么就把2个盘子先移动2号柱，然后把第3个盘子移动到3号柱，这样行吗？

不要告诉我你不会移动2个盘子啊。

剩下的就是把一个盘子从1号柱移动到3号柱——这就是递归的基点

这里是一个把height个盘子从“起始柱”通过“中间柱”移动盘子到“目标柱”的大纲式描述：

Ø  把height-1个盘子通过目标柱移动到中间柱上

Ø  把余下的盘子移动到目标柱上

Ø  把中间柱上的height-1个盘子通过起始柱移动到目标柱上。

只要遵循这些规则，不管盘子有多少个，都可以通过递归的方式在三步内完成。上面步骤中只少基点。在这个例子中，一个盘子的情形就是基点。另外，向基点的变化是height的减少（1和3）。以下是完成的代码：

defmoveTower(height,fromPole, toPole, withPole):

    if height >= 1:

       moveTower(height-1,fromPole,withPole,toPole)

        moveDisk(fromPole,toPole)

        moveTower(height-1,withPole,toPole,fromPole)







以上的代码简直就是英语的语言描述。算法简化的关键点是利用了2个不同的递归，第一个在第3行，第二个在第5行。第3行我们把起始柱上的盘子只留下一个其他全部移走，下一行把最底下这个直接移动到目标柱上。第5行把刚才移出的的盘子移动到目标柱上最大的盘子上面。基点就是height=0 。这里要记住的重要事情就是：基点返回的地方，就是递归函数最后一次调用的地方

下面是moveDisk函数的实现，非常简单，只做一件事情就是打印一个盘子从一个柱到另一个柱。如果运行一下程序，你会发现这是一个非常有效的谜题答案。

Listing 2

 

defmoveDisk(fp,tp):

    print("moving diskfrom",fp,"to",tp)





以下程序是移动三个盘子的完整代码：

d

def moveTower(height,fromPole, toPole, withPole):
    if height >= 1:
        moveTower(height-1,fromPole,withPole,toPole)
        moveDisk(fromPole,toPole)
       moveTower(height-1,withPole,toPole,fromPole)
 
def moveDisk(fp,tp):
    print("moving diskfrom",fp,"to",tp)
 
moveTower(3,"A","B","C")





运行结果：


moving disk from A to B

moving disk from A to C

moving disk from B to C

moving disk from A to B

moving disk from C to A

moving disk from C to B

moving disk from A to B



在看过moveTower和moveDisk之后，你也许想知道，为什么不用一个数据结构来清晰地跟踪哪个柱子上有哪些盘子。这里有个提示：如果要跟踪的话，需要三个栈对象，每个柱子一个。答案是，python提供了我们需要的栈，但是通过调用栈隐性实现的。（最后这话实在不太明白，没找到相关资料）
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探索迷宫


这一节我们研究与机器人探索有关的问题：怎样走出迷宫？如果在宿舍用过真空吸尘器（哪位不是大学生？），就可以用本节学到的知识给它重新编程。我们的问题是要帮助小乌龟走出一个虚拟迷宫。迷宫问题可追溯到古希腊神话，提修斯被派到一个迷宫去杀死牛头怪，提修斯用线球一边走一边放线，在完成任务以后沿着线走出来。在现在这个问题中，我们假设小乌龟被扔到迷宫的某处，必须找到出口以逃出生死。如图2所示。
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为简化问题，我们假设迷宫被分成一个个方块，每个方块或者是空地或者是墙，小乌龟只能走空地，如果遇到墙就必须转向。小乌龟需要一个系统化的方法来找路。按这个步骤：

开始时候，尝试向北走一步，并递归找路。

如果向北不成功，向南并重复步骤。

如果向南不行，改向西并递归重复

如果向北、南、西都不行，改向东。

如果四个方向都不行，失败。

貌似好简单哦，不过有好多细节要考虑。

如果第一步是向北，按上面的步骤，下一步仍然是向北。如果北面被堵了，那么第二步是向南，不幸的是，我们是从南边来的，那不又回去了吗?如果这样应用递归，就是在向北向南之间无限循环，所以必须要有个办法，记住去过哪里。

这里我们假设有一袋子面包屑一直背在身上，如果走到某一方向，发现那里有面包屑了，那么就应该立即退回尝试下一个方向。下面看代码的时候，你会发现退回和递归调用一样简单。

所有递归算法里都有基点，这个问题的基点，你可能想到了一些但这里有四个基点：

乌龟跑时墙里面了，因为位置就在方块墙里，哪里也动不了

发现一个已经探索过的地方，停止从这里继续，否则进入死循环。

发现在外面的空地，也就是出，逃出生天了。

进入一个方块，四个方向都出不来。

要让程序跑起来，我们还需要一个迷宫。实际上让小乌龟画一个迷宫再请君入瓮可以让我们看到算法的执行过程。迷宫对象提供以下方法：

__init__构造函数，读取数据文件，初始化迷宫参数，找到小乌龟的超始位置。

drawMaze 在窗口里画出迷宫

updatePosition 更新迷宫的内部状态，变更小乌龟的位置

isExit 检查当前位置是否为迷宫的出口

Maze类重载了索引操作符[ ]以便算法查询任何广场的状态。

我们来研究一下查询函数searchFrom，代码如下。注意这个函数要传入三个参数：迷宫对象，起始横坐标，起始纵坐标。这是因为每次递归调用都重新开始。

Listing 3


def searchFrom(maze, startRow, startColumn):




maze.updatePosition(startRow, startColumn)

#  Checkfor base cases:

#  1. Wehave run into an obstacle, return false

if maze[startRow][startColumn] == OBSTACLE :




return False




#  2. Wehave found a square that has already been explored

if maze[startRow][startColumn] == TRIED:




return False




# 3. Success, an outside edge not occupied byan obstacle

if maze.isExit(startRow,startColumn):




maze.updatePosition(startRow, startColumn,PART_OF_PATH)

return True




maze.updatePosition(startRow, startColumn,TRIED)




 




# Otherwise, use logical short circuiting totry each

# direction in turn (if needed)

found = searchFrom(maze, startRow-1,startColumn) or \




searchFrom(maze, startRow+1, startColumn) or \

searchFrom(maze, startRow, startColumn-1) or \

searchFrom(maze, startRow, startColumn+1)




if found:




maze.updatePosition(startRow, startColumn,PART_OF_PATH)




else:




maze.updatePosition(startRow, startColumn,DEAD_END)




return found



细看算法中第2行就调用了updatePosition,这只是为了及时更新画面，好让你能精确地看到小乌龟的探索过程。紧接着算法检查了四个基点中的三个：被封进墙里了吗？(第5行)，走回头路了吗？（第8行）找到出口了吗?(11行),如果以上都不对，继续递归搜索。

在递归过程中，有4个递归调用到searchFrom，很难预测这些个递归被调用多少次，因为他们之间or连在一起，如果第一次调用返回True，另外的三个调用都不会执行。你可以把移动到（row-1,column）（如果习惯地图的话，就叫做向北一步）理解为走向出口的一步，如果这一步并不导向出口，那么下一个递归被调用，下次向南探索，向南失败，就西，向东。如果所有四个递归都返回错误，那就是在死角。这段程序应该下载或手动录入并且调整上面四个调用的次序来试验。

Maze类的代码在listing4,listing5和listing6。

__init__方法只一个文件名参数。这个文件一个文本文件，用”+”代表墙，空格代表空地，字母S代表起始点。图3是个迷宫数据文件的样例。迷宫的内部表示是一个列表的列表，每行的实例变化也是一个列表。

 


[ ['+','+','+','+',...,'+','+','+','+','+','+','+'],

['+',' ',' ','
 ',...,' ',' ','
 ','+',' ',' ','
 '],

['+',' ','+','
 ',...,'+','+','
 ','+',' ','+','+'],

['+',' ','+','
 ',...,' ',' ','
 ','+',' ','+','+'],

['+','+','+','
 ',...,'+','+','
 ','+',' ',' ','+'],

['+',' ',' ','
 ',...,'+','+','
 ',' ',' ',' ','+'],

['+','+','+','+',...,'+','+','+','+','+','
 ','+'],

['+',' ',' ','
 ',...,'+','+','
 ',' ','+',' ','+'],

['+',' ','+','+',...,'
 ',' ','+',' ','
 ',' ','+'],

['+',' ',' ','
 ',...,' ',' ','+','
 ','+','+','+'],

['+','+','+','+',...,'+','+','+','
 ','+','+','+']]



drawMaze方法使用内部表示在屏幕窗口画出迷宫。


++++++++++++++++++++++

+  +   ++ ++     +

+ +  +       +++ + ++

+ + + ++  ++++   + ++

+++ ++++++   +++ +  +

+         ++  ++    +

+++++ ++++++  +++++ +

+    +   +++++++  + +

+ +++++++     S +   +

+                + +++

++++++++++++++++++ +++



如listing5所示，updatePosition方法使用内部表示来检查是否走进墙里，也用用“.”和”-”来更新内部表示，来标明小乌龟是否走过某个广场，或者这个广场在死角里。另外，updatePosition方法使用了两个辅助方法，moveTurtle和dropBreadCrumb用来更新视图。

最后，isExit方法使用当前位置判断判断是否走出迷宫，一个退出条件是无论何时小乌龟走到边缘，横坐标或纵坐标为0，或最右边列，或最下面一行。

Listing 4


classMaze:




def__init__(self,mazeFileName):




rowsInMaze =0

columnsInMaze =0

self.mazelist= []

mazeFile =open(mazeFileName,'r')

rowsInMaze =0

for linein mazeFile:




rowList = []

col =0

for chin line[:-1]:




rowList.append(ch)

if ch=='S':




self.startRow= rowsInMaze

self.startCol= col




col = col+1




rowsInMaze = rowsInMaze+1

self.mazelist.append(rowList)

columnsInMaze =len(rowList)




 




self.rowsInMaze= rowsInMaze

self.columnsInMaze= columnsInMaze

self.xTranslate=-columnsInMaze/2

self.yTranslate= rowsInMaze/2

self.t= Turtle(shape='turtle')

setup(width=600,height=600)

setworldcoordinates(-(columnsInMaze-1)/2-.5,




-(rowsInMaze-1)/2-.5,

(columnsInMaze-1)/2+.5,

(rowsInMaze-1)/2+.5)



Listing 5


defdrawMaze(self):




for yinrange(self.rowsInMaze):




for xinrange(self.columnsInMaze):




ifself.mazelist[y][x]== OBSTACLE:




self.drawCenteredBox(x+self.xTranslate,




-y+self.yTranslate,

'tan')




self.t.color('black','blue')




 

defdrawCenteredBox(self,x,y,color):




tracer(0)

self.t.up()

self.t.goto(x-.5,y-.5)

self.t.color('black',color)

self.t.setheading(90)

self.t.down()

self.t.begin_fill()

for iinrange(4):




self.t.forward(1)

self.t.right(90)




self.t.end_fill()

update()

tracer(1)




 

defmoveTurtle(self,x,y):




self.t.up()

self.t.setheading(self.t.towards(x+self.xTranslate,




-y+self.yTranslate))




self.t.goto(x+self.xTranslate,-y+self.yTranslate)




 

defdropBreadcrumb(self,color):




self.t.dot(color)




 

defupdatePosition(self,row,col,val=None):




if val:




self.mazelist[row][col]= val




self.moveTurtle(col,row)




 




if val== PART_OF_PATH:




color ='green'




elif val== OBSTACLE:




color ='red'




elif val== TRIED:




color ='black'




elif val== DEAD_END:




color ='red'




else:




color =None




 




if color:




self.dropBreadcrumb(color)



Listing 6


defisExit(self,row,col):




return (row==0or




row ==self.rowsInMaze-1or

col ==0or

col ==self.columnsInMaze-1
 )




 

def__getitem__(self,idx):




returnself.mazelist[idx]



下面这程序的完整代码，这段程序使用的迷宫文件为maze2.txt，如下图示，这个迷宫要简单多了，乌龟非常靠近出口。


++++++++++++++++++++++

+  +   ++ ++        +

+    ++++++++++

+ +   ++  ++++ +++ ++

+ +   ++ ++    +++  +

+         ++  ++  + +

+++++ + +     ++  + +

+++++ +++ + +  ++   +

+         + + S+ +  +

+++++ + + + +     + +

++++++++++++++++++++++



完整代码：



import turtle
 
PART_OF_PATH = 'O'
TRIED = '.'
OBSTACLE = '+'
DEAD_END = '-'
 
class Maze:
   def __init__(self,mazeFileName):
       rowsInMaze = 0
       columnsInMaze = 0
       self.mazelist = []
       mazeFile = open(mazeFileName,'r')
       rowsInMaze = 0
       for line in mazeFile:
            rowList = []
            col = 0
            for ch in line[:-1]:
                rowList.append(ch)
                if ch == 'S':
                    self.startRow = rowsInMaze
                    self.startCol = col
                col = col + 1
            rowsInMaze = rowsInMaze + 1
            self.mazelist.append(rowList)
            columnsInMaze = len(rowList)
 
       self.rowsInMaze = rowsInMaze
       self.columnsInMaze = columnsInMaze
       self.xTranslate = -columnsInMaze/2
       self.yTranslate = rowsInMaze/2
       self.t = turtle.Turtle()
       self.t.shape('turtle')
       self.wn = turtle.Screen()
       self.wn.setworldcoordinates(-(columnsInMaze-1)/2-.5,-(rowsInMaze-1)/2-.5,(columnsInMaze-1)/2+.5,(rowsInMaze-1)/2+.5)
 
   def drawMaze(self):
       self.t.speed(10)
       for y in range(self.rowsInMaze):
            for x in range(self.columnsInMaze):
                if self.mazelist[y][x] ==OBSTACLE:
                   self.drawCenteredBox(x+self.xTranslate,-y+self.yTranslate,'orange')
       self.t.color('black')
       self.t.fillcolor('blue')
 
   def drawCenteredBox(self,x,y,color):
       self.t.up()
       self.t.goto(x-.5,y-.5)
       self.t.color(color)
       self.t.fillcolor(color)
       self.t.setheading(90)
       self.t.down()
       self.t.begin_fill()
       for i in range(4):
            self.t.forward(1)
            self.t.right(90)
       self.t.end_fill()
 
   def moveTurtle(self,x,y):
       self.t.up()
       self.t.setheading(self.t.towards(x+self.xTranslate,-y+self.yTranslate))
       self.t.goto(x+self.xTranslate,-y+self.yTranslate)
 
   def dropBreadcrumb(self,color):
       self.t.dot(10,color)
 
   def updatePosition(self,row,col,val=None):
       if val:
            self.mazelist[row][col] = val
       self.moveTurtle(col,row)
 
       if val == PART_OF_PATH:
            color = 'green'
       elif val == OBSTACLE:
            color = 'red'
       elif val == TRIED:
            color = 'black'
       elif val == DEAD_END:
            color = 'red'
       else:
            color = None
 
       if color:
            self.dropBreadcrumb(color)
 
   def isExit(self,row,col):
       return (row == 0 or
                row == self.rowsInMaze-1 or
                col == 0 or
                col == self.columnsInMaze-1 )
 
   def __getitem__(self,idx):
       return self.mazelist[idx]
 
 
def searchFrom(maze, startRow,startColumn):
   # try each of four directions from this point until we find a way out.
   # base Case return values:
   #  1. We have run into anobstacle, return false
   maze.updatePosition(startRow, startColumn)
   if maze[startRow][startColumn] == OBSTACLE :
       return False
   #  2. We have found a square thathas already been explored
   if maze[startRow][startColumn] == TRIED or maze[startRow][startColumn]== DEAD_END:
       return False
   # 3. We have found an outside edge not occupied by an obstacle
   if maze.isExit(startRow,startColumn):
       maze.updatePosition(startRow, startColumn, PART_OF_PATH)
       return True
   maze.updatePosition(startRow, startColumn, TRIED)
   # Otherwise, use logical short circuiting to try each direction
   # in turn (if needed)
   found = searchFrom(maze, startRow-1, startColumn) or \
            searchFrom(maze, startRow+1,startColumn) or \
            searchFrom(maze, startRow,startColumn-1) or \
            searchFrom(maze, startRow,startColumn+1)
   if found:
       maze.updatePosition(startRow, startColumn, PART_OF_PATH)
   else:
       maze.updatePosition(startRow, startColumn, DEAD_END)
   return found
 
 
myMaze = Maze('maze2.txt')
myMaze.drawMaze()
myMaze.updatePosition(myMaze.startRow,myMaze.startCol)
 
searchFrom(myMaze, myMaze.startRow,myMaze.startCol)










本节代码有点乱，发现运行不正常，请参考原网站

http://interactivepython.org/courselib/static/pythonds/Recursion/recursioncomplex.html#exploring-a-maze





        python数据结构与算法 26 动态规划            
        


动态规划


很多程序的目的在数值优化。象计算两地之间的最短距离，一个点集的最佳拟合曲线，符合某些条件的最小集合等。这些问题有很多的求解方法，本节的目标就是向你展示不同的问题解决策略。动态规划就是优化问题的解决方法之一。

找零问题是数值优化的经典问题之一，假设你是一个自动售货机厂商的程序员，公司决定，为每次找交易的找零，计算需要的最小的硬币数量，从而实现流程化。如果一个顾客投入了1美元，买了37美分的东西，需要最小的硬币是多少？答案是6个：2个25美分（译者：不知道作者为什么不使用50美分的硬币），1个10美分，3个1美分。答案怎么来的？我们从最大的硬币开始，尽可能多地使用大额硬币，直到余额不够这个面值，然后再尽可能多地使用第二面额的硬币，以此类推。这种方法叫做“贪婪方法”，因为我们总是对正在计算的问题，作出当前看来最好的结果。

贪婪方法在美国硬币问题上回答正确，但如果你的公司要把自动售货机出口到Lower Elbonia(译注：Elbonia 是系列漫画 Dilbert 中一个杜撰的原东欧共产主义国家。Lower Elbonia 指这国家的南部。)，那里除了平时所用的1，5，10和25美分硬币，还有一种21美分的。这时贪婪算法就失灵了，因为它仍然会算出6个硬币，但正确答案是3个21美分的硬币。

我们在研究找出一种确保正确答案的方法。既然本章是在谈递归，你也许想到用递归解决。先说递归的基点开始。

如果我们要找的零钱，正好是某个硬币的面值，那就简单了，一个硬币。

如果找零和手上的硬币都对不上号，那么答案是以下四种情况的最小值：

从要找的零钱中拿掉一个1分币，计算余额最少需要多少硬币，然后加上这个硬币

从要找的零钱中拿掉一个5分币，计算余额最少需要多少硬币，然后加上这个硬币

从要找的零钱中拿掉一个10币，计算余额最少需要多少硬币，然后加上这个硬币

从要找的零钱中拿掉一个25分币，计算余额最少需要多少硬币，然后加上这个硬币。

也就是按以下公式计算：
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以上算法的实现如下。第三行是查检基点，就是说看一下找钱是否就是某个硬币的面值，如果不是，就把找钱的值减去每种硬币的面值，然后依次递归计算。第6行加了一个过滤，就是只比较面币比找钱小的硬币，递归过程也一直在降低找钱的数值。第7行进行递归调用，注意这一行我们对硬币数量有一个加1的的过程，因为后面的递归是减少一个硬币的递归，趋向基点的过程。

Listing 7

[bookmark: OLE_LINK36][bookmark: OLE_LINK35]def
 recMC(coinValueList,change):

   minCoins = change

   if change incoinValueList:

     return 1

   else:

      for i in [c for c incoinValueList if c <= change]:

         numCoins = 1 +recMC(coinValueList,change-i)

         if numCoins <minCoins:

            minCoins = numCoins

   return minCoins

 

print(recMC([1,5,10,25],63))

可惜的是，上面算法效率非常之差，实际上，找到6毛3分钱的硬币数量，进行了67,716,925次递归。为了帮助理解，图5显示了一个较小的为了找到2毛6的硬币377次函数调用的过程。

图中，每个节点对一次recMC函数的调用。节点上的标签表示当前求解的找钱数量，箭头上的标签表示减掉的那个硬币。跟踪图形可以得到任意的硬币组合。主要问题在于重复计算太多了，例如图中15分的数值至少有3次计算，每次计算包括52次函数调用，很明显我们很多时间浪费在重复计算上。
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减少计算量的关键是记住已经得到的中间结果。一个简单方法是把已经计算出最小值的找钱保存在表里，每次计算之前，先查一下表看看这个结果是否已知。如果已知就直接套用不再计算。下面是优化的算法：



def recDC(coinValueList,change,knownResults):
  minCoins = change
  if change in coinValueList:
     knownResults[change] = 1
     return 1
  elif knownResults[change] > 0:
     return knownResults[change]
  else:
      for i in [c for c in coinValueList if c <= change]:
        numCoins = 1 + recDC(coinValueList, change-i,
                              knownResults)
        if numCoins < minCoins:
            minCoins = numCoins
            knownResults[change] = minCoins
  return minCoins
 
print(recDC([1,5,10,25],63,[0]*64))







注意第6行增加一个测试表中是否包括了计算结果，如果没有，计算并保存到表中。这样优化后，计算6毛3分钱的最小硬币数量，只用了221次调用。

虽然这个结果是正确的，但似乎有点黑客的味道。并且如果查看一下knownResults列表，会发现有太多的洞（0值），事实上上面的算法不能称之为动态规划，只是利用了记忆或缓冲的做法优化了我们程序的性能。

真正的动态规划算法要更加系统化地逼近问题答案。解决方法从一个硬币开始，逐步靠近我们要计算的数值，在中间过程中每个找钱数字我们都得到了所需的最少硬币数量。

我们来研究一下，对于11分的找钱计算最小需要的硬币数量，怎样填表。如图4所示的过程，从1分开始，唯一可能是1个硬币。下一行显示的是1分和2分的情况，当然，2分也只有一个答案就是2个硬币。从第5行开始事情变得有意思起来，我们有2个选择，是5个1分币或1个5分币。哪个方案好？我们查表发现对要找4分钱的情况是4个硬币，加上1个就5个硬币，或者是0个5分币加上1个5分币为1个硬币。因为最小值是1，我们在表中填上1。继续向前到表的末端考虑11分的情况，图5所示为我们要考虑的3个选项。


	1个1分币加上10分找钱的最小硬币数量（1个）

	1个5分币加上6分找钱的最小硬币数量（2个）

	1个10分币加上1分找钱的最小硬币数量（1个）




1和3都给出了最小值2的答案。
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下面是找零的程序代码。dpMakeChange有3个参数：可用硬币的列表，找钱的数量，每个找零值所需硬币的最小数量列表。函数计算完成后，minCoin将包括小于找钱的所有找零值所需要的最小硬币数量。

Listing 8


[bookmark: OLE_LINK38]
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def dpMakeChange(coinValueList,change,minCoins):
   for centsinrange(change+1):
     coinCount = cents
      for jin [cfor cin coinValueListif c<= cents]:
           if minCoins[cents-j]+1< coinCount:
              coinCount = minCoins[cents-j]+1
     minCoins[cents] = coinCount
   return minCoins[change]









注意dpMakeChange不是一个递归函数，虽然我们是从递归开始的。你要明白，虽然你可以写一个递归解法，并不意味着递归就是最好或最有效率的。这个函数的大部分工作是从第4行开始的循环中完成的，这个循环里，我们通过cents值考虑了所有可能的硬币找法，象在上面我们找11分的例子一样，把小于change值的所有最小找法存放在minCoins列表里。



虽然上面的找零算法很好地给出了最小的数量，但是不能用于找零操作，因为没有跟踪用到的零钱。我们可以很容易扩展算法，通过在minCoin表的入口记住最后加入的每个硬币来得到实际找的零钱。只要知道了最后加入的硬币，就可以减去这个硬币值得到上一个表的入口，依此类推直到最开始的第一个硬币。

下面代码显示了dpMakeChange的改进算法，加入一个函数printCoins用来倒查表格来打印每种硬币的使用数量。这里用到了我们解决Lower
 Elbonia问题时的做法。Main函数前两行给出了找零的数量和硬币种类列表，下面两行创建两个后面要存储结果的列表，coinsUsed是存储找零用到的硬币的列表，coinCount是找零最小硬币数量的列表，这个表里找零值就是表索引。

注意我们打印硬币的时候，是从coinsUsed数组里直接输出的，例如查表63的位置，得到21，然后63-21=42，查找42的位置，再次得到21，最后在21的位置也查到了21，也就是说是3个21分的硬币。

[bookmark: OLE_LINK40]



def dpMakeChange(coinValueList,change,minCoins,coinsUsed):
  for cents in range(change+1):
     coinCount = cents
     newCoin = 1
     for j in [c for c in coinValueList if c <= cents]:
            if minCoins[cents-j] + 1 <coinCount:
               coinCount = minCoins[cents-j]+1
               newCoin = j
     minCoins[cents] = coinCount
     coinsUsed[cents] = newCoin
  return minCoins[change]
 
def printCoins(coinsUsed,change):
  coin = change
  while coin > 0:
     thisCoin = coinsUsed[coin]
     print(thisCoin)
     coin = coin - thisCoin
 
def main():
   amnt = 63
   clist = [1,5,10,21,25]
   coinsUsed = [0]*(amnt+1)
   coinCount = [0]*(amnt+1)
 
   print("Making change for",amnt,"requires")
   print(dpMakeChange(clist,amnt,coinCount,coinsUsed),"coins")
   print("They are:")
   printCoins(coinsUsed,amnt)
   print("The used list is as follows:")
   print(coinsUsed)
 
main()
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排序与查找


目标

Ø  理解并实现顺序查找和二分查找

Ø  理解并实现选择排序，冒泡排序，合并排序，快速排序，插入排序和shell排序

Ø  理解哈希表用于查找的技术

Ø  介绍映射的抽象数据类型

Ø  用哈希表实现映射的抽象数据类型






查找


现在我们转向排序与查找的内容，这一节研究查找，后半章研究排序。查找是在一个数据集里找到某个特定元素的算法过程。查找的结果可能是找到或没找到，所以返回值是True或False。这里为简单起见，我们只涉及与列表成员相关的问题。

在python里，有一个非常简单的方法查询某数据是否在列表里，使用in操作符：


>>> 15in [3,5,2,4,1]

False

>>> 3in [3,5,2,4,1]

True

>>> 



虽然这样写很简单，不过这个算法后面的处理过程我们还是要学习，查找有很多种方法，我们感兴趣的是算法以及算法之间的比较。

顺序查找


数据存储在数据集，象list一类的集合，我们说他们是线性的或者是顺序的。每个数据项都保存有相对的位置。在python的列表里，每个项的相对位置用index值表示。Index是有序的，这样就产生了第一种查找算法：顺序查找

如图1所示，从列表的第一个元素开始，一个接一个检查，直到找到或全部找完，如果找完全部项，可以判断这个项在列表中不存在。
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以下是这种算法的实现。这个函数的参数有：列表，待查项，返回值是布尔值。布尔变量found初始值为False，如果找到就被赋值True.

 




	



	
1


	
def sequentialSearch(alist, item):





	
2


	
    pos = 0





	
3


	
    found = False





	
4





	
5


	
    while pos < len(alist) and not found:





	
6


	
        if alist[pos] == item:





	
7


	
            found = True





	
8


	
        else:





	
9


	
            pos = pos+1





	
10





	
11


	
    return found





	
12





	
13


	
testlist = [1, 2, 32, 8, 17, 19, 42, 13, 0]





	
14


	
print(sequentialSearch(testlist, 3))





	
15


	
print(sequentialSearch(testlist, 13))

















顺序查找的性能分析

要分析查找算法，先要决定一个基本计算单位。记得一般是解决问题的每一次重复算做一步。对查找来说，应该就是比较是与不是的次数。另外的一个假设就是列表是无序的，数据项在列表里随机安放，换句话说，数据项可能在列表的任何一个位置。

如果数据项不在列表里，唯一的判定办法就是把全部项逐个比较一番。如果表中有n个数据，顺序查找就需要n次比较。但是分析没有这么简单，有三种情形可能发生，最好的情况下，第一个项就是我们要找的，只有1次比较。最差的情况下，需要n次比较，全部比较过之后才知道找不到。

平均情况如何呢？在平均情况下，我们会发现是列表的一半，即平均要比较n/2次。回想一下，不论系数多大，在我们这里无关紧要，也就是说顺序查找的性能是O(n)。表1是各种结构的汇总。




	
Table 1: Comparisons Used in a Sequential Search of an Unordered List





	
Case


	
Best Case


	
Worst Case


	
Average Case





	
item is present


	
1


	
n


	
n/2





	
item is not present


	
n


	
n


	
n







前面我们有一个假设，就是数据项在列表里面位置是随机的，所以之间没有相对顺序。但是假如表中数据项以某种方式排序了，怎样来查找呢？又怎样利用这个特性来获得更好的效率呢？

假如列表元素是升序排列的，即从低到高。如果数据项在列表中仍然是随机的，我们将仍然比较相同的次数来找到它。然而，如果元素不在列表里，在性能上会稍有提高。如图2所示的查找50的过程。注意数据项与列表元素逐个比较直到54，这里我们遇到个特殊情况，不但54不是我们要找的，而且54后面的元素也不是我们要找的，因为元素是有序的！这时算法就不必继续遍历所有元素后才报告找不到，它可以在找到54后立即终止查找。
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图2
有序整数列表的查找

1    def orderedSequentialSearch(alist, item):

2          pos = 0

3          found = False

4          stop = False

5          while pos < len(alist) and not found and not stop:

6              if alist[pos] == item:

7                  found = True

8              else:

9                  if alist[pos] > item:

10                     stop = True

11                 else:

12                     pos = pos+1

13     

14         return found

15     

16     testlist = [0, 1, 2, 8, 13, 17, 19, 32, 42,]

17     print(orderedSequentialSearch(testlist, 3))





























18 print(orderedSequentialSearch(testlist, 13))








表2 是性能汇总，注意在最好的情况下，数据不在表中可以只找一个元素，平均情况下，要查找n/2次，但是这种技术仍然是O(n)。总的来说，顺序查找的性能提供只有在顺序列表中找不到的情况下存在。




	
Table 2: Comparisons Used in Sequential Search of an Ordered List





	
item is present


	
1


	
n


	
n/2





	
item not present


	
1


	
n


	
n/2
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二分查找


在有序表的查找算法中，比较的过程用好了，可以从有序的特性中获得更多好处。在顺序查找中，与第一个元素比较之后，后面还有n-1个要比较。与顺序查找不同的是，二分查找从中间元素开始比对，如果中间元素就是要找的，完成；如果不是，就要考虑到有序的特性，如果要找的数据比中间项要大，那么列表的前半部分可以忽略，如果这个数据确实在列表里，那也一定在后半部分。

在后半部分继续这个过程，从中间元素开始比较。再次的，要么找到，要么判断出在前半部分或后半部分，这样又大幅度减小了查找空间。如图3所示为我们查找54的过程算法。后面是实现代码：

[image: ]




图3有序表的二分查找





























1 def binarySearch(alist, item):

2    first = 0

3    last = len(alist)-1

4    found = False

5 

6    while first<=last and not found:

7        midpoint = (first + last)//2

8        if alist[midpoint] == item:

9            found = True

10        else:

11            if item < alist[midpoint]:

12                last = midpoint-1

13            else:

14                first = midpoint+1

15 

16    return found

17 

18 testlist = [0, 1, 2, 8, 13, 17, 19, 32, 42,]

19 print(binarySearch(testlist, 3))

20 print(binarySearch(testlist, 13))




在分析性能之前，我们应该注意到这种算法是分而治之策略的一个很好实例。分而治之意思是把问题分解成小片，想法解决小问题然后把整个问题解决。在列表中查找时，先检查中间元素，如果小于中间元素，就在左半表中继续查找；类似地，如果大于中间元素，就在右边查找。这也是一个递归的方法，如下面的代码就用了递归法：





























1 def binarySearch(alist, item):

2    if len(alist) == 0:

3        return False

4    else:

5        midpoint = len(alist)//2

6        if alist[midpoint]==item:

7          return True

8        else:

9          if item<alist[midpoint]:

10            return binarySearch(alist[:midpoint],item)

11          else:

12            return binarySearch(alist[midpoint+1:],item)

13 

14 testlist = [0, 1, 2, 8, 13, 17, 19, 32, 42,]

15 print(binarySearch(testlist, 3))

16 print(binarySearch(testlist, 13))




二分查找的分析


回想二分查找过程中，每做一次比较，我们就忽略掉一半的元素，那么在一个列表中查找中，最多需要比对多少次呢？如果开始时有n个元素，第一次比较后就剩下n/2个，第二次比较后剩下n/4，然后是n/8，n/16等等。最多要分割多少次呢？从表3我们能看到答案。




	
Table 3: Tabular Analysis for a Binary Search





	
Comparisons


	
Approximate Number of Items Left





	
1


	
n/2





	
2


	
n/4





	
3


	
n/8





	
...


	
 





	
i


	
n/2i







只要分割的次数够多，最终能得到一个只含一个元素的列表，无论这个元素是否要找的，查找结束。这样要查找的次数I，符合n/2i=1，这样求解结果 i=logn,这样二分查找的性能是对数级的O(logn)



另外使用了递归的情况下，以下函数调用

binarySearch(alist[:midpoint],item)

使用切分操作符来创建一半元素的列表传递给下一次调用。以前分析的时候我们假设切分操作使用常数时间，然而我们知道在python里，切分实际上是O(k)，这就意味着二分查找使用切分以后就不是严格意义上的对数级。不过好在切分时传递了起止索引使问题得到弥补。这个指标的计算我们留作练习。

虽然二分查找比顺序查找要好，但是如果n值很小，也许不值得事先排序。事实上我们必须仔细权衡排序的代价和查找的收益。如果是一次排序多次查找，那么排序的代价也许值得，但是对于很大的列表，排序一次也很麻烦，这时候最好的选择还是从头开始一次顺序查找吧。
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排序


排序是将集合中的元素以某种规律放置的过程。例如，一个单词的列表，可以按字母顺序排列或按长度排列；一个城市的列表可以按人口，面积，邮政编码来排序。对有序列表的好处，前面在研究二分查找等案例时领略过的。

有许多许多的排序算法被开发和研究，这也说明排序在计算机科学中的重要性。大数据量的排序要占用海量的计算资源，象查找一样，排序的算法效率与元素的数量有关，对小的数据集来说，复杂的排序方法不值得做，代价太高了。从另一方面说，对更大的数据集，就要尽可以采用高效率的算法。本节中，我们要讨论几种排序技术并比较他们的运行时间。

在开始具体的算法之前，先考虑一下在分析算法过程中要用到的操作。首先是比较大小，为了排序，需要一个系统化的方法比较元素的大小以判断他们是否在正确的位置上。总的比较次数是比较排序过程的最通用方法；其次，如果数值不在正确的位置上，要交换的次数也是评估算法效率的重要方法。

冒泡排序


冒泡排序方法需要多次访问列表，它比较相邻的两个元素，如果次序不对，就交换位置。每次遍历都把经历的最大的元素放到合适的位置上。就象气泡上浮到合适的位置。

图1是冒泡排序的第一次遍历。阴影部分是正在比较元素位置是否合适。如果有n个元素，那么就要有n-1次比较。注意如果最大的元素加入了比较，它就被一直推动着向上直到最顶。
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第二次遍历开始的时候，最大元素已经就位。剩下n-1个元素要排序，意味着要进行n-2次捉对比较，既然每次都把最大元素推动到位，那么一共就需要n-1次。经过n-1次比较交换之后，最小的元素也一定就位不需要再交换。下面的代码是完整的bubbleSort函数，输入一个list作为参数，然后通过交换位置来修改次序。

交换的操作，在python语言里与其他语言稍有不同，一般地，交换两个元素需要一个临时变量(需要额外的地址空间)，代码片断是这样的


temp = alist[i]

alist[i] = alist[j]

alist[j] = temp



来交换第i个元素和第j个元素。如果不用临时变量，其中一个值会被覆盖。

在python里，允许进行同时赋值。赋值语句a,b=b,a能够一次完成两次赋值命令（图2）。使用同时赋值语句，交换操作也可以一次完成。

下面代码里5-7行用三步法进行i和i+1元素的交换，这个步骤可以使用同时交换法。
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图2 python的值交换

以下是上述描述的代码



def bubbleSort(alist):
   for passnum in range(len(alist)-1,0,-1):
       for i in range(passnum):
           if alist[i]>alist[i+1]:
                temp = alist[i]
                alist[i] = alist[i+1]
                alist[i+1] = temp
 
alist = [54,26,93,17,77,31,44,55,20]
bubbleSort(alist)
print(alist)







分析冒泡排序的时候，我们需要注意到，不管列表元素原来是怎样排列的，n-1次遍历是必须的。表1显示了每次遍历所要进行的比较次数。总的比较次数是前n-1个整数的和。回想n个整数的和是 前n-1个整数的和是,即，仍然是O(n2)。在最好的情况下，如果列表是有序的，一次交换也没有。但在最坏的情况下，每次比较都引发一次交换，平均情况是一半的时间。 




	




表1冒泡排序每次遍历的比较次数





	
Pass


	
Comparisons





	
1


	
n−1





	
2


	
n−2





	
3


	
n−3





	
...


	
...





	
n−1


	
1











一般认为冒泡排序是效率最差的排序方法，因为它在元素最终确定位置之前反复交换。这些浪费的交换操作很费资源。不过，因为冒泡排序对整个未排序部分遍历，它也能做到一些其他算法做不到的事情。在特殊情况下，如果一次遍历没有发生交换，我们知道这个列表一定是有序的，冒泡排序就可以提前停止。这意味着列表只需要一次遍历就知道自身是有序的从而提高效率。下面代码是利用了这个特点的修正版，通常称为短冒泡算法。



def shortBubbleSort(alist):
   exchanges = True
   passnum = len(alist)-1
   while passnum > 0 and exchanges:
      exchanges = False
      for i in range(passnum):
          if alist[i]>alist[i+1]:
               exchanges = True
               temp = alist[i]
               alist[i] = alist[i+1]
               alist[i+1] = temp
      passnum = passnum-1
 
alist=[20,30,40,90,50,60,70,80,100,110]
shortBubbleSort(alist)
print(alist)
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选择排序


选择排序是冒泡排序的改进，一次遍历只做一次交换。它在一次遍历中找到最大的元素，结束时放到合适的位置，正如冒泡排序一样，一次遍历后最大的元素就位。第二次遍历后，第二大的元素就位，这样持续进行，需要n-1个遍历来为n个元素排序。

图3显示了一整个的排序过程，一次遍历，剩余最大的元素被选中并正确就位，所以第一次选择了93，第二次选择77，第三次55，等等。后面是代码.
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def selectionSort(alist):
  for fillslot in range(len(alist)-1,0,-1):
      positionOfMax=0
      for location in range(1,fillslot+1):
          if alist[location]>alist[positionOfMax]:
               positionOfMax = location
 
      temp = alist[fillslot]
      alist[fillslot] = alist[positionOfMax]
      alist[positionOfMax] = temp
 
alist = [54,26,93,17,77,31,44,55,20]
selectionSort(alist)
print(alist)







可以看出，选择排序和冒泡排序一样多的比较次数，所以它的性能依然是O(n2).不过，因为交换次数的减少，选择排序一般运行得比冒泡要快。在这个例子中，冒泡有20次交换，而选择排序只有8次。





























以下测试使用在线运行方式
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前面的章节中，我们利用数据集中元素的相对位置信息来提高查找算法的性能。比如知道列表是有序的，可以使用二分查找。本节我们走得更远一些，创建一个数据结构，使得查找性能提高到O(1)，称为哈希查找。

要做到这样的性能，我们要知道元素的可能位置，如果每个元素就在他应该在的位置上，那么要查找的时候只需要一次比较得到有没有的答案，但下面将会看到，不是这么回事。

哈希表是这样一种数据集合，元素的保存的时候就存在容易找到位置上。哈希表表中每一个位置，一般称为槽位，每个槽位都能保存一个数据元素并以一个整数命名(从0开始)。这样我们就有0号槽位，1号槽位等等。起始时，哈希表里没有数据，槽位是空的。这样在构建哈希表的时候，可以把槽位值都初始化为None，图4显示一个大小为11的哈希表，或者是说有m个槽位的哈希表，m从0到10.
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图中元素和保存的槽位之间的映射关系，称为哈希函数，哈希函数接受一个元素作为参数，返回一个0到m-1的整数作为槽位名。假如我们有一个整数集54，26，93，17，77和31，我们的第一个哈希函数就可以用“余数法”，简单地将元素除以表的大小，返回余数作为哈希值。(h(item)=item%11)，表4是上述整数集的哈希值。







	
Table 4: Simple Hash Function Using Remainders





	
Item


	
Hash Value







	
54


	
10





	
26


	
4





	
93


	
5





	
17


	
6





	
77


	
0





	
31


	
9











注意余数法一般以某种形式存于所有哈希函数中，因为它的结果一定在槽位范围内。

一旦哈希值计算出来，就要把元素插入到哈希表中指定的位置。如图5所示，注意6槽位和11槽位是空的，这就要引入满载因子的概念，一般表述为：

λ=元素数量/哈希表容量

[image: ]





这里，就是



λ=6/11





现在当我们要查找的时候，只要简单地用哈希函数计算出槽位值，然后到表中检查是否存在就可以了，这个查找动作是O(1),因为计算哈希值的时间，以及到表中查找的时间是个常数。如果每件东西都各守其位，我们就发现了一个常数级的查找算法。

也许你已经注意到，这个技术仅在每个元素对应一个位置时有效，例如，上面的例子中如果增加一个44，那么它的哈希值是0，但是77的值也是0，这时问题就出来了，2个值对应同一个槽位，这被称为“collision”，很明显，collision给哈希技术造成了困难，我们随后详细讨论。





哈希函数


对给定的数据集，哈希函数将每个元素映射为单个的槽位，称为“完美哈希函数”，如果我们知道元素和集合固定不变，那么构造一个完美哈希函数也许是可能的。坏消息是对一个任意数据集合，没有一个系统的方法来构造完美哈希函数，好消息是，哈希函数不完美也能提供不错的性能。



如果一定要完美的哈希函数，一种方法是做大哈希表，以保证每个元素都有自己的索引。虽然在数据不多的情况下可行，但是如果数据很大就不可行。比如，如果数据项是8位号码，这就需要十亿个槽位，要是我们仅仅用来保存25个学生的号码，就太费了。

我们的目标是：collision最少，计算简单，分布均匀。有几种扩展余数法的方案，下面讨论其中几个。

折叠法：这种方法把元素分成相等的几片（最后一片可能不相等），然后再把碎片拼起来作为哈希值。比如我们的数据项是号码436-555-4601，那么应该把号码分成2个一组，然后加起来，即43+65+55+46+01，得到210 。假设哈希表有11个槽位，那么再一步用11除210来得到槽位。即210%11=1，所以号码436-555-4601的哈希值是1 。有些折叠法多了一步，在相加之前，把数据位顺序反转，在上面的例子中，即 43+56+55+64+01=219 计算219 % 11=10。

另一种算法叫做“平方取中法”，先计算元素的平方值，再从中提取几位数字，例如，对元素44，先计算442=1936，提取中间两位93，然后再取余数法，得到5（93%11=5）




	
Table 5: Comparison of Remainder and Mid-Square Methods

表5 余数法与平方取中法的比较





	
Item


	
Remainder


	
Mid-Square







	
54


	
10


	
3





	
26


	
4


	
7





	
93


	
5


	
9





	
17


	
6


	
8





	
77


	
0


	
4





	
31


	
9


	
6







对于字符类元素也能创建哈希函数，单词cat可以看成一个数字串


>>> ord('c')

99

>>> ord('a')

97

>>> ord('t')

116



我们把这三个数字加起来，用余数法计算哈希值。下面是一个计算字符串哈希值的函数：

Listing 1


defhash(astring, tablesize):

    sum=0

    for pos inrange(len(astring)):

        sum=sum+ord(astring[pos])

 

    returnsum%tablesize
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有意思的是，上述算法中，相同字母不同顺序的单词得到的哈希值相等，解决办法是加上字母的位置作为重量。图7显示了使用位置作为重量因子，修改后的哈希函数作为练习。

你也可以思考几种计算哈希值的方法，但必须要记住，哈希函数必须要简单高效，不能成为计算的主要负担。如果哈希函数太复杂，计算槽位名的时间超过了简单的顺序查找或二分查找的时间，那么哈希函数还有什么意义呢？
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冲突解决


现在返回到前面提到的冲突问题。当两个元素的哈希值指向同一个槽位，就应该有个系统的方法把第二个元素放进表中。这个过程叫做“冲突解决”。我们前面说过的，如果哈希函数是完美的，不会发生冲突。但完美无缺的事很少，所以冲突解决就成为哈希算法中的重要部分。

一种方法是为引起冲突的元素找到另一个位置。简单的做法就是从原来的位置开始，顺序向前查找，直到遇到一个空闲的槽位为止。注意的是我们可能需要循环地从第一个槽位开始以便覆盖整个哈希表。这种方法叫做开放地址法，因为它就是在哈希表中找下一个空闲槽位。通过系统地访问每个槽位，我们的开放地址技术叫做线性探测。

图8显示了一个用余数法作哈希函数的整数列表(54,26,93,17,77,31,44,55,20)。表4显示了起始元素的哈希值。图5显示的是原来的内容，当我们试图放置44到0位的时候，冲突发生了，使用线性探测技术，我们按顺序一个槽位一个槽位地找，最终找到一个空闲槽位。这个例子中是1位。

再次，55也应该在0位上，但不得不放在2位上，因为这是第二个空闲位置。最后20的哈希值是9，但9已经被占了，不得不再作探测，我们查找了10，0，1，和2位，最后在3位上发现一个空位。
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一旦我们用开放地址和线性探测法建立了一个哈希表，那就有必要用同样的方法实现查找。假设我们要找93，计算哈希值，得到5，查找5号槽，果然发现93，这时可以返回True值。如果要找20呢？哈希值是9，但9位上坐着31，我们不能简单地返回False完事儿，因为我们知道可能存在冲突，这时就要进行一下顺序查找，从10位开始，逐个查找直到找到20或发现空槽位。

线性探测的一个不好的地方就是可能引起聚集现象，元素在表里成群出现。这是因为如果在同一槽位上发生很多冲突的话，周边的槽位就会被线性探测找到并填满，这会影响到其他插入的元素，就象前面我们看到插入20的情况，20不得不跨过0后面好几个元素才找到开放地址，如图9所示。
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一种解决办法是延伸线性探测，改变就近查找空槽的方法，而是跳过几个槽位，这样冲突的元素可以分散开来，从而潜在减少了聚集现象的可能性。图10显示的是线性+3探测，意思是，冲突发生时，我们每隔3个位置探测一下是否空槽。

在发生冲突后查找另一个空槽的方法称为“再哈希”，用线性探测法，再哈希函数为

 newhashvalue=rehash(oldhashvalue) 

而rehash(pos)=(pos+1)%sizeoftable.

而+3探测法就要重定义为：

rehash(pos)=(pos+3)%sizeoftable

一般情况下：

rehash(pos)=(pos+skip)%sizeoftable.

Skip这个变理的选择必须保证表中所有的槽位都能访问到，否则，表中有些位置就会一直空闲。因此，为保证skip取值合适，一般建议表的大小是个质数，这也是为什么前面的例子中我们使用11

线性探测思想的一个变种称为二次探测。它不再使用一个常数的“跳步”，而是用再哈希函数来逐次提高哈希值如1，3，5，7，9等。这就是说，如果第一次计算得到的哈希值是h,那么后续的值就是h+1, h+4, h+9, h+16等，换句话说，二次探测使用了完全平方数作为跳步，图11所示为使用了这个技术的方法。
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另一种处理冲突问题的方法是让槽位上保存一个指向链地址的引用，这个方法可以在一个槽位上存在很多元素。这样当发生冲突时，元素仍然可以放在这个槽位上。但是如果越来越多的元素放置在同一槽位上，查找的难度也要增加。图12显示了使用链地址方法解决冲突的方法。
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当查找一个元素时，使用哈希函数计算出一个元素“应该”在的槽位值，既然每个槽位挂了一个集合，也要使用查找技术来判断是否存在。这样的好处是每个槽位上的元素数量要少很多，所以查找的效率更高。本周结尾我们将讨论哈希查找的效率。







        python数据结构与算法 29-3 用哈希表实现映射            
        


实现map抽象数据类型


字曲是python里最有用的数据集合之一，回想一下，字典是一对键值-数据的组合，键值是用来查找相应的数据，我们把这种思想称为“映射”

映射的抽象数据类型定义如下，这是一个无序的键-值对集合，键值总是唯一的以便建立与数据的对应关系。映射的操作方法如下：

·            Map() 创建一个新的空的映射，返回一个空集合。

·            put(key,val)在映射中增加一对新的键-值对，如果键值已经存在，用新的数据值代替原来的。

·            get(key) 根据给定的键值，返回对应的数值，找不到时返回None。

·            Del从映射中删除键-值对，形式del map[key]

·            len()返回映射中键-值对的数量

·            In如果key值在映射中，key in map返回True，否则返回False

字典的好处之一，是给一个键值可以很快返回相关的数据，为了提供这样快速查询的能力，我们需要引入一个高效的查找功能。可以对列表使用顺序或二分查找，但是最好是用哈希表，因为它能提供接近O(1)的性能

在listing2中，我们用两个列表创建HashTable类来实现映射的抽象数据类型。一个列表，名为slots来保存键值元素，另一个平行的列表，名为data，保存数据。当查询键值的时候，data列表相应的位置上就保存有数据。我们将键值列表处理成哈希表，注意哈希表的初始大小为是11，虽然这个大小是随意的，但是选择为质数特别重要，因为这样一来后面处理冲突的效率就比较高。

Listing 2


classHashTable:

    def__init__(self):

        self.size=11

        self.slots= [None]*self.size

        self.data= [None]*self.size



Hashfunction函数是简单地用了余数法，冲突解决采用了+1线性探测再哈希函数，put函数约定：除非self.slots中包括这个键值，否则这个槽位就认为是空的。它计算出的哈希值如果非空，就迭代rehash函数，直到找到一个空槽位。如果一个非空的槽位上已经有键值，就用新数据代替原数据。

Listing 3


defput(self,key,data):

  hashvalue =self.hashfunction(key,len(self.slots))

 

  ifself.slots[hashvalue]==None:

    self.slots[hashvalue]= key

    self.data[hashvalue]= data

  else:

    ifself.slots[hashvalue]== key:

      self.data[hashvalue]= data  #replace

    else:

      nextslot =self.rehash(hashvalue,len(self.slots))

      whileself.slots[nextslot]!=Noneand \

                      self.slots[nextslot]!= key:

        nextslot =self.rehash(nextslot,len(self.slots))

 

      ifself.slots[nextslot]==None:

        self.slots[nextslot]=key

        self.data[nextslot]=data

      else:

        self.data[nextslot]= data #replace

 

defhashfunction(self,key,size):

     return key%size

 

defrehash(self,oldhash,size):

    return (oldhash+1)%size



Listing4中，get函数从计算哈希值开始，如果这个值不是一个起始的槽位，rehash就去查找另一个可能的位置。注意第15行检查有没有返回最早的槽位，如果是，查找将停止，因为那表明已经找过所有的槽位，元素不存在。

HashTable类的最后一个方法提供了一个附加的字典函数。我们重载了__getitem__和 __setitem__方法来实现“[
 ]”符号的使用。这也意味着，一旦HashTable对象创建，熟悉的索引方法就可用了。其他方法用作练习。


defget(self,key):

  startslot =self.hashfunction(key,len(self.slots))

 

  data =None

  stop =False

  found =False

  position = startslot

  whileself.slots[position]!=Noneand  \

                       not found andnot stop:

     ifself.slots[position]== key:

       found =True

       data =self.data[position]

     else:

       position=self.rehash(position,len(self.slots))

       if position == startslot:

           stop =True

  return data

 

def__getitem__(self,key):

    returnself.get(key)

 

def__setitem__(self,key,data):






























    self.put(key,data)








对下会话显示了HashTable类的使用，先创建一个哈希表，存入一些数据。


>>> H=HashTable()

>>> H[54]="cat"

>>> H[26]="dog"

>>> H[93]="lion"

>>> H[17]="tiger"

>>> H[77]="bird"

>>> H[31]="cow"

>>> H[44]="goat"

>>> H[55]="pig"

>>> H[20]="chicken"

>>> H.slots

[77, 44, 55, 20, 26, 93, 17, None, None, 31, 54]

>>> H.data

['bird', 'goat', 'pig', 'chicken', 'dog', 'lion',

       'tiger', None, None, 'cow', 'cat']



然后访问并修改一些元素，注意键值为20的数据被替换。


>>> H[20]

'chicken'

>>> H[17]

'tiger'

>>> H[20]='duck'

>>> H[20]

'duck'

>>> H.data

['bird', 'goat', 'pig', 'duck', 'dog', 'lion',

       'tiger', None, None, 'cow', 'cat']

>> print(H[99])

None



完全的哈希表例子代码：


class HashTable:
    def __init__(self):
        self.size = 11
        self.slots = [None] * self.size
        self.data = [None] * self.size
 
    def put(self,key,data):
      hashvalue = self.hashfunction(key,len(self.slots))
 
      if self.slots[hashvalue] == None:
        self.slots[hashvalue] = key
        self.data[hashvalue] = data
      else:
        if self.slots[hashvalue] == key:
          self.data[hashvalue] = data  #replace
        else:
          nextslot = self.rehash(hashvalue,len(self.slots))
          while self.slots[nextslot] != None and \
                          self.slots[nextslot] != key:
            nextslot = self.rehash(nextslot,len(self.slots))
 
          if self.slots[nextslot] == None:
            self.slots[nextslot]=key
            self.data[nextslot]=data
          else:
            self.data[nextslot] = data #replace
 
    def hashfunction(self,key,size):
         return key%size
 
    def rehash(self,oldhash,size):
        return (oldhash+1)%size
 
    def get(self,key):
      startslot = self.hashfunction(key,len(self.slots))
 
      data = None
      stop = False
      found = False
      position = startslot
      while self.slots[position] != None and  \
                           not found and not stop:
         if self.slots[position] == key:
           found = True
           data = self.data[position]
         else:
           position=self.rehash(position,len(self.slots))
           if position == startslot:
               stop = True
      return data
 
    def __getitem__(self,key):
        return self.get(key)
 
    def __setitem__(self,key,data):
        self.put(key,data)
 
H=HashTable()
H[54]="cat"
H[26]="dog"
H[93]="lion"
H[17]="tiger"
H[77]="bird"
H[31]="cow"
H[44]="goat"
H[55]="pig"
H[20]="chicken"
print(H.slots)
print(H.data)
 
print(H[20])
 
print(H[17])
H[20]='duck'
print(H[20])
print(H[99])
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插入排序


插入排序虽然仍然是O(n2)，但工作模式就有稍微不同。它总是在列表的低端保持一个有序的子列表，后面的元素被逐个“插入”到前面的有序子表，这样有序的子表就逐渐变大。图4是插入排序的过程，阴影部分是排好序的子列表。
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开始的时候我们假设一个只有一个元素（在0位上）的列表而且是有序的，每次遍历的时候，从1到n-1的每个元素，与有序的子列表进行比较。当回顾已经排序的子表时候，比当前元素大的向前移，当遇到一个比它小的元素或到达子表的终点时，当前元素就插在这个位置上。

如图5所示为一个第5次遍历的细节。这时已经生成一个有序的子表，包含17，26，54，77和93五个元素。下面要把31插入到这个子表中。先与93比较，93向右移动一个位置，然后是77和54也移动了，当遇到26时，停止移动，31放在空白位置上，这时就有序子表有6个元素了。
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下面的实现代码insertionSort显示，仍然需要n-1次遍历来移动n个元素。迭代过程从1开始，到n-1，因为这些位置上的元素是需要向后插入到有序子表中的。第8行执行将元素向后移动的操作。记住这个操作与前面的算法相比，不是一个完整的交换过程。

插入排序最大需要前n-1个整数和次比对。所以这是一个O(n2)，不过在最好的情况即有序列表的情况下，只需要一次遍历。另外要注意的是，移动元素位置相对交换两个元素的消耗。一般情况下，移动操作大概需要交换操作三分之一资源，因为移动只需要一次赋值操作。在性能测试中，插入排序显示了很好的性能。

def insertionSort(alist):
   for index in range(1,len(alist)):

     currentvalue = alist[index]
     position = index

     while position>0 and alist[position-1]>currentvalue:
         alist[position]=alist[position-1]
         position = position-1

     alist[position]=currentvalue

alist = [54,26,93,17,77,31,44,55,20]
insertionSort(alist)
print(alist)
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希尔排序


希尔排序，有时称为递减增量排序，是在插入排序基础上，把列表拆成几个较小的子表，然后对每个子表使用插入排序的方法。选出子表的方法是希尔排序的关键，它并不是把列表的中相近的元素取出来组成子表，而是使用了一个增量值I,有时也叫做“间隙”，然后每隔一个间隙选中一个元素来组成子表。

这可以从图6中看出来，列表中有9个元素，如果我们使用增量3，就有3个子表，每个子表单独做插入排序。完成之后的列表如图7，现在看这个表虽然没有完全排序，但对子表排序后，元素已经很接近它们的最终位置。
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图6 增量为3的希尔排序
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图7 子表排序之后的希尔排序






图8所示为增量是1的插入排序，或者说，这就是个标准的插入排序。得益于前面的子表排序过程，现在需要移动操作要少得多。在这个例子中，只需要移动4次就完成了排序。
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图8 希尔排序最后一步：增量为1的插入排序
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图9  希尔排序 初始化子表


前面我们说过，希尔排序的独特性就是增量的选择，下面的函数使用了一个不同的增量的集合，从n/2个子表开始，下一步就是n/4个子表要排序，最终是1个子表进行插入排序。图9所示是这种增量的第一批4个子表。

下面的shellSort函数对每个增量值进行一次子表排序，最终使用插入排序完成

def shellSort(alist):
    sublistcount = len(alist)//2
    while sublistcount > 0:

      for startposition in range(sublistcount):
        gapInsertionSort(alist,startposition,sublistcount)

      print("After increments of size",sublistcount,
                                   "The list is",alist)

      sublistcount = sublistcount // 2

def gapInsertionSort(alist,start,gap):
    for i in range(start+gap,len(alist),gap):

        currentvalue = alist[i]
        position = i

        while position>=gap and alist[position-gap]>currentvalue:
            alist[position]=alist[position-gap]
            position = position-gap

        alist[position]=currentvalue

alist = [54,26,93,17,77,31,44,55,20]
shellSort(alist)
print(alist)




乍看起来，希尔排序不见得比插入排序更好，因为最后一步就完全是一个插入排序。但是，最后一步的插入排序，不需要很多步骤来完成比较和移动，因为通过前面的增量插入排序，列表已经做了“预排序”，也就是说，这个列表已经比普通列表“更有序”，所以在效率上有很大的不同。

对希尔排序的详细分析超出本书的范围，不过我们可以说，它趋向于O(n) 和 O(n2)
之间。对listing5中的增量，性能是O(n2)，变更增量，例如使用 2k−1 (1,
 3, 7,15, 31, 等)，性能可达到O(n3/2).
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归并排序


在提高排序算法性能的方法中，有一类叫做分而治之。我们先研究其中第一种叫做归并排序。归并排序使用递归的方法，不停地把列表一分为二。如果列表是空或只有一个元素，那么就是排好序的（递归基点），如果列表有超过1个的元素，那么切分列表并对两个子列表递归使用归并排序。一旦这两个列表排序完成，称为“归并”的基本操作开始执行。归并是把两个有序列表合并成一个新的有序列表的过程。图10是我们熟悉的列表样例分解过程，图11是归并的过程。
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图10  切分过程
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图11  归并过程


以下是mergeSort函数。函数开始查询基点，如果列表长度小于等于1，那么已经是有序的不需要进一步处理，否则，长度大于1，就要用列表的切片操作分拆成左半部和右半部。注意列表的元素数量未必是个偶数，那没关系，长度相关最大也不超过1个。

def mergeSort(alist):
    print("Splitting ",alist)
    if len(alist)>1:
        mid = len(alist)//2
        lefthalf = alist[:mid]
        righthalf = alist[mid:]

        mergeSort(lefthalf)
        mergeSort(righthalf)

        i=0
        j=0
        k=0
        while i<len(lefthalf) and j<len(righthalf):
            if lefthalf[i]<righthalf[j]:
                alist[k]=lefthalf[i]
                i=i+1
            else:
                alist[k]=righthalf[j]
                j=j+1
            k=k+1

        while i<len(lefthalf):
            alist[k]=lefthalf[i]
            i=i+1
            k=k+1

        while j<len(righthalf):
            alist[k]=righthalf[j]
            j=j+1
            k=k+1
    print("Merging ",alist)

alist = [54,26,93,17,77,31,44,55,20]
mergeSort(alist)
print(alist)




mergeSoft函数被调用处理左半个表和右半个表时（8-9行），假设他们是排好序的。函数的其他部分（11-31行）负责把两个排好序的列表合并成一个有序表。注意合并的操作把元素放在原表（alist）的后面，一次取一个最小的元素。

mergeSort函数在第2行使用了一个print语句来显示每次调用的列表的内容。在32行也有一个print语句来显示归并处理。它的副本显示了函数处理样例列表的结果（最行一行？）。注意列表里44，55和20没有平均切分，第一次切分多出了[44]，第二次多出了[55,20]。容易看得出，切分过程产生的列表可以立即与另一个有序表合并。

要分析mergeSort函数，需要考虑函数中两个分立的过程。第一个，把列表一分为二，我们已经在二分查找中计算过了，对于长为n的列表，需要logn的时间来切分。第二个是归并过程。列表中每个元素都要被处理并放在有序表中，所有归并操作n个元素的列表，需要n步操作。这样结果就是，logn步操作，每步操作包括n步归并，所以最终为nlogn。

回想列表切片的操作，如果切片大小是k，那么这个操作的性能是O(k)，为了保证mergeSoft的性能是O(nlogn) ，我们需要清除切片操作。这样，我们需要简单地将开始和结束的索引值连同列表一起传递给递归过程。这个修改留作练习。

要注意的是，mergeSoft函数需要额外的内存来保存切出的两个子表，当数据集很大时，问题会变得很严重。
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快速排序


快速排序也使用了分而治之的策略来提高性能，而且不需要额外的内存，但是这么做的代价就是，列表不是对半切分的，因而，性能上就有所下降。

快速排序选择一个数值，一般称为“轴点”，虽然有很多选取轴点的方法，我们还是简单地把列表中第一个元素做为轴点了。轴点的作用是帮助把列表分为两个部分。列表完成后，轴点所在的位置叫做“切分点”，从这一点上把列表分成两部分供后续调用。

图12所示，54将作为轴点。这个例子我们已经排过多次了，我们知道54在排好序后将处于现在31的位置上。找到轴点以后，把列表中其他元素，按比轴点大或比轴点小的方法，分成两部分。
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图12  快速排序的第一个轴点






切分开始于定位两个位置标志……就叫做“左标”和“右标”好了……分别位于剩余列表元素的开始和结束处（图13的1位和8位）。切分的目标，是把相对于轴点来说，位置错误的元素移动在正确的位置上，同时左标和右标也将在“切分点”上相聚。
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图13  找到54的切分点






我们把leftmark 不停地+1，直到遇到一个元素值大于轴点。然后把rightmark 不停-1直到遇到一个元素值小于轴点值。这时，我们发现这两个元素的位置不对，如上例中那样，遇到了93和20，现在把两个元素交换，然后重复上述过程。

当rightmark 小于 leftmark时，停止。这时rightmark 成为切分点，轴点值与切分点的值交换，轴点已经找到位置（图14）。另外，所有切分点左边的元素都小于轴点，所有右边的元素大于轴点，这时列表从切分点处分成两个子表，使用递归调用重复快速排序过程。
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图14  完成切分






下面是实现quickSort的函数。它调用了一个递归函数quickSortHelper.
 quickSortHelper.的基点和归并排序是一样的，如果列表的长度小于等于1，它就是有序的，如果大于1，它就要被切分并且递归排序。Partition
函数完成前面提到过的切分过程。

def quickSort(alist):
   quickSortHelper(alist,0,len(alist)-1)

def quickSortHelper(alist,first,last):
   if first<last:

       splitpoint = partition(alist,first,last)

       quickSortHelper(alist,first,splitpoint-1)
       quickSortHelper(alist,splitpoint+1,last)


def partition(alist,first,last):
   pivotvalue = alist[first]

   leftmark = first+1
   rightmark = last

   done = False
   while not done:

       while leftmark <= rightmark and \
               alist[leftmark] <= pivotvalue:
           leftmark = leftmark + 1

       while alist[rightmark] >= pivotvalue and \
               rightmark >= leftmark:
           rightmark = rightmark -1

       if rightmark < leftmark:
           done = True
       else:
           temp = alist[leftmark]
           alist[leftmark] = alist[rightmark]
           alist[rightmark] = temp

   temp = alist[first]
   alist[first] = alist[rightmark]
   alist[rightmark] = temp


   return rightmark

alist = [54,26,93,17,77,31,44,55,20]
quickSort(alist)
print(alist)




为了分析快速排序函数性能，要注意到一个长度为n的列表，如果切分点总是在列表的中间，那么就是要logn 次切分。为了找到切分点，n个元素都要与轴点作一次比较，结果需要nlogn.另外，也不需要象归并排序一样消耗额外的内存。不幸的是，在最怀的情况下，切分点不在中间，而是偏左或偏右，生成很不均匀的子表，这种情况下，生成的子表是一个0个元素，一个n-1个元素，然后再切分，却生成一个子表是0个元素，另一个是n-2个元素等等。结果需要的开销就是O(n2)。

前面我们提到过有不同的方式来选择轴点，尤其是，我们可以使用一种叫做“三数取中”的技术，以减轻不均匀切分的可能性。这种方法从列表的第一个，中间的一个，最后的一个元素三个数中，取中间值。象上面的例子中，三数是54，77和20，，那么选中54作为轴点。这种思想的来源，是认为第一个元素可能它的大小并不在中间的位置，但是三个数的中间值就比较靠近中间。这种方法特别适合那些开始时已经部分有序的列表。这个轴点值的选择方法留作练习。
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树


学习目标



	理解什么是树及使用方法 

	学会使用树实现映射 

	用列表实现树 

	用类和引用实现树 

	用递归实现树 

	用堆实现优先队列



树的例子


前面我们学习过栈和队列这类线性数据结构，并且体验过递归，现在我们学习另一种通用数据结构，叫做树。树在计算机科学中应用广泛，象操作系统、图形学、数据库系统、网络等都要用到树。树和他们在自然界中的表哥——植物树——非常相似，树也有根，有分枝，有叶子。不同之处是，数据结构的树，根在顶上，而叶子在底部。

在开始学习之前，我们来研究几个普通的例子。第一个是生物学上的分级树。图1所示为部分动物的分级树，从这个例子中，我们可以看到树的一些性质。图中显示的第一个性质就是树是分级的，通过分级，形成层级结构，越接近上层的越是一般的共性，底部则是一些具体的东西，顶级的是“界”，第二级是“门”，然后是“纲”，如此等等。不管到分级树的多少层，所有的生物体都是动物界。
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图1 生物层级图（看不懂写参考下图）
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图1 中文版的生物层级图






你查以从顶部开始，沿着圆圈和箭头组成的路径一直下到底部。在树的每层上，我们都可以问自己一个问题，而且沿着同意的答案走。例如你可以问：“这个动物是脊索动物还是节足动物？”，如果答案是“脊索动物”，那么就沿着脊索动物向下，“这个脊索动物是哺乳动物吗？”如果不是，我们就被困住了（当然，仅限于图中的资料才会困住），如果是在哺乳动物层次上问，“这个哺乳动物是灵长类还是食肉类？”，这种问题可以一直问下去，直到最底层找到动物的名字。

树的另一个性质是，一个节点的所有孩子独立于另一个节点的孩子，例如，猫属有两个孩子，家猫种和狮子种，蝇属也有一个孩子叫家蝇种，但是它的节点不同，与猫属的孩子完全独立。这意味着，我们改变蝇属的孩子不会影响到猫属的孩子。

第三个性质是，每个叶子节点是唯一的，我们可以从动物“界”开始，从根到叶沿着规定的路线唯一地定义每一个物种。例如动物界→脊索动物门→哺乳动物纲→食肉目→猫科→猫属→猫种→家猫

另外一个树形数据结构的例子是我们天天要用的文件系统。文件系统里，目录或文件夹，是树形结构的。图2是unix文件系统的部分结构。
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图2 unix文件系统的层级图






文件系统与生物层级系统很相似，也可以沿着一条路径从根到任何目录，路径可以唯一地确定一个子目标和他下面的所有文件。

树的另一个性质，出自它的层次特性，即可以把的一棵子树移动到另一个位置，而不会影响到它下面的层级。例如，我们可以把整个的/etc/从根目录移动到usr/下面，这会将到达httpd的路径从/etc/httpd到/usr/etc/httpd，但不是会影响httpd目录的内容和子目录。

树的最后一个例子是网页，这面是用HTML写的一个简章网页，图3是文中HTML标志的结构关系：

<html xmlns="http://www.w3.org/1999/xhtml"
      xml:lang="en" lang="en">
<head>
    <meta http-equiv="Content-Type"
          content="text/html; charset=utf-8" />
    <title>simple</title>
</head>
<body>
<h1>A simple web page</h1>
<ul>
    <li>List item one</li>
    <li>List item two</li>
</ul>
<h2><a href="http://www.cs.luther.edu">Luther CS </a><h2>
</body>
</html>
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图3 HTML标志符的嵌套树形结构


HTML源码和相应的树形结构是另一个层级实例。注意，树中每一个层级也就是HTML标志的嵌套深度。第一对标签是<html></html>，所有其他标签就嵌在它们里面。检查一遍你将在树的每一层级上发现这种性质。






词汇和定义


我们已经看到树的几个例子，现在正式定义树和树的组成。

节点

节点是树的基本元素。它可以有个名字，叫做“键值”。节点也许有更多的附加信息，称为“负载”。在树的算法中，负载不是核心问题，但在实际问题中用到树的时候，负载经常成为关键元素。

边

边是树的另一个基本元素，一条边把两个节点连起来表示他们之间的关系。每个节点（除根节点外）都有一条从其他节点伸过来的入边连着，而且每个节点可能伸出去好几条出边。

根

根是树结构中，唯一没有入边的节点。图2中，/就是树的根。

 路径

路径就是边连接而成的有序列表，元素是节点。例如：哺乳 纲→ 肉食目 → 猫科 → 猫属 → 家猫种就是一条路径。

孩子

“入边来自同一个节点”的节点集合，叫做那个节点的孩子。图2中，log/,spool/和yp/是节点var/的孩子。

父母

一个节点的出边指向其他节点，它就是这些节点的父母。图2中，var/是log/,spool/和yp/的父母。

兄弟

同一父母的节点叫做兄弟。节点etc/和usr/是文件系统树的兄弟。

子树

子树是指一个父母节点和他们的子子孙孙节点和边组成的集合。

叶子节点

叶子节点指没有孩子的节点。如生物层级树中的人和黑猩猩都是叶子节点。

层次

节点的层次，是指从根到这个节点经过的边的数量。例如图1中，Felis的层次是5，根据定义，根节点是0层。

高度

树的高度是指它所有节点层次的最大值。图2中树的高度是2







基本词汇定义完成，我们要对树做一个正式定义。事实上，我们要对做两个正式定义，一个定义包括节点和边，另一个定义是递归定义。递归定义的价值已经被证实。

第一个定义：树包括节点的集合以及连接节点的边的集合。树有以下性质：


	一个节点的树称为根节点 

	任意节点n,除了根节点，都要被另外的唯一节点p所连接，这时p是n的父母。 

	从根到任意节点有一条唯一的路径 

	如果每个节点最多有两个孩子，我们把这种树称为二叉树。




图4是第一个定义的树，边用箭头表明连接的方向。
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图4 树的定义：节点和边






第二个定义：树或者是一个空集，或者是包括一个根节点和0个或多个子树，每个子树也是树。每个子树的根连到父母树的根。图4所表明的树的递归定义。应用递归定义，我们知道图中至少有4个节点，因为每个三角形代表一个子树，子树中至少包括一个根节点。也许有更多的节点，但是在深入到子树之前无法知晓。
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树的实现


记住上一节树的定义，在定义的基础上，我们用以下的函数创建并操作二叉树：


	BinaryTree() 创建一个二叉树实例 

	getLeftChild() 返回节点的左孩子 

	getRightChild() 返回节点的右孩子 

	setRootVal(val) 把val变量值赋给当前节点 

	getRootVal() 返回当前节点对象。 

	insertLeft(val) 创建一个新二叉树作为当前节点的左孩子 

	insertRight(val) 创建一个新二叉树作为当前节点的右孩子。



实现树的关键点是合适的存储技术。Python提供两种可用方法，所以在做出决定之前，先查验一下两种技术。第一种叫“列表的列表”，第二种叫“节点与引用”

列表的列表表示法


在列表的列表方法中，我们使用列表数据结构来实现上面的函数，虽然这种操作方法与我们以前的抽象数据结构很不相同，不过它很有意思的一点是，这是一个简单的递归结构，我们可以直接查看和检查。

在列表的列表树中，根节点的数值是列表的第一个元素，第二个元素是它的左子树，第三个元素就是它的右子树。为说明这个存储结构，我们看一个例子。图1所示为一个如此实现的简单树。
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图1 一棵小树





myTree = ['a',   #root
      ['b',  #left subtree
       ['d' [], []],
       ['e' [], []] ],
      ['c',  #right subtree
       ['f' [], []],
       [] ]
     ]




有没有发现我们可以直接用列表的索引来访问子树。树根是myTree[0],左子树是myTree[1],右子树是myTree[2]。下面的代码就是用列表创建了一棵树，完成之后，就可以访问它的根和子树，它的好处在于列表中的“元素列表”就代表了子树，与树有相同的结构，所以它的结构是递归的。如果一个子树有根节点，但是左右子树都是空列表，那么它就是叶子。另一个好处是这种方法产生的树可以推广到“多叉树”而不仅是二叉树，因为另一个子树也不过是一个列表而已。

myTree = ['a', ['b', ['d',[],[]], ['e',[],[]] ], ['c', ['f',[],[]], []] ]
print(myTree)
print('left subtree = ', myTree[1])
print('root = ', myTree[0])
print('right subtree = ', myTree[2])




现在来为这种树形数据结构定义一些函数以方便使用。注意我们没有定义一个二叉树类，这些函数只是帮助操作一个列表，即使工作对象是一个树。


def BinaryTree(r):

    return [r, [], []]



BinaryTree函数简单地创建了一个列表，内中只有一个根节点和两个空列表作为孩子。要增加左子树的话，就要插入一个新列表到根列表的第二个位置上。要小心一点，如果第二个位置上已经保存了数据，需要跟踪这个数据，并把它下压一级，作为新插入列表的左孩子。Listing1是插入左孩子的代码。

Listing 1


def insertLeft(root,newBranch):

    t= root.pop(1)

    iflen(t)
>1:

       root.insert(1,[newBranch,t,[]])

    else:

       root.insert(1,[newBranch, [], []])

    return root



注意，要插入左孩子，先得到原来左孩子位置的列表（可能是空的），当加入新左孩子的时候，把原来的左孩子作为新节点的孩子。这样，我们可以把新节点放在树中任何位置。

插入右孩子的代码也很相似，见下面listing 2.

Listing 2


def insertRight(root,newBranch):

    t= root.pop(2)

    iflen(t)
>1:

       root.insert(2,[newBranch,[],t])

    else:

       root.insert(2,[newBranch,[],[]])

    return root



下面listing 3是获取和赋值的函数，针对根节点和左右子树。

Listing 3


defgetRootVal(root):

    return root[0]

 

defsetRootVal(root,newVal):

   root[0]
= newVal

 

defgetLeftChild(root):

    return root[1]

 

defgetRightChild(root):

    return root[2]



下面是完整的函数代码。

def BinaryTree(r):
    return [r, [], []]

def insertLeft(root,newBranch):
    t = root.pop(1)
    if len(t) > 1:
        root.insert(1,[newBranch,t,[]])
    else:
        root.insert(1,[newBranch, [], []])
    return root

def insertRight(root,newBranch):
    t = root.pop(2)
    if len(t) > 1:
        root.insert(2,[newBranch,[],t])
    else:
        root.insert(2,[newBranch,[],[]])
    return root

def getRootVal(root):
    return root[0]

def setRootVal(root,newVal):
    root[0] = newVal

def getLeftChild(root):
    return root[1]

def getRightChild(root):
    return root[2]

r = BinaryTree(3)
insertLeft(r,4)
insertLeft(r,5)
insertRight(r,6)
insertRight(r,7)
l = getLeftChild(r)
print(l)

setRootVal(l,9)
print(r)
insertLeft(l,11)
print(r)
print(getRightChild(getRightChild(r)))




节点与引用方法


第二种表示方法使用节点和引用。在这种情况下我们定义一个类，它的属性值包括根，和左右子树。因为这种方法更加面向对象，以后的章节中，我们都用这种表示方法。

使用节点和引用，我们认为树形结构类似图2所示。
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开始时如linsting 4所示，只是一个节点的定义和两个子树的引用。重要的是，左右子树的引用的，也是这个类的实例。例如，如果要插入一个新的左子树，那么创建一个新的树对象并且修改根节点的self.leftChild指向新树

Listing4


classBinaryTree:

    def__init__(self,rootObj):

        self.key= rootObj

        self.leftChild=None

        self.rightChild=None



注意上面代码中，构造函数需要一个对象来保存在根节点。既然列表可以保存任意对象，那么树的根可以是任意对象。在前面的例子中，我们在根节点中保存节点的名字。在图2中那样的树，我们要创建6个BinaryTree的对象。

下面看另外的函数。要在树中增加一个左子树，需要新建一个二叉树对象，并把这个对象赋值给leftChild。下面是实现代码。

Listing5




	
1

2

3

4

5

6

7


	

definsertLeft(self,newNode):

    ifself.leftChild==None:

        self.leftChild= BinaryTree(newNode)

    else:

        t = BinaryTree(newNode)

        t.leftChild=self.leftChild

        self.leftChild= t









上面代码中考虑了两种情况。第一种是没有左孩子，只需把节点加到树上。第二种是此节点已经有左孩子，这时要把现存的左孩子下移一级作为插入节点的左孩子。第二种情况是在上面代码中第4行的else语句处理的。

插入右孩子的操作也要对称地考虑，要么没有右孩子，否则把节点插入到根与现存右孩子之间。如下面的listing 6

Listing6


definsertRight(self,newNode):

    ifself.rightChild==None:

        self.rightChild= BinaryTree(newNode)

    else:

        t = BinaryTree(newNode)

        t.rightChild=self.rightChild

        self.rightChild= t



同样的，下面的函数是用来取值和赋值的。

Listing7


defgetRightChild(self):

    returnself.rightChild

 

defgetLeftChild(self):

    returnself.leftChild

 

defsetRootVal(self,obj):

    self.key= obj

 

defgetRootVal(self):

    returnself.key



现在我们完成了创建和操作树所需要的全部程序段，现在用它们来验证一下他们树的结构。我们先创建一个简单的树包含一个根和两个节点，b和c。下面的代码就是创建树，并为键，左孩子和右孩子赋值。注意左孩子和右孩子和根都是同一个类BinaryTree的不同对象，如同前面我们的递归定义一样，这使得我们可以象处理二叉树一样处理它的子树。

class BinaryTree:
    def __init__(self,rootObj):
        self.key = rootObj
        self.leftChild = None
        self.rightChild = None

    def insertLeft(self,newNode):
        if self.leftChild == None:
            self.leftChild = BinaryTree(newNode)
        else:
            t = BinaryTree(newNode)
            t.leftChild = self.leftChild
            self.leftChild = t

    def insertRight(self,newNode):
        if self.rightChild == None:
            self.rightChild = BinaryTree(newNode)
        else:
            t = BinaryTree(newNode)
            t.rightChild = self.rightChild
            self.rightChild = t


    def getRightChild(self):
        return self.rightChild

    def getLeftChild(self):
        return self.leftChild

    def setRootVal(self,obj):
        self.key = obj

    def getRootVal(self):
        return self.key


r = BinaryTree('a')
print(r.getRootVal())
print(r.getLeftChild())
r.insertLeft('b')
print(r.getLeftChild())
print(r.getLeftChild().getRootVal())
r.insertRight('c')
print(r.getRightChild())
print(r.getRightChild().getRootVal())
r.getRightChild().setRootVal('hello')
print(r.getRightChild().getRootVal())
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分析树


树的结构完成以后，该是时候看看它能做点什么实事儿了。这一节里，我们研究一下分析树。分析树能够用于真实世界的结构表示，象语法或数学表达式一类的。
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图1
一个简单语句的分析树






图1所示是一个简单语句的层级结构，把语句表示为树结构可以让我们用子树来分析句子的组成部分。
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图2 ((7+3)∗(5−2))的分析树

我们也可以把数学表达式如((7+3)∗(5−2))表示为分析树，如图2.此前我们研究过完全括号表达式，这个表达式表达了什么呢？我们知道乘法的优先级比加减要高，但因为括号的关系，在做乘法之前，要先完成加减法的计算。树的层级结构能帮助我们理解整个表达式的计算顺序。左子树是加法，求值得10，减法是右子树，求值得3.因为树的层级结构，可以用求得的值代替左右子树，这样就可以直接计算乘法了。

[image: ]




图3 ((7+3)∗(5−2))的简化分析树



本章其余部分我们研究分析树的更多细节，特别是要研究：




	对完全括号表达式怎样构建分析树。

	怎样对分析树的表达式求值

	怎样从分析树还原数学表达式。




构建分析树，第一步是把表达式分解成符号保存在列表里。这里面有4种符号：左括号，右括号，操作符，操作数。我们知道每当读到一个左括号，就是新开一个表达式，这时就要新建一个子树来对应括号内的表达式。相反地，每读到一个右括号，这个子表达式就结束了。另外我们也要知道，操作数总是操作符的叶子。最后我们要知道，每个操作符都有左右两个孩子。

知道了以上信息，我们可以给出以下规则：

1.   如果当前符号是’(‘，新增一个节点作为当前节点的左孩子，并下沉到这个左孩子。

2.   如果当前符号在  ['+','-','/','*'],把当前节点的值赋为当前符号，并且为当前节点增加一个右孩子，并下沉到这个右孩子。

3.   如果当前符号是一个数字，把当前节点值设为这个数，返回到父母节点。

4.   如果当前符号是‘）’,返回到父母节点。

开始写代码之前，我们先看一看上面的规则是怎样运作的。以表达式 (3+(4∗5))为例，我们把它分析成字符列表['(',
 '3', '+', '(', '4', '*', '5',')',')'].，我们从一个只含有空根节点的分析树开始，如图4所示为结构，和每一次操作后的内容。
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新建空节点
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读到左括号，规则1

[image: ]





读到3，规则3
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读到+，规则2
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读到左括号，规则1
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读到数字4，规则3
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读到*，规则2
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读到数字5，规则3

图4
跟踪分析树构建





按图4，步骤是这样的的：


	建一个空树 

	读入第一个符号（，按规则1，新建一个节点作为根的左孩子。把左孩子作为当前节点。 

	读入第二个符号3，按规则3，将节点值设为3，并返回到它的父母。 

	读入第三个符号+，按规则2，将节点值设为+并增加右孩子，并作为当前节点 

	读入第四个符号（，按规则1，新建一个节点，作为当前节点的左孩子，并设为当前节点 

	读入第五个符号4，按规则3，节点值设为4，将它的父母作为当前节点。 

	读入下一个符号*，按规则2，当前节点值设为*并新建一个右节点。新节点设为当前节点。 

	读入下一个符号5，按规则3，当前节点值设为5，它的父母作为当前节点。 

	读入下一个符号），按规则4，*的父母成为当前节点 

	读入下一个符号），按规则4，+的父母作为当前节点。+没有父母，操作结束。



从上面的例子很清楚地看到，我们必须保持对“当前节点”和它的“父母节点”的跟踪。树的接口已经提供了获得孩子节点的方法，getLeftChild 和 getRightChild 
但是怎样跟踪父母呢？一个简单方法就是使用栈，每当下沉到当前节点的孩子时，先把当前节点压栈，当要返回到当前节点的父母时，从栈中弹出。

使用以上规则，加上 Stack 和 BinaryTree 的操作，现在我们可以写分析树的代码了。如下：







from pythonds.basic.stack import Stack
from pythonds.trees.binaryTree import BinaryTree

def buildParseTree(fpexp):
    fplist = fpexp.split()
    pStack = Stack()
    eTree = BinaryTree('')
    pStack.push(eTree)
    currentTree = eTree
    for i in fplist:
        if i == '(':
            currentTree.insertLeft('')
            pStack.push(currentTree)
            currentTree = currentTree.getLeftChild()
        elif i not in ['+', '-', '*', '/', ')']:
            currentTree.setRootVal(int(i))
            parent = pStack.pop()
            currentTree = parent
        elif i in ['+', '-', '*', '/']:
            currentTree.setRootVal(i)
            currentTree.insertRight('')
            pStack.push(currentTree)
            currentTree = currentTree.getRightChild()
        elif i == ')':
            currentTree = pStack.pop()
        else:
            raise ValueError
    return eTree

pt = buildParseTree("( ( 10 + 5 ) * 3 )")
pt.postorder()  #下节讲到








上面代码中，我们讲过的四规则，分别体现在if语句的四个分枝中，即11，15，19和24行。在每种情况下，都可以看到规则的实现，包括几次对 BinaryTree 或 Stack 的调用。唯一的错误检查在else 子句中，升起一个 ValueError 异常，应对从列表中得到一个不能识别的字符的情况。

现在分析树已经建起来了，怎样用呢？作为第一个例子，我们写一个函数来求分析树的值，返回计算结果。写这个函数要用到树的层级结构，回头看看图2记得我们用图3中的简化树代替了原来的树，这提示我们写一个递归算法对子树求值。

以前我们做过递归算法了，这次我们从设计递归的基点开始。树的自然基点是叶子。在分析树中，叶子节点总是操作数，象整数或浮点数之类的数字对象不需要更多操作，所以 evaluate 函数可以直接返回它的值。递归走向基点的的方法是对左右孩子使用 evaluate 函数。

要把两个递归调用的结果合在一起，只需要简单地对这两个结果应用存在父母节点的操作符，在图3的例子中，我们可以看到两个孩子自己求值，各得10和3，对他们应用乘法，得到最终结果30

递归函数 evaluate 见linsting
 1。首先，要得到左右孩子的引用，如果左右孩子都是None，那么当前节点是叶子。这个检查过程在第7行。如果不是叶子，查找当前节点的操作符，并用到它左右孩子的返回值上。

在算法中，使用了字典数据类型，其中键值是 '+', '-', '*'和 '/'。数值部分是python中operator模块的函数。Operator模块提供了常用操作符的函数版，这样当我们查找操作符的时候，返回相应的函数。既然是函数，我们可以用函数方式来计算算式。比如我们查找 opers['+'](2,2) ，等价于operator.add(2,2).

Listing 1



def evaluate(parseTree):
    opers = {'+':operator.add, '-':operator.sub, '*':operator.mul, '/':operator.truediv}

    leftC = parseTree.getLeftChild()
    rightC = parseTree.getRightChild()

    if leftC and rightC:
        fn = opers[parseTree.getRootVal()]
        return fn(evaluate(leftC),evaluate(rightC))
    else:
        return parseTree.getRootVal()






最后，我们用图4中的例子来跟踪求值函数evaluate
 。当调用evaluate,，我们把一整个子树作为参数传递过去。然后我们得到左右子树的引用以确认他们是存在的。递归调用发生在第9行，开始查找根节点的操作符，这里是 '+'，它对应的函数是operator.add ，需要两个参数。象一般的python函数一样，它要做的第一件事情就是计算两个参数的函数值。在本例中，两个参数都是对 evaluate 的递归调用。从左到右求值，第一个递归函数得到了左子树，发现这个节点没有孩子，所以是叶子。在叶子节点上，仅仅返回它的数值就可以，这里返回了整数3。

此时我们的顶级调用 operator.add的一个参数已经算出来了，但还没完。继续从左到右的求值，现在求右子树的值，发现它有左右孩子，根值是*，再对它的两个孩子调用函数，这时发现它的左右孩子是叶子，分别返回两个整数4和5，用这两个参数计算operator.mul(4,5)。这时，顶级调用+的左右子树已经计算出来，这时要计算 operator.add(3,20)。最终的结果是23.
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树的遍历


在学习完成树的基本结构以后，我们开始研究一些树的应用模式。访问树的全部节点，一般有三种模式，这些模式的不同之处，仅在于访问节点的顺序不同。我们把这种对节点的访问称为“遍历”，这三种遍历模式叫做前序、中序和后序。下面我们对遍历模式作更仔细的定义，同时研究使用这延续模式的例子。

前序遍历


在前序遍历中，先访问根节点，然后用递归方式前序遍历它的左子树，最后递归方式前序遍历右子树。





中序遍历

在中序遍历中，先递归中序遍历左子树，然后访问根节点，最后递归中序遍历右子树。

后序遍历

在后序遍历中，先递归后序遍历左子树，然后是右子树，最后是根节点。

我们来看几种遍历的实例。第一个是前序遍历，象读一本书一样。书本是根节点，每一章是一个孩子，每一节又是本章的孩子，等等。图5所示是一本书局部章节结构，只有2章。注意遍历算法结构可用于任意多个孩子，这里只谈二叉树。

[image: ]




图5
一本书的树形结构






我们要从头到尾读书的时候，正好就是一个前序遍历。从整本书开始，然后递归阅读左孩子即第一章标题，然后是读第一章第一节标题，即1.1。1.1没有孩子，不再递归，可以读本节的内容，读完1.1，再读1.2，1.2有孩子，我们要先读1.2.1，再读1.2.2
。1.2完成后，回到第1章，这时再读第2章。

树的遍历代码简洁得令人惊讶，这很大程度上是因为用了递归的技术。Listing2是二叉树的前序遍历代码。

你也许在想，怎样写遍历算法好呢？是写一个以树作为参数的外部函数呢，还是在树的类里加个方法呢？Listing 2 显示的方法是外部函数，使用二叉树作为参数。外部函数比较简洁，因为只需要检查一下树的存在。如果不存在，函数直接返回，不作任何计算。

Listing 2

def preorder(tree):
    if tree:
        print(tree.getRootVal())
        preorder(tree.getLeftChild())
        preorder(tree.getRightChild())




也可以在 BinaryTree 类里写一个方法，实现代码见 Listing
 3。注意从外部称到类的内部时，有什么变化。一般情况下，只需要用self取代tree，但是还要修改基点。内部方法必须检查左右孩子是否存在。

Listing 3

def preorder(self):
    print(self.key)
    if self.leftChild:
        self.left.preorder()
    if self.rightChild:
        self.right.preorder()




上面两种方法哪种比较好？在这里， preorder 作为一个外部函数比较好，原因是，我们很少是为了遍历而遍历，这个过程中总是要做点事情的，事实上后面我们在后序遍历中举例使用的方法就很象此前我们用过的计算分析树的的代码，所以其余的代码我们都用了外部函数的方法。

Listing4中使用的 postorder 即后序遍历，与前序遍历很相近，区别只是把打印方法移到了函数的后面。

回看listing1一遍，我们会看到后序遍历的一个普通用法，即分析树求值。我们的做法是，计算左右子树的值，然后用操作函数结合在一起。假设二叉树只保存表达式，我们来重写求值函数，但是模型更为接近listing 4的 postorder 代码。

Listing 5

def postordereval(tree):
    opers = {'+':operator.add, '-':operator.sub, '*':operator.mul, '/':operator.truediv}
    res1 = None
    res2 = None
    if tree:
        res1 = postordereval(tree.getLeftChild())
        res2 = postordereval(tree.getRightChild())
        if res1 and res2:
            return opers[tree.getRootVal()](res1,res2)
        else:
            return tree.getRootVal()




注意listing 4和listing 5的结构相近，只是后者没有打印键值，而是作了返回动作。这样我们可以让第6和7行那样，保存递归调用中返回的数值，以便在第9行使用这些值。

我们要研究的最后个遍历是中序。中序过程是这样的，先造访左孩子，然后是根，最后到右孩子。Listing 6是中序的代码。现在可以注意到，所有的遍历中，只是print语句的位置不同而已。

Listing 6


definorder(tree):

  if tree
!=None:

     inorder(tree.getLeftChild())

     print(tree.getRootVal())

     inorder(tree.getRightChild())



当我们对一个分析树作中序遍历时，得到表达式的原来形式，没有任何括号。我们来修改算法以得到表达式的完全括号式。对基础模板做的唯一变更是：在调用左子树之前，先输出一个左括号，然后在调用右子之树之后，输出一个右括号。修改后的代码如Listing7:

Listing 7

def printexp(tree):
  sVal = ""
  if tree:
      sVal = '(' + printexp(tree.getLeftChild())
      sVal = sVal + str(tree.getRootVal())
      sVal = sVal + printexp(tree.getRightChild())+')'
  return sVal




不过上面的实现中，在每个数字上都加上了括号，这肯定是多余的。这个完善工作留作练习。
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