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Décomposition en éléments simples — Définition

Fraction rationnelle propre
On cherche a décomposer F(p) = N(p)/D(p)

avec deg N < deg D.
Si ce n'est pas le cas, on effectue la division

euclidienne : F(p) = Q(p)+ R(p)/D(p) puis
on décompose le reste propre R/D.

Principe général

Factoriser D(p) sur R en :

m facteurs linéaires (p — r;)™
m facteurs quadratiques
irréductibles (p? + b;jp + ¢;)™

A chaque facteur correspond une famille
d’'éléments simples.

&
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Méthode 1 — Péles simples réels

Forme de la décomposition

SiD(p) = (p—ri)(p—r2)---(p—rn) avec r; F(p) = 3p+1 poles

distincts : F(p) = pélﬁ + pﬁzrz 4t pi"rn

ésidu . ;
. _ 1 _ 1
f:f: pll_r)rlk(p —r) F(p) = [(p = rk)F(p)]p:r Al = [p F(p)]p:O =+ =1
-2
/ A2 = [(p+ 1)F]p771 = om = 2
As = [(p+2)F]p_ 2= 0T~ "3
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Méthode 2 — Péles d'ordre multiple

Exemple : F(p) = 1/[p*(p + 2)]

Forme de la décomposition

P;ur un é)ﬁle r d'ordreBm : F(p) = -+ + Péle double en 0, simple en —2.
N B = [p*F] _, =3
Coefficient Bk (]. < k < m) G Bk = B |:d ( 1 >i| |: 1 :|
m—k — A —= = -
(s (P = N"F(R)| A A PR L P
En particulier B, = [(p — r)™F(p)] - 4
{ g ) C=[p+2)F],__,=3
—1/4 1/2  1/4
Flp) = —= 4+ L= 4 =
(p) p P> p+2
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Méthode 3 — Péles complexes conjugués

Ceemple : F(p) = -+ 3 is* +20+5)]

Pour un facteur irréductible p? 4 bp + c : F(p) = A Bp+C
F _ Ap+B (p) = ) + P2+2p+5
(p)_“.+p2+bp+c+.“ ;
Aet B : identification aprés réduction au méme A= [pF] p=0 _ 5
dénominateur. On met ensuite sous forme Réduction : (p +3) = A(p? +2p +5) +
canonique : (pfé’)tiwz = A(p+‘;3§‘+w2 + B_wAa . p(Bp + C)
ora)Trer pP: 0=A+B=B=-3/5 pl: 1=
LY ] 2A+C= C=-1/5
3/5 —3p/5-1/5
F(p) = 3/5 4 #
p p>+2p+5
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Récapitulatif — Choisir sa mé

Cas

Méthode

Calcul cle

Poles simples réels

Pole d’ordre m

Poéles complexes
conj.

Cas général mixte

Reésidu (cover-up)

Dérivation successive

Forme quadratique Ap + B

Combiner les trois

A = [(p— ) Flo=r,

dm—k

Bl = Gy grt | o=

Identification des coefficients

Péles simples d'abord, restes par
identification

La décomposition est unique. On peut toujours vérifier en recomposant (réduction au méme
dénominateur). Une substitution de valeurs particulieres de p permet de vérifier rapidement

chaque coefficient.
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Applications

Transformée de Laplace - Transformée en z



Application 1 — Transformée de Laplace inverse

Aprés DES : F(s) =3, A&
Chaque terme se

lit dans
£’1{£} = e u(t)

la table

Par superposition : f(t) =Y, Axe™* u(t)

1/s 1(t) 1/ =t
1/(s+a) et
w/(s?+w?)  sinwt
s/(s?+w?) coswt

1/(s+a)? te

\

Exemple complet

3s+1
F(s) = ————7——=
() s(s+1)(s+2)
Alzéa A2:27 A3:_g
1/2 2 5/2
REi= =

f(t)=142e7" -3, >0

Chaque terme <> une ligne de la table.
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Pourquoi F(z)/z ?
1

Les tables donnent des formes %=, pas _=-.
Méthode :

. Poser G(z) = F(z)/z

[y

2. Décomposer G(z) en éléments simples
3. Multiplier par z : F(z) =3, 2«2
4

z—ay

. Lire f[k] dans la table en z

\

Application 2 — Transformée en z inverse

Table en z et exemple

z/(z-1) 1 (échelon)
z/(z - efaT) e—akT
Tz/(z—1)> kT (rampe)
F@):1@-¢xz—om' ¢ =F/z=
(z—1)(z—-0.5)
-2 donc F(z) =
T oz—1 z—05
2z 2z
z—1 z-05

K =2-2(05)" k>0
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Bilan — DES en automatique

Usage en Laplace

= Réponse temporelle y(t) :
décomposer Y(s) puis table inverse

® Modes : pole ry, donne e'xt —
stabilité si Re(rx) <0

m Calcul de G,on(2) : décomposer
G(s)/s avant 2

Usage en transformée en z

m Réponse discréte y[k] : décomposer
Y (z)/z puis table

m Modes discrets : pdle a, donne af

m Stabilité : tous les pdles dans le cercle
unité |ax| < 1

m Méme mécanique que Laplace, tables
différentes

Fil conducteur : la DES est une opération purement algébrique sur des fractions rationnelles. Les
transformées de Laplace et en z ne font qu'en définir le contexte et les tables de correspondance.
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